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ABSTRAK

Nama : Dheni Triadi Sudewo

Program Studi : Matematika

Judul : Penentuan Distribusi dari Banyaknya ‘Hit’ Kerandoman Barisan
Bilangan Biner pada Metode Overlapping Template Matching
Test

Tugas akhir ini membahas mengenai penentuan distribusi dari banyaknya ‘Ait’
kerandoman barisan bilangan biner pada metode Overlapping Template Mathcing
Test. Metode ini merupakan suatu metode yang terfokus pada sering atau tidaknya
muncul ‘pola’ acak pada tiap blok barisan bilangan biner dengan menggunakan
suatu template. Penentuan distribusi ini dimulai dengan menggunakan distribusi
Compound Poisson , lebih khusus lagi menggunakan distribusi Geometric
Poisson. Lebih lanjut lagi digunakan transformasi Confluent Hypergeometric
Function (Kummer’s Function). Selain itu, dalam tugas akhir ini juga diberikan
ilustrasi dalam menguji kerandoman barisan bilangan biner dengan menggunakan
metode Overlapping Template Mathcing Test.

Kata Kunci : distribusi, banyaknya hit, barisan bilangan biner,
Overlapping Template Matching Test, Compound Poisson.
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ABSTRACT

Name : Dheni Triadi Sudewo
Study Program : Mathematics
Title : Detemining Distribution Number of Hit of Bit Sequence

Randomness in Overlapping Template Matching Test

This paper discusses about determining distribution number of hit of bit sequence
randomness in Overlapping Template Matching Test. This method focusses on
how often the pattern appears in each blok of bit sequence by using a template.
This determining distribution starts by using Compound Poisson distribution,
specifically by using Geometric Poisson distribution. Moreover, Confluent
Hypergeometric Function is used as transformation’s method. Besides, this paper
also gives illustration about how to test the randomness of bit sequence using
Overlapping Template Matching Test.

Keywords : distribution, number of hit, bit sequence, Overlapping Template
Matching Test, Compound Poisson.

xiv + 57 pages; 6 pictures, 7 tables
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam bidang kriptografi, kerahasiaan suatu informasi merupakan hal
yang paling penting. Terdapat banyak metode yang dapat digunakan untuk
merahasiakan atau menghasilkan informasi tersebut. Salah satu contohnya adalah
metode dalam menghasilkan bilangan acak. Namun, biasanya sulit untuk sebuah
program menghasilkan suatu bilangan yang bersifat acak. Maka dari itu untuk
menghasilkan suatu bilangan yang bersifat acak, dibutuhkan suatu fungsi/
pembangkit yang dapat membangkitkan bilangan acak tersebut (Otniel, 2011).

Terdapat dua tipe pembangkit yang dapat digunakan untuk menghasilkan
bilangan/ barisan bilangan yang bersifat acak: Random Number Generator (RNG)
dan Pseudorandom Number Generator (PRNG). Metode RNG merupakan suatu
metode pembangkit barisan bilangan acak dengan sumber nondeterministik.
Nondeterministik berarti ketika diberikan nilai awal (seed) yang sama, maka
pembangkit ini akan menghasilkan barisan output yang berbeda - beda.
Sedangkan metode PRNG merupakan suatu metode pembangkit barisan bilangan
acak dengan sumber deterministik. Deterministik berarti ketika diberikan input
nilai awal (seed) yang sama, maka pembangkit ini akan selalu menghasilkan
barisan output yang sama (Rukhin, et al., 2001).

Metode RNG merupakan sebuah mekanisme yang digunakan untuk
membangkitkan barisan bilangan acak dimana hasil output-nya biasanya akan
langsung digunakan sebagai input pada metode PRNG. Kemudian metode PRNG
akan membangkitkan kembali barisan bilangan acak tersebut dengan mekanisme
yang sedikit berbeda (Rukhin, et al., 2001).

Kedua metode ini memiliki sedikit perbedaan dalam menjalankan
prosesnya. Perbedaan tersebut dapat dilihat pada efisiensi dari kedua metode
tersebut. Metode RNG merupakan metode yang kurang efisien jika dibandingkan
dengan metode PRNG. Hal ini dikarenakan metode PRNG dapat menghasilkan
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barisan bilangan acak dalam waktu yang lebih singkat, deterministik, serta barisan
yang dihasilkan bersifat periodik namun tetap acak (Haahr, 1998-2011).

Untuk mengetahui suatu barisan bilangan biner acak atau tidak, perlu
dilakukan suatu pengujian. Untuk menguji kerandoman barisan yang dihasilkan
oleh metode RNG maupun metode PRNG tersebut terdapat beberapa metode yang
dapat digunakan. Salah satu metode tersebut adalah Overlapping Template
Matching Test.

Pada metode Overlapping Template Matching Test, suatu barisan biner
dengan panjang n akan dibagi sebanyak N blok dengan panjang masing - masing
blok adalah M. Dari masing - masing blok inilah akan diuji apakah ada atau tidak
suatu ‘pola’ yang menjadi acuan (misal untuk m = 2 yaitu 11, 10, 01, atau 00)
dengan menggunakan suatu template B dengan panjang m. Template B
merupakan sebuah ‘pola’ yang digunakan untuk menentukan kerandoman barisan
bilangan biner tersebut. Berdasarkan template inilah akan diuji kerandoman
barisan bilangan biner dengan cara melihat intensitas sering atau tidaknya muncul
pola. Apabila terjadi kecocokan (misal template yang digunakan 11, dan bagian
barisan bilangan yang dievaluasi adalah 11), maka untuk selanjutnya kejadian
tersebut disebut ‘4’ (Rukhin, et al., 2001).

Untuk menentukan acak atau tidaknya blok tersebut, akan dilakukan
pengujian statistik dengan uji Chi-Square. Pada uji ini barisan bilangan biner
tersebut dikatakan acak jika hasil pengamatan intensitas kemunculan bilangan
biner pada masing - masing blok mengikuti suatu pola yang diwakili oleh suatu
distribusi di bawah asumsi acak. Sehingga pada tugas akhir ini akan ditentukan
distribusi dari banyaknya ‘hif’ kerandoman barisan bilangan biner pada metode

Overlapping Template Matching Test apabila asumsi kerandoman terpenuhi.
1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup Masalah

Perumusan masalah dalam tugas akhir ini adalah sebagai berikut:
Bagaimana menentukan distribusi dari banyaknya ‘hi’ kerandoman

barisan bilangan biner pada metode Overlapping Template Matching Test?
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Ruang Lingkup dalam tugas akhir ini adalah sebagai berikut:

a) Barisan bilangan biner, pembagian jumlah serta panjang blok, dan femplate
pengujian pola acak sudah diberikan.

b) Batas untuk suatu blok mengalami lebih dari N ‘Ait’ yaitu nilainya akan tetap
N ‘hit’.

c) Template B yang digunakan khusus untuk B = 111 ... 111 sepanjang m (runs

of ones)
1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut:

a) Menjelaskan mengenai penurunan distribusi ‘%it” kerandoman barisan
bilangan biner pada metode Overlapping Template Matching Test.
b) Memberikan ilustrasi dalam menguji kerandoman barisan bilangan biner pada

metode Overlapping Template Matching Test.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan dasar - dasar yang digunakan dalam penulisan,

yaitu definisi RNG dan PRNG, beberapa distribusi, serta fungsi yang digunakan.

2.1 Definisi Random Number Generator (RNG) dan Pseudorandom Number
Generator (PRNG)

Bilangan acak adalah bilangan yang tidak dapat diprediksi
kemunculannya. Pada zaman dahulu, terdapat beberapa cara untuk memperoleh
bilangan acak. Diantaranya adalah dengan cara melempar dadu, dan mengocok
kartu. Namun pada zaman modern ini (yaitu lebih dari tahun 1940), untuk
membentuk bilangan acak dapat dilakukan secara numerik ataupun aritmatik
(yaitu dengan menggunakan komputer). Bilangan acak yang dibangkitkan oleh
komputer adalah bilangan acak semu (Pseudo Random Number) karena
menggunakan suatu perumusan tertentu. Karena menggunakan perumusan
tersebut, maka bilangan acak yang dihasilkan merupakan bukan merupakan
bilangan yang benar - benar acak. Bilangan acak dapat dibangkitkan dengan pola
tertentu (dikarenakan tidak ada bilangan acak yang benar - benar acak) dengan

mengikuti suatu fungsi distribusi tertentu (Otniel, 2011).

Dalam bidang kriptografi, terdapat dua pembangkit barisan bilangan acak,
yaitu Random Number Generator (RNG) dan Pseudorandom Number Generator
(PRNG) dimana keduanya menghasilkan suatu barisan bilangan yang bersifat
‘seolah’ acak. Dikatakan ‘seolah’ acak karena tidak ada komputasi yang benar -
benar dapat menghasilkan deret bilangan acak secara sempurna. Hal ini
disebabkan semua fungsi dalam matematika hanya dapat memetakan satu nilai
saja, sedangkan yang diharapkan dari bilangan acak adalah ketika suatu karakter,
katakanlah nilai a diacak, akan menghasilkan nilai yang berbeda tiap kali diacak

(Otniel, 2011).
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2.1.1 Random Number Generator (RNG)

Metode Random Number Generator (Pembangkit Bilangan Acak), biasa
disebut dengan metode RNG, merupakan suatu metode pembangkit barisan
bilangan acak dengan sumber nondeterministik. Nondeterministik berarti ketika
diberikan nilai awal (seed) yang sama, maka pembangkit ini akan menghasilkan

barisan output yang berbeda - beda. (Rukhin, et al., 2001).

Dalam bidang kriptografi, output dari RNG yang digunakan adalah output
yang tidak dapat diprediksi. Namun dalam kenyataannya, output dari RNG
terkadang masih dapat diprediksi. Untuk menanggulangi hal ini, yang dapat
dilakukan yaitu dengan menggabungkan output dari beberapa sumber yang
berbeda sebagai input dari RNG. Biasanya dibutuhkan waktu yang cukup lama

dalam menghasilkan bilangan acak yang memiliki kualitas tinggi.

Bilangan acak dikatakan memiliki kualitas yang baik apabila setelah
sekian periode tertentu terjadi perulangan atau munculnya bilangan acak yang
sama (semakin lama semakin baik) dan kemunculannya tidak dapat diprediksi.

(Rukhin, et al.,, 2001).

2.1.2  Pseudorandom Number Generator (PRNG)

Metode Pseudorandom Number Generator (Pembangkit Bilangan Acak
Semu), biasa disebut metode PRNG, merupakan suatu metode pembangkit barisan
bilangan acak dengan sumber deterministik. Deterministik berarti ketika diberikan
input nilai awal (seed) yang sama, maka pembangkit ini akan selalu menghasilkan

barisan output yang sama (Rukhin, et al., 2001).

Terdapat hubungan antara kedua metode tersebut, yaitu hasil output dari
RNG biasanya dapat langsung digunakan sebagai input untuk metode PRNG
dengan syarat hasil outputnya sudah memenuhi kriteria acak yang telah diuji

dengan uji statistik.

Metode PRNG memiliki beberapa keunggulan apabila dibandingkan
dengan metode RNG, yaitu metode ini lebih efisien dan periodik. Lebih efisien
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berarti metode ini dapat menghasilkan bilangan acak dalam waktu yang lebih
singkat dan periodik berarti secara berkala akan terjadi perulangan atau

munculnya bilangan acak yang sama (semakin lama periodenya semakin baik).

Hal tersebut bukan berarti suatu bilangan acak yang mengalami
perulangan itu merupakan bilangan acak yang kurang baik. Hal ini dikarenakan
setiap bilangan acak akan selalu mengalami perulangan atau munculnya bilangan
acak yang sama, namun apabila perulangan tersebut terjadi setelah beberapa
periode yang lama, maka bilangan acak tersebut merupakan bilangan acak yang
baik. Dalam menghasilkan bilangan acak dengan jumlah besar, lebih baik
digunakan metode PRNG. Berikut adalah tabel perbandingan karakteristik kedua

metode tersebut:

Tabel 2. 1 Tabel perbandingan karakteristik metode RNG dan PRNG

No Karakteristik RNG PRNG
1 Efisiensi Kurang Baik Baik
2 Deterministik Tidak Ya
3 Periodik Tidak Ya

(Haahr, 1998-2011)

2.2 Macam - macam distribusi

Pada skripsi ini akan digunakan beberapa distribusi dalam proses
penurunan distribusi dari banyaknya ‘hit” kerandoman barisan bilangan biner pada
metode Overlapping Template Matching Test, seperti distribusi Bernoulli,

Poisson, Binomial, Compound Poisson, dan Geometric Poisson.

2.2.1 Distribusi Bernoulli

Percobaan Bernoulli adalah suatu percobaan acak dimana hasil yang

mungkin adalah sukses atau gagal. Barisan dari Bernoulli #rials dikatakan terjadi
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apabila percobaan Bernoulli dilakukan berkali - kali dan saling bebas. Lebih lanjut

untuk setiap trial, probabilitas suksesnya adalah sama yaitu p.

Misalkan variabel acak X yang berhubungan dengan suatu Bernoulli trial,

yang didefinisikan sebagai berikut:
X(sukses) = 1 dan X(gagal) = 0.
P.d.f dari X dapat ditulis:
f)=p*A-p)' ™ ,x=01 (2.1)
=0 , yang lainnya.

Maka variabel acak X dikatakan mempunyai distribusi Bernoulli.

Ekspektasi dari X:
pu=EX) =Xioxp*(1=p)'* = (0)(1 - p) + D) =p,

dan variansi dari X:
1
o? = var(X) = Z(x —p)?p*(1-p)
x=0

=p*(1-p)+ A -p)’p=pd-Dp).

Dengan demikian standar deviasi dari X adalah 0 = /p(1 — p). Distribusi

Bernoulli akan dinotasikan dengan Be(p), dengan konstanta p sebagai parameter
dari distribusi Bernoulli.

(Hogg & Craig, 1995)

2.2.2 Distribusi Binomial

Variabel acak X dikatakan mempunyai distribusi Binomial apabila p.d.f

f(x) dari variabel acaknya adalah sebagai berikut:

f@=()pa-pr*  x=012..,n (2.2)
=0 , yang lainnya.
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Distribusi binomial akan dinotasikan b(n, p), dengan konstanta n dan p
disebut parameter dari distribusi binomial.

(Hogg & Craig, 1995)

2.2.3 Distribusi Poisson

Variabel acak X dikatakan mempunyai distribusi Poisson apabila untuk

A > 0, p.d.f f(x) dari variabel acaknya adalah sebagai berikut:

flx) =

= , yang lainnya dimana A4 > 0.

x=0,1,2, .. (2.3)

Axe—2
!

X

Distribusi Poisson mempunyai nilai parameter A dengan nilai u = 02 =
A > 0. X berdistribusi Poisson dengan parameter A, dapat ditulis, X~P (1).
(Hogg & Craig, 1995)

Berdasarkan Hogg & Craig (1995), distribusi Poisson dengan parameter A
dapat didekati (diaproksimasi) menggunakan distribusi binomial dengan
parameter n dan p. Pendekatan ini dapat dilakukan ketika n bernilai besar, dan p

sangat kecil sehingga A = np.

2.2.4 Distribusi Compound Poisson

Berdasarkan Kaas, Govaerts, Dhaene, & Denuit (2002), suatu variabel

acak N dikatakan berdistribusi Compound Poisson, dengan
N=K +K,+ - +Ky (2.4)

N = 0 jika M = 0, dimana

e M merupakan variabel acak yang berdistribusi Poisson
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e K, berdistribusi sembarang yang identik dan independen, untuk m =
1,2,...M
e M dan K,,, independen

Persamaan 2.4 merupakan bentuk dari distribusi Compound Poisson yang
umum. Dikatakan umum karena distribusi dari variabel acak K,, merupakan
sembarang distribusi dengan variabel acak diskrit ataupun kontinu. Kemudian
variabel acak M merupakan variabel yang mengukur banyaknya variabel acak K,
yang digunakan untuk menghasilkan variabel acak N. Variabel acak M biasa
disebut variabel acak pencampur yang berdistribusi Poisson.

Berdasarkan Nuel (2006), terdapat bentuk khusus dari distribusi
Compound Poisson, untuk K variabel acak yang diskrit, dimana K menyatakan
‘kelas’ yang dapat diambil. Variabel acak N dikatakan mempunyai distribusi
Compound Poisson dengan parameter (A )y Sedemikian sehingga untuk setiap

A > 0dan X7, A4 = A < o jika

N=YM_K,=K +K,+ -+ Ky (2.5)

dengan
P(K=k)=2 vkeN" (2.6)

dimana

e M~P(21) independen terhadap K,,, (variabel acak M mengukur banyaknya
variabel acak K;,).

e K, K; berdistribusi identik dan independen.

e N* didefinisikan sebagai suatu himpunan bagian dari bilangan asli yang
khusus.

e A, adalah parameter untuk setiap K,,, yang menyatakan ‘bobot’ bahwa

K;, K, ..., K, masuk ke kelas K.
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g i PIL W e

Gambar 2. 1 Penggambaran hubungan K,,, dengan paramer A,

Distribusi Compound Poisson dinotasikan CP((A;) xen+) dengan
parameter (A;) jen-

(Nuel, 2006)

Lemma 2.1

Jika N~CP((A)ren+) dengan };2° ; A; = A maka Vn € N*

_aq Am }‘k X...X?\k
P(N=n)=X-1€ Amzkl,...,kmel\l* ey thytetiem=ny — - (2.7)

dan P(N = 0) = e
(Nuel, 2006)

Penjelasan mengenai perumusan 2.7, terdapat pada bukti di Lampiran 1.
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2.2.5 Distribusi Geometric Poisson (Polya-Aeppli)

Variabel acak N berdistribusi Geometric Poisson (Polya-Aeppli) dengan
parameter 6 € [0,1] untuk bagian geometrik dan parameter A > 0 untuk bagian

Poisson (dinotasikan GP (4, 8)), jika N~CP ((A))ken+) dengan
A =A(1—60)19 VkeN (2.8)
(Nuel, 2006)

Penjelasan dari definisi Geometric Poisson (Polya-Aeppli) di atas yaitu

jika terdapat suatu variabel acak N, dimana

1. N berdistribusi Compound Poisson dengan parameter A, untuk k € N*.
2. Terdapat suatu parameter A dan 8 yang masing - masing dapat dikatakan
sebagai parameter untuk ‘bagian’ Poisson dan Geometrik.

3. A =A1—0)19 vkeN

Maka variabel acak N tersebut dikatakan berdistribusi Geometric Poisson
dengan parameter 1, k € N*. Bentuk distribusi Geometric Poisson merupakan

bentuk khusus dari distribusi Compound Poisson.

Berikut dengan menggunakan persamaan 2.7 (bentuk distribusi dari
Compound Poisson) dan persamaan 2.8 (bentuk dari A, pada Geometric Poisson),
maka akan dihasilkan bentuk distribusi dari Geometric Poisson pada Proposisi 2.1

sebagai berikut:
Proposisi 2.1

Jika N~GP(A,0) makavVn =1

PN =n) = Xy e 42 (1 - g)n-mgm (7’;__11) 2.9)

dengan (Z) merupakan koefisien binomial (,,Cy), dan P(N = 0) = e~%.

(Nuel, 2006)

Penjelasan mengenai perumusan 2.9, terdapat pada bukti di Lampiran 2.
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Penjelasan Proposisi 2.1 ini yaitu apabila suatu variabel acak berdistribusi
Gemoetric Poisson dengan parameter A dan 8, maka dapat dibentuk p.d.f seperti
diatas dimana bentuk p.d.f tersebut didapat dengan menurunkan bentuk p.d.f dari
suatu variabel acak yang berdistribusi Compound Poisson yang ada pada Lemma

2.1. Dimana dengan menggunakan A, = A(1 — 8)k~16,

M N (1 _ e)n—mem

dan

I n—1
(ky+ky+-+km=n} = m—1
K1, EN*

Sehingga didapat bentuk p.d.f dari variabel acak yang berdistribusi
Geometric Poisson seperti persamaan 2.9. Untuk penjelasan lebih lengkapnya

dapat dilihat pada Lampiran 2.

2.3 Confluent Hypergeometric Function (Kummer’s Function)

Bentuk Confluent Hypergeometric Function (biasa disebut dengan
Kummer’s Function) berdasarkan Abramovitz & Stegun (1972),adalah:

— az | (@gz® | @nz"
M(a,b,z) =1+ i 3,8 + -4 o + (2.10)

dimana
(@), =ala+1)(a+2)..(a+n—-1)

(@)o =1

Notasi lain untuk M (a, b, z) yaitu ,F;[a; b; z] dan ®(a, b, z).
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Transformasi Kummer
®(a,b,z) =e?®(b —a,b,—2) (2.11)
(Abramowitz & Stegun, 1972)

Setelah didapat bahwa N~GP (A, 6) dengan A > 0 dan 6 € [0,1], maka
berdasarkan Abramovitz & Stegun (1972), Proposisi 2.1 dapat ditulis dengan
menggunakan Confluent Hypergeometric Function seperti yang tercantum pada

Proposisi 2.2 berikut:
Proposisi 2.2
vn € N* dengan N~GP (A, 0) dengan A1 > 0 dan 6 € [0,1] didapat

P(N=n)=e*(1—-60)"ze ?®(n+1,2,2) (2.12)

: . i 20
dimana ® merupakan Confluent Hypergeometric Function dan z = T

(Nuel, 2006)

Penjelasan mengenai perumusan 2.12, terdapat pada bukti di Lampiran 3.

Sehingga pada penulisan tugas akhir ini Confluent Hypergeometric
Function digunakan sebagai salah satu cara untuk merepresentasikan bentuk p.d.f
(pada persamaan 2.7) dari distribusi Compound Poisson. Selain itu dalam
penggunaannya bentuk ini sudah terdapat dalam perangkat lunak yang biasa
digunakan. Sehingga untuk keperluan numeriknya hanya diperlukan input-input

parameter a, b, z dan akan diperoleh hasil, dibandingkan harus menghitung
n—1 ad n-mpom
bentuk (m B 1) dan (1 — @) mg™.
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BAB 3
PENENTUAN DISTRIBUSI DARI BANYAKNYA ‘HIT” KERANDOMAN
BARISAN BILANGAN BINER PADA METODE OVERLAPPING
TEMPLATE MATCHING TEST

Pada bab 3 ini, akan dibahas mengenai penentuan distribusi dari
banyaknya ‘hit’ kerandoman barisan bilangan biner pada metode Overlapping

Template Matching Test.

3.1 Pengujian Kerandoman Barisan Bilangan Biner pada Metode Overlapping

Template Matching Test

Metode Overlapping Template Matching Test ini adalah salah satu metode
yang digunakan untuk melihat pola pada barisan bilangan biner. Pola yang
dimaksud adalah kemunculan 11 ... 111 sepanjang m pada barisan bilangan biner,
untuk selanjutnya akan disebut dengan ‘Ait’. Maksudnya yaitu ‘hit’ merupakan
sebutan untuk barisan bilangan biner yang memiliki kecocokan (kesamaan)
dengan template acuan yang digunakan. Misal template yang digunakan adalah
111, dengan barisan bilangan biner yang sedang dievaluasi adalah 111, maka
karena terjadi kecocokan antara template dengan barisan bilangan yang sedang
dievaluasi untuk selanjutnya akan disebut ‘hif’. Berdasarkan pola tersebut, pada

akhirnya akan dapat ditentukan apakah suatu barisan biner tersebut random atau

tidak.

e Notasi
€ = barisan bilangan biner dari yang dibangkitkan oleh RNG atau
PRNG.
n = panjang barisan bilangan biner &.
M = panjang bit tiap blok yang dibentuk dari €.
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N = banyaknya blok yang dibentuk dari ¢, dipilih berdasarkan nilai
dari M.

B = m-bit template (pola) yang digunakan untuk menguji tiap blok.

m = panjang bit (bilangan biner) pada template.

e [lustrasi
B

_ i g
E=&1& . EyEM+1EM+2 - E2MmE2M+1 - E3M - En—1En> dimana
\ J J - J
Y YT
Blok 1 Blok 2 Blok N

B = template dengan panjang bit m, dengan n = NM.

Akan didefinisikan v; yaitu banyaknya blok yang memuat i ‘hit’ dari

sejumlah blok yang telah dievaluasi. Berikut ilustrasi mengenai v;:

€=1011100101011001010010101101100101010011
AN AN J U J \ J
Y Vi Y A

Blok 1 Blok 2 Blok 3 Blok 4

n=40,M = 10,N = 4.
Misal digunakan m = 2, template B = 11, maka untuk blok 1:

Tabel 3. 1 Tabel evaluasi blok 1

Posisi bit Bit Akumulasi B =11
1-2 10 0
2—-3 01 0
3—4 11 ‘hit’ ke —1
4 -5 11 ‘hit’ ke —2
5-6 10 0
6—7 00 0
7—-8 01 0
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8-9 10 0
9-10 01 0

Terjadi 2 kali ‘hit’ dengan menggunakan B = 11, sehingga v, = 1,v, =

v; = v3 = v, = 0, yang berarti:

e v, = 1 artinya ada 1 blok (yaitu blok ini sendiri) yang terjadi 2 kali ‘hit’
dari blok yang sudah dievaluasi.

e v, = 0 artinya tidak terjadi ‘hit’ dari blok yang sudah dievaluasi.

e v, =v; = v, = 0 artinya tidak terjadi 1, 3, 4, dan 5 kali ‘4i¢’ dari blok

yang sudah dievaluasi.

Didefinisikan

—_ VN
Vi = Lr=1"Vi,

dimana r menyatakan blok pada barisan bilangan biner, denganr = 1,2, ..., N.

Apabila terdapat sejumlah N blok, maka akan terdapat sebanyak N + 1
untuk nilai v;, sedemikian sehingga

. {1, jika blok r mengalami i 'hit',i=0,1,2,...,N — 1
Vi 7o, untuk yang lainnya

¥ {1, jika blok r mengalami 'hit' = N
YN 710,  untuk yang lainnya

SN ovi =N 3.1)

Mengacu pada pendefinisian v;, dimana v; menyatakan banyaknya blok
yang memuat i ‘hit’, maka Y, v; menyatakan jumlah blok yang memuat seluruh
kemungkinan nilai ‘hit> setelah dievaluasi secara menyeluruh. Sehingga YN, v;
dapat diyatakan sebagai total blok, yaitu N seperti yang dinyatakan pada

persamaan 3.1.

Artinya pada suatu barisan dengan banyak blok adalah N, untuk sejumlah

‘hit’ yaitu i, maka akan dievalusi apakah tiap blok pada barisan tersebut
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mengalami sejumlah i ‘hit’ tersebut. Misalkan sebuah barisan dengan banyak blok
5, akan diuji ada berapa banyak blok yang mengalami 3 ‘hit’. Apabila dari blok 1
hingga blok 5, hanya blok 2 yang tidak mengalami 3 ‘hit’ (terdapat 4 blok yang

mengalami 3 ‘hit’), maka dituliskan

5
V3 = v3r
=%

r
=v31+v32+v33+v34+v35
=14+0+1+1+1

=4

Sehingga didapat v; = 4, yang berarti terdapat 4 blok yang mengalami 3

‘hit’ setelah mengevaluasi seluruh blok pada barisan.

Berdasarkan cara mengevaluasi yang sama seperti yang dilakukan pada

Blok 1 dengan m = 2, template B = 11, didapat:
e Blok2=0110010100

Terjadi 1 kali ‘hit’ pada blok 2, maka didapat

v=Lv,=1Lyvy,=v3=v,=0

e Blok3=1010110110
Terjadi 2 kali ‘4it’ pada blok 3, maka didapat
v, =211 =1Lvy=v3=v,=0
sehingga terlihat disini yang awalnya v, = 1 menjadi v, = 2 dikarenakan
setelah dievaluasi terdapat 2 blok yang terjadi 2 kali ‘hit’.
e Blok4=0101010011
Terjadi 1 kali ‘hi’ pada blok 4, maka didapat
vy =21, =2,y =v3 =v, =0.
Sama seperti v, tadi, nilai v; = 1 menjadi v; = 2 dikarenakan

setelah dievaluasi terdapat 2 blok yang terjadi 2 kali ‘hif’.
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Sehingga setelah semua blok dievaluasi, didapat:
Vo=v3=v,=0,v =2,v, =2

Didefinisikan:

v; = banyaknya blok yang memuat i ‘Ait’.

E; = ekspektasi dari v; di bawah asumsi barisan tersebut acak.

Dari kedua definisi tersebut, terlihat bahwa keduanya merupakan
komponen yang mengevaluasi, yaitu v;, serta ekspektasi dari v;, yaitu E;, barisan
berdasarkan banyaknya blok yang memuat i ‘/it’. Namun pada penulisan tugas
akhir ini, dalam perumusan masalah hanya disebutkan kerandoman banyaknya i
‘hit’ pada barisan bilangan biner. Untuk selanjutnya akan diberikan ilustrasi
mengenai perubahan definisi dari yang awalnya berdasarkan banyaknya blok yang

mengalami i ‘hit’, hanya menjadi banyaknya i ‘hit’ saja.

Pertama - tama perhatikan Ej;, yaitu ekspektasi dari banyaknya blok yang
didalamnya memuat i ‘4it’ di bawah asumsi barisan tersebut acak. Dapat

dituliskan:
Ei = NT[i
dimana:

m; = probabilitas bahwa suatu blok (diantara blok - blok dalam barisan) akan

memuat i ’hit’
N = banyaknya blok dalam barisan bilangan biner

Kemudian perhatikan v;, yaitu banyaknya blok yang memuat i ‘kit’. Pada

definisi v;, tidak diketahui blok mana yang sebenarnya didalamnya mengalami i

*hit.

Demikian pula dengan m; sebagai probabilitas bahwa suatu blok akan
memuat i ‘hit’. Perhatikan bahwa pendefinisian m;, yang menjadi perhatian adalah
banyaknya ‘hit’ di dalam suatu blok (v;) ataupun probabilitas kemunculan i ‘hit’
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di dalam suatu blok (7;) tanpa memperhatikan letak blok. Secara total terdapat N
blok dalam barisan bilangan biner, maka Nm; menyatakan ekspektasi dari

banyaknya blok yang memuat i ‘A’ di bawah asumsi barisan tersebut acak.

Dari penjelasan tersebut, dapat dinyatakan definisi kerandoman yang
semula didefinisikan sebagai banyaknya blok yang di dalamnya terjadi i ‘hit’,
dapat juga dinyatakan sebagai banyaknya ‘Ait’ saja (atau banyaknya i ‘Ait’). Hal
ini dikarenakan banyaknya blok yang di dalamnya mengalami i ‘hit’ adalah

sembarang, baik untuk v; maupun untuk E; = N;.

Selanjutnya untuk menguji barisan € acak atau tidak, akan dilakukan
perbandingan antara v; dan E;. Berdasarkan kedua definisi ini, apabila v;
mendekati E; berarti barisan tersebut dikatakan acak. Digunakan hipotesis sebagai

berikut:
H, : Barisan € random

Hipotesis di atas dapat dinyatakan dalam suatu perumusan. Jika barisan &
random, maka W, yaitu banyaknya ‘/it’ pada suatu blok, adalah berdistribusi
Compound Poisson. Sehingga H,: barisan € random, dapat dituliskan kembali

sebagai berikut:

PW=0)=mn,=e7"

L
e M i—1\nt ne 2" A
P(W=i)=m 2y E (l i 1) T > ®(+1,2,n);untuki > 1,7 >

=1
H, : Tidak demikian

Statistik uji:
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dimana:

0; merupakan banyaknya blok yang memuat i ‘hit’.

E; merupakan ekspektasi banyaknya blok yang memuat i ‘Ait’.
N merupakan banyaknya blok yang dibentuk dari &.

Penentuan distribusi dari 7r; inilah yang akan menjadi permasalahan dalam

penulisan tugas akhir ini. Berikut adalah prosedur perhitungan untuk nilai ;:
m=P(W =1i)

-n A - l -2n | d 2
= ‘32—1.3:1(;_1 ’Z— = ’”ch(l +1,2,m);untuk i = 1, =7, (3.2)

dimana

M—-—m+1
e

Pandang bentuk berikut

az (a),z* (2

CID(a,b,z) =1 +?+m+ ...+Wnn!+ ..., dimana

(a),=ala+1)(a+2)..(a+n—-1)
(a)o =L

®(a, b, z) dikenal dengan Confluent Hypergeometric Function (Kummer’s
function) yang telah dibahas pada subbab sebelumnya.

Aturan Keputusan:

Pada tingkat signifikasi a, H, ditolak jika y? > X(Z(N+1)—1)' )((Z(N+1)_1)
didapat dari tabel Chi-Square, berdasarkan Hogg & Craig (1995) dengan derajat
bebas (N +1)—1=N.
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Dengan tingkat signifikasi a, ditolak atau tidaknya hipotesis H, yang
digunakan bergantung pada nilai )((ZN). Dengan melakukan pengujian tersebut,

barulah dapat ditentukan apakah barisan bilangan &€ random atau tidak.

3.2 Distribusi W

3.2.1 Komponen - komponen dan Pendefinisian W

Akan dijelaskan terlebih dahulu definisi dari W. Gambaran pendefinisian

dari W adalah sebagai berikut:

& > Il > W

barisan bilangan ‘hit’ atau tidaknya suatu Banyaknya ‘hit’ pada suatu
blok dengan panjang M; blok ke - j dengan panjang
template B panjang m; M template B

1<isM-m+1

Gambar 3. 1 Flowchart pendefinisian W

Pertama - tama diberikan sebuah barisan bilangan biner € dengan panjang

n, yaitu:
€ = £1&) v EEM1 v E2MEIM 41 »+ E2M 41 o E3M -+ En—1En (3.3)
dimana

&

= {1 , dengan probabilitas p
~ 10, dengan probabilitas q, dimanaq = 1 — p

&; adalah percobaan Bernoulli dengan ¢; dikatakan sukses jika g; = 1. ¢
adalah barisan dari Bernoulli #rials karena merupakan percobaan Bernoulli yang
dilakukan berkali-kali dan saling bebas. Lebih lanjut, pada setiap #rial probabilitas
suksesnya adalah sama yaitu p, sehingga dapat dikatakan bahwa:

g~Be(p),1 <i<n
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Kemudian definisikan I; untuk blok dengan panjang M dan template B
dengan panjang m yaitu:
L=T1""e, 1< i<sM-m+1 (3.4)

dimana

I = {1 , jika terjadi ‘hit'
710, jika tidak terjadi ‘hit’.

Dapat didefinisikan W untuk blok dengan panjang M dan template B
dengan panjang m pada blok ke - j yaitu:

W = Zﬁ_]_m+1li = 11 + 12 S . IS IM—m+1 (35)

untuki=1,2,....M —m+ 1.
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Barisan bilangan biner

E=&& .. En

v

_ {1, probabilitas p
5= 0, probabilitas g, dimanag = 1 — p

v

[ g~Be(p),1 <i<n ]
!

Definisi /;

i+m-1
j=i

v
{1 , jika terjadi ‘hit'
0, jika tidak terjadi ‘hit’.

M-m+1
W = Z i=11+12+ -"+IM—m+1

i=1

i

Gambar 3. 2 Flowchart Komponen W

Sehingga didapat komponen - komponen serta pendefinisian dari W.

Selanjutnya akan dibahas mengenai distribusi dari W/ .

3.2.2 Sifat distribusi W

Pada pembahasan berikut akan dijelaskan bahwa W pada persamaan 3.5
berdistribusi Compound Poisson. W berdistribusi Compound Poisson apabila W

memenuhi sifat:

1. N* =M —m + 1 merupakan variabel acak berdistribusi Poisson.
2. [; berdistribusi identik independen untuk i = 1,2,...,M —m + 1.

3. N* =M —m + 1 independen terhadap I;.
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Ketiga sifat tersebut merupakan sifat umum yang harus dipenuhi W agar
dikatakan berdistribusi Compound Poisson. Namun berdasarkan Nuel (2006),
harus ada satu tambahan sifat khusus dalam distribusi Compound Poissonnya

dengan variabel acak I; merupakan varibel acak diskrit, yaitu

4. P(; = k) =2, 4 > 0,dan %} _o A = A, VkeN"

M-m+1
W = Z Ii
i=1
( N\
» 1. N* =M — m + 1 berdistribusi Poisson N
. J
( )

2. [; berdistribusi identik independen

> = M W~CP(1,)
N* =M — m + 1 independen [;

A 4

» 3.
Vs )
2 4. P(Il = k) = A'Tk;lk > 0! dan Zl{t:Olk = A )
\_ J

Gambar 3.3 Flowchart sifat - sifat W

W merupakan banyaknya ‘hit’ pada suatu blok ke - j dengan panjang M;
template B dengan panjang m dalam barisan bilangan biner independen Be(p)

dengan variabel acak I; untuki = 1,2, ... + [};_,, 41, dimana
M-m+1

W = Z I; ,dan
i=1

i+m-1
I; = 1_[8]-, 1<i<M-m+1,dimana
j=i

[ = {1 , jika terjadi ‘hit'
© = 10, jika tidak terjadi ‘hit’.
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N* = M —m + 1 merupakan variabel acak berdistribusi Poisson.

N* = M —m + 1 merupakan variabel acak karena nilai dari N*
bergantung pada M yang dikeluarkan oleh perangkat lunak secara acak.
Hal ini dikarenakan perangkat lunak yang mengeluarkan M dengan
menggunakan suatu algoritma tertentu dengan distribusi Poisson di
dalamnya. Barisan bilangan biner dibagi menjadi sebanyak N blok, dengan

besar M tidak selalu sama tiap kali barisan tersebut dihasilkan.

Kemudian berdasarkan definisinya N* = M — m + 1 merupakan
banyaknya pemeriksaan dengan template ukuran m dalam suatu blok
dengan panjang M. Dikarenakan banyaknya pemeriksaan dalam blok yang
non-overlapping adalah independen (karena pada kasus ini masing-
masing blok dalam barisan bilangan biner tidak saling menutupi, serta
banyaknya pemeriksaan dalam suatu blok tertentu tidak mempengaruhi
blok lainnya), sehingga dapat dikatakan bahwa variabel acak N* = M —
m + 1 merupakan variabel acak yang berdistribusi Poisson. Pada kasus
ini, banyaknya kejadian adalah banyaknya pemeriksaan dengan
menggunakan template ukuran m dan selang intervalnya adalah blok

sepanjang M tersebut.

I; merupakan variabel acak yang memenuhi asumsi identik independen

untuki =1,2,...,M —m+ 1.

a. ldentik
i+m-—1
E(I) = E 1_[ g
j=i

= E(&- €41 -+ Ei4m—-1)

= E(&).E(&i41)- ... E(&4m—1), karena &; dan & saling bebas untuk j
* k

=p.p...p

=pm,untuk 1< i<M-m+1
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Maka I;~Be(p™) untuk setiap i = 1,2, ..., M — m + 1 sedemikian
sehingga dapat dikatakan [; identik.

=~ I; identik

b. Independen
Akan dibuktikan variabel acak I; dan I} independen untuk j # k.

Secara umum:
Akan dibuktikan bahwa

Pr(1,, = 'hit' | I; = 'hit") = Pr(l, = 'hit'| I; = tidak 'hit")
dan

Pr(I; = 'tidak hit'| I; = tidak 'hit') = Pr(I), = 'tidak hit'| I; = tidak 'hit')

Pertama - tama perhatikan bentuk berikut:

Pr(1, = "hit'|I; = 'hit")
= Pr(sk Wiy g e im—1 = 1|& o Ep i E i,
= ]

= l:)r(‘gj+m v Egtm—1 = 1)

= Pr(ej+m = 1) Pr(£j+m+1 = 1) e Pr(€im_1

=1)

Kemudian,

Pr(I,, = 'hit'|I; = tidak 'hit')
= Pr(ek e Ejpm—1 o Ekam—1 = 1| o € o Ejam_1

=0)
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= Pr(ej+m o Eppm—1 = 1)
= Pr(ej+m =1) Pr(<€]-+m+1 =1) ... Pr(egsm—1
=1)
1\
B (2)
Sehingga terbukti bahwa

Pr(Iy, = 'hit' | I; = "'hit") = Pr(l, = 'hit'| I; = tidak 'hit")

Kemudian perhatikan bentuk berikut,
Pr(I,, = tidak 'hit' | I; = 'hit') = Pr(l, = tidak 'hit| I; = tidak 'hit')
Pr(1;, = tidak 'hit| I; = 'hit')
= Pr(&, . &m-1 - Ekames = OI&; - Eglon Ejpm—1
_ )

- Pr(sk o &jam=1 - Ek+m-1= 0,& . Eg i Ejym—1 = 1)

Pr(ej e € o Eimeg = 1)

i Pr(ek v Sy e €him—1 = 0,& &g e Ejym_1 = 1)

Pr(sj oo € e Ejpm-1 = 1)

- Pr(ej+m e Eprme1 = 0)

@)
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Pr(I;, = tidak 'hit' | I; = tidak 'hit")

_ Pr(Iy = tidak 'hit' ,I; = tidak 'hit')
B Pr(J; = tidak 'hit")

_ 1= Pr(l = 'hit' atau I; = "hit")
B 1 — Pr(I; = 'hit")

1= [Pr(y ="hit) + Pr(l; = 'hit') — Pr(I, = hitI; = "hit')]
B 1 —Pr(l; = 'hit')

=) +0)"-6)]
-(6)7)
ok

Sehingga terbukti bahwa

Pr(I;, = tidak 'hit' | I; = 'hit') = Pr(I, = tidak 'hir' | I; = tidak 'hit)
Karena telah dibuktikan bahwa
Pr(I, ="hit'| I; = 'hit") = Pr(I, = 'hit'| I; = tidak 'hit')
dan
Pr(I; = tidak 'hit' | I; = 'hit') = Pr(l, = tidak 'hit' | I; = tidak 'hit')
= I; dan I}, independen untuk j # k.

- variabel acak [; berdistribusi identik independen.

3. Variabel acak N* = M — m + 1 independen terhadap I;.
Jelas bahwa variabel acak N* = M — m + 1 independen terhadap
I;. Berdasarkan definisi keduanya yaitu N* = M —m + 1 merupakan
banyaknya pemeriksaan yang dilakukan dalam suatu blok sedangkan [;

menyatakan ‘hit’ atau tidaknya bagian dari blok tersebut yang sedang
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diperiksa, terlihat jelas bahwa keduanya tidak saling mempengaruhi,

sehingga dikatakan N* = M — m + 1 independen terhadap I;.

4. P(I; = k) =%, 2 > 0,dan T}_o A = 4, VkeN’
Karena telah dibuktikan bahwa I; berdistribusi Bernoulli, maka
dapat dituliskan:
P =k) = @™ A -p™* k=01
Pilih 4 = A(p™)*(1 —p™)* > 0,dan Xj_ oA = Ag + A4 =
A(p™)t 4+ 2(1 — p™)! = A. Sehingga:

1
A
P =10 = (M1 - ™k =, 2> 0 danz =21 k=01
k=0
Sehingga terbukti bahwa W berdistribusi Compound Poisson. Untuk
selanjutnya akan dituliskan W ~CP(4,). Pada subbab selanjutnya akan dilakukan

penurunan distribusi dari W dengan cara menurunkan p.d.f dari W

3.3 Penurunan Distribusi W

Berdasarkan subbab sebelumnya, telah dibuktikan bahwa W berdistribusi
Compound Poisson, dinotasikan W ~CP(4,,), dengan parameter A,, dengan
Ax > 0dan Xi_, A = A, A, adalah parameter untuk setiap I;, yang menyatakan
‘bobot’ bahwa I3, I,, ..., I, masuk ke kelas, dimana:
N*
w =ZIl- =L+L+ ..+ Iy, dimanaN* =M —m+ 1
i=1
dengan N* berdistribusi Poisson dan independen terhadap I;, dimana I;

berdistribusi identik dan independen, dan

1
, 2 > 0, dan Z A = A, VkeN",
k=0

Universitas Indonesia

Penentuan distribusi..., Dheni Triadi Sudewo, FMIPA Ul, 2011



30

Selanjutnya akan dilihat bentuk distribusi dari W. Untuk memudahkan
pembahasan maka pada penjelasan dibawah ini akan digunakan ilustrasi
berdasarkan Kaas, Govaerts, Dhaene, & Denuit (2002), yaitu masalah total klaim
dari sejumlah orang (dalam kasus ini, total klaim yang dibahas untuk total klaim
yang diskrit), dimana jumlah orang yang akan mengajukan klaim mengikuti
distribusi Poisson dan besarnya klaim dari masing-masing orang memiliki

distribusi tertentu.

Karena W ~CP (1), dengan X% _o A, = A, maka berdasarkan Lemma 2.1,
VkeN*,

i
_ wL KX, X
P(W = l) = Z e lﬂ Z I{k1+-~+kl=i}1Tl
=1 " kq,..k EN*

danP(W =0) = e

Dari bentuk tersebut dapat digambarkan sebagai berikut:

ﬂl
e m : menyatakan peluang / orang yang mengajukan klaim.
Loy iyt k=) : indikator bahwa nilai klaim sebesar i berasal
dari [ orang.
A, X e X Ay, ) ) ]
— % : kemungkinan bahwa klaim sebesar i berasal

dari [ orang.

Sehingga secara keseluruhan, P(W = i) merupakan probabilitas total
klaim yang diajukan sebesar i. Dalam hal ini, orang yang mengajukan klaim
tersebut bisa berasal dari 1 orang, atau 2 orang, hingga i orang (dilihat
berdasarkan nilai klaim dari kemungkinan orang yang mengajukan). Untuk lebih

mudahnya akan diberikan gambaran sebagai berikut:
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total klaim kemungkinan

1 —» berasal dari 1 orang
2 —» Dberasal dari | orang atau 2 orang 4 2 4

3 —>  berasal dari 1, 2, atau 3 orang 2

I —» berasal dari 1, 2, ..., atau i orang 9

Gambar 3. 4 Chart kemungkinan total klaim W

Untuk i = 1,

A Ay
— 1) = o2
P(W = 1) = @ ﬂ(l{klzl} 71>
Artinya probabilitas total klaim yang berasal dari 1 orang mengajukan

adalah total nilai klaim yang diperoleh dari 1 orang tersebut saja.

Untuk i = 2,

4 A, X A,
2!

A,
P(W=2)=e" <I{k1 =2} =+ L, +kp=2) /1

Artinya probabilitas total klaim yang berasal dari 2 orang yang
mengajukan adalah total nilai klaim bisa berasal dari 1 orang saja atau total nilai
klaim bisa berasal dari kedua orang tersebut. Untuk nilai i = 3,4, ..., dan

selanjutnya, probabilitasnya akan seperti yang digambarkan di atas.

Kemudian akan dibuktikan bahwa W memiliki bentuk distribusi khusus

dari distribusi Compound Poisson. Perhatikan bentuk dari W,
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pada pembahasan di awal subbab 3.2.2, telah diketahui bahwa bentuk dari W
merupakan penjumlahan dari variabel acak I; yang berdistribusi Compound

Poisson.
Pertama - tama perhatikan barisan bilangan biner dalam satu blok:
gi~Be(p)untuk 0 <p <1

Karena selanjutnya akan diturunkan distribusi dari W dibawah asumsi
bahwa barisan bilangan biner yang diberikan adalah acak, maka p = % Karena

peluang keluarnya bilangan 1 dan 0 sama.

Misal untuk template B dengan m = 2 , akan terdapat 22 = 4
kemungkinan, yaitu 00,01, 10,11. Maka probabilitas akan didapatkan kejadian

misal untuk 11 = ziz = i . Sehingga untuk femplate B dengan panjang m,

probabilitas akan terjadi ‘hit’ adalah -21_m , dengan kata lain p = zim

e Pada suatu template, hanya terjadi 2 kemungkinan, ‘4it’ atau tidak ‘hit’.

Sebut ‘hit’ sebagai sukses, dengan probabilitas akan terjadi sukses adalah
1

2

e Pada suatu blok dengan panjang M, ada sebanyak M — m + 1 pemeriksaan
dengan menggunakan femplate ukuran m. Telah diketahui pula bahwa
N* = M — m + 1 merupakan suatu variabel acak. N* =M —m + 1

disebut banyaknya percobaan atau pengecekan.

Sehingga banyaknya ‘hif’ dalam satu blok tertentu berdistribusi binomial,
dengan parameter p = zim adalah probabilitas terjadinya ‘hit’ dan M —m + 1
adalah banyaknya pengecekan. Lebih lanjut distribusi dari banyaknya ki’ ini

dapat didekati dengan distribusi Poisson, dengan parameter A = (M —m + 1) zim

Pendekatan dari distribusi binomial ke distribusi Poisson tersebut dapat
dilakukan apabila banyaknya percobaan atau pengecekan yaitu M —m + 1

bernilai besar, dan nilai p sangat kecil. Berdasarkan Rukhin, et al (2001), nilai m
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yang dipilih sebaiknya adalah m = 9 atau m = 10, maka nilai p = 2Lm akan

M-m+1
2m

bernilai sangat kecil. Sehingga didapat parameter A = > 0.

Untuk melihat bentuk khusus dari distribusi W, pada pembahasan setelah

ini parameter A > 0 dikatakan sebagai parameter untuk bagian Poisson.

Kemudian pada akhir subbab 3.2.2 telah diperlihatkan bahwa W yang

berdistribusi Compound Poisson memiliki parameter A, dimana
A = A0k - 0)F, k =0,1.

dimana 8 merupakan parameter dari distribusi Bernoulli, dengan 0 < 6 = - < 1.

N | =

Sama seperti A sebagai parameter untuk bagian Poisson, parameter 6 untuk

selanjutnya akan dikatakan sebagai parameter untuk bagian Geometrik.

Berdasarkan definisi pada subbab 2.2.5, jika W ~CP(A;), dengan A;, =
A(0)*(1 — 8)k, k = 0,1, A sebagai parameter untuk bagian Poisson, dan 6
sebagai parameter untuk bagian Geometrik, maka dikatakan W memiliki suatu

distribusi khusus dari Compound Poisson yaitu W berdistribusi Geometric

Poisson (Pdlya-Aeppli). Dinotasikan dengan W~GP (A, 0).

Kemudian berdasarkan Proposisi 2.1, karena W ~GP(A, 6), maka untuk

setiap ieN*

2 l

PW =10 = ; e‘l%u — 0)=H(O)! (; a 1)

l) merupakan koefisien binomial, dan P(W = 0) = e~

dimana ( ;

Terdapat bentuk lain untuk probabilitas W seperti yang dipaparkan oleh
Johnson, Kotz, & Kemp, 1996, dimana apabila W berdistribusi Polya-Aeppli,
dengan parameter A sebagai parameter untuk bagian Poisson, dan parameter p

sebagai parameter untuk bagian Geometriknya, maka dapat dituliskan:

W ~Poisson(1) \/ Geometrik(p)
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dimana nilai parameter A didefinisikan sebagai A = g . Telah ketahui bahwa
M-m+1 . . .
A= —m > 0 sebagai parameter untuk bagian Poisson, sedangkan untuk

parameter geometriknya, p = %,karena kemungkinan keluarnya bilangan biner 1

atau 0 saling bebas (masing - masing bilangan biner memiliki peluang keluar

sama). Dapat direpresentasikan sebagai berikut:
. n .
W ~Poisson (5) \/ Geometrik (p).

Kemudian akan didefinisikan suatu ¢ = 1 — p, dengan p = % Dengan

A= %maka nilain = pd = % Sehingga berdasarkan Johnson, Kotz, & Kemp,

1996, bentuk distribusi dari W yaitu:
P(W=0)=¢e"

()

i
N =l

dengan

p=%,makaq=1—p=1—%=%.

Sehingga untuk n = % bentuk distribusinya dapat ditulis:

nl/2

e (30 0

2 . l!
=1

i

-n . l
:ezi Z(;—i)%

=1

Sekarang akan dilakukan transformasi pada bentuk distribusi ini dengan
menggunakan Confluent Hypergeometric Function (Kummer’s). Hal ini dilakukan
agar bentuk distribusinya menjadi lebih singkat dan juga dalam kenyataannya

pada mesin akan jauh lebih mudah jika sudah terdapat bentuk fungsi yang sudah
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lebih familiar, yaitu Confluent Hypergeometric Function (Kummer’s).

Berdasarkan Proposisi 2.2, diketahui bahwa:

L -1
e A _
Y (o) =i+ 12
=1
dimana ®(—i + 1,2,—n) = e "0 + 1,2,7).
Sehingga bentuk distribusi dari W dengan menggunakan Confluent

Hypergeometric Function (Kummer’s M), didapat yaitu:

i

B ¢ i— 1\
R W 2(1—1)F
=1
i
- Z (i - 1) n'~t
o2 I-1/ I
=1
e_n
e_n
= 1721' e "®(i+1,2,1)
ne”*

i

— O +1,2,1)

Didapat bentuk distribusi dari W dengan menggunakan Confluent

Hypergeometric Function (Kummer'’s), dimana i = 1 dengann = 1/2

ne 2"
m;=P(W =1i) = - @ +1,2,1)
dimana:
M-m+1 . .
A= —om > 0, dimana M merupakan panjang blok, dan

m merupakan panjang template.

®(a,b,z) = Confluent Hypergeometric Function (Kummer'’s).
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m; = P(W = i), menyatakan probabilitas suatu blok (diantara blok - blok dalam

barisan) yang memuat i ‘hit’.

Dari pembahasan ini, proses penurunan distribusi W dapat diringkas

dalam flowchart berikut:
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W ~ Compound Poisson (1),

N*=M-m+1

W= Z I,
- — ~
= N*/2m - k(1 _ gk _
[a N/Z\][Ak AOFA -0k, k 0,1][/ o ]
S

=1

W ~ Geometric Poisson (1,0),
¢ /11 . 1
— ) — 27 1 _pyi-iep)L (T
p(w_l)_ze (-0 (2 ])

v
= )
W ~Poisson(A) \/Geometrik(p) p=1/2
G /
Y
4 N\
W ~Poisson (2) \/ Geometrik(p).
& p J
v
4 : N\
P(W=1i) = e_nZ(i— 1)T)l
20 L= 1T
\ ! J
7 Wl s
i ; and .r’l—l
(; _ 1)T = O(=i+12,-n) ®(=i+1,2,—n) = e "> +1,2,m)
=1 i
Nl -/
~r
L _ne’?m
P(W=i)= 7 ®(i+1,2,1)

Gambar 3. 5 Flowchart Penurunan Distribusi W
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BAB 4
ILUSTRASI

Berikut ini merupakan contoh dari penentuan kerandoman barisan

bilangan biner pada metode Overlapping Template Matching Test.
[lustrasi:
Untuk barisan bilangan biner

e = 10111011110010110100011100101110111110000101101001m
N J J U J
Y Y Y Y

Blok 1 Blok 2 Blok 3 Blok 4 BlokS —»

dengan M = 10 (panjang tiap blok) dan N = 5 (banyak blok). Kemudian pilih
m = 2 dan B = 11, didapat:

Blok 1

Tabel 4. 1 Tabel evaluasi blok 1

Posisi A9 Bit Akumulasi untuk
B =11

1-2 10 0
283 01 0
e 11 Tir ke —1
gt 11 it ke —2
5—-6 10 0
6—7 01 0
7-8 11 it ke —3
8-9 11 it ke —4

9~ 10 11 “hit’ ke —5

Terjadi 5 hit dengan B = 11, makavg =1,v, =0,v;, =0,v, = 0,v; =

0,danv, = 0.
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Blok 2
Tabel 4. 2 Tabel evaluasi blok 2

Posisi bit Bit Banyak kejadian
dengan B = 11

11-12 00 0

12-13 01 5

13 — 14 10 5

14 — 15 01 0

15—-16 11 ‘hit’ ke —1

16 — 17 10 0

17 — 18 01 0

18—19 10 5

19— 20 00 x

Terjadi 1 hit dengan B = 11, makavy =1,v,=0,v, = 0,v3 =0,v, =

0, dan vs = 1.
Blok 3
Tabel 4. 3 Tabel evaluasi blok 3
s 5if i Banyak kejadian
dengan B = 11

21—22 01 0
22N 11 ‘hit’ ke —1
23— 24 11 ‘hit’ ke —2
24 — 25 10 0
25—-26 00 0
26 — 27 01 0
27 — 28 10 0
28 —29 01 0
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29— 30

11

‘hit’ ke —3

Terjadi 3 hit dengan B = 11, makavz = 1,v, = 0,v; = 1, v,

=0,v, =

0, dan vg = 1.
Blok 4
Tabel 4. 4 Tabel evaluasi blok 4
Posisi bit Bit Banyak kejadian
dengan B = 11

31 —32 10 0
32-33 01 0
33-34 11 ‘hit’ ke —1
St 11 it ke =2
i 11 “hif’ ke —3
36 — 37 11 ‘hit’ ke —4
37 —38 10 0
38 -39 00 0
39 —40 00 0

1,danvg = 1.
Blok 5
Tabel 4. 5 Tabel evaluasi blok 5
Banyak kejadian
Posisi bit Bit
dengan B = 11
41 — 42 01 0
42 — 43 10 0
43 — 44 01 0

Terjadi 4 hit dengan B = 11, maka vy, = 1,vy =0,v; = 1,v, = 0,v3 =
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44 — 45 11 ‘hit’ ke —1
45 — 46 10 0
46 — 47 01 0
47 — 48 10 0
48 — 49 00 0
49 — 50 01 0

41

Terjadi 1 hit dengan B = 11, makavy = 2,v, =0,v, = 0,v3 = 1,v, =

1,danvg = 1.

Sehingga setelah pengecekan pada tiap blok, didapat:

[ v0=0,v1=2,v2=0,v3=1,v4=1,danv5=1 ]

Kemudian hitung nilai A dan n untuk mendapatkan nilai 7;:

S M-m+1_10-2+1

= et &

_2.25_1125
T a

untuk i = 1 dengann = ’1/2,

i

e g R - S
PO =0 =50 ) (12y) = e et L2

Ty =P(W =0)=¢e™"

dimana
l=1,2,..1

az (a),z? (@)nz" .
®(a,b,z) =1 +?+ ), 21 + ..+ B, + ..., dimana

(a),=ala+1)(a+2)..(a+n—-1)

(@) =1.
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maka
=e N
— e—1.125
= 0.324652
e_n
=5
—1.125
= > 1.125
= 0.182617

_ 1.125e711%5

3 (3.125)

= 0.14267

42
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l

et ° 3—1\n
B 232(1—1)11

=

[0 05 (3

ne" n*
— 1 -
8 ( il 7 6)

F 4
o 8

[y

1.1252
1+1.125+

= 0.106645

M, =P(W =4)

4

_e‘"z(4—1>nl
o -1/ 1

1.125¢ 71125 3OO . 1. 126 JEITDS>
= 1+ + +
16 2 2 24

= 0.077147
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ne" n® _nt
= 14 25 + 2% J—p—
32 < > +6+120>
= 0.166269
Sehingga didapat:

7, = 0.324625, 7, = 0.182617,m, = 0.14267, 75 = 0.106645,7, = 0.077147
& s = 0.1662609.

Dengan hipotesis :
H, : Barisan biner random

PW=0)=m,=e"

; ! i—1\nt ne?m _ A
p(W:l)an.—_—?,_Z( >ﬂ= o CD(1+1,2,77);untuk121,77=E,

Hy : Tidak demikian
Tingkat signifikasi :a = 0.01

Statistik uji
2 25 : (v; — Nm;)?
X< = -
. Nm;
i=0

Aturan Keputusan  : H,, ditolak jika y? > )((25)
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Setelah nilai dari v; dan m; ditemukan, kemudian hitung nilai dari statistik

uji chi-square:

5
2 _ z (v; — Nm;)?

= Nm;

=0

_ (0-5(0324652))° (2 —5(0.182617))°
~ 5(0.324652) 5(0.182617)

(0 —5(0.14267))° (1 — 5(0.106645))°
5(0.14267) 5(0.106645)

(1-5(0.077147))° (1 - 5(0.166269))"

5(0.077147) 5(0.166269)
= 3.167729.
Keputusan : Karena y%2 = 3.167729 < 15.1 = )((25), berarti H, tidak
ditolak.
Kesimpulan

Dengan tingkat signifikasi @ = 0.01, karena y* = 3.167729 < 15.1 =
)((25) maka H, tidak ditolak, sehingga dapat disimpulkan bahwa barisan biner

tersebut random.
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BAB S
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dalam pembahasan tugas akhir ini didapat kesimpulan bahwa penentuan
distribusi dari banyaknya ‘Ait’ kerandoman barisan bilangan biner pada metode
Overlapping Template Matching Test didapat melalui beberapa tahapan yaitu,
pertama suatu barisan bilangan biner &€ dengan panjang n, dibagi menjadi N blok
dengan panjang masing - masing blok adalah M dengan syarat n = MN.

Kemudian gunakan template B dengan panjang m untuk menguji tiap - tiap blok.

Setelah itu definisikan [; sebagai variabel acak yang menyatakan ‘Ait’ atau
tidaknya bagian dari barisan suatu blok dengan menggunakan template B.
Kemudian definisikan variabel acak W untuk suatu blok yang merepresentasikan
banyaknya kit pada blok tersebut apabila menggunakan B sebagai template

menguji tiap blok tersebut.

Kemudian dibuktikan variabel acak W berdistribusi Compound Poisson,
lebih khusus lagi dibuktikan bahwa variabel acak W berdistribusi Geometric
Poisson berdasar sifat yang dimiliki variabe acak W. Setelah didapat bentuk
distribusi dari W yaitu Geometric Poisson, lakukan transformasi dengan
menggunakan Confluent Hypergeometric Function (Kummer’s). Sehingga pada
akhirnya didapat bentuk distribusi dari variabel acak W yang merepresentasikan
banyaknya ‘hit’ kerandoman barisan bilangan biner pada metode Overlapping

Template Matching Test.
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5.2 Saran
Saran yang perlu diperhatikan adalah

1. Penurunan distribusi kerandoman barisan bilangan biner yang dilakukan
pada tugas akhir ini menggunakan template dengan panjang m dan B
untuk barisan dari ‘1, yaitu B = 11, B = 1111, dst.). Untuk pembahasan
lebih lanjut perlu juga diperhatikan apabila akan digunakan template
dengan panjang m dan B untuk barisan ‘0’ dan ‘1’ misal B = 01,

B =001.

2. Tugas akhir ini bertujuan untuk menurunkan distribusi kerandoman
barisan bilangan biner dengan metode Overlapping Template Matching
Test. Untuk lebih lanjut dapat dilakukan penurunan distribusi kerandoman
barisan bilangan biner, dengan metode uji lain seperti metode Non-
overlapping Template Matching Test, Lempel-Ziv Test, Linear Complexity
Test, dan Approximate Entropy Test.

3. Untuk lebih lanjut dapat dilakukan perbandingan kekurangan maupun
kelebihan antara metode Overlapping Template Matching Test dengan
metode-metode lainnya dalam menguji kerandoman barisan bilangan

biner.
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LAMPIRAN

Lampiran 1 Pembuktian Lemma 2.1

Diketahui

S

N = ZKm=K1+K2+---+KM
m=1
dimana M~P(1) independen terhadap K,,,, K,,, berdistribusi identik dan
independen dengan
Ak

P(K 3%) = 7 VkeN*

Untuk Ak > 0, Zliozl Ak =

Untukn =0
M
P(N =0) = P(ZKm = 0)
m
-5
0!
= e_)'
e~* merupakan probabilitas untuk menghasilkan n = 0. Probabilitas

memilih K adalah 1, karena tidak ada K yang dapat dipilih.
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Untukn =1

®

B

(e"1 %) merupakan probabilitas untuk membentuk n = 1 dari satu buah K

A ! A - e
(bagian Poissonnya), dan —% merupakan probabilitas memilih K mana yang

2
digunakan untuk membentuk n = 1. Karena K identik maka % dapat digunakan

untuk setiap K yang mungkin. Untuk mempermudah, dapat ditulis dengan

menggunakan sebuah indikator Igx 1 g, +...4k,,=1} S€hingga

i A Ak
- (’{kfl} 71>

indikator I —;; menyatakan salah satu K yang dapat digunakan adalah bernilai

1.

Untukn = 2
M
P(N=2)=P<z szz)
m=1
M M M
= Z P(Km=2)+ZZP(Ki+Kj=2)
m=1 i#] Jj

2 M\ 7 iy X A
=e A§<I{k1=z} 71> +e Aﬁll{kﬁkzﬂ} <—1,12 ;
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(e"1 %) merupakan probabilitas untuk membentuk n = 2 dari satu buah K

. . A .. ..
(bagian Poissonnya), dan (I{k =2} %) merupakan probabilitas memilih satu K
mana yang dapat digunakan untuk membentuk n = 2, indikator Iy —5,

menyatakan salah satu K yang dapat digunakan adalah bernilai 2.

2
Sedangkan untuk (e -4 %) merupakan probabilitas untuk membentuk

. : ! Agey XA
n = 2 dari dua buah K (bagian Poissonnya), dan (I{k1+k2=2} ( kl; kz))

merupakan probabilitas memilih dua K mana yang digunakan untuk membentuk
n = 2, indikator Iy, 4,-23 menyatakan dua K tersebut yang dapat digunakan

menghasilkan jumlah nilain = 2 (misal K; = 1 dan K; = 1).

Untukn =3
M
P(N=3)=P<2Km=3)
m=1
M M M
=ZP(Km=3)+ZZP(Ki+Kj:3)
m=1 i#j j
M M M
+ZZZP(Ki+I{j+Kk=3)
i)k j#k k

" I F " 1 A
=e lﬁ<l{k1=3} 71> t+e Aﬁll{kﬁkz:?»} <%

= A3 Ak X A, X Ay
+e Aill{k1+k2+k3=3}< ; /132 :

(e_’1 %) merupakan probabilitas untuk membentuk n = 3 dari satu buah K

(bagian Poissonnya), dan (I{k =3} %) merupakan probabilitas memilih satu K
mana yang dapat digunakan untuk membentuk n = 3, indikator Iy —3,

menyatakan salah satu K yang dapat digunakan adalah bernilai 3.
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2
Kemudian untuk (e"1 %) merupakan probabilitas untuk membentuk

: . : Agey XA
n = 3 dari dua buah K (bagian Poissonnya), dan (I{k1+k2=3} ( kl; kz))

merupakan probabilitas memilih dua K mana yang digunakan untuk membentuk
n = 3, indikator Iy, ,,=33 menyatakan dua K tersebut yang dapat digunakan
menghasilkan jumlah nilai n = 3 (misal K; = 1 dan K, = 2, atau K; = 2 dan
K, = 1).

3
Selanjutnya untuk (e"1 %) merupakan probabilitas untuk membentuk

/1,(1 Xﬂ.kz X/‘{k3
13

n = 3 dari tiga buah K (bagian Poissonnya), dan (I{k L +ky+k3=3} (

merupakan probabilitas memilih tiga K mana yang digunakan untuk membentuk
n = 3, indikator Iy, 4x,+k,=3) Menyatakan tiga K tersebut yang dapat digunakan

menghasilkan jumlah nilain = 3 (misal K; = 1,K, = 1,dan K5 = 1).

Sehingga secara umum dapat ditulis

M
P(N=n)=P< Km=n>

m=

M M M
= > P, =n)+ >0 > P(K, + Ky, =n)
j1=1 J2#j1 J1

M M M
T Z ZZP(KJ'1+K]'2+KJ'3:n)+W

Ja#j1.J2 J2#J1 J1

M M M
+ Z ...ZZP(K,-1+KJ-Z+...+ij=n)

Jm#Ejpi=12,,m  ja#j1 J1

2 A i, X Ay
=e Aﬂ<1{k1=n}71>+e Aﬁll{kﬁkzﬂl} <—1,12 It

A3 Ak, X A, X o X Ay
] m
+ e m I{k1+k2+...+k3=m}< : 2)'3
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: am o
Penjelasan secara umum untuk (e"1 ﬁ) merupakan probabilitas untuk
membentuk n dari m buah K (bagian Poissonnya), dan
/1k1 X/1k2 X ...X/lkm

(I{k TS — (T)) merupakan probabilitas memilih m K mana

yang digunakan untuk membentuk n, indikator Iy, 4k, +...+k,,=n} Menyatakan m K

tersebut yang dapat digunakan menghasilkan jumlah nilai n.

2 Ak, il Ay, X Ay,
P(N=n)=e Aﬁ(I{an} 7) +e Aill{kﬁkzﬂl} < 12 +

N _/1/1_3 ; Ay X Ay X oo X A
e m! {k1+k2+...+k3=m} A3
c & A A
b e"‘l— : ky X o X Ay,
— m! {k1+k2+~~~+km=n} Am
m=1 K1,enKm EN*

dan

P(I=10)I= ¢ 2
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Lampiran 2 Pembuktian Proposisi 2.1

Dengan menggunakan persamaan pada Lemma 1 dan definisi A; untuk

distribusi Geometric Poisson yaitu
oA Ny X o X Ny,
P(N =n) = Z e~ — Z R N TR
m=1 K1,k €N*
A =A21-6)10 VkeN*
Pertama - tama perhatikan bentuk
IR >R/ 8
Am
K1, lem EN*

Diketahui bahwa
A = A1 — 8)*18 vk e N*

dimana
/’lkl = A(1 — 9)k11g, /1k2 = A(1 - @)k="1g, ..., Akm = A(1 — )km=19,

maka

Z My X X N A(1—6)1719 x A(1 — 6)*2710 x ... x A(1 — 6)*m 14

Am Am
kq,mkm€N”

Am(l — 9)(k1+k2+-..+km)—(1+1+...+1)Hm

= 1

= (1~ g)n-mgm,
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didapat Vn € N*

n

Am
P(N =n) = z e_lw(l - o) mem Z PSR —
m=1 ' K1,k EN*
& J
Y
A(n, k)

Lebih lanjut hanya tinggal dihitung nilai dari A(n, k), yaitu banyaknya
cara menghasilkan n dari penjumlahan k non negatif integer. Misalkan terdapat
daftar 1,1,1 ...,1 sebanyak n kali. Daftar ini memuat n — 1 tempat untuk
meletakkan tanda jumlah dan k — 1 tanda jumlah. Sehingga jelas banyaknya cara

menghasilkan n dari penjumlahan k non negatif integer adalah A(n, k) =
n—1
(2 1)
Sedemikian sehingga didapat

n
m

P(N=n) = Z e"l%(l — ) o™ (;—_11)
m=1
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Lampiran 3 Pembuktian Proposisi 2.2

Berdasarkan transformasi Kummer, diketahui bahwa
M(a,b,z) = e?M(b — a,b,—2z)

maka untuk e ?M(n + 1,2,z) = M(—n + 1,2, —z) (Abramowitz & Stegun,
1972), berdasarkan definisi didapat

(n—1) z (n—l)(n—Z)z
7 . 3

M(—n+12,—2z)=1+

m! (m-1)!

:1+Z(n—1)(n—2)...(n—m+1)zm_

(m—=1)! m!

0 m-1n-2).(n—-m+1Dn—-—m)zm1

E 1+m=2 (m—1)!(n —m)! m!
= (n—1)! R
Z m—1D!'n—1—-((m—-1))! m!

: i i 1
- ml

§ 1-1 i i m-1
=\ o ]
had 4\ gzm1

_mz::l (77:1—11) m!
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_ n—l n—l
a m! m!
m=1 m n+1
- )
0
n
_Z n—1
o m!
m=1
Dengan
n
/‘{m
m=1
ilai 7 = 29
dengan nilai z = o
n
A0 \™" - 1
e e -1 . nf(_~7 n 1 it
P(’V—’”—Ze . (1—9) (m—l)m!
m=1
- 1
— ,—A e n m n—1 _
Ti% ZZ (m—l)m!
m=1
n
-1
r_ 4 n il z"
g H)Zz(m—l) m!
m=1

—e*M(1-0)"zM(-n+1,2,—2)
=e *1-0)"ze *M(n + 1,2,2)

Sehingga didapat Vn € N* dengan N~GP(A, 8) dengan A > 0 dan
6 € [0,1]

P(N=n)=e*(1-0)"ze ?M(n+ 1,2,2)

. . A0
untuk M = Confluent Hypergeometric Function, dan z = -

Universitas Indonesia

Penentuan distribusi..., Dheni Triadi Sudewo, FMIPA Ul, 2011






	Halaman Judul
	Abstrak
	Daftar Isi
	Bab 1
	Bab 2
	Bab 3
	Bab 4
	Bab 5
	Daftar Pustaka
	Lampiran



