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ABSTRAK

Nama . Alfa Isti Ananda
Program Studi : Matematika
Judul . Algoritma Pelabelan Total Simpul Ajaib pada Graf Lingkaran,

Matahari, dan Kecebong

Misalkan G adalah graf dengan himpunan simpul V = V(G) dan himpunan busur
E = E(G), dimana |[V(G)| dan |E(G)| menyatakan banyaknya simpul dan busur pada
G. Suatu pemetaan A dari V U E ke himpunan bilangan bulat 1, 2, ..., |V|+|E]|
disebut pelabelan total simpul ajaib pada G jika A merupakan pemetaan bijektif
dengan sifat bahwa untuk setiap simpul veV, A(v) + Zyenw) A(uv) = k dimana N(v)
adalah himpunan semua simpul yang bertetangga dengan v. Nilai k disebut
konstanta ajaib dari A. Algoritma pelabelan sembarang graf secara umum bersifat
NP-complete. Baker dan Sawada telah memberikan algoritma pelabelan total
simpul ajaib pada graf lingkaran C, dan graf roda W,. Pada skripsi ini, algoritma
lingkaran tersebut akan dibahas. Selain itu, akan dibangun algoritma pelabelan
total simpul ajaib pada graf matahari C, ® K, dan graf kecebong Ty .
Menggunakan algoritma-algoritma tersebut dapat dihasilkan semua pelabelan
total simpul ajaib pada graf yang terkait. Algoritma-algoritma ini akan
diimplementasikan menggunakan program. Sebagai hasil implementasi dilakukan
simulasi yang memberikan banyaknya pelabelan total simpul ajaib yang berbeda
dari graf lingkaran C, dengan 3 <n < 10, graf matahari C,® K; dengan3<n<7,
dan graf kecebong T, dengan 3 <m <7, 1 <n <5 untuk setiap nilai k yang
mungkin.

Kata kunci : Pelabelan total simpul ajaib, graf lingkaran, graf matahari, graf
kecebong
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ABSTRACT

Name . Alfa Isti Ananda

Study Program: Mathematics

Title : Vertex Magic Total Labeling Algorithms on Cycles, Suns, and
Tadpoles Graphs

Let graph G has vertex set V = V(G) and edge set E = E(G), and let |V(G)| and
|E(G)| is the number of vertices and edges on G. A one-to-one map A fromV U E
onto {1, 2, ..., |V|+|E[} is a vertex magic total labeling if there is a constant k so
that for every vertex veV, A(v) + Zyenw) A(uv) = k where N(v) denoted the set of
vertices adjacent to v. The constant k is called the magic constant of A. In
general, the labeling algorithms on any graphs is NP-complete. In their paper,
Baker and Sawada give the vertex magic total labeling algorithms on cycle graph
Cn and wheel graph W,. This skripsi explains the vertex magic total labeling
algorithm on cycle from Baker and Sawada and vertex magic total labeling
algorithms on sun graph C, © K; and tadpole graph T,,,. Using these algorithms,
all non-isomorphic vertex magic total labelings on those classes of graphs can
obtained. These algorithms are implemented as computer programs. From
simulations, we get the number of non-isomorphic vertex magic total labelings on
cycles C, (3<n<10),suns C,® K; (3<n<7), and tadpoles Ty, B<m<7,1<
n <5) for every possible value of k.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang banyak digunakan
sebagai alat bantu untuk menggambarkan atau menyatakan suatu persoalan agar
lebih mudah dimengerti dan diselesaikan. Banyak persoalan akan menjadi lebih
jelas untuk diterangkan jika dapat direpresentasikan dalam bentuk graf.

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G), E(G)),
dimana V(G) adalah himpunan tak kosong dari simpul-simpul dan E(G) adalah
himpunan busur-busur yang menghubungkan simpul-simpul pada V(G). Busur
merupakan pasangan tak-terurut dari simpul-simpul pada V(G). Banyaknya
anggota pada himpunan simpul V(G) atau V dinyatakan sebagai |V|. Sedangkan
banyaknya anggota pada himpunan busur E(G) atau E dinyatakan sebagai |E|.
Graf G dikatakan berhingga jika |V| berhingga.

Terdapat graf dengan ciri-ciri tertentu yang diberi nama khusus seperti
graf lintasan, graf lingkaran, graf matahari, dan graf kecebong. Graf lintasan
(Path graph), P, adalah graf dengan n simpul yang mempunyai busur-busur v;v,
VaV3, ..., Vn1Vn. Graf lingkaran (Cycle graph), C,, adalah graf yang diperoleh dari
graf lintasan dengan penambahan busur antara v,v;. Graf matahari (Sun graph),
Cn © K, adalah graf yang diperoleh dari graf lingkaran C, dengan penambahan
satu simpul berderajat satu di setiap simpul graf C,,. Graf kecebong (Tadpole
graph), T n, adalah graf yang diperoleh dari graf lingkaran Cy, dan graf lintasan
P, dengan penambahan satu busur yang menghubungkan salah satu simpul pada
graf lingkaran dan simpul awal (atau simpul akhir) pada graf lintasan.

Pelabelan pada graf G adalah pemetaan bijektif dari himpunan simpul V
atau himpunan busur E, atau keduanya (V v E) ke suatu himpunan, biasanya me-
rupakan himpunan bilangan bulat positif, dengan kondisi tertentu. Pelabelan yang
dibahas pada skripsi ini adalah pemetaan bijektif dari V U E ke himpunan bilang-
an bulat positif berurutan yang dimulai dari 1. Jika daerah asal dari pemetaan

hanya himpunan simpul, maka pelabelan disebut pelabelan simpul. Jika daerah
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asal hanya himpunan busur, maka pelabelan disebut pelabelan busur. Jika daerah
asal merupakan gabungan dari himpunan simpul dan busur, maka pelabelan dise-
but pelabelan total. Pada pelabelan total, jumlah dari semua label yang terkait
dengan suatu elemen tertentu dari graf disebut bobot. Bobot dapat dihitung untuk
simpul dan busur. Bobot busur adalah penjumlahan dari label busur dan label
simpul-simpul yang dihubungkan dengan busur tersebut. Bobot simpul adalah
penjumlahan dari label simpul dan label busur-busur yang hadir pada simpul ter-
sebut. Graf G dikatakan memiliki pelabelan ajaib jika bobot untuk setiap simpul
dan/atau busur bernilai sama.

Dalam skripsi ini hanya akan dibahas mengenai pelabelan total simpul
ajaib. Pelabelan total simpul ajaib (PTSA) adalah pelabelan pada graf sedemikian
sehingga bobot setiap simpulnya sama, yaitu bernilai k. Bilangan k inilah yang
disebut sebagai konstanta ajaib.

Dua graf G dan G’ yang diberi label dikatakan memiliki pelabelan isomor-
fik apabila terdapat pemetaan bijektif dari label-label untuk simpul-simpul pada G
ke label-label untuk simpul-simpul pada G’ dengan sifat bahwa dua simpul berla-
bel pada G bertetangga jika dan hanya jika peta dari kedua simpul berlabel terse-
but juga bertetangga di G’.

Telah terdapat hasil-hasil mengenai eksistensi dari PTSA untuk kelas-
kelas graf tertentu yang telah dipublikasikan. Misalnya, untuk graf lingkaran,
MacDougall et al. (2002) telah membuktikan bahwa graf tersebut memiliki PTSA.
Untuk graf matahari, Slamin et al. (2006) telah membuktikan bahwa gabungan
tak-terhubung t graf matahari yang isomorfik memiliki PTSA untuk t> 1. Untuk
gabungan tak-terhubung t graf matahari yang tidak harus isomorfik, Rahim dan
Slamin (2008) telah membuktikan bahwa gabungan graf matahari tersebut memi-
liki PTSA untuk t > 1. Namun, kedua hasil yang diperoleh untuk gabungan graf
matahari tersebut hanya untuk nilai k tertentu, bukan untuk semua nilai k yang
mungkin.

Pendekatan lain yang dapat dilakukan untuk memperoleh semua PTSA
yang mungkin adalah menggunakan algoritma. Dengan algoritma dapat dicari se-
mua PTSA tidak isomorfik untuk setiap nilai k yang mungkin. Dalam makalah
Baker dan Sawada (2008), telah dibahas algoritma untuk membangun PTSA yang
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tidak isomorfik pada graf lingkaran. Pembahasan pada skripsi ini adalah me-
ngulas ulang algoritma tersebut, kemudian dikembangkan untuk membangun
algoritma-algoritma PTSA pada kelas-kelas graf yang mengandung graf lingkaran
dan lintasan, seperti graf matahari dan kecebong. Sampai saat ini, belum ada hasil

penelitian yang menyatakan bahwa graf kecebong memiliki suatu PTSA.

1.2 Permasalahan

Bagimanakah cara membangun algoritma untuk memperoleh semua PTSA
yang berbeda pada kelas-kelas graf yang mengandung graf lingkaran dan/atau

lintasan?

1.3  Tujuan

Memberikan algoritma-algoritma PTSA untuk kelas-kelas graf yang me-
ngandung graf lingkaran dan/atau lintasan. Algoritma-algoritma ini akan diimple-
mentasikan menggunakan program MATLAB. Sebagai hasil implementasi, dila-
kukan simulasi yang memberikan banyaknya PTSA berbeda untuk semua nilai k

yang mungkin dari graf terkait.

1.4 Pembatasan Masalah

Dalam skripsi ini hanya dibatasi pada pembangunan algoritma-algoritma
PTSA pada graf lingkaran, matahari, dan kecebong. Algoritma-algoritma ini akan
diimplementasikan menggunakan program MATLAB sehingga dapat diperoleh
banyaknya PTSA yang tidak isomorfik pada graf yang terkait untuk semua nilai k

yang mungkin.
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15 Sistematika Penulisan

Skripsi ini terbagi menjadi 5 bab. Pada Bab 2 diberikan definisi-definisi
dan konsep dasar mengenai teori graf dan pelabelan graf. Pada Bab 3 diberikan
algoritma-algoritma PTSA untuk graf lingkaran, matahari, dan kecebong. Bab 4
memberikan implementasi dan simulasi dari algoritma-algoritma yang telah dibe-
rikan. Bab 5 merupakan Bab kesimpulan yang memberikan jawaban dari perma-

salahan dan pencapaian tujuan penelitian.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada Bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dalam

teori graf dan pelabelan graf yang akan digunakan pada bab selanjutnya.

2.1 Definisi dan Istilah dalam Teori Graf

Suatu graf G = (V, E) terdiri dari gabungan himpunan tak kosong dari
simpul (vertices) V(G) dan himpunan busur (edges) E(G) yang menghubungkan
simpul-simpul pada V(G). Himpunan busur dapat berupa himpunan kosong (dise-
but juga graf kosong). Jika suatu busur menghubungkan satu simpul ke simpul
itu sendiri, maka busur tersebut disebut gelung (loop). Jika dua simpul dihubung-
kan oleh lebih dari satu busur, maka busur tersebut disebut busur berganda
(multiple edges). Graf yang tidak mengandung gelang dan busur berganda disebut
graf sederhana (simple graph). Untuk penyederhanaan, G = (V, E) akan dinota-
sikan dengan G, V(G) dengan V, dan E(G) dengan E. Banyaknya simpul pada
graf G dinyatakan sebagai |V| dan banyaknya busur dinyatakan sebagai |E|. Apa-
bila [V| berhingga, maka graf G disebut graf berhingga (finite graph).

Suatu graf G disebut graf berarah (directed graph) bila anggota himpun-
an busur dari graf G berupa busur berarah (arc), yaitu pasangan terurut dari
simpul-simpul di V. Apabila anggota himpunan busur pada graf G bukan merupa-
kan pasangan terurut dari simpul-simpul, maka graf G disebut graf tak berarah
(undirected graph). Untuk selanjutnya, diberikan definisi-definisi yang terkait
dengan graf tak berarah.

Dua simpul pada suatu graf G dikatakan bertetangga (adjacent) apabila
terdapat satu atau lebih busur yang menghubungkan kedua simpul tersebut. Suatu
busur dikatakan hadir (incident) pada suatu simpul bila simpul itu merupakan
salah satu ujung dari busur tersebut, sehingga simpul-simpul yang dihubungkan
oleh suatu busur disebut simpul ujung (endpoint) dari busur. Dua busur pada

graf G dikatakan bertetangga jika kedua busur tersebut hadir pada simpul yang
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sama. Jumlah busur yang hadir pada suatu simpul v disebut derajat (degree) dari
simpul v (ditulis d(v)). Jika suatu simpul v tidak bertetangga dengan simpul yang
lain, maka simpul tersebut memiliki d(v) = 0. Simpul dengan derajat 0 disebut
sebagai simpul terpencil (isolated vertex). Jika suatu simpul v bertetangga de-
ngan tepat satu simpul lain, maka simpul tersebut memiliki d(v) = 1. Simpul de-
ngan derajat 1 disebut sebagai simpul terminal (terminal vertex). Jika terdapat
gelang pada suatu simpul, maka gelang dapat dikatakan sebagai busur yang hadir
dua kali untuk menghitung derajat dari simpul tersebut. Derajat terkecil dari suatu
graf G dinyatakan dengan & = 3(G) = min,.y d(v) dan derajat terbesar dinyatakan
dengan A = A(G) = maks,ey d(v). Jika 6 = A =r, maka graf G disebut sebagai

graf teratur berderajat r (r-regular graph).

\%1 \Z

€1 &

€6 V4 es

€4

V3

Gambar 2.1 Contoh Graf G

Suatu graf dapat direpresentasikan dalam bentuk gambar, dimana simpul-
simpul direpresentasikan sebagai titik-titik dan busur-busur direpresentasikan se-
bagai segmen garis yang menghubungkan simpul-simpul. Biasanya, simpul di-
tulis sebagai v, sedangkan busur ditulis sebagai e atau sebagai pasangan kedua
simpul ujung, vivj, I, j=1, 2, ..., |V|. Pada Gambar 2.1 diberikan contoh graf G
dengan himpunan simpul V = {va, Vy, Vs, V4} dan himpunan busur E = {e, e, 3,
€4, €5, €6} = {V1Va, V1V3, V1V3, VoV3, V3V, VaVs}. Nilai [V| dan |E| pada graf G masing-
masing adalah 4 dan 6. Graf G bukan graf sederhana karena mengandung busur
berganda yang ditunjukkan oleh busur e, e; dan gelang yang ditunjukkan oleh es.
Simpul v, dan v, bertetangga karena dihubungkan oleh busur e;. Busur e; dan e,
bertetangga karena hadir pada simpul yang sama, yaitu simpul v;. Derajat setiap
simpul pada Gambar 2.1 adalah d(vi) =3, d(v2) =1, d(v3) =4, d(v4) =4. Oleh
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karena d(v2) = 1, maka v, disebut simpul terminal. Graf G bukan graf teratur ka-
renad=1dan A=4.

Dua graf G = (V, E) dan G’ = (\V’, E’) dikatakan isomorfik apabila terda-
pat pemetaan bijektif f dari V ke V’ dengan sifat bahwa simpul v, dan v, bertetang-
ga di G jika dan hanya jika simpul f(v;) dan f(v,) bertetangga di G’. Hal ini ber-
laku untuk setiap simpul di G. Akibat dari pemetaan bijektif ini adalah dua graf
yang isomorfik harus memiliki jumlah simpul yang sama. Lebih jauh lagi, graf
yang isomorfik juga harus memiliki jumlah busur yang sama karena pemetaan bi-
jektif dari V ke V’ dengan sifat yang telah disebutkan juga menjamin pemetaan
bijektif dari E ke E” dengan sifat bahwa jika dua busur bertetangga di G, maka pe-
ta dari busur tersebut di G’ juga bertetangga. Derajat dari simpul-simpul pada dua
graf yang isomorfik juga harus sama, yaitu simpul v dengan derajat d(v) di G ber-

korespondensi dengan simpul f(v) dengan derajat d(f(v)) = d(v) di G’.

vq' Vo'
Vq Vo V3
Ve V'
Ve Vs Vy
Vs' Vs
G G’

Gambar 2. 2 Dua graf G dan G’ yang isomorfik

Dua graf yang diberikan pada Gambar 2.2 adalah graf yang isomorfik ka-
rena terdapat pemetaan bijektif f dari V ke V’ dengan aturan f(v1) = v1’, f(v2) = v3’,
f(vs) = vs’, f(va) = Vg’, f(V5) = V4’, f(vs) = vo’. Berdasarkan aturan ini terlihat bahwa
jika simpul-simpul di G bertetangga, maka peta dari simpul-simpul tersebut di G’
juga bertetangga. Aturan untuk simpul-simpul tersebut akan mengakibatkan
f(vava) = Vv1'Ve’, f(Vivs) = va'vy’, f(vive) = vi'vy’, T(Vava) = V3'Ve’, f(VaVs) = V3'Vy’,
f(vove) = V3'vo’, f(VaVs) = V5'Ve’, T(VaVs) = V5'V4’, dan f(vave) = vs'v2’. Jadi, dapat
terlihat pula bahwa jika busur-busur di G bertetangga, peta dari busur-busur ter-
sebut di G’ juga bertetangga. Derajat setiap simpul pada kedua graf ini juga sama.

Definisi-definisi yang digunakan diatas merupakan definisi yang diambil

dari (Rosen, 1995). Dalam skripsi ini, graf-graf yang akan dibahas adalah graf
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berhingga, sederhana, dan tak berarah. Pada subbab berikutnya diberikan definisi
dari beberapa kelas graf yang mengandung graf lintasan dan/atau graf lingkaran.

2.2 Jenis-jenis Graf

Graf lintasan (path graph), P, adalah graf dengan n simpul yang mem-

punyai busur-busur vivy, Vovs, ..., Va1V, atau dapat juga dinotasikan dalam vy — v,
— ... > Vy. Simpul v; disebut simpul awal dan v, disebut simpul akhir. Semua
simpul berderajat dua, kecuali untuk simpul awal dan simpul akhir berderajat satu.
Pada graf lintasan, |V| = n dan |E| =n—1. Graf lingkaran (cycle graph), C,, ada-
lah graf yang diperoleh dari graf lintasan P, yang diberi tambahan busur antara
simpul awal dan simpul akhir, sehingga graf lingkaran merupakan graf teratur ber-
derajat dua. Pada Gambar 2.3 (a) diberikan graf lintasan dengan 5 simpul (Ps)
dan (b) diberikan graf lingkaran dengan 5 simpul (Cs).

Vi

V1 Vo V3 Vy Vs Vs V2
[ ® L L 2 @
Vy V3
(a) (b)

Gambar 2. 3 (a) Ps, (b) Cs

Graf matahari (sun graph), C, © K;, adalah graf yang diperoleh dari graf
lingkaran C,, dengan penambahan satu simpul berderajat satu di setiap simpul C,.
Simpul-simpul pada graf lingkaran dinotasikan dengan v; yang disebut sebagai
simpul dalam (inner vertex). Sedangkan simpul-simpul selain pada graf lingkar-
an dinotasikan dengan u; yang disebut sebagai simpul luar (outer vertex). Secara
matematis, graf matahari C, © K; memiliki himpunan simpul V(C, © K;) = {vi| 1
<i<n}u{ui|1<i<n}danhimpunan busur E(C, ® K;) = {viVis1| 1 <i<n}uU
{uivi | 1 <1< n}dimana i+1 merupakan modulo n. Nilai n menyatakan banyaknya
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simpul pada graf lingkaran yang digunakan untuk membangun graf matahari se-
hingga nilai n disebut sebagai ukuran dari graf matahari. Dalam graf matahari, |V|
= |E| = 2n. Pada Gambar 2.4 (a) diberikan graf matahari berukuran 5 (Cs © K;).
Graf kecebong (tadpole graph), T n, adalah graf yang diperoleh dari graf
lingkaran Cy, dan graf lintasan P,, dengan penambahan satu busur yang menghu-
bungkan salah satu simpul pada graf lingkaran dengan simpul awal atau simpul
akhir pada graf lintasan. Dalam graf kecebong, |V| = |E| = m+n. Pada Gambar 2.4

(b) diberikan graf kecebong, Ts 3.

Uy

V
Vi °

Vs Vo Vi Ve \ Vg
Us U Vg

Vs V3 V3 vy

% (@) ¥ (b)

Gambar 2.4 (a) Cs © K, (b) Tss

Pada bab sebelumnya, telah disebutkan bahwa graf yang dibahas pada
skripsi ini adalah graf lingkaran, graf matahari, dan graf kecebong. Kemudian
pada subbab selanjutnya akan diberikan beberapa definisi mengenai pelabelan

graf.

2.3 Pelabelan Graf

Pelabelan pada graf G adalah pemetaan bijektif A dari himpunan simpul V
atau himpunan busur E, atau keduanya (V © E) ke suatu himpunan, biasanya be-
rupa himpunan bilangan bulat positif. Bilangan ini disebut sebagai label. Jika
daerah asal dari pemetaan hanya himpunan simpul (himpunan busur), maka pela-

belan disebut pelabelan simpul (pelabelan busur). Jika daerah asal pemetaan
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berupa gabungan dari himpunan simpul dan himpunan busur, maka pelabelan
disebut pelabelan total. Pada Gambar 2.5 diberikan contoh graf Ps dengan pe-
labelan simpul (a), pelabelan busur (b), dan pelabelan total (c). Untuk selanjut-
nya, pelabelan yang dibahas merupakan pelabelan total dengan daerah kawan be-

rupa himpunan bilangan bulat positif berurutan yang dimulai dari 1.

1 2 3 4 5 6 8 7 9
00— 00— 00— 0 00— 0—0
(a) (b)
1 4 2 5 8
r——— —0—O0—— 0
9 7 8 6
(©

Gambar 2.5 (a) Pelabelan simpul, (b) Pelabelan busur, (c) Pelabelan Total

Pada pelabelan total, jumlah dari semua label yang terkait dengan suatu
elemen tertentu dari graf disebut bobot. Bobot dapat dihitung untuk simpul dan
busur. Bobot simpul merupakan penjumlahan label simpul dengan semua label
busur yang hadir pada simpul tersebut. Bobot busur merupakan penjumlahan la-
bel busur dengan label simpul-simpul yang dihubungkan dengan busur tersebut.
Secara matematis, bobot simpul dari pelabelan % dapat dinyatakan sebagali

Wi (V) = A(V) + Zyeng) AUV)
dengan N(v) adalah himpunan semua simpul yang bertetangga dengan v, v € V.
Sedangkan bobot busur dapat dinyatakan sebagai

Wi (uv) = A(u) + A(uv) + A(v), Yuv € E.

Suatu graf G dikatakan memiliki pelabelan ajaib apabila bobot untuk
setiap simpul dan/atau busur bernilai k. Bilangan k disebut sebagai konstanta
ajaib. Apabila w;(v) = k untuk setiap v € V, maka pelabelan disebut pelabelan
total simpul ajaib. Apabila w,(uv) = k untuk setiap uv € E, maka pelabelan di-
sebut pelabelan total busur ajaib.

Pada skripsi ini, pelabelan yang dibahas hanyalah mengenai pelabelan
total simpul ajaib. Konsep pelabelan ini diperkenalkan oleh MacDougall et al.

(2002) yang didefinisikan sebagai berikut:
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Definisi 2.1 (MacDougall et al., 2002)
Suatu pemetaan A dari V U E ke himpunan bilangan bulat 1, 2, ..., [V|+|E| disebut
pelabelan total simpul ajaib (PTSA) dari G jika A merupakan pemetaan bijektif
dengan sifat bahwa untuk setiap simpul v € V,

Wy (V) = A(V) + Zyeny) Muv) =k
dimana N(v) adalah himpunan semua simpul yang bertetangga dengan v dan k

merupakan konstanta ajaib untuk A.

Pada PTSA didefinisikan pelabelan dual sebagai berikut:

Definisi 2.2 (MacDougall et al., 2002)
Misalkan L: VU E — {1, 2, ..., |V|+|E|} adalah suatu PTSA pada graf G.
Definisikan .’ : VU E — {1, 2, ..., |V|+|E|} sebagai berikut
(V) = V| + |E| + 1 - A(V)
untuk setiap v € V, dan
A(uv) = |V| + |E| + 1 - A(uv)
untuk setiap uv € E.

Maka, A’ adalah dual dari A.

Pada Gambar 2.6 diberikan 2 PTSA untuk graf lingkaran C;. Dapat ter-
lihat bahwa jumlah semua bobot simpul untuk Gambar 2.6 (a) dan (b) adalah sa-
ma, yaitu masing-masing 9 dan 12. Dari gambar tersebut dapat terlihat pula bah-
wa label simpul dan busur untuk PTSA pada Gambar 2.6 (b) diperoleh berdasar-
kan rumus yang diberikan pada Definisi 2.2 sehingga PTSA pada Gambar 2.6 (b)
merupakan dual dari PTSA pada Gambar 2.6 (a). Contohnya, perhatikan Gambar
2.6 (a). Misalkan A(v1) = 4 dan A(e1) = 2. Karena pada graf Cs, |V| = |E| = 3, maka
label simpul v; dan busur e; untuk dual dari PTSA pada Gambar 2.6 (a) masing-
masing adalah [V| + |E|+1—-A(v1) =3+3+1-4=3dan |V|+|E|+1—-A(e;) =3
+3+1-2=5. Carayang sama dilakukan untuk simpul dan busur berikutnya.

Sehubungan dengan pelabelan dual ini, diberikan teorema berikut:
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Teorema 2.1 (MacDougall et al., 2002)
Dual dari suatu PTSA pada graf G juga merupakan suatu PTSA jika dan hanya
jika G adalah graf teratur.

4 3
3 2 4 5
5 1 6 2 6 1
(@) (b)

Gambar 2. 6 PTSA C;dengan k =9 (a) dan dualnya dengan k = 12 (b)

Suatu graf G mungkin memiliki PTSA dengan beberapa nilai k yang ber-
beda. Batasan nilai k tersebut dapat diperoleh melalui perhitungan dasar (basic
counting).

Misalkan S, adalah jumlah label simpul dan Se jumlah label busur G.
Karena label yang digunakan merupakan bilangan bulat 1, 2, ..., |V|+|E|, maka

Sy+ S, = YIMHEL, (2.1)
Untuk setiap simpul v, A(V) + Zyenw) A(UV) = k. Karena dua simpul yang

bertetangga dihubungkan oleh satu busur, maka label busur berkontribusi dua kali

untuk menghitung jumlah dari semua bobot simpul. Secara matematis,

S, +2S, = |V|k. (2.2)
Substitusi (2.1) ke (2.2),
ST SR (2.3)

Setiap busur memiliki label yang berbeda (demikian juga untuk simpul). Busur
dapat dilabel dengan label terkecil, label terbesar, ataupun label diantara label

terkecil dan terbesar. Akibatnya,

SEi<s, < (2.4)
Substitusi (2.3) ke (2.4),
Z|V|+|E| i+ Z|E| i < |V|k < 22|V|+|E| Z|V| (25)

Hasil ini akan memberikan batasan nilai k untuk PTSA pada graf G. Misalnya,
diberikan contoh perhitungan batasan nilai k untuk PTSA pada graf matahari C,

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Alfa Isti Ananda, FMIPA Ul, 2010



13

O K;. Pada graf C4 ® K, nilai |V| = |E| = 2(4) = 8. Dengan substitusi nilai ini ke
(2.5) akan diperoleh batasan nilai k sebagai berikut:
S i+ Y, i <8k <2318 i -2

(16)(17) + ®© <k<?2 ((16)(17)) _®O
16 16 16 16

212 <k <29-.
2 2
Jadi, nilai k yang mungkin untuk graf C, ® K, adalah 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28,
29.

1 1 9 5 3
12 2 12 6
3 8 1 4
e 10 7 10
9 6 4 8 2 11
G G’

Gambar 2.7 Dua PTSA yang isomorfik

Pada subbab sebelumnya telah dibahas mengenai dua graf tanpa label yang
isomorfik. Namun, definisi graf isomorfik yang telah diberikan tersebut menjadi
berbeda jika graf yang digunakan adalah graf dengan label. Dua graf G = (V, E)
dan G’ = (V’, E’) yang diberi label dikatakan isomorfik (memiliki pelabelan iso-
morfik) apabila terdapat pemetaan bijektif f dari V ke V’ dengan sifat bahwa jika
simpul-simpul pada V dan V’ diberi label, maka simpul berlabel v; dan v, berte-
tangga di G jika dan hanya jika simpul berlabel f(v;) dan f(v,) bertetangga di G’.
Hal ini berlaku untuk setiap simpul berlabel di G. Seperti pada definisi dua graf
tanpa label yang isomorfik, jumlah simpul, jumlah busur, dan derajat dari setiap
simpul pada kedua graf berlabel yang isomorfik dipertahankan sama. Pada Gam-
bar 2.7 diberikan dua PTSA yang isomorfik pada graf G dan G dengan nilai k =
20. Berdasarkan contoh tersebut dapat dilihat bahwa jika dua simpul berlabel ber-
tetangga di G, maka peta dari kedua simpul berlabel tersebut juga bertetangga di
G’. Demikian pula untuk busur. Jika dua busur berlabel bertetangga di G, maka

peta dari kedua busur berlabel tersebut juga bertetangga di G’.

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Alfa Isti Ananda, FMIPA Ul, 2010



14

Hasil-hasil penelitian mengenai PTSA yang telah dipublikasikan lebih ba-
nyak membahas tentang eksistensi PTSA untuk kelas-kelas graf tertentu. Bukti
dapat dilihat pada rujukan. Untuk graf lingkaran dengan banyak simpul n,
(MacDougall et al., 2002) telah membuktikan teorema berikut:

Teorema 2.2 (MacDougall et al., 2002)

Graf lingkaran C, memiliki suatu PTSA untuk nilai n > 3.

Untuk graf matahari C, ® K;, hasil penelitian yang telah dipublikasikan adalah
mengenai eksistensi PTSA pada gabungan tak terhubung t graf matahari, baik ga-
bungan t graf matahari yang isomorfik, maupun yang tidak isomorfik. Namun,
yang menjadi bahasan pada skripsi ini hanya untuk nilai t = 1. Kedua hasil pene-
litian ini hanya berlaku untuk nilai k tertentu, bukan untuk semua nilai k yang
mungkin berdasarkan perhitungan dasar. Untuk gabungan t graf matahari yang
isomorfik, (Slamin et al., 2006) telah membuktikan teorema berikut:

Teorema 2.3 (Slamin et al., 2006)
Untuk n >3 dan t > 1, gabungan t graf matahari t(C, © K;) memiliki suatu PTSA
dengan nilai konstanta ajaib k = 6nt + 1.

Untuk gabungan t graf matahari yang tidak harus isomorfik, (Rahim & Slamin,

2008) telah membuktikan teorema berikut:

Teorema 2.4 (Rahim & Slamin, 2008)

Jika t; > 3 untuk setiap i = 1, 2, ..., n dan n > 1, maka gabungan n graf matahari
(C, OK) U (C,, OK) U ..U (€, O Ky) memiliki suatu PTSA dengan nilai
konstanta ajaib k = 6 Y, ¢ + 1.

Hasil-hasil penelitian mengenai eksistensi PTSA untuk kelas-kelas graf yang lain-
nya dapat dilihat pada (Gallian, 2009).

Pendekatan lain yang dapat dilakukan untuk memperoleh semua PTSA
yang mungkin dari suatu graf adalah menggunakan algoritma. Dalam makalah
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(Baker & Sawada, 2008) telah dibahas algoritma untuk membangun PTSA yang
tidak isomorfik pada graf lingkaran. Pada bab selanjutnya, akan diberikan ulasan
ulang mengenai algoritma tersebut, kemudian dikembangkan untuk membangun
algoritma-algoritma PTSA pada graf matahari dan graf kecebong. Sampai saat
ini, belum ada hasil penelitian yang menyatakan bahwa graf kecebong memiliki
suatu PTSA.
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BAB 3
ALGORITMA PTSA UNTUK GRAF LINGKARAN,
MATAHARI, DAN KECEBONG

Dalam Bab ini akan diberikan algoritma-algoritma PTSA untuk graf ling-
karan, matahari, dan kecebong. Nilai-nilai k yang mungkin untuk PTSA pada
masing-masing graf juga akan dibahas.

Pada Definisi 2.1 telah diberikan definisi dari Pelabelan Total Simpul
Ajaib (PTSA). PTSA dari graf G merupakan suatu pemetaan bijektif dari V U E
ke himpunan bilangan bulat 1, 2, ..., |V| + |E| dengan sifat bahwa bobot setiap
simpul pada graf G bernilai sama, yaitu k. Pendekatan yang digunakan untuk
membangun PTSA dalam skripsi ini adalah menggunakan algoritma yang bekerja
secara iteratif untuk memperoleh label-label elemen pada graf. Untuk memper-
oleh algoritma yang efektif, PTSA yang isomorfik akan dihindari sehingga dapat
diperoleh semua PTSA berbeda dari graf terkait.

Pada Bab sebelumnya telah dibahas mengenai pelabelan isomorfik. Dua
graf G dan G’ yang diberi label dikatakan memiliki pelabelan isomorfik apabila
terdapat pemetaan bijektif dari label-label untuk simpul-simpul pada G ke label-
label untuk simpul-simpul pada G’ dengan sifat bahwa dua simpul berlabel pada
G bertetangga jika dan hanya jika peta dari kedua simpul berlabel tersebut juga
bertetangga di G’. Graf G dan G’ yang dibahas selanjutnya adalah dua graf yang
sama. Dari observasi dapat diketahui bahwa jika diberikan suatu graf dengan
pelabelan tertentu, pelabelan yang isomorfik dari graf tersebut dapat diperoleh
dengan melakukan rotasi atau refleksi terhadap label-labelnya. Pelabelan isomor-
fik yang merupakan hasil dari suatu rotasi disebut kasus rotasional simetris dan
yang merupakan hasil dari suatu refleksi disebut kasus refleksional simetris.
Kedua kasus ini dapat terjadi pada PTSA untuk graf lingkaran dan matahari. Se-
mentara, untuk graf kecebong hanya kasus refleksional simetris yang dapat
terjadi.

Pada (2.5) telah diberikan batasan nilai k untuk PTSA pada sembarang
graf G. Untuk graf lingkaran C,, nilai |V| = |E| = n. Dengan melakukan substitusi
nilai ini ke (2.5) diperoleh
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2n n P n g
i+t i<nk<2¥ -3,

(2n)(2n+1) + (n);”:+1) <k<?2 ((2n)(2n+1)) _ (m(n+1)

2n 2n 2n

5n+3 7n+3

<k< (3.1)

Jadi, batasan nilai k untuk PTSA pada graf lingkaran C, diberikan oleh (3.1).
Seperti yang telah disebutkan pada Bab 2, untuk graf matahari C, ® K;,
|V| = |[E| = 2n. Dengan melakukan substitusi nilai ini ke (2.5) diperoleh

4n 3 2n -
i+ i<2nk <2y i-Yi

(4n)(4n+1) n (2n)(2n+1) <k<?2 ((4n)(4n+1)) _ @nm)(@2n+1)
4an 4in 4an 4n
Sn+-<k<7n+- (3.2)

Jadi, batasan nilai k untuk PTSA pada graf matahari C, © K; diberikan oleh (3.2).
Untuk graf kecebong Tmp, [V| = |[E| = m+n. Dengan melakukan substitusi

nilai ini ke (2.5) diperoleh

2 2
\nkd O i + Sie < (TSR 2 >oan {oin) ; AU
(2m+n))@@m+n)+1) | (m+n)(m+n+1) <k<? ((2(m+n))(2(m+n)+1)) _ (min)(m+n+1)
2(m+n) 2(m+n) Oy 2(m+n) 2(m+n)
5(m+n)+3 <k< 7(m+n)+3 (3.3)

Jadi, batasan nilai k untuk PTSA pada graf kecebong T, diberikan oleh (3.3).

Batasan nilai k yang diberikan melalui perhitungan dasar di atas merupa-
kan batasan yang diperoleh tanpa memperhatikan struktur khusus dari suatu graf
G. Adanya simpul-simpul dengan derajat berbeda, seperti pada graf matahari dan
kecebong, dapat memberikan batasan nilai k yang lebih ketat.

Untuk graf matahari C, ® K;, simpul-simpul luar u memiliki derajat satu
dan simpul-simpul dalam v memiliki derajat tiga. Pertama, perhatikan penjumlah-
an dari semua bobot simpul dalam v. Batas bawah dari penjumlahan ini diperoleh
dengan memberikan n label terkecil untuk busur dalam (karena label busur ber-
kontribusi dua kali dalam penjumlahan semua bobot simpul dalam) dan 2n label
terkecil berikutnya untuk simpul dalam dan busur luar. Kemudian, perhatikan
penjumlahan dari semua bobot simpul luar u. Batas atas dari penjumlahan ini di-
peroleh dengan memberikan 2n label terbesar untuk simpul dan busur luar. Jadi,

wwy) +wly) + -+ w(v,) =nk=w(uy) +wu,) + -+ w(u,)
2Y i+ X i S nk S T 00
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n(n+1) + 3n(3n+1) <k < 4n(4n+1)  2n(2n+1)

2n 2n 2n 2n

Sn+2<k<é6n+1 (3.4)
Berdasarkan (3.4) ini diperoleh batasan nilai k untuk PTSA graf matahari C, ©

K, yang lebih ketat dibandingkan dengan (3.2).

Untuk graf kecebong T, sSimpul pada graf lingkaran C, yang memiliki
satu busur tambahan, yaitu simpul v;, memiliki derajat tiga, sedangkan simpul-
simpul lainnya berderajat dua dan satu. Maka, batas bawah nilai konstanta ajaib k
tidak mungkin lebih kecil dari nilai minimum dari bobot simpul berderajat tiga,
yaitu

k>3, i="2=10 (3.5)
Sekarang, perhatikan penjumlahan semua bobot simpul berderajat dua dengan
simpul berderajat satu. Batas atas penjumlahan ini diperoleh dengan memberikan
m+n-3 label terbesar untuk busur-busurnya, kecuali tiga busur yang hadir pada
simpul v4, dan m+n+2 label terbesar berikutnya untuk simpul-simpulnya dan tiga
busur yang hadir pada simpul v,. Jadi,

m+n—Dk=w,) + - +wy) +wVns) -+ WWnan)

(m+n—1k <2320 g ymints;

i=m+n+4
i 2(m+n) . m+n+3

- ((2m+2n)(2m+2n+1)) _ (m+n+3)(m+n+4) i
o 2 2

1

(m+n)(7(m+n)-3)—14

k< 2(m+n-1) (3.6)
Jadi, berdasarkan (3.5) dan (3.6) diperoleh
10SkS(m+n)(7(m+n)—3)—14 (37)

2(m+4n-1)
Maka, batasan nilai k yang lebih ketat untuk PTSA graf kecebong T, merupakan
irisan dari (3.3) dan (3.7), yaitu

5(m+n)+3

,10) < k < min (3.8)

7(m+n)+3 (m+n)(7(m+n)-3)— 14—)

max
a ( 2 ’ 2(m+n-1)

Pada dasarnya, algoritma pelabelan sembarang graf secara umum bersifat
NP-complete. Oleh karena itu, pembangunan algoritma pelabelan biasanya dila-
kukan untuk kelas-kelas graf tertentu. Misalnya, Baker dan Sawada (2008) telah
membangun algoritma PTSA untuk graf lingkaran C, dan graf roda W,. Pada
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Subbab 3.1 akan dibahas mengenai pembangunan algoritma PTSA untuk graf
lingkaran C, versi Baker dan Sawada. Kemudian, algoritma ini dikembangkan
untuk membangun algoritma PTSA untuk graf matahari C, ® K; yang akan di-
berikan pada Subbab 3.2, dan untuk graf kecebong Tr,» yang akan diberikan pada
Subbab 3.3.

3.1  Algoritma PTSA untuk Graf Lingkaran

Algoritma PTSA untuk graf lingkaran C, diberikan oleh Baker dan
Sawada (2008). Yang menjadi masukan (input) dalam algoritma PTSA ini adalah
n dan k, yang menyatakan banyaknya simpul pada graf lingkaran dan konstanta
ajaib yang mungkin, yang bergantung pada nilai n, seperti yang diberikan pada
(3.1). Karena PTSA merupakan pemetaan bijektif dari VU E ke {1, 2, ..., |V| +
|E|} dan pada graf lingkaran nilai |V| = |E| = n, maka himpunan label yang tersedia
untuk melabel elemen-elemen pada graf C, adalah {1, 2, ..., 2n}. Setiap label ini

harus digunakan tepat satu kali.

Vi e Vo

€4 €s

€3

Vy V3

Gambar 3.1 Graf C4

Pada Bab sebelumnya telah diberikan definisi dari graf lingkaran C, be-
serta contohnya. Simpul-simpul pada graf tersebut ditulis dengan vy, vy, ..., v, dan
busur-busurnya ditulis sebagai pasangan kedua simpul ujungnya, yaitu viVy, V,Vs,
..., VnaVn. Akan tetapi, pada algoritma PTSA yang akan diberikan, busur-busur
pada graf lingkaran tidak ditulis sebagai pasangan kedua simpul ujungnya, me-
lainkan ditulis sebagai e. Misalnya, busur e; adalah busur yang diperoleh dari pa-

sangan simpul ujung viv,, busur e, adalah busur yang diperoleh dari pasangan

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Alfa Isti Ananda, FMIPA Ul, 2010



20

simpul ujung v,vs, dan seterusnya. Sedangkan untuk simpul tetap ditulis sebagai
v. Pada Gambar 3.1 diberikan contoh penamaan untuk graf lingkaran Cj.

Dilihat dari struktur graf lingkaran, selalu terdapat dua busur yang hadir
pada setiap simpul. Jadi, untuk menghitung bobot simpul dari graf lingkaran yang
memiliki suatu pelabelan total simpul, label yang berkontribusi adalah label sim-
pul yang berkaitan dan label dua busur yang hadir pada simpul tersebut. Secara
umum, algoritma PTSA pada graf lingkaran ini dimulai dengan mendapatkan satu
label simpul dan satu label busur yang hadir pada simpul tersebut. Kemudian,
label busur lain yang hadir pada simpul tersebut ditentukan dengan cara menghi-
tung selisih dari nilai konstanta ajaib k yang dimasukkan sebagai input dengan la-
bel untuk simpul dan busur yang telah didapatkan. Label yang diperoleh dengan
cara ini disebut sebagai determined label. Pada tahap akhir proses pelabelan,
akan terdapat satu simpul yang belum dilabel. Label untuk simpul ini dapat diten-
tukan dengan cara menghitung selisih dari nilai k dengan kedua label busur yang
hadir pada simpul tersebut. Label ini juga disebut sebagai determined label. Jadi,
determined label bisa merupakan label busur, maupun label simpul. Determined
label ini mungkin tidak tersedia. Jika hal ini terjadi, maka algoritma PTSA tidak
dapat dilanjutkan dan harus melakukan backtracking (penelusuran langkah yang
dilakukan secara mundur untuk mengganti label yang digunakan). Kondisi-kondi-
si yang menyebabkan determined label A(x) tidak tersedia adalah:

1. A(x) <1, karena label untuk membentuk suatu PTSA merupakan bilangan
bulat positif,

2. MXx) > 2n, karena |V| + |E| = 2n,

3. A(x) telah digunakan untuk melabel elemen pada graf lingkaran.

Pada Gambar 3.2 diberikan ilustrasi pembentukan PTSA untuk graf ling-
karan C,, dengan konstanta ajaib k. Pertama-tama, diberikan label untuk simpul v,
dan busur ey, sebut dengan A(v1) dan A(e;) (Gambar 3.2 (a)). Karena simpul v,
dan busur e; sudah diberi label, maka label untuk busur e, dapat ditentukan, yaitu
Meq) = k—A(v1) — A(e1). Label busur e, ini merupakan determined label. Deter-
mined label ini bisa tersedia atau tidak tersedia. Pada ilustrasi ini, diasumsikan
semua determined label tersedia. Selanjutnya, diberikan label untuk simpul v,
yaitu A(v,). Karena simpul v, dan busur e; sudah diberi label, maka label untuk
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busur e, dapat ditentukan, yaitu A(e;) = k — A(v2) — A(e1) (Gambar 3.2 (b)). Label
busur e, ini merupakan determined label. Kemudian, diberikan label untuk sim-
pul vs, yaitu A(v3). Karena simpul vz dan busur e, sudah diberi label, maka label
untuk busur ez dapat ditentukan, yaitu A(e3) = k — A(v3) — A(e2). Label busur ez ini
merupakan determined label. Proses yang sama dilakukan sampai melabel simpul
Vn-1 dan kemudian menentukan label busur e,.; (Gambar 3.2 (¢)). Langkah beri-
kutnya adalah diberikan label untuk satu-satunya elemen pada graf C, yang belum
dilabel, yaitu simpul v,. Label ini merupakan determined label, yaitu A(v,) =k —
M(en) — M(en-1) (Gambar 3.2 (d)). Dari Gambar 3.2 (b) dan (c) dapat terlihat bahwa
terdapat proses yang sama dalam melabel elemen graf C,, yaitu melabel simpul

kemudian label busur dapat ditentukan.

Mvi)
Men) = k —A(v1) — A(er) Mex)
—_—
\ 1
\\ /
(@)
Me) Y e
Mva)
Men1) = K — MVna) — Aenz) Ae2)
«— MVn-1) Mvs)
l\\ 1 M) = k=2 (vs) — Me2)
\ /
@ ©

Gambar 3. 2 Proses pembentukan PTSA pada graf C,

Berdasarkan adanya kesamaan proses melabel elemen pada graf lingkaran,
algoritma PTSA untuk graf lingkaran terbagi menjadi dua fungsi, yaitu fungsi
inisialisasi (initializeCycle) dan fungsi perluasan (extendCycle). Pada fungsi
inisialisasi, pertama-tama dilabel simpul v; dengan label yang tersedia, sebut de-
ngan A(v1). Kemudian, tandai A(v1) agar label ini tidak dapat digunakan lagi.

Elemen berikutnya yang dilabel adalah busur e;, sebut dengan A(e;), dan tandai
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M(e1) agar label ini tidak dapat digunakan lagi. Label untuk busur e, merupakan
determined label dengan nilai A(e,).= k — A(v1) — A(e1). Jika A(e,) masih tersedia,
maka tandai A(e,) agar tidak dapat digunakan lagi dan akan dipanggil fungsi per-
luasan untuk melabel simpul dan busur berikutnya. Namun, jika A(e,) tidak ter-
sedia karena memenubhi salah satu dari tiga kondisi pada determined label yang
mengakibatkan algoritma tidak dapat dilanjutkan, maka dilakukan backtracking
untuk mengganti label dari elemen yang dilabel sebelum busur e, yaitu busur e;.
Sebelum mengganti label busur e; ini, label busur e; yang digunakan sebelumnya
harus dibuat kembali tersedia sehingga dapat digunakan lagi untuk melabel
elemen yang lainnya. Jika ternyata tidak ada lagi label yang mungkin untuk me-
label busur e;, maka kembali lakukan backtracking untuk mengganti label dari
elemen yang dilabel sebelum busur e, yaitu simpul v;. Sebelum mengganti label
simpul vy ini, kembalikan dahulu label yang digunakan sebelumnya untuk melabel
simpul v; sehingga label tersebut menjadi tersedia.

Fungsi perluasan adalah fungsi yang dibuat berdasarkan adanya kesamaan
proses melabel elemen pada graf lingkaran, yaitu mencoba label yang masih ter-
sedia untuk melabel simpul berikutnya dan kemudian menentukan label busur be-
rikutnya dengan melakukan perhitungan karena label busur ini merupakan deter-
mined label. Pada fungsi ini digunakan parameter t sebagai posisi dari simpul
yang akan dilabel. Fungsi inisialisasi akan memanggil fungsi perluasan dengan
parameter t = 2. Artinya, simpul yang akan dilabel berikutnya adalah simpul v,
misalkan dilabel dengan A(v,), dan tandai A(v,) agar label ini tidak dapat diguna-
kan lagi. Setelah itu, label untuk busur e, dapat ditentukan, yaitu A(ez) = k — A (v2)
—M(e1). Jika A(e2) masih tersedia, maka tandai A(e;) agar label ini tidak dapat di-
gunakan lagi dan fungsi perluasan akan memanggil dirinya sendiri dengan para-
meter t+1. Namun, jika A(e;) tidak tersedia, maka dilakukan backtracking untuk
mengganti label dari elemen yang dilabel sebelum busur e;, yaitu simpul v,. Jika
tidak ada lagi label yang mungkin untuk melabel simpul v,, maka kembali dilaku-
kan backtracking ke fungsi inisialisasi untuk mengganti label dari elemen yang di-
label sebelum simpul v, yaitu busur e,. Karena label busur e, merupakan deter-
mined label, maka lakukan backtracking untuk mengganti label dari elemen yang
dilabel sebelum elemen dengan determined label tersebut, yaitu busur e;. Jika ti-
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dak ada lagi label yang mungkin untuk melabel busur e;, maka backtracking dila-
kukan lagi untuk mengganti label dari elemen yang dilabel sebelum busur ey, yaitu
simpul v;. Setiap kali dilakukan penggantian label suatu elemen pada proses
backtracking, ubah dahulu status label yang digunakan sebelumnya untuk melabel
elemen tersebut sehingga menjadi tersedia kembali.

Proses rekursif pada fungsi perluasan akan berhenti apabila nilai t = n. Pa-
da saat nilai t = n akan terdapat satu simpul yang belum dilabel, yaitu simpul v.
Label untuk simpul v, ini merupakan determined label, yaitu A(v,) = k — A(e,) —
M(en1). Jika A(v,) merupakan satu-satunya label yang tersedia, maka telah terben-
tuk suatu PTSA untuk graf lingkaran C, sehingga label akan dicetak. Jika A (vy) ti-
dak tersedia, lakukan backtracking. Setelah diperoleh suatu PTSA, proses tidak
langsung berhenti. Komputasi tetap dilanjutkan secara backtracking sampai diha-

silkan semua PTSA C, dengan konstanta ajaib k.

Algoritma 1.a. Fungsi initializeCycle()
for each available label i do
Avy) =i
avail[i] := false
for each available label j do
Mer) =]
avail[j] := false
Aen) == k—=A(v1) — A(ey)
if 0 </(e,) <2n and avail[A(e,)] then
avail[i(e,)] := false
extendCycle(2)
avail[A(ey)] :=true
end if
avail[j] := true
end for
avail[i] := true
end for

Algoritma 1.b. Fungsi extendCycle(t)
if t = nthen
AVn) i= Kk —/(€n) —A(€n-1)
if 0 </(v,) <2n and avail[A(v,)] then
print()
end if
else
for each available label i do
AV =i
avail[i] := false
Ae) =k —A(v) = Aera)
if 0 < J(e)) < 2n and avail[A(ey)] then
avail[A(e))] := false
extendCycle(t+1)
avail[A(ey)] := true
end if
avail[i] := true
end for
end if

Algoritma PTSA untuk graf lingkaran diberikan pada Algoritma 1, dimana
Algoritma 1.a. merupakan fungsi inisialisasi dan Algoritma 1.b. merupakan fungsi
perluasan. Pada algoritma-algoritma ini, himpunan label yang tersedia mula-mula
untuk melabel elemen pada suatu graf dinyatakan tersedia, ditandai dengan

avail[A(x)] bernilai true. Avail ini merupakan suatu array dengan ukuran 2n dan
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A(x) merupakan label yang digunakan untuk melabel elemen x pada graf. Nilai
false akan diberikan pada avail jika A(x) telah digunakan untuk melabel elemen x,
sehingga label tersebut tidak tersedia lagi. Dapat diperhatikan bahwa pada algo-
ritma-algoritma yang diberikan terjadi pemanggilan fungsi secara rekursif.
Algoritma 1 dapat diefektifkan dengan menghindari pelabelan-pelabelan
yang isomorfik, sehingga yang dihasikan adalah semua PTSA tidak isomorfik pa-
da graf lingkaran yang diberikan. Pada awal Bab ini telah disebutkan bahwa pe-
labelan yang isomorfik dapat dihasilkan dengan melakukan rotasi atau refleksi ter-
hadap suatu pelabelan yang ada. Pada Gambar 3.3 diberikan semua PTSA iso-
morfik untuk graf C4 dengan k = 15 yang merupakan kasus rotasional simetris.
Dari gambar ini dapat terlihat bahwa untuk menghindari PTSA isomorfik dengan
kasus ini, salah satu simpul harus dilabel dengan label yang lebih kecil dari label
simpul-simpul lainnya. Dalam hal ini, simpul v; dipilih sebagai simpul dengan
label minimum. Syarat ini diberikan pada fungsi perluasan karena fungsi perluas-
an menentukan label untuk simpul-simpul lain selain simpul v;. Dengan menggu-
nakan syarat ini, PTSA pada Gambar 3.3 (b), (c), dan (d) tidak mungkin terjadi.

1 6 2 4 8 N 5 3 4 2 7 5
4 3 g 5 T2 2 6 1 i S
(@ (b) (©) (d)

Gambar 3.3 PTSA C, yang isomorfik dengan kasus rotasional simetris

Pada Gambar 3.4 diberikan semua PTSA isomorfik untuk graf C, dengan k
= 15 yang merupakan kasus refleksional simetris dengan sumbu simetri yang di-
nyatakan oleh garis putus-putus. Dari gambar ini dapat terlihat bahwa salah satu
cara untuk menghindari PTSA hasil refleksi pada Gambar 3.4 (a) dan (b) adalah
dengan memberikan syarat pada dua busur berlabel yang bertetangga, yaitu salah
satu label busurnya lebih kecil dari label busur yang satu. Dalam hal ini, dipilih
label untuk busur e, lebih kecil dari label untuk busur e, (A(e1) < A(e,)). Syarat ini

diberikan pada fungsi inisialisasi karena fungsi inisialisasi menentukan label un-
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tuk e; dan e,. Karena pada fungsi inisialisasi diberikan syarat bahwa A(e;) < A(ey)

dan pada fungsi perluasan diberikan syarat bahwa label simpul v; lebih kecil dari

label simpul lainnya, maka PTSA hasil refleksi pada Gambar 3.4 (c) dan (d) tidak

mungkin terjadi.

5 7 2
3
4 8 1
1 6 2 2 6 1
*-—--o
I ! |
| |
R =
|
e TN
2
3 3
4 5 (C) 5 4

6

8

1 6 2 1 8 4
«--————- ™

N ‘

| \\ }
8: AN 17 "> 6 3
| \\ ‘

I S

®-———— ¢

4 3 5] (b) 2 7 5
1 6 2 4 3 5
i

\
gl—————- 47 —> 8 7

|

! |

\

°-—————- o

3 6
4 5 (d) 1 2

Gambar 3.4 PTSA C,4 yang isomorfik dengan kasus refleksional simetris

Algoritma 2.a. Fungsi initializeCycle()
1 for each available label i where i < n+1 do

2 AMvy) =i
3  avail[i] :=false
4 for each available label j do
S M) =]
6 avail[j] := false
7 AMen) = k=A(v1) = A(ey)
8 if A(e1) < A(ey) <2n and avail[i(e,)] then
9 avail[A(e,)] := false
10 extendCycle(2)
11 avail[A(e,)] := true
end if
12 avail[j] :=true
end for
13 avail[i] := true
end for

Algoritma 2.b. Fungsi extendCycle(t)

1

A N

ift=nthen
l(vn) =k- ;L(en) - /‘L(enfl)
if A(vy) < A(vy) < 2n and avail[A(v,)] then
print()
end if
else
for each available label i where >/(v;) do
AV =i
avail[i] := false
&) = K= A(ve) — A(er 1)
if 0 < A(e) < 2n and avail[A(e))] then
avail[A(ey)] := false
extendCycle(t+1)
avail[A(ey)] := true
end if
avail[i] := true
end for
end if

Oleh karena simpul v; merupakan simpul dengan label minimum, maka

iterasi pada fungsi inisialisasi dapat dipercepat dengan menambahkan syarat bah-

wa label maksimum untuk simpul v; adalah n+1. Apabila simpul v; merupakan

simpul yang dilabel dengan label n+1, maka simpul-simpul lainnya dapat dilabel
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dengan n — 1 label tersisa yang lebih besar dari n+1. Algoritma 2.a. dan 2.b. ma-
sing-masing memberikan algoritma untuk fungsi inisialisasi dan fungsi perluasan

pada graf lingkaran yang telah diefektifkan.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
avail= [T|[T[T[T[T[T] avail= |T|F[T[T[T[T]
Mvy) = 2 \v Ave) =2
avail[2] :=
false R Me) =1 —
avail[1] :=
false
@ (b)
1 2 3 4 5 6 122 3 4 5 6
avail= [F|F[T[T[T[T] avail= |F|F[T[T[T[T]
Mvy) =2 Mvy) =2
Mes)=7>6 Mew) = 1 s
\avail[l]:
true
(d) (©

Gambar 3. 5 Proses pada initializeCycle untuk membentuk PTSA C3 dengan
k=10

Sebagai contoh penggunaan dari algoritma PTSA ini akan dilakukan pela-
belan untuk graf C; dengan nilai k = 10. Label-label yang digunakan untuk mem-
bentuk PTSA C; adalah 1 sampai 2n = 2(3) = 6, yaitu 1, 2, 3, 4, 5, 6, sehingga
avail = [T, T, T, T, T, T]. Menggunakan fungsi inisialisasi yang diberikan pada
Algoritma 2.a., langkah pertama yang dilakukan adalah mencoba label yang terse-
dia untuk melabel simpul v;. Misalkan pilih 2, maka A(v1) = 2 dan nyatakan
avail[2] = false (Gambar 3.5 (a)). Artinya, label 2 sudah digunakan untuk melabel
simpul vy, sehingga avail = [T, F, T, T, T, T]. Langkah selanjutnya adalah menco-
ba label yang tersedia untuk melabel busur e;. Misalkan pilih 1, maka A(e;) =1

dan nyatakan avail[1] = false (Gambar 3.5 (b)). Ini berarti, label 1 sudah diguna-
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kan untuk melabel busur e; dan avail = [F, F, T, T, T, T]. Label untuk busur e;
dapat ditentukan dengan menghitung A(es) = k — A(v1) — A(e1) = 7 (Gambar 3.5
(c)). Label ini tidak tersedia karena A(e3) = 7 > 2(3) = 6. Karena label 7 tidak ter-
sedia, maka proses berikutnya adalah menuju baris 12 pada Algoritma 2.a., yaitu
melakukan backtracking. Nyatakan avail[1] = true (Gambar 3.5 (d)), yang berarti
label 1 tersedia kembali, sehingga avail = [T, F, T, T, T, T]. Label 1 ini merupa-
kan label dari elemen yang dilabel sebelum melabel busur es, yaitu busur e;. De-

ngan kata lain, busur e; gagal dilabel oleh 1.

1 2 3 4 5 6 BN °
avail=|T|F|T|T|T|T| ava":|T|F|F|T|T|T|
AV = 2 Mvy) =2

- —
X(el)=3—\<
avail[3] :=
false
@) (b)
1 2 3 4 5 6 4/
avail= [T[F[F|T[T]|T]
k(v1)=2
avail[5] .= Mes) = 5> Mey) =3 Mer) =3
false
(©

Gambar 3. 6 Backtracking pada initializeCycle

Langkah selanjutnya adalah kembali ke baris 4 pada Algoritma 2.a., yaitu
busur e; akan dilabel kembali dengan label lain yang masih tersedia. Misalkan pi-
lih 3, maka A(e;) = 3 dan nyatakan avail[3] = false (Gambar 3.6 (a)). Artinya, la-
bel 3 sudah digunakan untuk melabel busur e; dan avail = [T, F, F, T, T, T]. La-
bel untuk busur e; dapat ditentukan dengan menghitung A(es) = k — A(v1) — A(e1) =
5 (Gambar 3.6 (b)). Karena A(e1) =3 < A(es) =5 dan label 5 masih tersedia, maka

label ini diterima untuk melabel busur e; dan nyatakan avail[5] = false (Gambar
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3.6 (c)). Ini berarti, label 5 sudah digunakan untuk melabel busur es, sehingga
avail = [T, F, F, T, F, T]. Kemudian, fungsi inisialisasi ini akan memanggil fungsi

extendCycle dengan parameter t = 2.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
avail= | T|F|F|T|F|T] avail= |[T|F|F[F|F[T]
Mvy) =2 Mvy) =2
—_—

Mes) =5 Me)) =3 Mes) =5 Mey) =3

avail[4] :=
false AMvy) = 4
M) =4 — Mez) =
10-3-4=3
(a) (b)
1 2 3 4 5 6 /
avail= [T|F[F|F|F[T]
X(v1)=2
)u(e:;) = 5 k(el) =3
_ avail[4] =
Mv2) = > true
(©)

Gambar 3. 7 Proses pada extendCycle(2) untuk membentuk PTSA C;
dengan k = 10

Parameter 2 pada fungsi extendCycle(2) menyatakan bahwa elemen graf
Cs yang dilabel berikutnya adalah simpul ke-2. Karena simpul ini bukan simpul
terakhir, maka proses berlanjut ke baris 5 pada Algoritma 2.b. Label yang dipilih
untuk melabel simpul v, adalah yang lebih besar dari A(v;) = 2. Misalkan dipilih 4
sebagai label untuk simpul ini, maka A(v2) = 4 dan nyatakan avail[4] = false
(Gambar 3.7 (a)). Ini berarti, label 4 sudah digunakan untuk melabel simpul v,
sehingga avail = [T, F, F, F, F, T]. Label untuk busur e, dapat ditentukan dengan
menghitung A(e;) = k — A(v2) — A(e1) = 3 (Gambar 3.7 (b)). Label 3 ternyata sudah
tidak tersedia karena telah digunakan sebagai label busur e;, maka proses selanjut-

nya adalah menuju baris ke-14 pada Algoritma 2.b. untuk melakukan backtrack-
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ing. Nyatakan avail[4] = true yang berarti label 4 tersedia kembali (Gambar 3.7
(c)), sehingga avail = [T, F, F, T, F, T]. Label 4 ini merupakan label untuk ele-

men yang dilabel sebelum melabel busur e, yaitu simpul v,. Dengan kata lain,

simpul v, gagal dilabel oleh 4.

Proses selanjutnya adalah menuju baris ke-6 pada Algoritma 2.b. untuk
melabel kembali simpul v, dengan label lain yang lebih besar dari A(v1) = 2. Satu-
satunya label yang mungkin untuk melabel simpul ini adalah 6, maka A(v,) = 6
dan nyatakan avail[6] = false (Gambar 3.8 (a)). Artinya, label 6 telah digunakan
untuk melabel simpul v,, sehingga avail = [T, F, F, T, F, F]. Label untuk busur e;
dapat ditentukan, yaitu A(ez) = k —A(v2) — A(e1) = 1. Karena label ini masih terse-
dia, maka nyatakan avail[1] = false (Gambar 3.8 (b)). Ini berarti label 1 telah di-
gunakan sebagai label busur e,, sehingga avail = [F, F, F, T, F, F]. Kemudian,
fungsi extendCycle ini akan memanggil dirinya sendiri dengan parameter t+1 =
Y

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
avail= |T|F|F|T|F|T avail=|T|F|F|T|F|F|
A(ve) = 2 Mv) =2
.
e Men) =3 Me:) =5 Me)=3
Mvz) =6
M) =6 —> availl6] Mep) = (v2) _
false 10-6-3=1 —> avail[1]
false
(@) (b)
1 2 3 4 5 6 /
avail=|F|F|F|T|F|F
7\,(V1) =
Mes) =5 Me) =3
Mvs) = Mvz) =6
10-5-1=4  Me)=1
(©)

Gambar 3. 8 Backtracking pada extendCycle(2) dan extendCycle(3) diproses
untuk membentuk PTSA C;3 dengan k = 10
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Parameter 3 pada fungsi extendCycle(3) menyatakan bahwa elemen graf
Cs yang dilabel berikutnya adalah simpul ke-3. Karena simpul ini merupakan
simpul terakhir pada graf C3, maka proses berlanjut ke baris pertama pada Algo-
ritma 2.b. Label untuk simpul v; diperoleh dengan cara A(v3) = k — A(e3) — A(e2) =
4 (Gambar 3.8 (c)). Oleh karena label ini lebih besar dari A(v1) dan label ini juga
merupakan satu-satunya label yang masih tersedia, maka terbentuklah suatu PTSA
Cs dengan k = 10, yaitu dengan A(v1) = 2, A(V2) = 6, A(v3) = 4, A(e1) = 3, A(e2) = 1,
M(e3) = 5. Label-label inilah yang akan dicetak sebagai keluaran (output).

Proses pada algoritma ini belum berhenti walaupun sudah dihasilkan suatu
PTSA C; dengan nilai k = 10. Yang dilakukan selanjutnya adalah keluar dari
fungsi extendCycle(3) dan melakukan backtracking ke fungsi extendCycle(2),
yaitu menuju baris ke-13 dan ke-14 pada Algoritma 2.b. Kemudian, proses ber-
lanjut menuju baris ke-6 untuk mencoba label yang belum digunakan sebagai la-
bel simpul v,. Jika sudah tidak ada lagi label yang mungkin untuk melabel simpul
Vo, maka kembali dilakukan backtracking ke fungsi initializeCycle, yaitu menuju
baris ke-11 dan 12 pada Algoritma 2.a. Langkah yang dilakukan selanjutnya ada-
lah menuju baris ke-4 untuk mencoba label yang belum digunakan sebagai label
busur e;. Jika sudah tidak ada lagi label yang mungkin untuk melabel busur e,
maka kembali dilakukan backtracking, yaitu menuju baris ke-13 pada Algoritma
2.a. Setelah itu, proses berlanjut ke baris 1 untuk melabel simpul v; dengan label
yang belum digunakan sebagai label simpul v;. Dengan cara yang sama seperti
yang telah dijelaskan, lakukan langkah-langkah berikutnya sampai iterasi tidak
mungkin dilanjutkan lagi. Ini berarti, telah diperoleh semua PTSA yang tidak iso-
morfik untuk graf lingkaran Cs dengan nilai k = 10.

3.2 Algoritma PTSA untuk Graf Matahari

Algoritma PTSA untuk graf matahari C, ® K; merupakan algoritma yang
diperoleh dengan memodifikasi algoritma PTSA untuk graf lingkaran C,, yang te-
lah diberikan pada Subbab sebelumnya. Seperti pada algortima PTSA untuk graf
Cn, yang menjadi masukan (input) dalam algoritma PTSA untuk graf C, © K;
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adalah n dan k, yang menyatakan ukuran dari graf matahari dan konstanta ajaib
yang mungkin, yang bergantung pada nilai n, seperti yang diberikan pada (3.4).
Karena pada graf C, © Kj, nilai [V| = [E| = 2n, maka himpunan label yang tersedia
untuk melabel setiap simpul dan busur pada graf C, ® K; adalah {1, 2, ..., 4n}.

Label-label ini harus digunakan tepat satu kali.

Uz Uz

Gambar 3.9 Graf C; O K;

Pada Bab 2 telah diberikan definisi dari graf matahari C, © K; beserta de-
ngan cara penamaan pada graf tersebut. Graf matahari C, © K; merupakan graf
yang diperoleh dari graf lingkaran C, dengan penambahan satu simpul berderajat
satu di setiap simpul C,. Simpul-simpul pada graf C,, disebut sebagai simpul da-
lam, ditulis dengan vi, vy, ..., Vi, dan simpul-simpul selain simpul pada graf C, di-
sebut sebagai simpul luar, ditulis dengan uy, up, ..., U,. Sementara untuk busur-
busurnya ditulis sebagai pasangan kedua simpul ujungnya. Namun, pada algorit-
ma PTSA yang akan diberikan, busur-busur pada graf matahari tidak ditulis seba-
gai pasangan kedua simpul ujungnya. Busur-busur pada graf lingkaran C,, (busur
dalam) ditulis sebagai e, e, ..., €, dan busur-busur selain busur pada graf C, (bu-
sur luar) ditulis sebagai s1, S, ..., Sn. Sedangkan untuk simpul-simpulnya tetap di-
tulis sebagai v dan u. Pada Gambar 3.9 diberikan contoh penamaan untuk graf
matahari Cs © K.

Secara umum, algoritma PTSA untuk graf matahari serupa dengan algo-
ritma PTSA untuk graf lingkaran, yaitu terdiri dari dua fungsi, fungsi inisialisasi
(initializeSun) dan fungsi perluasan (extendSun). Kedua fungsi ini terbagi berda-

sarkan adanya kesamaan proses melabel elemen pada graf matahari.
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Fungsi inisialisasi pada algoritma PTSA graf lingkaran merupakan fungsi
yang memberikan label untuk 3 elemen, yaitu satu simpul dan dua busur yang ha-
dir pada simpul tersebut. Sedangkan fungsi inisialisasi pada graf matahari, selain
memberikan label untuk 3 elemen tersebut (elemen-elemen yang terdapat pada
graf lingkaran, yaitu satu simpul dalam dan dua busur dalam yang hadir pada sim-
pul dalam tersebut), fungsi ini juga memberikan label untuk 2 elemen yang tidak
terdapat pada graf lingkaran. Dua elemen ini adalah satu busur luar yang hadir
pada simpul dalam terkait dan satu simpul luar yang dilalui oleh busur luar ter-
sebut.

Pada fungsi inisialisasi untuk PTSA graf matahari C, ® K, pertama-tama
diberikan label untuk simpul dalam vy, busur dalam e;, dan busur dalam e, dengan
label-label yang tersedia, sebut masing-masing dengan A(v1), A(e1), dan A(e,). Ke-
mudian tandai label-label tersebut agar tidak dapat digunakan lagi. Label untuk
busur luar s; dapat ditentukan karena label ini merupakan determined label, yaitu
Ms1) =k —A(v1) — A(e1) — A(en). Jika A(s1) masih tersedia, maka tandai A(s;) agar
label ini tidak dapat digunakan lagi dan elemen selanjutnya yang akan dilabel ada-
lah simpul luar u;. Label untuk simpul luar u; ini merupakan determined label,
yaitu A(u1) =k — A(sy). Jika A(uy) tersedia, maka tandai label ini agar tidak dapat
digunakan lagi dan akan dipanggil fungsi perluasan untuk melabel elemen-elemen
berikutnya. Akan tetapi, label-label yang merupakan determined label ini mung-
kin tidak tersedia. Seperti halnya pada graf lingkaran, tidak tersedianya deter-
mined label A(x) untuk elemen pada graf matahari juga disebabkan oleh 3 kondisi.
Kondisi yang menjadi berbeda adalah jika A(x) > 4n, maka A(x) tidak tersedia pa-
da himpunan label. Ini merupakan akibat dari |V| + |E| = 4n pada graf matahari C,
O K;. Jika salah satu dari 3 kondisi ini terpenuhi (A(x) < 1, A(x) > 4n, atau A(x)
telah digunakan untuk melabel elemen pada graf matahari), maka akan dilakukan
backtracking. Konsep backtracking yang digunakan pada algoritma ini sama se-
perti konsep backtracking yang digunakan pada algoritma PTSA untuk graf ling-
karan, yaitu menelusuri langkah-langkah yang telah dilakukan secara mundur un-
tuk mengganti label dari elemen yang dilabel sebelumnya sampai diperoleh label

elemen yang tepat. Setiap kali melakukan penggantian label suatu elemen pada
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proses backtracking, ubah dahulu status label yang digunakan sebelumnya untuk
melabel elemen tersebut sehingga menjadi tersedia kembali.

Fungsi perluasan pada graf lingkaran merupakan fungsi yang memberikan
label untuk 2 elemen berikutnya, yaitu satu simpul dan satu busur. Simpul dan
busur yang dilabel disini merupakan simpul dan busur yang berkaitan dengan sa-
lah satu busur yang telah dilabel sebelumnya. Fungsi perluasan ini akan memang-
gil dirinya sendiri dan pada tahap akhir pelabelan, akan terdapat satu simpul yang
belum dilabel. Sementara, fungsi perluasan pada graf matahari, selain memberi-
kan label untuk 2 elemen tersebut (elemen berikutnya pada graf lingkaran, yaitu
satu simpul dalam dan satu busur dalam), fungsi ini juga memberikan label untuk
satu busur luar dan satu simpul luar yang berkaitan. Pada tahap akhir pelabelan,
selain terdapat satu simpul dalam yang belum dilabel, terdapat juga satu busur luar
dan satu simpul luar yang belum dilabel.

Fungsi perluasan untuk graf matahari C, ©® K; menggunakan parameter t
yang menyatakan posisi dari simpul dalam yang akan dilabel. Fungsi inisialisasi
akan memanggil fungsi perluasan dengan parameter t = 2. Ini berarti, simpul
dalam yang dilabel berikutnya adalah simpul v,, misalkan dilabel dengan A(v).
Tandai A(v,) agar label ini tidak dapat digunakan lagi. Elemen berikutnya yang
dilabel adalah busur dalam e,, sebut dengan A(e;), dan tandai label ini agar tidak
dapat digunakan lagi. Label untuk busur luar s, merupakan determined label,
yaitu A(S2) = k= A(v2) — A(e2) — A(e1). Jika A(Sy) tidak tersedia, maka akan dilaku-
kan backtracking. Jika A(s,) tersedia, maka tandai label ini agar tidak dapat digu-
nakan lagi dan elemen yang dilabel selanjutnya adalah simpul luar u,. Label un-
tuk simpul luar u, ini merupakan determined label, yaitu A(uz) =k — A(s;). Jika
M(u,) tersedia, maka tandai A(uy) agar label ini tidak dapat digunakan lagi dan
fungsi perluasan akan memanggil dirinya sendiri dengan parameter t+1. Jika
M(u,) tidak tersedia, maka akan dilakukan backtracking.

Proses rekursif pada fungsi perluasan akan berhenti ketika nilai t = n. Ar-
tinya, simpul dalam yang dilabel berikutnya adalah simpul v,. Selain simpul da-
lam v,,, elemen-elemen yang dilabel pada proses ini adalah busur luar s, dan sim-
pul luar u,. Label untuk busur luar s, dan simpul luar u, ini merupakan deter-

mined label. Label untuk busur luar s, diperoleh dari k — A(v,) — A(en) — A(€n-1).
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Sebut hasil ini dengan A(sn). Jika A(s,) tidak tersedia, maka akan dilakukan back-
tracking. Jika label A(s,) tersedia, maka tandai label ini agar tidak dapat diguna-
kan lagi dan beri label untuk simpul luar uy, yaitu A(u,) = k — A(sn). Jika A(up) ti-
dak tersedia, maka dilakukan backtracking. Jika A(u,) merupakan satu-satunya
label yang masih tersedia, maka telah terbentuk suatu PTSA untuk graf matahari
Cn © K; dengan nilai konstanta ajaib k, sehingga label-label akan dicetak. Meski-
pun telah diperoleh satu PTSA, proses ini tetap berlanjut secara backtracking sam-
pai dihasilkan semua PTSA yang mungkin untuk graf C, ® K; dengan konstanta
ajaib k.

Pada Gambar 3.10 diberikan ilustrasi pembentukan PTSA untuk graf ling-
karan C, ® K; dengan konstanta ajaib k. Gambar 3.10 (a) merupakan proses
yang dilakukan pada fungsi inisialisasi, Gambar 3.10 (b), (c), dan (d) merupakan
proses yang dilakukan pada fungsi perluasan. Pada ilustrasi ini, semua label yang

merupakan determined label diasumsikan tersedia.

Muz) =k — A(s1) Mu)
Ms2) = k— Vi) M(er) ~ Mer) Muz) = k= Msz)
M(s2) = K~ MV2) — Mez) ~ Mer)
Mez)
—
\ Il \ i
\\\ // \\\ ///
(@) (b)
Auy) Auy)
Mugz)
=)~ o) - er) y
Aun) en. A(us) K- 2onr) Aug) = k—A(s9)
M) = 8 MVa1)
| J Aes) K= M(Vaa) . Men1) — Menz) Aes) ) K —W(va) — h(e3) — M(e2)
\\ // \\ //
(d) (©)

Gambar 3. 10 Proses pembentukan PTSA pada graf C, © K;
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Agar proses yang dilakukan menjadi efektif, maka perlu dihindari kasus-
kasus isomorfik yang terjadi pada PTSA graf matahari. Seperti pada pelabelan
pada graf lingkaran, pelabelan yang isomorfik pada graf matahari juga dapat di-
hasilkan dengan melakukan rotasi atau refleksi terhadap suatu pelabelan yang ada.
Pada Gambar 3.11 diberikan semua PTSA isomorfik untuk graf C3 ©® K, dengan
k = 19 yang merupakan kasus rotasional simetris. Dari gambar-gambar tersebut
dapat terlihat bahwa cara untuk menghindari PTSA isomorfik dengan kasus ini
antara lain adalah salah satu label untuk simpul dalam harus lebih kecil dari label
simpul-simpul dalam yang lain, atau salah satu label untuk simpul luar harus lebih
kecil dari label simpul-simpul luar yang lain. Dalam hal ini, simpul dalam v; di-
pilih sebagai simpul dalam dengan label minimum. Syarat A(v1) minimum ini di-
berikan pada fungsi perluasan karena fungsi perluasan menentukan label untuk
simpul-simpul dalam lain selain simpul dalam v;. Dengan menggunakan syarat
ini, PTSA pada Gambar 3.11 (b) dan (c) tidak mungkin terjadi.

(b)

Gambar 3. 11 PTSA C3 ® K; yang isomorfik dengan kasus rotasional
simetris

Pada Gambar 3.12 diberikan semua PTSA isomorfik untuk graf Cs © K;
dengan k = 19 yang merupakan kasus refleksional simetris dengan sumbu simetri
yang dinyatakan oleh garis putus-putus. Dari gambar ini dapat terlihat bahwa sa-
lah satu cara untuk menghindari PTSA hasil refleksi pada Gambar 3.12 (a) adalah
dengan memberikan syarat bahwa pada dua busur dalam berlabel yang bertetang-
ga, salah satu label busurnya lebih kecil dari label busur yang satu. Dalam hal ini,
dipilih label untuk busur e; lebih kecil dari label untuk busur e, (A(e1) < A(eyn)).

Syarat ini diberikan pada fungsi inisialisasi karena fungsi inisialisasi menentukan
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label untuk e; dan e,. Karena pada fungsi inisialisasi diberikan syarat bahwa A (e;)
< \(en) dan pada fungsi perluasan diberikan syarat bahwa label simpul dalam v,
lebih kecil dari label simpul-simpul dalam lainnya, maka PTSA hasil refleksi pada
Gambar 3.12 (b) dan (c) tidak mungkin terjadi.

Gambar 3. 12 PTSA Cs; © K; yang isomorfik dengan kasus refleksional
simetris

Oleh karena simpul dalam v; merupakan simpul dalam dengan label mi-
nimum, maka iterasi yang dilakukan pada fungsi inisialisasi untuk memperoleh la-
bel simpul dalam ini dapat dikurangi dengan menambahkan syarat bahwa label
maksimum untuk simpul dalam v; adalah 3n+1. Apabila simpul v; merupakan
simpul dalam yang dilabel dengan label 3n+1, maka simpul-simpul dalam lainnya
dapat dilabel dengan n — 1 label tersisa pada himpunan label yang tersedia, yang
lebih besar dari 3n+1. Algoritma-algoritma PTSA pada graf matahari ini diberi-
kan pada Algoritma 3, dimana Algoritma 3.a. merupakan fungsi inisialisasi dan
Algoritma 3.b. merupakan fungsi perluasan. Avail yang terdapat pada algoritma
ini merupakan suatu array dengan ukuran 4n. Seperti algoritma PTSA pada graf
lingkaran, dapat diperhatikan bahwa pada algoritma PTSA pada graf matahari

juga terjadi pemanggilan fungsi secara rekursif.
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Algoritma 3.a. Fungsi initializeSun Algoritma 3.b. Fungsi extendSun
1 for each available label i where i <3n+1 do 1 ift=nthen
2 AMvy) =i 2 for each available label i where i > /(v;) do
3 avail[i] := false 3 Avn) =i
4 for each available label p do 4 avail[i] := false
5 AMer) =p 5 ASn) := K — A(ve) — A(en) — A(en-1)
6 avail[p] := false 6 if 0 < A(sn) <4n and avail[A(s»)] then
7 for each available label j where j>/(e;) do 7 avail[A(sn)] := false
8 AMen) =] 8 Aun) = k—A(sn)
9 avail[j] := false 9 if 0 < A(u,) < 4n and avail[A(u,)] then
10 A(S1) 1= K— A(vy) — A(e1) — Aen) 10 Print()
11 if 0 < A(s1) <4n and avail[A(s,)] then end if
12 avail[A(s,)] := false 11 avail[A(sn)] := true
13 Auy) == k—=4(s1) end if
14 if 0<A(uy)<4n and avail[A(u,)] then 12 avail[i] := true
15 avail[A(u,)] := false end for
16 extendSun(2) 13 else
17 avail[A(uy)] := true 14 for each available label i where i > A(v;) do
end if 15 Ave) =1
18 avail[A(s1)] := true 16 avail[i] := false
end if 17 for each available label p do
19 avail[j] := true 18 Me):=p
end for 19 avail[p] := false
20 avail[p] := true 20 A(SY) i= k= A(Ve) — A(er) — A(ers)
end for 21 if 0 < A(sy) < 4n and avail[A(s))] then
21 avail[i] := true 22 avail[A(sy)] := false
end for 23 AUy i=k—=A(s)
24 if 0<A(u)<4n and avail[1(u;)] then
25 avail[A(u)] := false
26 extendSun(t+1)
27 avail[A(uy)] := true
end if
28 avail[A(sy)] := true
end if
29 avail[p] := true
end for
30 avail[i] := true
end for
end if

Sebagai contoh penggunaan dari algoritma PTSA ini akan dilakukan pela-
belan untuk graf C; ©® K; dengan nilai k = 25. Banyaknya label yang digunakan
untuk membentuk PTSA S, adalah 4n = 4(4) = 16, yaitu 1, 2, 3, ..., 16, schingga
avail=[T,T,T,T,T,T,T, T, T, T, T, T, T, T, T, T]. Menggunakan fungsi ini-
sialisasi yang diberikan pada Algoritma 3.a., langkah pertama yang dilakukan ada-
lah mencoba label yang tersedia untuk melabel simpul dalam v;. Misalkan pilih 1,
maka A(v1) = 1 dan nyatakan avail[1] = false (Gambar 3.13 (a)). Langkah selan-
jutnya adalah mencoba label yang tersedia untuk melabel busur dalam e;. Misal-
kan pilih 2, maka A(e;) = 2 dan nyatakan avail[2] = false (Gambar 3.13 (b)). Ele-
men berikutnya yang dilabel adalah busur dalam e4. Label yang dipilih untuk me-

label busur ini adalah yang lebih besar dari A(e;) = 2. Misalkan pilih 7, maka
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M(e4) = 7 dan nyatakan avail[7] = false (Gambar 3.13 (c)). Label untuk busur luar
s; dapat ditentukan dengan menghitung A(s1) = k — A(v1) — A(e1) — A(eq) = 15. Ka-
rena label ini masih tersedia, maka nyatakan avail[15] = false (Gambar 3.13 (d)).
Label untuk simpul luar u; juga dapat ditentukan, yaitu A(u;) = k — A(s1) = 10.
Karena label ini masih tersedia, maka nyatakan avail[10] = false (Gambar 3.13
(e)). Kemudian, fungsi inisialisasi ini akan memanggil fungsi extendSun dengan
parameter t = 2. Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel
adalah 1, 2, 7, 10, 15.

OOl i A O I 2 i i i b A A A R
avail[2] := false
— Mw=1 M) =1 izl
avail[1] := false
(a) (b)
|
it = [FIETT T T T F AT T T[T F] ait= ([ [T [T T[T [ [ [T [T [T [7[7[T]
Ms)=25-1-2-7=15
/ 2
AMv) =1 Mex) =2 avail[15] := false AMv) =1 Me) =2
Me)=7 < v/ Me) =7
avail[7] := false
(d) (c)
avil = [ETET T[T [T [F [T T[T [T [T IE[T]
25}:(‘115);10 — avail[10] := false
Ms1) =15 Mer) =2
Mvy) =1
Mey)=7
(e)

Gambar 3. 13 Proses pada initializeSun untuk membentuk PTSA C; © K;
dengan k =25
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Parameter 2 pada fungsi extendSun(2) menyatakan bahwa elemen graf C,
O K, yang dilabel berikutnya adalah simpul dalam ke-2. Karena simpul dalam
ini bukan merupakan simpul dalam terakhir pada graf C4 ® K,, maka proses ber-
lanjut ke baris 13 pada Algoritma 3.b. Label yang dipilih untuk melabel simpul
dalam v, adalah yang lebih besar dari A(v;) = 1. Misalkan pilih 8, maka A(v,) = 8
dan nyatakan avail[8] = false (Gambar 3.14 (a)). Selanjutnya, misalkan pilih 3 se-
bagai label untuk busur dalam e,. Maka, A(e;) = 3 dan nyatakan avail[3] = false
(Gambar 3.14 (b)). Label untuk busur luar s; dapat ditentukan, yaitu A(s;) = k —
M(v2) — A(e2) — A(e1) = 12. Karena label ini masih tersedia, maka nyatakan
avail[12] = false (Gambar 3.14 (c)). Label untuk simpul luar u, juga dapat diten-
tukan, yaitu A(uy) =k — A(sz) = 13. Karena label ini masih tersedia, maka nyata-
kan avail[13] = false (Gambar 3.14 (d)). Kemudian, fungsi extendSun ini akan
memanggil dirinya sendiri dengan parameter t+1 = 2+1 = 3. Sampai sejauh ini,
label yang telah digunakan untuk melabel adalah 1, 2, 3, 7, 8, 10, 12, 13, 15.

9 10 11 12 13 14 15 16 8 9 10 11 12 13 14 15 16
ava"llllll\lllllllll\ ava"llllll\llllllllll
AUy = 10 ) = 10
Ms1) = 15 Me) =2 Msy) = 15 Me) =2
Mu) =1 Mv2) =8 \ V) =1 Mv) =8
Me) =7 avail[8] := false _— Mea) =7 Mez) =3 \
avail[3] := false

(a) (b)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1.2 3 4 5 10 11 12 13 14 15 16
avail = [F[F[F[TT[T]F[F]T[F[T[F[T[T[F[T] ava"=lF|FIFlTITI { I l [FIT[T[T]T[F[T]
1) = =25._12= AMuy) = 10 Ms2)=25-8-3-2=12
Muy) =10 Muy)=25-12=13 \v n A\ -+ -_
As) =15 Meyz2 S Mp=12 2= Msy) =15 Me) =2 e
Mvy) =1 Mvz) =8 AMva) =1 AMv) =8
Mes) =7 Mezx) =3 D Mes) =7 Mez) =3
(d) (©)

Gambar 3. 14 Proses pada extendSun(2) untuk membentuk PTSA C, © K;
dengan k = 25
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
avail = [F[F[F[T[T[T[F[F[T[F]T[F[F[T[F[T] avail = [F[F[F[T[T[F[F[F[T[F[T[F[F[T[F[T]
Mup) = 10 Mup) = 13 Muy) =10 Muz) =13
Ms:) = 15 M) =2 As2) = 12 AMsp) = 15 e =2 Ms2) = 12
AMvy) =1 Mvy) =8 AMyvy) =1 Mvp) =8

avail[6] :=
Me)=7 Me)=3  false —_ Me)) =7 Mez)=3
Mvs) =6 -/ Mvz) =6
Mes) =4
v
avail[4] := false
(@) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
avail = [F[F[F[F[T[F[F[F[T]F]T[FIF[T[F[T] avail = [F[F[F[F[T[F[FIF[T]FIT]FIF[T[F[T]
Muy) =10 Mup) = 13 Mus) = 10 Mup) = 13

Msy) = 15 ey =2 W) = 12 Ms1) = 15 Aer) =2 Ms2) = 12
M) =1 Mvz) =8 Mvp) =1 Mv2) =8
Me) =7 Mez) =3 b — Me) =7 AMex) =3
- Mvs) = 6 - Mvg) =6
Mes) = 4 Meg)=4 () =25-6-4-3
¢ =12
avail[4] := true
(d) (©)
Gambar 3. 15 Proses pada extendSun(3) untuk membentuk PTSA C; © K,
dengan k = 25

Parameter 3 pada fungsi extendSun(3) menyatakan bahwa simpul dalam
yang dilabel berikutnya adalah simpul dalam v;. Karena simpul dalam ini bukan
merupakan simpul dalam terakhir pada graf C4 ©® K, maka proses berlanjut ke
baris 13 pada Algoritma 3.b. Label yang dipilih untuk melabel simpul dalam v3
adalah yang lebih besar dari A(v;) = 1. Misalkan pilih 6, maka A(v3) = 6 dan nya-
takan avail[6] = false (Gambar 3.15 (a)). Selanjutnya, elemen yang akan dilabel
adalah busur dalam e;. Misalkan pilih 4, maka A(es) = 4 dan nyatakan avail[4] =
false (Gambar 3.15 (b)). Label untuk busur luar s dapat ditentukan, yaitu A(s;) =
k—A(vs) — A(e3) — A(e2) = 12 (Gambar 3.15 (c)). Label 12 ternyata sudah tidak
tersedia karena telah digunakan untuk melabel busur luar s,, maka proses menuju
baris ke-29 pada Algoritma 3.b. untuk melakukan backtracking. Nyatakan
avail[4] = true yang berarti label 4 tersedia kembali. Label 4 ini merupakan label
yang digunakan untuk melabel elemen yang dilabel sebelum melabel busur luar

S3, yaitu busur dalam e;. Dengan kata lain, busur dalam ez gagal dilabel oleh 4
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(Gambar 3.15 (d)). Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel
adalah 1, 2, 3, 6, 7, 8, 10, 12, 13, 15.

Proses selanjutnya adalah melabel kembali busur dalam e; dengan label
lain yang masih tersedia (baris ke-17 pada Algoritma 3.b.). Misalkan pilih 5, ma-
ka A(e3) = 5 dan nyatakan avail[5] = false (Gambar 3.16 (a)). Label untuk busur
luar s3 dapat ditentukan, yaitu A(S3) = k — A(v3) — A(e3) — A(e2) = 11. Karena label
ini masih tersedia, maka nyatakan avail[11] = false (Gambar 3.16 (b)). Label un-
tuk simpul luar uz juga dapat ditentukan, yaitu A(us) = k — A(s3) = 14. Karena la-
bel ini masih tersedia, maka nyatakan avail[14] = false (Gambar 3.16 (c)). Fungsi
extendSun ini kemudian akan memanggil dirinya sendiri dengan parameter t+1 =
3+1 = 4. Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel adalah 1, 2,
3,5,6,7,8,10,11, 12, 13, 14, 15.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
avail= [FTFTE[TT[F[F[F[T[F[T[F[F[T[E[T acil= [ [F[F[T]F[F[FIF[T[F[T[e[F[T[F]T]
Mug) = 10 Muz) =13 Mug) =10 Muz) =13
Msi) = 15 e =2 Ms2) = 12 Ms1) = 15 Ae) = 2 Ms2) = 12
Mv) =1 AMvz) =8 My =1 Mv) =8
Me) =7 Mez) =3 — Me) =7 Mez) =3
Mye) = 6 QoD
e =5 Meg) =5 A(s) =25-6-5-3
i =11
avail[5] := false i
(a) (b) avail[11] := false

wail= [E[F[FFFIFFTE[TF[F[F [F [T [1] ‘/

Mup) =10 Mup) =13
Ms1) =15 Mew) =2 Ms2) =12
Mvy) =1 Mvo) =8
Mes) =7 Me2) =3 avail[14] :=
false

M) =6
Meg) =5 Ass) = 11 I

Mus) = 2511 =14

(©)

Gambar 3. 16 Backtracking pada extendSun(3)

Parameter 4 pada fungsi extendSun(4) menyatakan bahwa simpul dalam
yang akan dilabel adalah simpul dalam v,. Karena simpul dalam ini merupakan
simpul dalam terakhir pada graf C4 © K;, maka proses berlanjut ke baris pertama
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pada Algoritma 3.b. Label yang dipilih untuk melabel simpul ini adalah yang le-
bih besar dari A(v1) = 1. Misalkan pilih 4, maka A(v4) = 4 dan nyatakan avail[4] =

false (Gambar 3.17 (a)). Kemudian, label untuk busur luar s, dapat ditentukan,

yaitu A(Ss) = k — A(vs) — A(eq) — A(e3) = 9. Karena label ini masih tersedia, maka

nyatakan avail[9] = false (Gambar 3.17 (b)). Label untuk simpul luar u,4 juga da-

pat ditentukan, yaitu A(us) = k — A(S4) = 16 (Gambar 3.17 (c)). Karena label ini

merupakan satu-satunya label yang masih tersedia, maka terbentuklah suatu PTSA
Cs © K; dengan k = 25, yaitu dengan A(v1) = 1, A(v2) = 8, A(V3) = 6, A(Vs) = 4,
Auz) =10, A(up) = 13, A(u3) = 14, A(us) = 16, A(e1) = 2, A(e2) = 3, A(e3) =5, A(es)
=7, M51) =15, A(S2) = 12, A(S3) = 11, A(s4) = 9. Label-label inilah yang dicetak

sebagai keluaran. Walaupun telah terbentuk PTSA C4 ® K; dengan k = 25, pro-

ses pada algoritma tetap dilanjutkan secara backtracking sampai dihasilkan semua
PTSA tidak isomorfik untuk graf C4 © K; dengan k = 25.

9 10 11 12 13 14 15 16

wva = [FIFTF[F[FTE[FTF T [FTF[F[F [F [ 7]

Aup) = 13
Me) =2 Ms) =12
Mvp) =8
Me) =3
M) = 6
Meg) =5 Mss) = 11
avail[9] := AMuz) = 14
false
(b)

J

1 2 3 4 5 10 11 12 13 14 15 16
avail = [FIFIFITIFI N l l [FIF[FIF[FIF[T]
Mus) = 10 Mup) =13 Muz) = 10
Ms1) = 15 e =2 Ms2) = 12 Msy) = 15
Mvi) =1 Mvz) =8 Myvi) =1
Me) =7 Mex) =3 —_ Me) =7
availl4] := ¢« 3 =4 Mvs) =6 Mvi) =4
fel Me:) =5 Ms9) = 11 /’
Mug) =14 Mss) =
25-4-7-5=9
(a)
9 10 11 12 13 14 15 16
ava"HlIlllllllllllll
Mug) = 10 Mup) =13
Ms1) = 15 e =2 Ms2) = 12

Mvp) =1 Mv2) =8

Me) =7 Mex) =3

Mvg) =4 Mvz) =6

Ms) =9 Mes) =5 A(sy) = 11
Mus)=25-9=16 Mus) = 14
(©)

Gambar 3. 17 Proses pada extendSun(4) untuk membentuk PTSA C, © K;

dengan k = 25

Algoritma pelabelan..
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3.3 Algoritma PTSA untuk Graf Kecebong

Algoritma PTSA untuk graf kecebong T, merupakan algoritma yang di-
peroleh dengan memodifikasi algoritma PTSA untuk graf lingkaran C, yang telah
diberikan pada Subbab 3.1. Pada Bab 2 telah diberikan definisi dari graf kece-
bong beserta contohnya. Graf kecebong Tn,, merupakan graf yang diperoleh dari
graf lingkaran Cp, dan graf lintasan P, dengan penambahan satu busur yang meng-
hubungkan salah satu simpul pada graf C,, dengan simpul awal atau simpul akhir
pada graf P,,. Simpul-simpul pada graf kecebong ditulis dengan vi, vo, ..., Vi,
Vm+1, --- Vmen dan busur-busurnya ditulis sebagai pasangan kedua simpul ujungnya.
Simpul vy, Vs, ..., v,y merupakan simpul-simpul pada graf lingkaran dan simpul
Vin+1, Vim+2, - - -, Vm+n Merupakan simpul-simpul pada graf lintasan.

Pada algoritma PTSA yang akan diberikan, busur-busur pada graf kece-
bong tidak ditulis sebagai pasangan kedua simpul ujungnya, melainkan sebagai e,
€2, ..., €m, Em+1, ..., Emen. BUSUT €1, €2, ..., €y Merupakan busur-busur yang terda-
pat pada graf C, busur en+1 merupakan busur tambahan, dan busur en+2, €ms+3, - .-,
em+n Merupakan busur-busur pada graf P,. Sedangkan untuk simpul-simpulnya te-
tap ditulis sebagai vi, Vo, ..., Vim, Vin+1, .. Vmen. SIMpul vq dan vps1 merupakan sim-
pul-simpul yang dihubungkan dengan busur ey.;. Gambar 3.18 memberikan con-

toh penamaan pada graf kecebong Ts .

€4

Vg €s

Vi e Ve €7 V7
€3 L @
V3 €

€

Gambar 3. 18 Graf Ts,

Yang menjadi masukan (input) dalam algoritma PTSA untuk graf Ty, , ada-
lah m, n dan k, yang masing-masing menyatakan banyaknya simpul pada graf
lingkaran, banyaknya simpul pada graf lintasan, dan konstanta ajaib yang mung-
kin, yang bergantung pada nilai m dan n, seperti yang diberikan pada (3.8). Kare-
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na pada graf Tpp, nilai [V| = |E| = 2(m+n), maka himpunan label yang tersedia un-
tuk melabel elemen-elemen pada graf Tp,, adalah {1, 2, ..., 2(m+n)} dan setiap la-
bel ini harus digunakan tepat satu kali.

Dilihat dari struktur graf kecebong, selalu terdapat satu simpul dengan de-
rajat tiga, yaitu simpul vy, dan satu simpul dengan derajat satu, yaitu simpul Vpn.
Sementara, simpul-simpul lainnya berderajat dua. Untuk menghitung bobot sim-
pul vy, label yang berkontribusi adalah label simpul vy, busur e;, busur e, dan bu-
sur em+1. Untuk menghitung bobot simpul v+, label yang berkontribusi adalah
label simpul v+, dan busur ems+,. Untuk menghitung bobot simpul-simpul lain
yang berderajat dua, label yang berkontribusi adalah label simpul yang terkait dan
label busur-busur yang hadir pada simpul tersebut.

Secara umum, algoritma PTSA untuk graf kecebong dimulai dengan men-
dapatkan label untuk simpul v; dan tiga label busur yang hadir pada simpul terse-
but. Kemudian, elemen yang dilabel berikutnya adalah elemen-elemen yang ter-
dapat pada graf lintasan. Setelah semua elemen pada graf lintasan ini diberi label,
elemen yang dilabel berikutnya adalah elemen-elemen yang belum dilabel pada
graf lingkaran. Berdasarkan proses melabel ini, algoritma PTSA untuk graf kece-
bong terdiri dari 3 fungsi, yaitu fungsi inisialisasi (initializeTadpole), fungsi per-
luasan (extendTadpole), dan fungsi finalisasi (finalizeTadpole). Fungsi perluasan
dan fungsi finalisasi untuk PTSA graf kecebong menggunakan parameter t, dima-
na parameter ini pada masing-masing fungsi menyatakan posisi dari simpul pada
graf lintasan yang akan dilabel dan posisi dari simpul pada graf lingkaran yang
akan dilabel.

Pada fungsi inisialisasi untuk PTSA graf kecebong T, pertama-tama di-
berikan label untuk simpul vi, busur e;, dan busur e, dengan label-label yang ter-
sedia, misalkan masing-masing dilabel dengan A(v1), A(e1), dan A(em). Kemudian
tandai label-label tersebut agar tidak dapat digunakan lagi. Label untuk busur
M(em+1) dapat ditentukan karena label ini merupakan determined label, yaitu
Mem+1) = k—2A(v1) — A(e1) — M(em). Jika A(en+1) masih tersedia, maka tandai
M(em+1) agar label ini tidak dapat digunakan lagi dan akan dipanggil fungsi per-
luasan dengan parameter t = 1, yang berarti elemen berikutnya yang akan dilabel

adalah simpul pertama pada graf lintasan, yaiitu simpul V.. Jika A(em+1) tidak

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Alfa Isti Ananda, FMIPA Ul, 2010



45

tersedia, maka akan dilakukan backtracking. Seperti halnya kondisi yang menye-
babkan tidak tersedianya determined label untuk elemen pada graf-graf sebelum-
nya, tidak tersedianya determined label A(x) untuk elemen pada graf kecebong
Tmn Juga disebabkan oleh 3 kondisi. Kondisi yang menjadi berbeda adalah jika
A(x) > 2(m+n), maka A(x) tidak tersedia pada himpunan label. Ini merupakan aki-
bat dari |V| + |E| = 2(m+n) pada graf Tn,,. Jika salah satu dari 3 kondisi ini terpe-
nuhi (A(X) < 1, A(x) > 2(m+n), atau A(X) telah digunakan untuk melabel elemen pa-
da graf kecebong), maka akan dilakukan backtracking. Konsep backtracking
yang digunakan pada algoritma ini juga sama seperti konsep backtracking yang
sudah dibahas sebelumnya, yaitu menelusuri langkah-langkah yang telah dilaku-
kan secara mundur untuk mengganti label dari elemen yang dilabel sebelumnya
sampali diperoleh label elemen yang tepat. Setiap kali melakukan penggantian la-
bel suatu elemen pada proses backtracking, status label yang digunakan sebelum-
nya untuk melabel elemen tersebut harus diubah terlebih dahulu sehingga label
tersebut menjadi tersedia kembali.

Fungsi perluasan pada graf kecebong T, , merupakan fungsi yang akan
memberikan label untuk elemen-elemen pada graf lintasan P,. Proses melabel
yang dilakukan pada fungsi perluasan ini serupa dengan proses melabel pada Al-
goritma 1.b., yaitu memberi label simpul dan selanjutnya menentukan label busur
yang hadir pada simpul tersebut. Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, fung-
si perluasan untuk graf kecebong menggunakan parameter t yang menyatakan po-
sisi simpul pada graf lintasan yang akan dilabel. Elemen yang pertama kali dila-
bel adalah simpul vy, Sebut dengan A(vVmst). Kemudian, tandai A(Vim«t) agar label
ini tidak dapat digunakan lagi. Label untuk busur en:+1 merupakan determined
label, yaitu A(em+t+1) = K= A(Vm+t) — A(em+t).  Jika A(em+t+1) tidak tersedia, maka
akan dilakukan backtracking. Jika A(em++1) masih tersedia, maka tandai A(em+t+1)
agar label ini tidak dapat digunakan lagi dan fungsi perluasan ini akan memanggil
dirinya sendiri dengan parameter t+1. Ketika nilai t = n, akan terdapat satu simpul
pada graf lintasan P, yang belum dilabel, yaitu simpul vy.,. Label untuk simpul
ini merupakan determined label, yaitu A(Vi+n) = K — A(em+n). Jika Jika A(em+n) ma-
sih tersedia, maka fungsi perluasan akan memanggil fungsi finalisasi dengan para-
meter t = 2, yang artinya elemen yang akan dilabel berikutnya adalah simpul v,
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pada graf lingkaran. Jika A(em+n) tidak tersedia, maka akan dilakukan back-
tracking.

Fungsi finalisasi pada graf kecebong T, » merupakan fungsi yang akan
memberikan label untuk elemen-elemen pada graf lingkaran C,,. Proses melabel
yang dilakukan pada fungsi finalisasi ini sama dengan proses melabel pada Algo-
ritma 1.b., yaitu memberikan label untuk simpul dan selanjutnya menentukan la-
bel untuk busur yang hadir pada simpul tersebut. Seperti yang telah disebutkan
sebelumnya, pada fungsi ini digunakan parameter t sebagai posisi dari simpul pa-
da graf lingkaran yang akan dilabel. Elemen yang pertama kali dilabel adalah
simpul v;, misalkan dilabel dengan A(v;). Kemudian, tandai A(v;) agar label ini ti-
dak dapat digunakan lagi. Label untuk busur e; dapat ditentukan karena label bu-
sur ini merupakan determined label, yaitu A(e) = k — A(vy) — A(er1). Jika A(ey) ti-
dak tersedia, maka akan dilakukan backtracking. Jika A(e;) tersedia, maka fungsi
finalisasi ini akan memanggil dirinya sendiri dengan parameter t+1. Pada saat ni-
lai t = m, akan terdapat satu simpul yang belum dilabel, yaitu simpul vy,. Label
untuk simpul ini merupakan determined label, yaitu A(vy) = K — A(em) — A(€m-1).
Jika A(vp) tidak tersedia, maka akan dilakukan backtracking. Jika A(vm) meru-
pakan satu-satunya label yang masih tersedia, maka telah terbentuk suatu PTSA
untuk graf kecebong T, dengan nilai konstanta ajaib k, sehingga label-label akan
dicetak. Meskipun telah dihasilkan suatu PTSA, proses akan tetap berlanjut seca-
ra backtracking sampai dihasilkan semua PTSA yang mungkin untuk graf T, de-
ngan konstanta ajaib k.

Pada Gambar 3.19 diberikan ilustrasi pembentukan PTSA untuk graf kece-
bong Tm, dengan konstanta ajaib k. Pada ilustrasi tersebut terdapat tiga gambar
yang masing-masing menyatakan proses melabel elemen pada graf T, , yang dila-
kukan pada fungsi inisialisasi (initializeTadpole), fungsi perluasan (extend-
Tadpole(t)), dan fungsi finalisasi (finalizeTadpole(t)). Semua label yang merupa-
kan determined label diasumsikan tersedia.

Agar proses yang dilakukan menjadi efektif, maka perlu dihindari kasus
isomorfik yang terjadi pada PTSA graf kecebong. Pada awal Bab ini telah dise-
butkan bahwa kasus isomorfik yang mungkin terjadi pada PTSA graf kecebong

adalah kasus refleksional simetris. Pada Gambar 3.20 diberikan 2 PTSA isomor-
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fik untuk graf Ts, dengan k = 23 dengan sumbu simetri yang dinyatakan oleh ga-
ris putus-putus. Dari kedua gambar tersebut dapat terlihat bahwa salah satu cara
untuk menghindari PTSA isomorfik ini adalah dengan memberikan syarat bahwa
label untuk busur e; lebih kecil dari label untuk busur ey, (A(e1) < A(ey)). Syarat
ini diberikan pada fungsi inisialisasi karena fungsi inisialisasi menentukan label
untuk e; dan ey,. Dengan menggunakan syarat ini, PTSA hasil refleksi pada Gam-
bar 3.20 tidak mungkin terjadi.

. SN 8 A S

=k —2A(v1) — Me) — Mem)

extendTadpole(2)
extendTadpole(n)

/ ’ \.\ k(em+3)
/// N AEm) =K —AMVm+2) — Mem+2)
! L emss) M) /" Muimen) =K = (8men)
| Myvy) @ ————— @-—--——- o ®-———- o
\ l’
\
" / Mew) l l
\ /
N i _ /. )»(qu.l) )\(Vm+(n-1))
ey T .’ -
Mem+2) Memsn)
=k- )“(Vm+1) i }‘(emﬂ) =k- X(Vm+(n-1)) 1 x(em+(n—l))
l extendTadpole(1) extendTadpole(n-1)
X(Vm-l)
-7 -—@- ~o X(em-l) =k- X(Vm-l) e x(em-Z)
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' \\ Mem)
finalizeTadpole(m-1) \
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Gambar 3. 19 Proses pembentukan PTSA pada graf Tr
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Gambar 3. 20 PTSA isomorfik untuk graf Ts,

Algoritma 4.a. Fungsi initializeTadpole

1 for each available label i do
Avy) =i
availli] := false
for each available label j do
Aer) =]
avail[j] := false
for each available label p where p > A(e;) do
Mem) =p
avail[p] := false
Memsz) = k—2A(v1) — A(e1) — A(em)
if 0<A(em+1)<2(m+n) and avail[A(en+1)] then
avail[A(en.1)] = false
extendTadpole(1)
avail[A(en+1)] := true
end if
avail[p] := true
end for
avail[j] := true
end for
17 avail[i] := false
end for

© 00 N O U B W N

e
B WN R O

[N
a1

16

1
2
3
4
5
6

Algoritma 4.b. Fungsi extendTadpole(t)

if t=n then
A(Vmen) = K - A(€men)
if 0 < A(Vmsn) < 2(m+n) and avail[A(Vm:n)] then
avail[A(vm+n)] = false
finalizeTadpole(2)
avail[A(Vmsn)] = true
end if
else
for each available label i then
A(Vmet) =0
avail[i] := false
k(emml) =k k(an) = k(emn)
if 0<\(em+«+1)<2(m+n) and avail[A(en«+1)] then
avail[A(en+1)] = false
extendTadpole(t+1)
avail[A(ems+1)] = true
end if
avail[A(i)] := true
end for
end if

Algoritma 4.c. Fungsi finalizeTadpole(t)

1 ift=mthen
2 A(Vim) =k —A(em) — A(em-1)
3 if 0 < A (Vm) <2(m+n) and avail[A(vy)] then
4 Print()

end if
5 else
6 for each available label i then
7 Avy) =1
8 avail[i] := false
9 M) = K= A(ve) — A(ewq)
10 if 0 < A(ey) <2(m+n) and avail[A(e;)] then
11 avail[A(e)] := false
12 finalizeTadpole(t+1)
13 avail[Ai(e)] :=true

end if

14 avail[i] := true

end for

end if
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Algoritma-algoritma PTSA pada graf kecebong Ty, , diberikan pada Algo-
ritma 4, dimana Algoritma 4.a. merupakan fungsi inisialisasi, Algoritma 4.b. me-
rupakan fungsi perluasan, dan Algoritma 4.c. merupakan fungsi finalisasi. Avail
yang terdapat pada algoritma ini merupakan suatu array dengan besar 2(m+n).
Dari ketiga algoritma yang diberikan dapat diperhatikan bahwa pada algoritma-

algoritma ini terjadi pemanggilan fungsi secara rekursif.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

avail = [T[T[T[T[T[T[T[T[T][T][T]T] avail = [T[T[T[F[T[T[T[T[T[T][T]T]
E ——
| }
Mvi) =4 —> avail[4] := false l Mvi) =4
Me,) =2 —> avail[2] := false
(@) (b)
mall= [TTEr TF [T T T ] wvil = [FTE[T [FIT T[T T[T [T [[7]

Mes) =6 —> avail[6] := false

Mey)=17-4-2-6=5
Mes) =6 I avail[5] := false 4)

(d) (©)

Gambar 3. 21 Proses pada initializeTadpole untuk membentuk PTSA Ts3
dengan k =17

Sebagai contoh penggunaan dari algoritma PTSA ini akan dilakukan pe-
labelan untuk graf T3 3 dengan nilai k = 17. Artinya graf kecebong ini merupakan
gabungan dari graf C3 dan graf P3 dengan tambahan satu busur. Banyaknya label
yang digunakan untuk membentuk PTSA T; 3 adalah 2(m+n) = 2(3+3) = 12, yaitu
1,2,3, ..., 12, sehingga avail = [T, T, T, T, T, T, T, T, T, T, T, T]. Menggunakan
fungsi inisialisasi yang diberikan pada Algoritma 4.a., langkah pertama yang di-
lakukan adalah mencoba label yang tersedia untuk melabel simpul v;. Misalkan
pilih 4, maka A(v1) = 4 dan nyatakan avail[4] = false (Gambar 3.21 (a)). Kemu-
dian, elemen selanjutnya yang dilabel adalah busur e;. Misalkan pilih 2, maka

A(e1) = 2 dan nyatakan avail[2] = false (Gambar 3.21 (b)). Langkah selanjutnya
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adalah memberi label untuk busur e;. Label yang dipilih untuk melabel busur ini
adalah yang lebih besar dari A(e1) = 2. Misalkan pilih 6, maka A(e3) = 6 dan nya-
takan avail[6] = false (Gambar 3.21 (c)). Label untuk busur e, dapat ditentukan
dengan menghitung k — A(v1) — A(e1) — A(e3), sehingga diperoleh A(e4) = 5. Kare-
na label ini masih tersedia, maka nyatakan avail[5] = false (Gambar 3.21 (d)).
Kemudian, fungsi inisialisasi ini akan memanggil fungsi extendTadpole dengan

parameter t = 1. Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel
adalah 2, 4, 5, dan 6.

avau:[H;mHE]E[H?ﬁﬁﬁﬁl avan:l;Iélilélélil;lilillﬁl?l?l

avail[10] := false

Mes) =6 *
Ava) = 10

AMes) =6

Mvy) =10
i Mes) =5

|

l AMvy) = 4 Mes)=17-10-5=2

l Mvi) =4
Mer) =2 Me)) =2

(@) (b)

avail = ['1I'|;l;lélzlil;liJiL?Iq}l?l

avail[10] := true

Mes) = 6 I
A(va) = 10

i Mes) =5

l Mvi) =4

Me)) =2 (c)

Gambar 3. 22 Proses pada extendTadpole(1) untuk membentuk PTSA Ts3
dengan k = 17

Parameter 1 pada fungsi extendTadpole(1) menyatakan bahwa elemen graf
Ts3 yang dilabel berikutnya adalah simpul v,4. Karena simpul v, ini merupakan
simpul pertama pada graf lintasan, maka proses berlanjut ke baris 7 pada Algorit-
ma 4.b. Misalkan pilih 10 untuk melabel simpul v4, maka A(v4) = 10 dan nyatakan
avail[10] = false (Gambar 3.22 (a)). Label untuk busur es dapat ditentukan, yaitu
M(es) = k— A(va) — M(eq) =2 (Gambar 3.22 (b)). Label 2 ini ternyata sudah tidak
tersedia karena telah digunakan sebagai label untuk busur e;, maka proses selan-

jutnya adalah menuju ke baris 16 pada Algoritma 4.b. untuk melakukan back-

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Alfa Isti Ananda, FMIPA Ul, 2010



o1

tracking. Nyatakan avail[10] = true yang berarti label 10 tersedia kembali. Label
10 ini merupakan label yang digunakan untuk melabel elemen yang dilabel sebe-
lum melabel busur es, yaitu simpul v4. Dengan kata lain, simpul v, gagal dilabel
oleh 10 (Gambar 3.22 (c)). Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk
melabel adalah 2, 4, 5, dan 6.

Proses selanjutnya adalah menuju baris ke- 8 pada Algoritma 4.b., yaitu
simpul v, akan dilabel kembali dengan label lain yang masih tersedia. Misalkan
pilih 11, maka A(v4) = 11 dan nyatakan avail[11] = false (Gambar 3.23 (a)). Label
untuk busur es dapat ditentukan, yaitu A(es) =k — A(v4) — A(es) = 1. Karena label
ini masih tersedia, maka nyatakan avail[1] = false (Gambar 3.23 (b)). Fungsi ex-
tendTadpole ini kemudian akan memanggil dirinya sendiri dengan parameter t+1

= 1+1 = 2. Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel adalah 1,
2,4,5,6,dan 11.

ava|I:l'll'l;]i];[i]z[;lil-ﬁa—l?lﬁla ava|I:[iliﬁ‘;]i]i‘;lil;l?lﬁﬁ;l

avail[11] := false

- f AMes) = 6
Mvg) =11

Mva) = 11

l Meq) =5 l Meq) =5 i
l Mvi) =4 l Mvi) =4 (}k(es)=17—11—5:1
Me) =2 Mey) =2 avail[1] := false
(@) (b)

Gambar 3. 23 Backtracking pada extendTadpole(1)

Parameter 2 pada fungsi extendTadpole(2) menyatakan bahwa simpul pada
graf lintasan yang dilabel berikutnya adalah simpul vs. Simpul vs ini merupakan
simpul ke-2 pada graf lintasan. Karena simpul ini bukan simpul terakhir pada graf
P3, maka proses berlanjut ke baris 7 pada Algoritma 4.b. Misalkan pilih 9 untuk
melabel simpul vs, maka A(vs) = 9 dan nyatakan avail[9] = false (Gambar 3.24
(@)). Label untuk busur eg dapat ditentukan, yaitu A(es) = k — A(vs) — A(es) = 7.
Karena label ini masih tersedia, maka nyatakan avail[7] = false (Gambar 3.24

(b)). Selanjutnya, fungsi extendTadpole akan memanggil dirinya sendiri dengan
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parameter t+1 = 2+1 = 3. Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk
melabel adalah 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, dan 11.

avall:[llzlIZZI'EI"IAFIEI'S:[;[?I-T—I?II;I;ZI

avall:[Ilzllil'Bl'IAFlilE[;lilzl{?ll’il};l

avail[9] := false

Mes) =6 T
Mv) =11 A(ve)=9

Mes) =6

Mvg) =11 Mvs) =9

lMEA) =5 Mey=1 B ik(ea) =5 e =1 i
l ) = 4 l ;) = 4 Me)=17-9-1=7
Mer) =2 Med) =2 avail[7]+ = false
(@) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

avail=[F[F—FTWF—[F[FlTIFIT“hJ

avail[10] := false

Mes) =6 1
M) =11 Ave)=9 Ae)=17-7=10

i Mes) =5 AMes)=1 Aee) =7

l Mvy) =4

Mey) =2

(©)

Gambar 3. 24 Proses pada extendTadpole(2) dan extendTadpole(3) untuk
membentuk PTSA T35 dengan k = 17

Parameter 3 pada fungsi extendTadpole(3) menyatakan bahwa simpul pada
graf lintasan yang dilabel berikutnya adalah simpul ve. Karena simpul vg ini me-
rupakan simpul terakhir pada graf lintasan P3, maka proses berlanjut ke baris per-
tama pada Algoritma 4.b. Label untuk simpul vs diperoleh dengan cara k — A.(eg),
sehingga diperoleh A(ve) = 10. Karena label 10 ini masih tersedia, maka tandai
avail[10] = false (Gambar 3.24 (c)) dan fungsi extendTadpole akan memanggil
fungsi finalizeTadpole dengan parameter t = 2. Sampai sejauh ini, label yang te-
lah digunakan untuk melabel adalah 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10, dan 11.

Parameter 2 pada fungsi finalizeTadpole(2) menyatakan bahwa simpul
yang dilabel berikutnya adalah simpul pada graf lingkaran, yaitu simpul v,. Ka-
rena simpul ini bukan merupakan simpul terakhir pada graf C3, maka proses ber-
lanjut ke baris 5 pada Algoritma 4.c. Misalkan pilih 3 untuk melabel simpul v,,

maka A(v;) = 3 dan nyatakan avail[3] = false (Gambar 3.25 (a)). Label untuk bu-
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sur e, dapat ditentukan, yaitu A(ez) = k — A(v2) — A(e1) = 12. Karena label ini ma-
sih tersedia, maka nyatakan avail[12] = false (Gambar 3.25 (b)). Selanjutnya,
fungsi finalizeTadpole akan memanggil dirinya sendiri dengan parameter t+1 =

2+1 = 3. Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel adalah 1, 2,
3,4,5,6,7,9,10, 11, dan 12.

avalI:[llzlél:’l:lilélglililglﬁlﬁ’

avalI:[Flzllzzll?;l;l'ilE[;lilzl?lﬁlﬁl

Mep) =17-3-2=12 —> avail[12] := false

Mes) =6

Mes) = 6
AMv) =11 A(ve)=9 Aes) =10

lx(eA) =5 Mes)=1 Meg)=7

Mvz) =3 l Mw) =4

AMvz) =3 l M) =4
@ % Mo =2
avail[3] := false

Mva)=11 A(vs) =9 A(es) =10
i*(eA):s Mes) =1 Mes) =7

(@) (b)
Gambar 3. 25 Proses pada finalizeTadpole(2) untuk membentuk PTSA T3 3
dengan k =17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
avail = [F[F[F[F[F[F[F[T[F[F[F]F avail= [F[F[F[F[F[F[F[T]F[F]F[F]

Mep) =12

Mep) =12 —> avail[12] := true
— > Av)=17-6-12=-1
L(eg) =6 7»(93) =6
M) =11 Mvs)=9 Aee) = 10 Mvs) =11 Mvs) =9 A(es) = 10
—_
iMeA) =5 AMes)=1 Aee)=7

ik(e‘,) =5 Mes)=1 Aeg)=7

= l Mvy) = 4 Ay l vy = 4
Mey) =2 Mer) =2
(a)

(b)

1 2 7 8 9 10 11 12

¢ 4 5y
avail= [F[F[F[F[F[F[F[T]F[F]F]T

Mes) = 6
M) =11 Mvs)=9 M) =10

l Me)=5 Aes)=1 Aeg)=7

avail[3] := true «— A(v) =3 l Myi)=4
Mep) =2

(©)

Gambar 3. 26 Backtracking pada finalizeTadpole(3)

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Alfa Isti Ananda, FMIPA Ul, 2010



54

Parameter 3 pada fungsi finalizeTadpole(3) menyatakan bahwa simpul
yang dilabel berikutnya adalah simpul v; yang terdapat pada graf lingkaran. Kare-
na simpul ini merupakan simpul terakhir pada graf C3, maka proses berlanjut ke
baris pertama pada Algoritma 4.c. Label untuk simpul v diperoleh dengan cara k
— M(e3) — A(e2), sehingga diperoleh A(v3) = -1 (Gambar 3.26 (a)). Karena label -1
ini tidak tersedia, maka proses selanjutnya adalah menuju baris ke-13 pada Algo-
ritma 4.c, yaitu keluar dari fungsi finalizeTadpole(3) untuk melakukan backtrack-
ing ke fungsi finalizeTadpole(2). Nyatakan avail[12] = true, yang berarti label 12
tersedia kembali. Label 12 ini merupakan label yang digunakan untuk melabel
elemen yang dilabel sebelum melabel simpul v3, yaitu busur e,. Dengan kata lain,
busur e, gagal dilabel oleh 12 (Gambar 3.26 (b)). Kemudian, nyatakan avail[3] =
true, yang berarti label 3 tersedia kembali. Label 3 ini merupakan label yang di-
gunakan untuk melabel elemen yang dilabel sebelum melabel busur e,, yaitu sim-
pul v,. Dengan kata lain, simpul v, gagal dilabel oleh 3 (Gambar 3.26 (c)). Sam-
pai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel adalah 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9,
10, dan 11.

avat= [ETF [T F[F [ [F[FIELFIFI7] it = [FTFTTTF [F [FTETTIFIFLFLF]

Mep) =17-12-2=3 —> avail[3] := false
Mes) =6 ( Mes) =6
Mva) =11 AMvs) =9  A(es) = 10 Mva) =11 Mvs)=9 A(es) =10
—_

iMeA) =5 Mes)=1 Mee)=7 iMeA) =5 Mes)=1 Meo)=7

Mvy) =12 l My =4 Mvz) =12 l -
i Mey) =2 (a) Me) =2 (b)
avail[12] := false
1 2 3 4 5 6 7 8 9 .10 11 12
avail= [F[F[F[F[F[F[F[T[F[F[F[F]
Mvs)=17-6-3=8
Mes) =6

Mv)=11 AV =9 Aes) =10
i Me)=5 Mes)=1 Aeg)=7

Avz) = 12 l AMvr) =4
Me) =2

Mep) =3

(©)

Gambar 3. 27 Proses pada finalizeTadpole(2) dan finalizeTadpole(3) untuk
membentuk PTSA T3 3 dengan k =17
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Proses selanjutnya adalah menuju baris ke- 6 pada Algoritma 4.c., yaitu
simpul v, akan dilabel kembali dengan label lain yang masih tersedia. Misalkan
pilih 12, maka A(v,) = 12 dan nyatakan avail[12] = false (Gambar 3.27 (a)). Label
untuk busur e, dapat ditentukan, yaitu A(ez) = k — A(v2) — A(e1) = 3. Karena label
ini masih tersedia, maka nyatakan avail[3] = false (Gambar 3.27 (b)). Fungsi fi-
nalizeTadpole ini kemudian akan memanggil dirinya sendiri dengan parameter
t+1 = 2+1 = 3. Sampai sejauh ini, label yang telah digunakan untuk melabel ada-
lah 1, 2,3,4,5,6,7,9, 10, 11, dan 12. Karena elemen berikutnya yang akan di-
label merupakan simpul terakhir pada graf Cs, maka proses berlanjut ke baris per-
tama pada Algoritma 4.c. Label untuk simpul v; diperoleh dengan cara k — A(e3) —
M(e2), sehingga diperoleh A(v3) = 8 (Gambar 3.27 (c)). Karena label ini merupa-
kan satu-satunya label yang belum digunakan, maka terbentuklah satu PTSA T33
dengan nilai k = 17, yaitu dengan A(vy) =4, A(v2) =12, A(v3) =8, A(v4) =11, A(Vs)
=9, M(Ve) =10, A(e1) =2, A(e2) =3, A(e3) =6, A(es) =5, A(es) =1, A(eg) = 7. La-
bel-label inilah yang akan dicetak sebagai output. Walaupun sudah dihasilkan su-
atu PTSA T3, proses pada algoritma ini belum berhenti. Proses tetap dilakukan
secara backtracking sampai dihasilkan semua PTSA yang tidak isomorfik untuk

graf matahari T3 3 dengan nilai k = 17.
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BAB 4
IMPLEMENTASI DAN SIMULASI ALGORITMA PTSA

Pada Bab 3 telah diberikan algoritma-algoritma PTSA untuk graf lingkar-
an C,, graf matahari C, ©® K, dan graf kecebong Tr». Selanjutnya, pada Subbab
ini akan dijelaskan mengenai implementasi algoritma-algoritma PTSA tersebut
dengan menggunakan program MATLAB beserta simulasinya. Program dijalan-
kan pada Note Book dengan prosesor Intel Dual Core @ 2.00 GHz, memori 1.87
GB, dan sistem operasi Microsoft Windows XP Professional.

Pada implementasi dengan menggunakan program yang akan diberikan,
himpunan label yang tersedia untuk melabel elemen pada graf ditandai dengan L.
Pada algoritma, pengertian dari L ini sama dengan avail. Namun, jika avail me-
rupakan suatu array berukuran |V|+|E| yang berisikan nilai true atau false, L disini
tidak demikian. L pada program merupakan suatu array berukuran |V|+|E| yang
berisi label-label untuk melabel elemen pada graf, yaitu 1, 2, ..., |V|*+|E|. Setiap
label-label ini digunakan tepat satu kali. Jika label sudah digunakan untuk mela-
bel elemen x, maka tandai L(x) = 0. Jika ternyata label yang digunakan bukan me-
rupakan label yang tepat untuk melabel elemen x, maka tandai L(x) = X, yang ber-
arti label x tersedia kembali.

Program-program PTSA untuk lingkaran C,, graf matahari C, ® K, dan
graf kecebong T, , dapat menghasilkan semua PTSA tidak isomorfik yang mung-
kin untuk setiap nilai n (dan m untuk graf kecebong T, ,) dan k yang diberikan.
Namun, karena PTSA tidak isomorfik yang dihasilkan cukup banyak, maka pada
simulasi yang dilakukan, yang menjadi perhatian hanyalah banyaknya PTSA tidak
isomorfik yang terjadi untuk graf-graf terkait dengan nilai k berdasarkan (3.1),
(3.4), dan (3.8). Dengan sendirinya, menggunakan program-program ini dapat ju-
ga diketahui ada atau tidaknya PTSA dari masing-masing graf dengan nilai n (dan
m untuk graf kecebong Tr, ) dan k yang diberikan. Pada subbab selanjutnya akan
diberikan implementasi dari algoritma PTSA untuk graf lingkaran beserta simula-

sinya.
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4.1 Implementasi dan Simulasi Algoritma PTSA untuk Graf Lingkaran

Algoritma PTSA untuk graf lingkaran C, telah diberikan pada Subbab 3.1.
Berikut akan dijelaskan mengenai implementasi dari algoritma ini dalam program.
Algoritma PTSA untuk graf lingkaran secara keseluruhan akan dijalankan oleh
fungsi cycle. Fungsi cycle akan memanggil fungsi initializecycle. Fungsi
initializecycle ini merupakan implementasi dari fungsi inisialisasi yang diberikan
pada Algoritma 2.a. Kemudian, fungsi initializecycle akan memanggil fungsi ex-
tendcycle. Fungsi extendcycle ini merupakan implementasi dari fungsi perluasan
yang diberikan pada Algoritma 2.b. Untuk lebih jelasnya, listing program PTSA
untuk graf lingkaran ini dapat dilihat pada Lampiran 2 (CD).

Pemanggilan program dilakukan dengan mengetik “cycle” pada Command
Window. Pengguna (user) akan diminta untuk memasukan nilai n dan k yang di-
inginkan, yang menyatakan banyaknya simpul pada graf lingkaran C, dan nilai
konstanta ajaib yang diinginkan sesuai dengan batasan yang diperoleh berdasar-
kan (3.1). Sebagai keluaran dari penggunaan program ini, akan diperoleh label-
label simpul dan busur yang membentuk suatu PTSA pada graf C, untuk nilai n
dan k yang dimasukkan pengguna. Hasil ini akan disimpan pada suatu berkas
(file) keluaran. Karena hasil ini disimpan dalam suatu berkas, maka pengguna ju-
ga akan diminta untuk memasukan nama berkas keluaran (output file) yang di-
inginkan dalam format .doc. Jadi, pada saat memanggil program, tampilan yang

pertama kali muncul pada Command Window adalah seperti Gambar 4.1.

EM T i W e
> oycle

Program Pelabelan Total Simpul Ajaib (PTSA) Graf Lingkaran

Program ini bertujuan untuk mengstahui banvaknya PT3A Lingkaran(n,k)
vang tidak isomorfik

Masukan banvaknya simpul pada lingkaran (n): 3
Batasan konstanta ajaib k adalah [9,1Z2]
Masukan konstanta ajaib k: 10

fx Masukan nama berkas keluaran: C3-10.doc|

Gambar 4.1 Tampilan Command Window awal

Program akan berhenti ketika sudah dihasilkan semua PTSA tidak isomor-
fik untuk graf lingkaran. Selain dihasilkan label-label dari semua PTSA yang

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Alfa Isti Ananda, FMIPA Ul, 2010



58

mungkin, program ini juga memberikan banyaknya PTSA tidak isomorfik yang
terjadi. Sebagai contoh penggunaan program PTSA ini, akan dilakukan simulasi
untuk graf lingkaran yang digunakan sebagai contoh dari penggunaan algoritma
yang diberikan pada Subbab 3.1, yaitu graf C3 dengan nilai k = 10. Hasil yang di-
peroleh dari penggunaan program pada contoh ini akan disimpan dalam berkas de-
ngan nama C3-10.doc. Tampilan masukan dan keluaran yang dihasilkan diberi-
kan pada Gambar 4.2.

md Windo o [ . .

> cycle

Program Pelabelan Total Simpul Ajaib (PTSA) Graf Lingkaran

Program ini bertujuan untuk mengetahui banyvaknya PTSA Lingkaran(n, k)
vang tidak isomorfik

Masukan banvaknya simpul pada lingkaran (n): 3
Batasan konstanta ajaib k adalah [9,12]
Masukan konstanta ajaib k: 10

Masukan nama berkas k=luaran: C3-10.doc

Ingin mencoba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan 2 jika tidak.

2

Byl
Jx| >
@)
o) = = C3-10.doc(Read-Only) - Microsoftword - B X
qEt)! e =
o Home Insert Page Layout References Mailings Review View L7
| iF S #
il B U ~abe x, X A|£al/‘ == =|.5| Qi -
Y : uicl iting
Aa-|| A" A7) |- | 2T Style -
Clipboard ™ || _ Fortesssyls ~ Paragraph . [ Styles
d Server Document A newer version is available. To modify this document, open the latest version ... Save a Copy "
'g"'l"'l"'"'1"'I"‘3"'I"'4"'I"'5"'I"'6"b
-
| . E
™ Label simpul:
- 26 4
i Label busur:
~ =gl S
i hd
- Banyaknya FTSA Lingkaran(3,10) =1 *
Q
- I E
4 [ - | >
Page:1 of 1 | Words: 17 - |El B R = = |[(100% (o

(b)

Gambar 4.2 Tampilan masukan (a) dan keluaran (b) untuk PTSA Cs
dengan k =10

Dari Gambar 4.2 (b) dapat terlihat bahwa hanya terdapat satu PTSA untuk
graf lingkaran C; dengan k = 10. Graf C; dengan PTSA tersebut memiliki label 2
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untuk simpul vi, 6 untuk simpul v,, 4 untuk simpul vs, 3 untuk busur e;, 1 untuk
busur e,, dan 5 untuk busur e;. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada Gambar
4.3 yang memberikan graf lingkaran C3 yang memiliki PTSA dengan label-label
yang diberikan pada Gambar 4.2 (b).

Gambar 4.3 PTSA C; dengan k = 10

Sebagai contoh lainnya dari penggunaan program PTSA graf lingkaran ini,
akan dilakukan simulasi pada graf Cg untuk semua nilai k yang mungkin, yang di-
peroleh berdasarkan (3.1), yaitu 17, 18, ..., 22. Tampilan masukan dan keluaran
dari penggunaan program ini dapat dilihat pada Lampiran 1. Pada Gambar 4.4
diberikan graf Cs yang memiliki PTSA dengan label-label berdasarkan Lampiran
2. Dari Gambar 4.4 terlihat hal yang menarik. Banyaknya PTSA Cs untuk k = 17
sama dengan banyaknya PTSA Cg untuk k = 22, untuk k = 18 sama dengan untuk
k =21, dan untuk k = 19 sama dengan untuk k = 20. Ternyata, pasangan PTSA Cs
dengan nilai-nilai k ini memenuhi perumusan yang diberikan pada Definisi 2.2
mengenai pelabelan dual. Sebagai contohnya, perhatikan pasangan PTSA C; de-
ngan nilai k = 18 dan k = 21 pada Gambar 4.4 (b) dan (e). Misalkan label untuk
simpul vy (A(v1)) dan busur e; (M(e1)) untuk PTSA Cg dengan k = 18 pada Gambar
4.4 (b) masing-masing adalah 3 dan 5. Karena pada graf Cg, |V| = |E| = 6, maka
untuk memperoleh PTSA dualnya, label simpul v; (A’(v1)) dan busur e; (A’(e1))
untuk PTSA dual tersebut dihasilkan berdasarkan perumusan yang diberikan pada
Definisi 2.2. Berdasarkan Definisi tersebut diperoleh A’(v;) =6+ 6 +1—-3 =10
danA’(e;) =6+ 6 +1 -5 =28. Carayang sama dilakukan untuk label simpul dan
label busur yang lain. Label-label untuk simpul dan busur yang diperoleh ini akan
sama dengan label-label untuk simpul dan busur pada Gambar 4.4 (e) apabila dila-
kukan rotasi terhadap label-label tersebut. Ini berarti, PTSA Cs dengan k = 18 dan
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k =21 pada Gambar 4.4 (b) dan (e) merupakan PTSA yang saling dual. Hal ini
juga berlaku untuk pasangan PTSA Cg dengan nilai-nilai k yang lain. Jadi, terlihat
bahwa PTSA Cg dengan k = 17 merupakan dual dari PTSA Cg dengan k = 22,
PTSA C; dengan k = 18 merupakan dual dari PTSA Cg dengan k = 21, dan PTSA
Ce dengan k = 19 merupakan dual dari PTSA Cg dengan k = 20. Artinya, hasil da-
ri program sesuai dengan teori yang ada, yaitu PTSA graf teratur memiliki dual
yang juga merupakan PTSA (Teorema 2.1).

(@ | k=17
(b) | k=18
1.7 9 2 5 6
11 3 12 8
2 12 4 10
1, 10 2 5 1 2 g 10
(¢) | k=19 : b 1 2 3 : 12 1
8 5 10 9 7 1
5 8 7
3 9 1 7 4 1
122 4 6 10 8 4 22 3 5
1, 1 199 7 2 5 4
12 2 10 4 12 10
3 8 8 5 3 9
5 10 o o 2 11 b Sy 5 1 o ' o
(d) | k=20 10 8 10 4 10 1
9 6 1 12 6 3 7 8 11
4 8 11 4 7
6 7 2 5 6 12
12 2 11 6 12 3 9 5 3
L W, 7
1 5
(e) k=21 2 4
8 12
0 3 6
1 90 4 1 409 5
1 8 11 7
f) | k=22 5 2 3 9
6 12 8 6
6 12 2 9 7 3 2 12 4

Gambar 4.4 PTSA-PTSA tidak isomorfik pada graf Cg
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Pada Tabel 4.1 diberikan hasil simulasi dari program PTSA untuk graf
lingkaran C; sampai Cyo. Hasil simulasi yang diberikan pada Tabel ini berupa ba-
nyaknya PTSA tidak isomorfik yang terjadi pada graf lingkaran dengan batasan
nilai k berdasarkan (3.1). Hasil PTSA yang diberikan termasuk dengan PTSA
dualnya (diberi warna abu-abu). Hasil-hasil yang merupakan PTSA dual

dijalankan juga menggunakan program untuk verifikasi kebenaran program.

Tabel 4.1 Banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk graf lingkaran C,

dengan n = 3 s.d. 10 berdasarkan ";nz—” <k <
Cs ©; Cs a
#PTSA || k | #PTSA || k #PTSA k #PTSA
9 1 12 il 14 1 17 3
10 1 13 p 15 0 18 Iy
11 i 14 2 16 2 19 6
12 i 15 1 i 2 20 6
18 0 21 1
19 1 22 8
Total : 4 Total : 6 Total : 6 Total : 20
Cy Ce Co Cio
k #PTSA k #PTSA k | #PTSA k #PTSA
19 9| 22 10 24 31 27 125
20 10| 23 19 (| 25 43 || 28 236
21 11 24 57 || 26 125 | 29 698
22 29 || 25 55 || 27 264 | 30 1138
23 29 || 26 55 || 28 307 || 31 1349
24 11| 27 57 || 29 307 | 32 1349
25 10 || 28 19 || 30 264 | 33 1138
26 91 29 10 || 31 125 || 34 698
32 43 || 35 236
33 31 36 125
Total : 118 Total : 282 Total : 1540 Total : 7092
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Berdasarkan Tabel 4.1 dapat terlihat bahwa hasil tersebut sesuai dengan
hasil peneletian yang telah dipublikasikan, yang terdapat pada makalah
MacDougall et al. (2002), yaitu graf lingkaran C,, memiliki suatu PTSA untuk
nilai n > 3. Pada makalah tersebut juga terdapat keterangan bahwa graf Cs tidak
memiliki PTSA dengan k = 15 dan k = 18. Hasil-hasil yang diperoleh ini sama
dengan hasil yang terdapat pada makalah Baker dan Sawada (2008) dan
Macdougall et al. (2002), yang masing-masing memberikan banyaknya PTSA
tidak isomorfik yang terjadi pada graf lingkaran. Jadi, berdasarkan Tabel 4.1 da-
pat disimpulkan bahwa graf lingkaran C, dengan n = 3 s.d. 10 memiliki PTSA
untuk setiap nilai k yang mungkin kecuali Cs dengan k = 15 dan k = 18.

Banyaknya PTSA Tidak Isomorfik pada Graf Lingkaran C,

B0 S S 7092-
7000 —— “ 7 B S
6000
5000 — _ :
4000 | -

-

#PTSA

3000 - = = = —

2000 R

y ¢

oo | £ & & ¥ & & FB -2 -~

0 Lo —e —0—o o— -
3 4 5 6 7 8 9 10

n
I

Gambar 4.5 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik pada graf
C, seiring dengan bertambahnya nilai n

Pada Gambar 4.5 diberikan grafik yang menunjukkan perubahan banyak-
nya PTSA tidak isomorfik yang terjadi pada graf lingkaran C, seiring dengan ber-
tambahnya nilai n. Dari gambar tersebut terlihat bahwa kecenderungan pertam-
bahan banyaknya PTSA tidak isomorfik yang terjadi sesuai dengan grafik fungsi
eksponensial. Jadi, terdapat peningkatan yang signifikan untuk banyaknya PTSA
seiring dengan bertambahnya nilai n. Hal ini dapat dilihat untuk 3 nilai n terakhir,
yaitun =8, 9, 10. Oleh karena pertambahan banyaknya PTSA meningkat secara
eksponensial, maka untuk nilai n yang lebih besar diperlukan running time yang
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cukup lama. Simulasi untuk nilai n yang lebih besar dari 10 belum dapat dila-
kukan karena keterbatasan waktu.
Pada subbab selanjutnya akan diberikan implementasi dari algoritma

PTSA pada graf matahari beserta simulasinya.

4.2 Implementasi dan Simulasi Algoritma PTSA untuk Graf Matahari

Pada Subbab 3.2 telah dijelaskan mengenai algoritma PTSA untuk graf
matahari C, © K;. Algoritma-algoritma tersebut akan diimplementasikan dalam
bentuk program. Algoritma PTSA graf matahari secara keseluruhan akan dija-
lankan oleh fungsi sun. Fungsi sun akan memanggil fungsi initializesun yang
merupakan implementasi dari fungsi inisialisasi yang diberikan pada Algoritma
3.a. Kemudian, fungsi initializesun akan memanggil fungsi extendsun yang me-
rupakan implementasi dari fungsi perluasan yang diberikan pada Algoritma 3.b.
Untuk lebih jelasnya, listing program PTSA untuk graf matahari ini dapat dilihat
pada Lampiran 3 (CD).

Pemanggilan program dilakukan dengan mengetik “sun” pada Command
Window. Sama seperti program PTSA untuk graf lingkaran, pada program PTSA
untuk graf matahari ini pengguna akan diminta untuk memasukan nilai n dan k
yang diinginkan, yang menyatakan ukuran graf matahari C, ©® K, dan nilai
konstanta ajaib yang diinginkan sesuai dengan batasan yang diperoleh berdasar-
kan (3.4). Selain itu, pengguna juga diminta untuk memasukan nama berkas ke-
luaran yang diinginkan dengan format .doc.

Seperti halnya keluaran pada program PTSA graf lingkaran, keluaran pada
program PTSA graf matahari juga berupa label-label simpul dan busur. Perlu di-
ingat bahwa simpul dan busur pada graf matahari terbagi menjadi dua jenis, yaitu
simpul dan busur dalam serta simpul dan busur luar. Program akan berhenti jika
sudah dihasilkan semua PTSA tidak isomorfik untuk nilai n dan k yang dimasuk-
kan pengguna. Banyaknya PTSA tidak isomorfik yang terjadi juga menjadi ke-
luaran pada program ini. Sebagai contoh penggunaan program, akan dilakukan
simulasi untuk graf matahari yang digunakan sebagai contoh dari penggunaan al-

goritma yang diberikan pada Subbab 3.2, yaitu graf C4 © K; dengan k = 25. Ha-
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sil yang diperoleh dari penggunaan program pada contoh ini akan disimpan de-
ngan nama C4K1-25.doc. Tampilan masukan dan keluaran yang dihasilkan di-
berikan pada Gambar 4.6.

FF oSUn

Program Pelabelan Total Simpul Ajaib (PTSA) Graf Matahari

Program ini bertujuan untuk mengetahui banvaknya PTSA Matahariin, k)
vang tidak isomorfik

Masukan banyaknya simpul pada matahari: 4
Batasan konstanta ajaib k adalah [22,25]
Masukan bobot simpul: 25

Masukan nama berkas keluaran: C4K1-25.doc

Ingin mencoba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan Z jika tidak.

2
Bye...
e >> |
4 Saeeniof2 - | 4 sceenzof2 - b
document, apen the latest version or save a copy, | Save a Copy document, open the latestversion or save  copy. | Save a Copy
Label busur:
1. 263814 12 5 10
Label simpul:
178591315 14 78
Tabel busur: Label simpul:

2 436 16 12 10 11 167 311 13 16 15

2.
Label simpul:
187509 131415
Label busur:
234616 12 11 10

3.

Zabel simpul:
168 4 10 13 16 14
Label busur:
25371512 9 11

4.

Label simpul:
18641013 14 16
Label busur:

b = % (7 i)

5.
Label simpul:
185610 14 12 16
Label busur:
24371511139

6.
Label simpul:
157 411 13 16 15

Label busur:
25 48 14 12 3 10

e,
Label simpul:
17631113 15 16
Label busur:
2 458 14 12 10 9

s.
Label simpul:
17451115 13 16
Label busur:
2 €38 14 10 12 9

10.

Label simpul:
1768631214 15
Label busur:

32 4 516 13,11 10

Banyaknya PTSA Matahari(4,25) = 118

(b)

Gambar 4.6 Tampilan masukan (a) dan keluaran (b) untuk PTSA C4 O K;
dengan k = 25

Dari Gambar 4.6 (b) dapat terlihat bahwa terdapat 118 PTSA tidak isomor-
fik untuk graf C4 ©® K, dengan k = 25. Seperti yang telah disebutkan pada awal
bab, karena hasil PTSA untuk nilai k ini cukup banyak, hanya 10 PTSA yang di-
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tampilkan sebagai keluaran. PTSA C; ® K, yang digunakan sebagai contoh
penggunaan algoritma pada Subbab 3.2 adalah PTSA nomor 4. Graf C4 O K;
tersebut memiliki label simpul dalam dan simpul luar berturut-turut adalah 1, 8, 6,
4,10, 13, 14, 16. Sedangkan untuk label busur dalam dan busur luar berturut-
turut adalah 2, 3,5, 7, 15, 12, 11, 9. Pada Gambar 4.7 diberikan gambar graf C,4
® K; yang memiliki PTSA dengan label-label yang diberikan pada Gambar 4.6

(b) nomor 4.

Gambar 4.7 PTSA C; © K; dengan k=25

Tabel 4. 2 Banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk graf matahari C, ©® K;
dengann=3s.d. 7 berdasarkan 5n + 2 <k <6n+1

C:OK, C,OK, CsOK, Cs O K, C.OK

k # PTSA k # PTSA k #PTSA k #PTSA k #PTSA
17 0|l 22 01 27 0 32 0| 37 0
18 1| 23 2| 28 12 33 147 | 38 1824
19 5[ 24 6 29 93| 34 580 | 39 10844
25 118 | 30 190 | 35 3554 || 40 31367
31 213 || 36 7966 | 41 190451
37 64778 || 42 328510
43 2709434
Total : 6 Total : 126 Total : 508 Total : 77025 Total : 3272430

Pada Tabel 4.2 diberikan hasil simulasi dari program PTSA untuk graf ma-
tahari Cz © K; sampai C; © K; yang berupa banyaknya PTSA tidak isomorfik
yang terjadi dengan nilai k berdasarkan batasan yang diberikan pada (3.4). Tidak
seperti pada graf lingkaran, pada graf matahari tidak terdapat PTSA dual karena

graf matahari bukan merupakan graf teratur. Berdasarkan Tabel 4.2 dapat terlihat
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bahwa selalu terdapat PTSA untuk graf matahari C, © K; dengan nilai k = 6n+1.
Hasil ini sesuai dengan hasil penelitian yang telah dipublikasikan, yang terdapat
pada Teorema 2.3 dan 2.4, yaitu mengenai gabungan graf matahari (C,, © K;) U
(C, OKy) U ..U (C, ©K,)dengant>3 untuk setiapi=1,2,...,ndann>1,
baik yang saling isomorfik maupun yang tidak harus saling isomorfik, memiliki
PTSA dengan nilai k = 6 Y} _, t; + 1. Berdasarkan kedua teorema ini, jika ti =1,
maka diperoleh nilai k = 6n+1. Selain dengan nilai k ini, ternyata diperoleh juga
PTSA untuk graf matahari dengan nilai k yang lain, sesuai dengan (3.4). Akan te-
tapi, dapat terlihat pada Tabel 4.2 bahwa selalu tidak terdapat suatu PTSA untuk
graf matahari C, ® K; dengan nilai k = 5n+2. Oleh karena itu, perlu dilakukan
penelitian lebih lanjut untuk membuktikan hal ini secara analitik atau mencari cara

lain untuk memperketat batasan batasan nilai k pada graf matahari.

Banyaknya PTSA Tidak Isomorfik pada Graf Matahari C, o K,
3500000 r _ - 3272430

»

3000000 .

2500000 — = = 1 :

é 2000000 A -~ W N - i

o 1
+ 1500000 _._:
1000000 il : _

500088 i—6 CF N T e :

o—or——————
3 4 5 6 7
n

Gambar 4.8 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik pada graf
C, ® K, seiring dengan bertambahnya nilai n

Pada Gambar 4.8 diberikan grafik yang menunjukkan perubahan banyak-
nya PTSA tidak isomorfik yang terjadi pada graf lingkaran C,(®K; seiring dengan
bertambahnya nilai n. Seperti pada grafik banyaknya PTSA untuk graf lingkaran,
terdapat peningkatan yang signifikan untuk banyaknya PTSA tidak isomorfik pa-
da graf matahari apabila nilai n bertambah. Kecenderungan pertambahan banyak-
nya PTSA ini sesuai dengan grafik fungsi eksponensial sedemikian sehingga un-
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tuk nilai n yang lebih besar diperlukan running time yang lebih lama. Simulasi
untuk nilai n yang lebih besar dari 7 belum dapat dilakukan karena menghabiskan
waktu lebih lama.

Perlu diperhatikan bahwa pada graf matahari C,(®OK;, |V| = |E| = 2n, se-
dangkan pada graf lingkaran C,, |V| = |E| = n, sehingga dapat dipahami bahwa un-
tuk nilai n yang sama, banyaknya PTSA tidak isomorfik dari graf matahari jauh
lebih banyak daripada graf lingkaran. Oleh karena itu, waktu yang diperlukan un-
tuk mencari semua PTSA tidak isomorfik dari graf matahari lebih lama bila diban-
dingkan dengan graf lingkaran. Pada subbab selanjutnya akan diberikan imple-

mentasi dari algoritma PTSA pada graf kecebong beserta simulasinya.

4.3 Implementasi dan Simulasi Algoritma PTSA untuk Graf Kecebong

Algoritma PTSA untuk graf kecebong T, , telah diberikan pada Subbab
3.3. Seperti Algoritma PTSA untuk kedua graf yang telah dibahas sebelumnya,
algoritma PTSA untuk graf kecebong ini juga akan diimplementasikan dalam ben-
tuk program. Algoritma PTSA ini secara keseluruhan akan dijalankan oleh fungsi
tadpole. Fungsi tadpole akan memanggil fungsi initializetadpole yang merupakan
implementasi dari fungsi inisialisasi yang diberikan pada Algoritma 4.a. Kemu-
dian, fungsi initializetadpole akan memanggil fungsi extendtadpole yang merupa-
kan implementasi dari fungsi perluasan yang diberikan pada Algoritma 4.b. Pada
fungsi extendtadpole ini juga terjadi pemanggilan fungsi, yaitu fungsi finalize-
tadpole, yang merupakan implementasi dari fungsi finalisasi yang diberikan pada
Algoritma 4.c. Untuk lebih jelasnya, listing program PTSA untuk graf kecebong
ini dapat dilihat pada Lampiran 4 (CD).

Pemanggilan program dilakukan dengan mengetik “tadpole” pada
Command Window. Karena graf kecebong terdiri dari graf lingkaran C,, dan graf
lintasan P,, maka pada program PTSA ini pengguna akan diminta untuk mema-
sukan nilai m, n dan k yang diinginkan. Nilai k ini menyatakan konstanta ajaib
yang diperoleh berdasarkan (3.8). Pengguna juga diminta untuk memasukan na-

ma berkas keluaran yang diinginkan dengan format .doc.
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[ ‘Command Window

== tadpole

FProgram Felabelan Total Jimpul Ajaib (PTSL) Graf Eecebong

Program ini bertujuan untuk mengetahui banyvaknya PTSA graf kecebong (m,n)
vang tidak isomorfik

Masukan m: 3

Masukan n: 3

Batasan konstanta ajaib k adalah [17,2Z2]
Masukan konstanta ajaib k: 17

Masukan nama berkas keluaran: T3_3-17.doc

Ingin mencoba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan 2 jika tidak.

(@)

/ _,ﬁ‘\lﬂ gy - T2_3-17.doc (Read-Oiily) - Microsoft Word - = x
i

Home | Insert Page Layaut References Mailings Review View ‘Q)

— g =
3 =R A
EE] |F I U ~abe X, x |25

S— - = Quick Change
S |_£' A= Aa-|| A | Styles = Styles v
\Clipboard =

Styles

s El
. 2 - X
n Server Document A newer version is available. To modify this document, open the latest v... Save a Copy

1.
‘ Label simpul:

Editing

Font Paragraph

412 8 11 9 10
Label busur:
236517

I s

2.
Label simpul:
512 10 7 9 11
Label busur:
14382%

3.

Label simpul:
612 10 11 7. 8
Label busur:
23451¢9

9.

Label simpul:
812 10 9 4 11
Label busur:

\I:—azsl?s l‘
| .

Label simpul: !
11 7.6 108 12
Label busur:

192345

Banyaknya FPT3& graf kecebong(3,3) dengam k = 17 = 5

H OO om

|
— 1l _
Page:1 of 1 | Wardsig6s i s, e aelfamE = = O—0—@u

(b)

Gambar 4.9 Tampilan masukan (a) dan keluaran (b) untuk PTSA T33
dengan k =17

Seperti halnya keluaran untuk program PTSA pada graf-graf yang telah di-
bahas sebelumnya, keluaran untuk program PTSA graf kecebong juga berupa la-

bel-label simpul dan label-label busur yang membentuk suatu PTSA pada graf ter-
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sebut. Program akan berhenti jika sudah dihasilkan semua PTSA tidak isomorfik
untuk graf kecebong. Banyaknya PTSA tidak isomorfik yang terjadi juga menjadi
keluaran pada program ini. Sebagai contoh penggunaan program PTSA ini, akan
dilakukan simulasi untuk graf kecebong yang digunakan sebagai contoh dari
penggunaan algoritma yang diberikan pada Subbab 3.3, yaitu graf T3 3 dengan ni-
lai k = 17. Hasil yang diperoleh dari penggunaan program pada contoh ini akan
disimpan dengan nama T3_3-17.doc. Tampilan masukan dan keluaran yang diha-
silkan diberikan pada Gambar 4.9.

Dari Gambar 4.9 (b) dapat terlihat bahwa terdapat 5 PTSA untuk graf ke-
cebong T3 3 dengan k = 17. PTSA Tj3 yang digunakan sebagai contoh pengguna-
an algoritma pada Subbab 3.3 adalah PTSA yang pertama dengan label simpul
berturut-turut adalah 4, 12, 8, 11, 9, 10 dan label busur berturut-turut adalah 2, 3,
6, 5, 1, 7. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada Gambar 4.10 yang memberikan
semua PTSA tidak isomorfik pada T3 3 dengan label-label yang diberikan pada
Gambar 4.9 (b).

Gambar 4. 10 5 PTSA tidak isomorfik pada graf T3 3 dengan k = 17

Pada Tabel 4.3 sampai 4.7 diberikan hasil simulasi dari program PTSA un-
tuk graf kecebong berdasarkan nilai k yang diperoleh pada (3.8). Simulasi baru
dapat dilakukan untuk nilai 3<m <7 dan 1 <n<5. Dari hasil simulasi ini dapat
terlihat bahwa dengan batasan nilai k yang telah diperketat, yang diberikan pada

(3.8) ternyata masih terdapat graf kecebong T, yang tidak memiliki PTSA, se-
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perti pada T3 untuk k = 12 dan 13, T3, untuk k = 15 dan 18, T3 untuk k = 22, T35
untuk k = 29, dan sebagainya. Data-data ini dapat menjadi bahan penelitian lebih
jauh untuk membuktikan secara analitik ketiadaan PTSA graf kecebong T, untuk
nilai m, n, dan k yang telah disebutkan sebelumnya. Seperti pada graf matahari,
pada graf kecebong juga tidak terdapat PTSA dual karena graf kecebong bukan

merupakan graf teratur.

Tabel 4. 3 Banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk graf T3, n =1 s.d. 5 dan
max (5(m;n)+3’10) o ™y (7(m+n)+3 (m+n)(7(m+n)—3)—14)

)

2(m+n—-1)

T(3,1) T(3,2) T(3,3) T(3,4) T(3,5)
k #PTSA k # PTSA k # PTSA k # PTSA k # PTSA
12 0 14 1 17 5 19 16 | 22 45
13 0f 15 0 18 51 20 23 [ 23 61
14 1 16 1 19 71 21 38 ([ 24 160
17 2 20 6| 22 64 25 185
18 0 21 3 23 56 [ 26 141
22 0f 24 27| 27 110
25 10 28 22
29 0
Total : 1 Total : 4 Total : 26 Total : 234 Total : 724

Tabel 4. 4 Banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk graf T4, n =1 s.d. 5 dan

5(m-;n)+3, 10) —f Simin (7(m-;n)+3, (m+n)(7(m+n)—3)—14)

max (

2(m+n-1)

T(4,1) T(4,2) T(4,3) T(4,4) T(4,5)
k # PTSA k # PTSA k # PTSA k #PTSA k # PTSA
14 3 17 6 19 11| 22 52 (| 24 105
15 2 18 2 20 16 [ 23 79 25 186
16 3 19 10 21 27 || 24 151 | 26 463
17 4 20 41 22 29 [ 25 201 | 27 1021
18 of 21 2 23 25 [ 26 169 || 28 958
22 0| 24 9 27 142 29 1082
25 0| 28 18| 30 425
29 0 31 257
32 15
Total : 12 Total : 24 Total : 117 Total : 812 Total : 4512

Sejauh yang dapat dicari dalam literatur, belum ada penelitian mengenai
eksistensi PTSA pada graf kecebong, sehingga berdasarkan simulasi dapat disim-

pulkan bahwa graf kecebong T, memiliki PTSA untuk nilai m, n, dan k seperti
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Pada Tabel 4.8. Setiap sel pada Tabel ini menunjukkan nilai k dari graf kecebong
yang memiliki PTSA.

Tabel 4.5 Banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk graf Ts,, n = 1s.d. 5 dan
max (5(m-|;n)+3}10) < k < min (7(m+n)+3 (m+n)(7(m+n)—3)—14)

)

2 2(m+n-1)
T(5,1) T(5,2) T(5,3) T(5,4) T(5,5)

k # PTSA k # PTSA k # PTSA k # PTSA k # PTSA
17 2 19 24 | 22 26 | 24 112 || 27 659
18 19 20 20 || 23 53 || 25 197 || 28 1101
19 10 21 23 || 24 106 || 26 477 29 3282
20 9 22 49 25 166 || 27 796 || 30 4408
21 3 23 71 26 98 | 28 909 | 31 6213
22 0f 24 10 27 116 || 29 1061 | 32 5260
25 91 28 41 30 647 | 33 3850
29 o 31 240 | 34 1529
32 15 35 342
36 0
Total : 43 Total : 206 Total : 569 Total : 4454 Total : 26644

Tabel 4. 6 Banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk graf Tg,, n =1 s.d. 5 dan

A (5(m+n)+3' 10) o S0in (7(m+n)+3’ (m+n)(7(m+n)—3)—14)
2 2(m+n-1)

T(6,1) T(6,2) T(6,3) T(6,4) T(6,5)
k #PTSA k #PTSA k #PTSA k #PTSA k # PTSA
19 9 22 56 24 118 27 539 | 29 1459
20 15 23 99 25 184 28 1223 | 30 3669
21 42 24 220 26 431 29 2933 || 31 9210
22 39 25 257 27 843 30 3988 || 32 17630
23 34 26 209 28 900 31 5423 || 33 25835
24 17 27 178 29 985 32 5038 || 34 30850
25 0 28 38 30 637 33 3500 || 35 32018
29 0 31 205 34 1584 | 36 16610
32 15 35 357 || 37 10060
36 0| 38 2846
39 346
40 0
Total : 156 Total : 1057 Total : 4318 Total : 24585 Total : 150533

Pada Gambar 4.11 sampai 4.13 diberikan grafik yang menunjukkan peru-
bahan banyaknya PTSA tidak isomorfik yang terjadi pada graf kecebong T, se-
iring dengan bertambahnya nilai n. Kemudian pada Gambar 4.14 sampai 4.16 di-

berikan grafik yang menunjukkan perubahan banyaknya PTSA seiring dengan
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bertambahnya nilai m. Seperti pada grafik banyaknya PTSA untuk graf-graf yang

dibahas sebelumnya, terdapat peningkatan yang signifikan untuk banyaknya

PTSA tidak isomorfik pada graf kecebong apabila nilai m ataupun nilai n bertam-

bah. Kecenderungan pertambahan banyaknya PTSA ini sesuai dengan grafik

fungsi eksponensial sedemikian sehingga untuk nilai m dan n yang lebih besar di-

perlukan running time yang lebih lama. Simulasi untuk nilai m yang lebih besar

dari 7 dan nilai n yang lebih besar dari 5 belum dapat dilakukan karena membu-

tuhkan waktu yang cukup lama.

Tabel 4. 7 Banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk graf T7,, n =1 s.d. 5 dan

max (MJO) < k < min (

7(m+n)+3 (m+n)(7(m+n)—3)—14)

2 ! 2(m+n—1)

T(7,1) T(7,2) T(7,3) T(7,4) T(7,5)
k #PTSA k #PTSA k #PTSA k #PTSA k #PTSA
22 31| 24 149 || 27 652 | 29 1745 | 32 9643
23 73| 25 242 || 28 976 | 30 3843 | 33 26290
24 100 || 26 578 | 29 3113 || 31 9720 || 34 61296
25 178 || 27 1285 | 30 4754 || 32 17960 | 35 117873
26 105 | 28 1119 31 5785 || 33 28915 || 36 167509
27 70| 29 1311 32 5125 | 34 32069 || 37 204423
28 1 30 741 || 33 3792 || 35 32559 || 38 176050
29 0f 31 320 || 34 1355 36 19411 || 39 140642
32 49 || 35 237 || 37 10164 || 40 63377
36 0| 38 3386 || 41 26666
39 365 || 42 4246
40 0f 43 0
Total : 558 Total : 5794 Total : 25789 Total : 160137 Total : 998015

Tabel 4. 8 Eksistensi dari PTSA graf Tn, berdasarkan simulasi program

dengan max (

5(m+n)+3

- ,10)Sk£min(

7(m+n)+3 (m+n)(7(m+n)—3)—14)

2 ’ 2(m+n-1)
m " 1 2 3 4 5
3 14 14,16, 17 17s.d 21 19s.d. 25 22 s.d 28
4 14s.d 17 17sd21 19s.d24 22s.d 28 24 s.d 32
5 17sd21 19s.d 25 22s.d 28 24s.d 32 27s.d35
6 19s.d 24 22s.d 28 24s.d 32 27s.d 35 29s.d 39
7 22s.d 28 24s.d 32 27s.d 35 29s.d 39 32s.d42
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Banyaknya PTSA Tidak Banyaknya PTSA Tidak
Isomorfik pada Graf Kecebong Isomorfik pada Graf Kecebong
T3,n T4,n

800 124 5000 4512
700 © P
600 _i_ 4000 1:—
: S i
o l o i
= 300 234 . = 2000 |
A 812
o w6/ 4 1000 &
100 +—1—4 — 12 24 7% |
0 '_O—O“'LI_I_ O -—<>—|—<> T < T 1 T 1 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
n n
Gambar 4. 11 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik
pada graf T3, dan T4, seiring dengan bertambahnya
nilai n
Banyaknya PTSA Tidak Banyaknya PTSA Tidak
Isomorfik pada Graf Kecebong Isomorfik pada Graf T,
Tsn 160000 150533
30000 28588 140000 ,’
25000 ) & 120000 -
/ 4 100000 =
& o ! ‘|<’—(’ 80000 [
15000 - o o
= 10000 /| -0 de |
4454 | 40000 24585
AL A bby‘ : 20000 %
0 -+|—<)'ﬂ—<>—|—'—|—'—| 0 I I

g, JESSSEN/ 5

n
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Gambar 4. 12 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik
pada graf Ts,dan Tg, Seiring dengan bertambahnya

nilai n
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Gambar 4. 13 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik
pada graf Tz, seiring dengan bertambahnya nilai n
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#PTSA

Banyaknya PTSA Tidak
Isomorfik pada Graf T,

600 558
?
500 0
400 E
300 B
200 156 .
43 ] i
100 T A/ ! :
0 '_0_1! T 1 T : T : 1
3 4 5 6 7

#PTSA

Banyaknya PTSA Tidak
Isomorfik pada Graf T, ,
7000 5794
6000
5000 ,_
4000 i
3000 / :
2000 1057
1000 - P
0+or—o=— . .
3 4 6 7
m

Gambar 4. 14 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik

pada graf T zdan Tp, 4Seiring dengan bertambahnya

nilai m
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#PTSA

Banyaknya PTSA Tidak
Isomorfik pada Graf T, ,
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Gambar 4. 15 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik
pada graf T3 dan Tp 4 Seiring dengan bertambahnya

nilai m

Banyaknya PTSA Tidak Isomorfik
pada Graf T,
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Gambar 4. 16 Grafik perubahan banyaknya PTSA tidak isomorfik
pada graf Tn 5 seiring dengan bertambahnya nilai m
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BAB 5
KESIMPULAN

Dalam skripsi ini telah dibangun algoritma-algoritma PTSA untuk graf

lingkaran C,,, matahari C, ©® K;, dan kecebong Ty, » dengan batasan nilai k ma-

7n+3
2 )

5(m+n)+3

sing-masing 5"2—+3 <k< 5n+2 <k <6n+1,dan max ( ,10) <

. 7(m+n)+3 (m+n)(7(m+n)—-3)—14
k < min ( 2 ’ 2(m+n-1)

). Algoritma-algoritma ini telah diim-

plementasikan dalam bentuk program dan sebagai hasil implementasinya, dilaku-
kan simulasi yang memberikan banyaknya PTSA tidak isomorfik untuk semua
nilai k yang mungkin dari graf terkait.

Tabel 5. 1 Eksistensi PTSA untuk graf lingkaran C,, matahari C, ® K,
dan kecebong T »

Graf Nilai k yang Nilai k Graf Nilai k yang Nilai k
mungkin PTSA ada mungkin PTSA ada
C, 9s.d. 12 9s.d12 T4 17 s.d. 22 17 s.d. 21
C, 12s.d. 15 12 s.d. 15 Tas 19s.d.25 19s.d. 24
G 14sd.19 | 112 ral . 225d.29 | 22sd.28
Ce 17 s.d. 22 17 s.d 22 Tus 24 s.d. 32 24 s.d. 32
C, 19s.d. 26 19s.d 26 Ts1 17s.d. 22 17 s.d. 21
Csg 22s.d. 29 22 s.d. 29 Ts» 19s.d. 25 19s.d. 25
Co 24 s.d. 33 245.d 33 Tss 22 s.d. 29 22 s.d. 29
Cuo 27 s.d. 36 27 s.d. 36 L 24 s.d. 32 24 s.d. 32
C:OK, | 17,18,19 18, 19 Tss 27 s.d. 36 27 s.d. 35
(oW~ Ty, W, 23,24, 25 Te1 19s.d. 25 19s.d. 24
CsOK, | 27s.d.31 28s.d 31 Te2 22 s.d.29 22s.d.28
CeOK, | 32s.d.37 33s.d. 37 Tos 24 s.d. 32 24 s.d. 32
C,OK, | 27s.d.43 38s.d 43 Tes 27 s.d. 36 27 s.d. 35
Tas 12,13, 14 14 T 295s.d. 40 29s.d. 39
Ts» 14 s.d. 18 B Wy, T71 22s.d. 29 22 s.d. 28
Tss 17 s.d. 22 17s.d 21 T, 24 s.d. 32 24 s.d. 32
T34 19s.d. 25 19s.d. 25 T3 27 s.d. 36 27 s.d. 35
Tss 22 s.d. 29 22 s.d 28 T74 29s.d. 40 29s.d. 39
Tas 14s.d.18 145.d 17 Tzs 32s.d.43 32s.d.42

Berdasarkan hasil-hasil simulasi dapat disimpulkan bahwa secara umum
pertumbuhan banyaknya PTSA yang tidak isomorfik meningkat secara eksponen-

sial seiring dengan bertambahnya nilai n (dan m untuk PTSA graf kecebong). Ha-
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sil simulasi juga menunjukkan adanya PTSA dari graf-graf yang dibahas dengan
nilai n dan k seperti yang disarikan pada Tabel 5.1. Untuk nilai-nilai k yang tidak

memiliki PTSA, perlu mendapatkan penelitian lebih lanjut.
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Lampiran 1 Tampilan masukan dan keluaran untuk PTSA Cs

Tampilan Masukan

> cyele

Program Felabelan Total Simpul Ajaib (PTSA] Graf Lingkaran

yang tidak isomorfik

Masukan banyaknya simpul pada lingkaran
Batasan konstanta ajaib k adalah [17,22]
Kasukan kenstanta ajaik ki 17

Masukan nama berkas keluaran: C6.doc

Ingin menceba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.

Tekan 2 jika tidak.
1

Kasukan banyaknya simpul pada lingkaran
Batasan konstanta ajaib k adalah [17,22]
Masukan bobot simpul (I : 18

Masukkan nama berkas keluaran: C6.doc

Ingin meneeba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan 2 jika tidak.

1

Kasukan banyaknya simpul pada lingkaran
Batasan konstanta ajaib k adalah [17,22]
Masukan bobot simpul (k) : 12

Kasukkan nama berkas ksluaran: C6.doc

Ingin mencoba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan 2 jika tidak.

1

Masukan banyaknya simpul pada linglkaran
Batasan konstanta ajaib k adalah [17,22]
Masukan bobot simpul (k): 20

Masukkan nawma berkas ksluaran: C6.doc

Ingin mencoba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan 2 jika tidak.

1

Masukan banyaknya simpul pada lingkaran
Batasan konstanta ajaib k adalah [17,22]
Masukan bobot simpul (k) : 21

Masukkan nawa berkas k=luaran: Cé.doc

Ingin mencoba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan 2 jika tidak.

1

Masukan banyaknya simpul pada linglkaran
Batasan konstanta ajaib k adalah [17,32]
Masukan bobet simpul (k) : 22

Masukkan nama berkas keluaran: Cé.doc

Ingin mencoba lagi?
Tekan 1 jika ingin mencoba lagi.
Tekan 2 jika tidak.

Program ini bertujuan untuk mengetahul banyaknya PTSA Lingkaran(m, k)

(m): & |
(n): &
(n): &
in): & f
(n): &

Tampilan Keluaran

[4 screeniots - b

P [

1.
Label simpul:
48121011 9

2.
Label simpul
4 10 11 9 12 8

3.
Label simpul:
€12 10 8 11 7

Banyaknya PTSA Lingkaran(é,17) = 3

1.

Label simpul
31112 6 97
Label busur:

[ 4 screenzote - b

ocument, ettt veron o save acopy. | _Save o Comy

5248110

Banyaknya PTSA Lingkaran (6,18)

1.
Label simpul:
16 12 10 8 2
Label busur:
7345611

Label simpul:
1108612 5
Label busur:
7294311

3.
Label simpul:
2 610 11 9 4
Label busur:
5817312

4.
Label simpul:
211 9410 6
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(lanjutan)

| 4 saeensote - b

Jocument, open the latest version or save a copy. Save a Copy

Label busur:
5378112

5.
Label simpul:
21210495
Label busur:
6187311

6.

Label simpul:
210 7 5 12 &
Label busur:
8111 3 4 9

Banyaknya PTSA Lingkaran(6,19) = 6

1.
Label simpul:
11184893
Label busur:
7210 65 12

2.
Label simpul:

[4 saeenaofs - b |

ocument, open the latest version or save a copy. | Save a Copy

1351112 4
Label busur:
5872610

3.

Label simpul:
17531238

Label busur:

941162 10

4.

Label simpul:
1711368
Label busur:
g 45122 10

5.

Label simpul:
24091173
Label busur:
610 18 5 12

6.

Label simpul:
2117 394
Label busur:
8112’5 6 10

T

locument, open the latest version or save a copy. Save a Copy

| 4 saeensors |

Iacumient, open the Iatest version oF save @ <opy. Save a Copy

Banyaknya PTSA Lingkaran(6,20) = &

-

Label simpul:
17 46 10 2
Label busur:
9512 38 11

Banyaknya PTSE Lingkaran(6,21) = 1

1.
Label simpul:
135267
Label busur:
10 9 8 12 4 11

2.

Label simpul:
142385
Label busur:
10 8 12 7 6 11

3.
Label simpul:
159423
Label busur:
10 7 6 12 8 11

Banyaknya PTSA Lingkaran(6,22)
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