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ABSTRAK

Nama : Rizgi Marlinda
Program Studi : S1 Matematika
Judul : Penentuan Banyak Kelas Laten Optimal pada Latent Profile Model

Tugas akhir ini secara umum bertujuan untuk membahas latent profile model
yaitu suatu model yang menghubungkan sejumlah variabel indikator yang bersifat
kontinu dengan variabel laten kategorik yang dibentuknya. Kelas-kelas dari
variabel laten pada latent profile model disebut kelas laten. Tiap kelas laten
memiliki profil yang dapat diwakili oleh vektor mean dan vektor variansi dari
variabel indikator pada tiap kelas. Dalam analisis laten profil, yang akan
dilakukan adalah membentuk kelas dari variabel laten berdasarkan sejumlah
variabel indikator kontinu sedemikian sehinga di dalam setiap kelas laten,
variabel-variabel indikator akan saling bebas, kemudian menentukan mean dan
variansi (profil) dari variabel-variabel indikator pada setiap kelas laten.
Penaksiran parameter dalam latent profile model menggunakan taksiran
maksimum likelihood, yang diselesaikan dengan algoritma EM (Expectation-
Maximization). Kecocokan model dan banyaknya kelas laten optimal dalam latent
profile model diuji dengan uji rasio likelihood. Metode tersebut akan diterapkan
untuk membentuk kategori dari variabel laten “tingkat mengatur diri sendiri”
berdasarkan variabel indikator “tingkat ketaktergantungan”, “skor tanggung
jawab, dan “tingkat ketenangan” pada mahasiswa baru matematika FMIPA Ul
angkatan tahun 2010. Hasil analisis data menunjukkan bahwa tingkat mengatur
diri sendiri pada mahasiswa baru matematika FMIPA Ul angkatan 2010 dapat
dikategorikan menjadi 2 kelas.

Kata kunci . latent profile model, variabel laten, algoritma EM, taksiran
maksimum likelihood, uji rasio likelihood.

xii+51 halaman : 4 tabel
Daftar Pustaka : 10 (1976-2008)
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ABSTRACT

Name : Rizgi Marlinda

Study Program : S1 Mathematics

Title : Determining the Number of Optimal Latent Classes in Latent
Profile Model

This final project, in general aims to discuss the latent profile model. The latent
profile model is a model that links a number of indicator variables that are
continuous with the establishment of categorical latent variables. The classes of
latent variables in latent profile model called latent class. Each latent class has a
profile that can be represented by the vector mean and vector variance of indicator
variables in each class. In the latent profile analysis to be done is to form a class
of latent variable based on the number of variables indicators such continuous so
that within each latent class, the indicator variables are independent, then
determine the mean and variance (profile) of the indicator variable in each latent
class. Parameters estimation in latent profile model using maximum likelihood
estimation, which is solved by EM algorithm (Expectation-Maximization). The
goodness of fit for model and the number of optimal latent classes in latent profile
model was tested with likelihood ratio test. This method will be applied to form
the category of latent variable "level of self management" based on the indicator
variables "level of independency”, "responsibility score, and " level of tranquility
" in new students of Mathematic FMIPA Ul 2010. The results of data analysis
showed that levels of self management for new students of Mathematic FMIPA
Ul 2010 can be categorized into 2 classes.

Key words  : latent profile model, latent variable, EM algorithm, maximum
likelihood estimator, ratio likelihood test.

xii+51 pages : 4 tables
Bibliography : 10 (1976-2008)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam beberapa disiplin ilmu, seperti pendidikan, psikologi dan
kesehatan, banyak penelitian dimana nilai dari variabel yang akan diamati atau
diteliti tidak dapat diukur secara langsung, melainkan diukur melalui beberapa
variabel lain. Variabel yang tidak dapat diamati secara langsung ini disebut
sebagai variabel laten. Sedangkan variabel yang mengukur variabel laten dan
dapat diukur secara langsung disebut sebagai variabel indikator.

Dalam bidang psikologi atau pendidikan terdapat beberapa variabel laten
yang bersifat kategorik dan dibentuk oleh variabel indikator yang bersifat kontinu.
Sebagai contoh pola asuh orang tua, yang mempunyai kategori otoriter,
demokrasi, permissive dan neglect, diukur oleh variabel kontinu demandingness
dan responsiveness. Terkadang terdapat variabel laten dimana kategori dari
variabel tersebut lebih dipentingkan atau lebih memberikan arti dibandingkan
nilai kontinunya jika nilai tersebut ada. Sebagai contoh adalah variabel laten
tingkat mengatur diri sendiri yang dibentuk oleh variabel indikator tingkat
ketaktergantungan, skor tanggung jawab dan tingkat ketenangan yang bersifat
kontinu. Kategori dari variabel laten tingkat mengatur diri sendiri (rendah dan
tinggi) lebih memberikan arti dibandingkan skor kontinu untuk variabel tersebut.
Oleh karena itu, pembentukan kelas-kelas dari variabel laten perlu diperhatikan.

Model matematika yang bertujuan untuk menghubungkan sejumlah
variabel indikator dengan suatu variabel laten yang dibentuknya disebut model
variabel laten. Jika variabel indikator bersifat kontinu dan variabel laten yang
dibentuknya bersifat kategorik maka model variabel latennya disebut latent
profile model. Kelas-kelas dari variabel laten pada latent profile model disebut
kelas laten.

Karena variabel laten merupakan variabel yang tidak dapat diukur secara

langsung, tetapi diukur berdasarkan sejumlah variabel indikator, maka

1 Universitas Indonesia
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pembentukan kelas laten hanya dapat dilakukan berdasarkan nilai dari variabel
indikatornya. Demikian juga ciri atau profil pada setiap kelas laten akan diwakili
oleh ciri atau profil dari setiap variabel indikatornya (mean dan kovariansi dari
variabel-variabel indikator).

Pada prinsipnya latent profile model akan membentuk kelas-kelas laten
berdasarkan sejumlah variabel indikator kontinu sedemikian sehingga di dalam
setiap kelas laten, variabel-variabel indikator akan saling bebas. Yang menjadi
permasalahan dalam latent profile model adalah bagaimana menentukan banyak
kelas laten optimal yang cukup untuk menjelaskan variasi dari variabel indikator
dan bagaimana mengelompokkan individu ke dalam kelas laten yang terbentuk.
Dalam tugas akhir ini pengelompokkan individu ke dalam kelas laten tidak
dibahas.

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan dalam tugas akhir ini adalah bagaimana menentukan

banyak kelas laten optimal yang cukup untuk menjelaskan variasi dari variabel

indikator dalam latent profile model.

1.3 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan dari tugas akhir ini adalah menentukan banyak kelas

laten optimal yang cukup untuk menjelaskan variasi dari variabel indikator dalam

latent profile model.

Universitas Indonesia
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1.5

Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam tulisan ini adalah:

1. Kelas laten yang terbentuk bersifat kategorik nominal (keordinalan
kelas laten tidak diperhitungkan).

2. Pengelompokkan individu ke dalam kelas laten yang terbentuk tidak

dibahas dalam tugas akhir ini.

Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan pada tugas akhir ini adalah sebagai berikut:
Bab 1 Pendahuluan
Bab ini berisi latar belakang masalah, permasalahan,

pembatasan masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan.

Bab 2 Landasan Teori

Bab ini berisi pembahasan mengenai konsep dasar yang akan
digunakan dalam pembentukkan latent profile model, meliputi mixture
distribusi, taksiran joint maksimum likelihood, algoritma EM

(Expectation-Maximization), dan uji rasio likelihood.

Bab 3 Latent Profile Model

Bab ini berisi pembahasan mengenai latent profile model,
penaksiran parameter, algoritma EM (Expectation-Maximization), uji
kecocokan model dan menentukan banyak kelas optimal dari variabel

laten yang dibentuk.

Bab 4 Contoh Aplikasi Pembentukan Kelas Laten pada Variabel
“Tingkat Mengatur Diri Sendiri”
Bab ini berisi penerapkan latent profile model pada kasus

“Membentuk kategori dari variabel laten “tingkat mengatur diri sendiri”

Universitas Indonesia
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berdasarkan variabel indikator “ tingkat ketaktergantungan”,  skor

5

tanggung jawab”, dan “tingkat ketenangan” pada mahasiswa baru

Departemen Matematika FMIPA Ul angkatan tahun 2010”.

Bab5 Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dan saran.

Universitas Indonesia
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Bab ini membahas beberapa pengertian dasar yang diperlukan pada
pembahasan bab-bab berikutnya, yaitu mengenai mixture distribusi, taksiran joint
maksimum likelihood, algoritma EM (Expectation-Maximization) dan uji rasio
likelihood.

2.1 Mixture Distribusi

Misalkan terdapat variabel random Xy, X,,..., Xc dengan pdf fy, fio, ...,
fyc. Sebuah variabel random Y disebut mixture dari variabel random Xi, X»,..., Xc

jika mempunyai pdf sebagai berikut

fo(y)=a, fy, (V) +a, frp () +otac fie (¥) (2.0)

Dimana a; > 0 dan X a; = 1; a; disebut bobot dari “pencampuran” atau mixing

probabilitas (Stuart A. Klugman).

2.2 Taksiran Joint Maksimum Likelihood

Misalkan Y3, Ya,..., Y, adalah suatu sampel random berukuran n dari
suatu distribusi dengan pdf f(y;#) yang bergantung pada @ = (04, 0-,..., ) € 2,
Q adalah ruang parameter. Karena @ = (61, 6s,..., 6,) merupakan suatu vektor
maka salah satu metode untuk mencari taksiran untuk @ adalah taksiran joint
maksimum likelihood. Dalam melakukan penaksiran joint maksimum likelihood

ada beberapa tahapan yang harus dilakukan.
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Pertama, cari pdf bersama dari Yy, Yo,..., Yy vaitu f(ys, y2,....yn;0).
Karena Yi, Ya,..., Y, merupakan sampel random maka pdf bersama dari Y1,

Yo,..., Yn dapat dinyatakan sebagai:
f()’1,3’2,...,)’n; 9) = f1;:0).f(y2:0). . f(y; 6) (2.2)

Kedua, cari fungsi likelihood yang merupakan pdf bersama dari Y1, Ya,..., Y,
yang dianggap sebagai fungsi dari @, sehingga persamaan (2.2) dapat ditulis
sebagai berikut, sebut L(6).
L(8) = f(y1.Y2...Yn3 6)
=f1;0). f(y2;6).-+. f (yn; 6)
= [li=1 f (vi; 6) (2.3)
Ketiga, cari taksiran dari #. Dalam metode penaksiran joint maksimum likelihood,
taksiran dari @ diperoleh dengan menemukan nilai @, sebut 8, yang
memaksimumkan fungsi likelihood. Maka & disebut taksiran joint maksimum
likelihood dari #.
Karena nilai # yang memaksimumkan L(#) sama dengan nilai 6 yang
memaksimumkan InL(&) sebut 1(#) (bukti diberikan di lampiran 1) maka
seringkali taksiran joint maksimum likelihood dari @ dicari dengan

memaksimumkan 1(@), sehingga persamaan (2.3) menjadi:
1(6) = In L(0) = In (I1i=, f (vi; 6))
=iz ln f(yi; 0) (2.4)

Nilai @ yang memaksimumkan 1(#) dapat diperoleh dengan mencari solusi

simultan dari persamaan

S;(0) = a%_l(e), untuk j =1, ..,m
1 0

Adakalanya sistem persamaan (2.5) dapat diselesaikan secara analitik. Jika tidak,

suatu prosedur numerik dapat digunakan.
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2.3 Algoritma EM (Expectation-Maximization)

Algoritma EM merupakan suatu algoritma yang bersifat iteratif yang
biasanya digunakan untuk mencari MLE dari parameter dalam model variabel
laten. Misalkan X adalah suatu variabel laten dengan C kategori dan Yy, Yo, ..., Y
adalah variabel indikator yang mempunyai joint pdf f(y,;6). Misalkan I(y, )
adalah fungsi log likelihood dari Y.

I(y, 6) = log [f (y:0)] (2.6)

Misalkan f(y, x, 6) adalah pdf bersama dari Y dan X, dengan 6 adalah
parameter dalam model. Karena, seperti yang telah dinyatakan pada pemisalan
awal, X adalah variabel laten, maka salah satu cara untuk mencari taksiran ¢ yang
memaksimumkan fungsi likelihood dari Y adalah dengan menggunakan algoritma

EM. Prinsip dari algoritma EM dapat dijelaskan menjadi 2 bagian sebagai berikut:

1. E-Step
E-step dilakukan untuk mencari E [log[f (x, y, 8,)]|y, 84—, ] dimana:
0,_, adalah taksiran @ pada iterasi ke-(t-1), t =1, 2,...
0, adalah nilai @ pada iterasi ke-(t).

6, adalah suatu nilai taksiran awal yang diberikan.

2. M-Step
Pada M-step, maksimumkan E [log[f (x,y, 01|y, 8¢-1] dengan cara
menurunkannya terhadap 6, untuk mendapatkan taksiran 6, pada
iterasi ke-(t), sebut ;.
Proses E-step dan M-step ini akan dilakukan terus secara iteratif sampai
didapatkan suatu estimasi untuk @ yang konvergen atau |9t - ét_1| cukup kecil.
Iterasi algoritma EM seperti yang dijelaskan melalui E-step dan M-step diatas

akan meningkatkan nilai I(y, 6), pada setiap iterasinya (Welling).
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2.4 Uji Rasio Likelihood

Uji rasio likelihood adalah suatu metode yang digunkan untuk menguji
hipotesis Ho: @ € w terhadap hipotesis alternatif H;: @ € £, dengan £ adalah
ruang parameter keseluruhan dan w adalah ruang parameter dalam Hy, @ < 0.

Misalkan terdapat variabel random Yj, Y»,..., Y, yang memiliki pdf
f(yi; 04,65, +++,6,) untuk i =1, 2, ..., n. Parameter-parameter dari populasi
0.,0,, -, 6, dimisalkan berada pada ruang parameter . Misalkan @ merupakan
subset dari 2 dan akan diuji hipotesis Hy: (84, 85, :*-, 8,,) € w terhadap
H: (04,0, -,0,,) € Q. Definisikan fungsi likelihood sebagai berikut:

Sebut pdf bersama dari Y3, Y»,..., Y, pada saat (64, 8,,+,6,,) € ®:

L(®) = %y fi(7i: 01,65, 0)

dan sebut pdf bersama dari Yi, Y»...., Y, pada saat (64,65, -, 6,,) € 2:

L) = [[iz1 fi(i; 01,02, , 6m)
Pandang rasio dari kedua fungsi likelihood di atas adalah sebagai berikut:

. _ Lo

L(2)
Nilai 2~ tidak dapat digunakan sebagai statistik uji untuk menguji Ho terhadap H;
karena nilai L(w) dan L(£2) biasanya tidak diketahui.

Definisi 2.1 (Hog & Craig, 1995)

Misalkan L (&) adalah nilai dari fungsi likelihood dengan @ yang
memaksimumkan L(ew) dan L(£) merupakan nilai dari fungsi likelihood dengan
Q yang memaksimumkan L(£2). Rasio dari L(&®) terhadap L(Q) disebut rasio
likelihood dan dinotasikan sebagai berikut

1= L(@)

= m (2.7)

Universitas Indonesia

Penentuan banyak..., Rizgi Marlinda, FMIPA Ul, 2010



Nilai A dapat dicari dan dapat digunakan sebagai statistik uji untuk
menguji Ho terhadap H;. L(®) dan L(£2) bernilai positif sehingga A juga akan
bernilai positif, atau A > 0. Kemudian karena & adalah subset dari 2, maka L(®)
< L(£). Karena L(@) < L(#), maka nilai A < 1. Jadi, diperoleh0 < A = % <
1. Apabila 4 =0 maka L(@) =0, Ho ditolak. Jadi, Ho akan ditolak apabila A
bernilai kecil (mendekati 0). Misalkan A, adalah suatu bilangan positif sedemikian
sehingga Hy: (64, 64, -, 6,,,) € @ akan ditolak apabila A(xy, X, ..., X;) = A < Ao.

Misalkan o adalah tingkat signifikansi yang dipakai dalam pengujian.

a = PrlA(xy, x3, -, %) < Ag; Hpl.

Jika pdf dari statistik 4 = A( X1, Xo,..., X;) dapat diketahui untuk Hy benar, Ao
dapat ditentukan, sedemikian sehingga @ = Pr{A(xy, x5, -, X)) < Ao; Hpl.
Namun, seringkali, di bawah Hy benar, sulit untuk menentukan distribusi dari A =
M X1, Xa,..., Xp). Oleh karena itu tidak mungkin untuk menemukan Ao
sedemikian sehingga a = Pr{A(xy, x5, -+, X,) < Ag; Ho].

Karena distribusi dari statistik 4 = A( Xy, Xa,..., X,) sulit ditentukan,
maka dicari statistik uji lain yaitu L> = - 2 In 4 (log rasio likelihood). George G.
Roussas dalam bukunya yang berjudul A Course in Mathematical Statistics
menunjukkan bahwa — 2 In A akan berdistribusi y2, dimana r = dimensi 2 —

dimensi w.
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BAB 3
PENENTUAN BANYAK KELAS LATEN OPTIMAL PADA LATENT
PROFILE MODEL

Pada bab ini akan dibahas mengenai pembentukan kelas pada latent
profil model, penaksiran parameter pada model, uji kecocokan model dan

menentukan banyak kelas laten optimal.

3.1 Model

Latent profile model merupakan suatu model yang menghubungkan
sejumlah variabel indikator yang bersifat kontinu dengan variabel laten kategorik
yang dibentuknya. Kelas-kelas dari variabel laten pada latent profile model
disebut kelas laten. Misalkan Y1, Y»,..., ¥, adalah variabel indikator yang bersifat
kontinu dan membentuk suatu variabel laten X yang bersifat kategorik dengan C
kategori. Asumsikan bahwa setiap variabel indikator berdistribusi normal pada
setiap kelas. Suatu individu akan memberikan jawaban (respon) untuk setiap
variabel indikator. Misalkan yix adalah respon individu ke-k terhadap variabel
indikator Yi, k=1,2, ..., K;i=1,2, ..., n. Sebut y, = (Yik, Y2k, - -, Ynk) adalah
respon individu ke-k untuk n variabel indikator Y, Y, ..., ¥5. Sebut:

P(x) = probabilitas suatu individu berada pada kelas laten ke-x, dimana x

S W

Misalkan f(y) adalah pdf bersama dari n variabel indikator. Sebut
f (yy) adalah nilai f(y) untuk individu ke-k. Misalkan f(y|X = x) adalah pdf
bersama dari n variabel indikator jika diketahui X = x dan f(yx|X = x) adalah
nilai dari f(y|X = x) untuk individu ke-k. Tiap kelas pada variabel laten

memiliki vektor mean dan vektor variansi yaitu
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u, = vektor mean dari variabel indikator pada kelas ke-x, contohnya:

U1 [25V) Uic
B , MZ = B . ”C = .
Unc

Hn1 HUn2
Ui = mean dari variabel indikator ke-i pada kelas ke-x, i=1,...,n;x=1,....C

"=

dan

0,2 = vektor variansi dari variabel indikator pada kelas ke-x, contohnya:

2 2 2
, 011 . 012 A O1c
61 = E 5 0-2 = 2 . GC ™~ E
2 2 2
On1 On2 Onc

0,2 = variansi dari variabel indikator ke-i pada kelas ke-x, i=1,...,n; x=1,...,C
Jika tiap kelas dapat diwakili oleh vektor mean ., dan vektor variansi o, > maka
f(y|X = x) dapat ditulis dengan f(y|p,, 0,2).

Jika Y1, Yo, ..., Y, merupakan variabel indikator yang saling bebas dan
berdistribusi normal pada setiap kelas laten maka untuk tiap kelas f (¥, 652)

dapat dituliskan dengan

folp,, 0,?) =TI i@l 0%

AR 1 _\m (y_.uix)z

_ [ = Uix\/ﬁ] e [ (=1 20,2
Karena X adalah variabel laten yang bersifat kategorik yang dibentuk oleh
variabel indikator kontinu Yy, Y, ..., ¥, maka pdf bersama dari y dapat dituliskan
sebagai mixture distribusi dari y untuk setiap kelas dari variabel laten X atau

dengan perkataan lain dapat dituliskan dengan
f@) = P)f(ylug, 01%) + -+ POfYIpc, 0c?)
=21 Pf (v 1y, 0:7) (3.1)

dimana P(x) >0 dan X¢_, P(x) = 1.
Persamaan (3.1) disebut latent profile model dimana P(X), u;,, dan o;,2
merupakan parameter dari model yang akan ditaksir. Dari persamaan (3.1) nilai

f () untuk individu ke-k dapat dituliskan sebagai:
fi) = 251 POOf Dklbr 047)
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3.2 Penaksiran Parameter dalam Model

Salah satu metode yang dapat digunakan untuk menaksir nilai parameter-
parameter dalam latent profile model adalah metode joint maksimum likelihood.
Misalkan terdapat K individu yang diamati. Karena antar variabel indikator dalam
satu kelas saling bebas maka didapatkan fungsi likelihood untuk latent profile

model adalah sebagai berikut:
L(y; Pfﬂxrcxz) e Ik(=1f(yk; 0)

= [T¥=1[X%=1 PO f Wil s 052)] (3.2)

dimana P = (P(1), ..., P(C)), ty = (U11s eer Bn1 s o r Hizs o » B ), daN 0,2 =
GV & Y. W)

Prinsip dari metode ini adalah mencari taksiran dari P(X), u;, dan o;,2, i
=1,...,n,x=1, ..., C yang secara bersama memaksimumkan fungsi likelihood.
Mencari nilai taksiran parameter P(X), u;, dan o;,2 sebut P(x), Tii,dan G2 yang
memaksimumkan bentuk logaritma dari fungsi likelihood InL(y; P, u,, ,2) akan
memberikan hasil yang sama dengan mencari nilai P(x), Ti;,, dan G2 yang
memaksimumkan fungsi likelihood L(y; P, u,, 6,%). Maka baik L(y; P, pt,, 0,%)

atau InL(y; P, u,., 0,.%) dapat digunakan untuk mencari nilai P(x), fiy, dan G2.
InL(y; P, py, 6x°) = In (ITg=1 f i 9))

= n([T§=1{E5=1 PO Wil 0:7)})
= Yke1 X521 PCOf Wil 0:2)] (3.3)
Karena terdapat syarat bahwa
TE P =1 34
maka akan dicari nilai P(x), fl;, dan &2 yang memaksimumkan InL(y; P, u,,
6,.2) di bawah pembatasan (3.4). Dengan perkataan lain akan dicari nilai P(x),

fix, dan G2 yang memaksimumkan
Q=InL— y[¥51(P(x) — 1]

= D=1 I[E5o1 PO Dklbe, 02)] = v[E5=1(P() — D] (3.5)
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dimana y adalah pengali Lagrange. Karena diasumsikan setiap variabel indikator

berdistribusi normal maka

(Viki—Hix)?
ZO'ixZ

1
f(yklﬂxJ axz) = [W] - €Xp [_ Z?:l

Taksiran maksimum likelihood bersama dari parameter P(x), u;, dan
o;,2 diperoleh dengan menurunkan secara parsial fungsi Q pada persamaan (3.5)
terhadap parameter P(X), u;, dan 0,2 kemudian disamakan dengan nol. Turunan

parsial pertama dari Q terhadap P(x), u;, dan o;,> adalah sebagai berikut:

aQ _ 0 B c _
IP(x) aP(x)(lnL Y D=1 P(x) — 1])

~ a;(x) k=1 In[X5%21 POOf Vit )] — ¥ [E5=1 P(x) — 1]

— VK f iclttx, 6x%) ay A
k=1 (f(}’k“‘xj sz)P(x)) 4 g

— VK f kb, 0x°) S
=Tha fo0 ) iy

— VK f kit 6x%)
y = i, (Feee)) (3.6)

Kemudian kalikan kedua ruas pada persamaan (3.6) dengan P(x) maka didapat

_ vk (fOrlrnes®)Pe)
yp(x)_z’“l( FO0 )

q 2
= ZII§=1 (f.(:}’k;c('—;l;:;a”)l X = 1; ey C (37)

dimana f (y, x; 1y, 0,>) adalah pdf bersama dari n variabel indikator dan kelas
laten x. Kemudian jumlahkan persamaan (3.7) untuk semua kelas laten, sehingga
persamaan (3.7) menjadi

_ futpa, 01%)++f(y1.Cuc, 0c?)

YP(1) + -+ yP(C) = ~ 4ot
f(thl;ul' 012)+"'+f(yK,C;Hc, O'CZ)
fk)
_ S f(y1xipe, 0x?) Y61 F(yr Xty 052)
y(P(1) + -+ P(C)) = = R et
c — 'K Zg:l f(J’k,x:Mx, sz)]
¥ 2= P = Zi=n [ Fi)
vk [FfOwr
rd = Lk [f(yk)
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11
=K (3.8)

Substitusikan persamaan (3.8) ke persamaan (3.7) menjadi

f(y X B, o'xz)
KP(x) = I"(:l( kf(yk) )

sehingga didapat taksiran untuk P(x) yaitu

e 7y )

p (3.9)

P(x) =

Karena P (x) merupakan fungsi dari p, dan o, maka penyelesaian secara
langsung sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu dibutuhkan suatu algoritma untuk

memperoleh nilai taksiran dari P(x) yang akan dibahas pada sub bab selanjutnya.

Taksiran untuk u;, yaitu

- 251 PG — 11)

0 WUix

= 37 Th N[5y POOf Db, 0.2 — Y[ESms P@) — 1]
= 57 Bk (B PO ki, 0:2)] = 0
= 2SI I[85, PO el 027)]

ZK P(x) af(Yklllx Ox )/aﬂlx]
k=1 5C  PX)f k|02

ZK P(x) af(Yklllx Ox )/aﬂlx]

(i)
af()’kll‘xjaxz) =
=P() Tk (f(yk)) ( Oltix ) =0
Asumsikan bahwa P(x) # 0 maka selesaikan persamaan
K 1 af()’klﬂxna'xz) _
k=1 (f(yk)) ( tix ) - (3.10)
dimana
n (y i ”lx)
af(J’klﬂx'o'xz) 0 exp[ Zi= kz”L 2

Olix Oldix [Hl_1 Jlx\/ﬁ]
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exp|— Zn (Vki= ”Lx)

= 22CDOki—Hix) 20,2
Zoizx [ i=10ixm]
(Yki—tix)
= HEE £yl 02 (3.12)

le

Substitusikan persamaan (3.11) ke dalam persamaan (3.10) sehingga didapat

1 (Vki—Hix)
Ik{zl (f(}’k)) ( yka - f(yk“"xro-x )) =0 (312)
Asumsikan bahwa o berhingga sehingga persamaan (3.12) menjadi
c— s 2
1k(=1 ((YRL ﬂlx;](c}(’i’;clﬂxrax )) ) (313)

Selesaikan persamaan (3.13) untuk u;, sehingga didapat taksiran untuk u;, yaitu

K ([J’kif(J’khlx.dxz)] o [#ixf(J’k|ux,0x2)D —

=0 ) o)
K f(J’kII‘x:sz)-Yki _ VK f(}’klﬂx'axz)-#ix R
"=1( Fi) ) ’<=1( i) ) Y
K f(Yiltxox?)-vii) _ VK f(yilpx.0.*)
2"=1( i) ) - Hix Zk=1( £ ) )
K (fOrlreox®)yii
N - Zk:l( f(J’k) ) 314
.uix A ZK (f(Yklllx;C’xz)) ( . )
k=1\"" r(vi)

Karena fi;, juga merupakan fungsi dari u, dan o,2 maka penyelesaian secara
langsung sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu dibutuhkan suatu algoritma untuk
memperoleh nilai taksiran dari u;, yang akan dibahas pada subbab selanjutnya.

Selanjutnya taksiran untuk ¢ yaitu

7] a
“2==2(nL- y [, P(x) - 1])

= oz Zhes (St PCOF Okl 0:2)] = ¥[S6my PCO) — 1]

= ai YK In[ESs PO f Vil e, 0,2 — 0
= aiz’,s In[%5-1 P()f Wil 0:7)]

ZK P(x) af()’klﬂx axz)/aalx]
k=1 3¢ PCOf ilpxox?)
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_ yx P()[0f (yi|px,0x2) /002]
k=1 f k)

P B (7o) (Lem) = 0

Asumsikan bahwa P(x) # 0 maka selesaikan persamaan

K 1 af(yklux,ax2)> _
fe=1 (f(yk)) ( 302, =0 (3.15)
dimana
n (ykl H’lx)
af(ﬁ)’klﬂx'a'xz) N 0 exp[ Y- ]
adizx R aoizx [Hi=1 le\/ﬁ]
= = - _yn Gk’
e ool [([H?:lﬂix\/E])'exp( =1 24,2 )] (3.16)
Misalkan
= = _yn  Qkkin)®
o ([ml:l "ix\/ﬁ]) dan = exp( =17 25,2 )

turunan dari u dan v adalah sebagai berikut:

o= v _ 0 ( 1 )
002 0052 [Hln:lo'ix\/zn]

_ _0 (O'sz) i
B 00x” \/ﬁ[l'l?;fdixm]

—3/2
120
Var([1}5} oixV2m]
_ -1
Zaixzaix\/ﬁ[l_[?:]1 O'ixm]
=1

20,2 [H?=1 Uix\/ﬁ]

dan

ov d [ ( Yri—Hi )2)]

! n L X

v = = ex —_—1 T
002 00y 30,2 p =1 24,2

_ 20— Hix)? ex (_ n (J’ki—ﬂix)z)]
(20x2)? p =1 20,2

_ ki—Hix)? _yn (Yki_#ix)z)]
- 2(0i52)? [exp( i=1 20,2
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Maka persamaan (3.16) menjadi

af(Yklﬂx'axz) _ 0 1 (_ n (Yki_ﬂix)z) o '
AT T A AN ) hak
— | ~1 _yn M)
N 20,2 [H?=1 Gixm] -eXp ( i=1 20,2 +

[ ki—tix)? _yn Ori—pin)? 1
| Z(O'l‘xz)z [exp ( i=1 Z(Tixz )] ) [H?=1 Gix\/ﬁ]

Ori—tix)
rim i
L enfoghen)
= ’ +
2052 [H?:l TixV 2”]

2
_yn Vki=Hix)
ri—Hix)* exp( Yiz 20, )

2(0jx2)? : [H?:l O'ixm]

p—1

i Hix)?
= |55 fOulRra D] + |2 f il 0,2 |

_ZO'ixz
i 2y [Ori—pi)® 1
_ S klpxox®) [Grimpi)®
T 20p2 Oix? 1] (3.17)

Substitusikan persamaan (3.17) ke dalam persamaan (3.15) sehingga

didapat

,}gzl( 1 ).(f(J’klﬂx:sz) Wki—pix)® 1]) —0 (3.18)

F i) 2052 Tix?

Asumsikan bahwa o berhingga sehingga persamaan (3.18) menjadi

K_ (f(J’l}|(I;aZ;Tx2)) _ ((yk;—;xﬂ . 1) =0 (3.19)

Selesaikan persamaan (3.19) untuk a;,> sehingga didapat taksiran untuk o;, 2yaitu

sE_ (f(yklux.axz)) _ ((yki—uix)z i 1) —0

f(yk) Gixz
Kk (fOrlreos®) (Grimpid?  oid®) _
k=1 ( i) ) | ( Tix? aixz) =0 (3.20)

Asumsikan bahwa o berhingga sehingga persamaan (3.20) menjadi

f X xz
k=1 (—(yl}l(l;k;’ )) (ki — ix)? —05*) =0
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Zlg:l( f(yklux,axZ)(yki—uix)z] _ f(yklux,axz)aixz]) —0

Fi) F )
K f(J’klllx'sz)(Yki_ﬂix)z _ VK f(J’k|I‘x'ax2)‘7ix2 _
2"=1( o ) k=1( Fo ) =0
K f(YklﬂxJaxz)(yki_/"ix)z _ -~ 2VK f(}’klﬂx'a'xz)
Z"=1( F) ) ~ Tix ’<=1( F) )
v 1(f(yk|”x"’x§)-(3’ki_”ix)2)
~ 2 _ 7 f(vk
Ojx — K <f(}’k|#xr0x2)) (3.21)
k=1 f(k)

Karena 6,,> juga merupakan fungsi dari p, dan a2 maka penyelesaian secara
langsung sulit untuk dilakukan. Oleh karena itu dibutuhkan suatu algoritma untuk
memperoleh nilai taksiran dari 0;,% yang akan dibahas pada sub bab selanjutnya.
Untuk menyelesaikan taksiran maksimum likelihood dari P(x), u;,, dan o;,* akan

digunakan algoritma EM (Expectation-Maximization).

3.3 Algoritma EM (Expectation-Maximization)

Seperti telah dijelaskan dalam bab sebelumnya, algoritma EM adalah
suatu proses iteratif untuk menghitung taksiran maksimum likelihood yang

dilakukan dengan 2 tahap, yaitu tahapan E-step dan M-step.

1. E-step (langkah ekspektasi)

Seperti telah dijelaskan dalam Bab 2, dalam E-step akan dicari

E [ln[f(x, Y Bt)]lylat—l] = dxIn[f(x,y, et)]f(xlyiat—l)- Dalam latent
profile model, tahapan E-step dilakukan untuk mencari ekspektasi dari

In[T1EZ, P(x) f Vil itx, 0, 2)] untuk setiap kelas-x dari variabel laten X.
E [ln[f(X, y,0)] |y' at—l] =

E [ln [Hllg=1 (P(X)(t)f(ykmx, o‘xZ))] |}’k, BV, ﬁix(t_l)ﬁixz(t_l)]
dimana:

i (D)2
2y |1 _yn  ri—Hix9)
f(yklﬂxi Oy ) - [ n o op® /_211] - €Xp [ i=1 20,2
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P(x)® adalah nilai P(x) pada iterasi ke-t
1D adalah nilai u;, pada iterasi ke-t

0, 2® adalah nilai o;,% pada iterasi ke-t
E [ |-y (PO f (it 0:2))] |yie PGOE™, 10,6,
= %5 [in [ (PO f Gl 0.2
Pr(x|yp, P(x)ED, f, Y, 6l-x2(t_1))] (3.22)

dimana

i [[1y (PCOOF il 022 )| = ZEe, [P Of Gl 0,2)]
= Z’k(=1[lnp(x)(t) ™ lnf(yklﬂxf O-xz)]
_yn (Yki—uiX—(t))zl]

exp i=1 Zaixz(t)

= k=1 InP(0)® +¥¥_; In

[ T 0ixON2n

= B, PO + B, [« (i, S (Mo -

Zc'ixz(t)

(., lnaix(t))] (3.23)

sebut Pr(x|ys, PO, 4, 7, 6,2¢) = TGV  x=1,..,Cik=1,...,K

maka berdasarkan Teorema Bayes

5 (t-1) p, (E=1) » 2(t-1)) _ Pr(X=x).f (Vk|Mx.0:°)
Pr(xlykﬁ P(x) ) .ulx ) O-lx ) 2§=1PF(X=x)-f(yk|ﬂx:Ux2)

=1 _ p(x)(t_l)-f(}’k|ﬁx,(t_1)6x2(t_1))
s Zg=1 p(X)(t_l),f(yk|ﬁx'(t_1)ax2(t—1))

(3.24)

Substitusikan persamaan (3.23) dan persamaan (3.24), ke dalam
persamaan (3.22) menjadi

E [ln [l_[lk(zl (P(x)(t)f(yklux; o-xZ))] |yk, p(x)(t—l)'ﬁix(t—l)’é_\ixz(t_l)]
(D)2
= 3 (S ipGO© + B [~ (s, Qe

ZO'l'xz(t)

(% l"(2”)) -k lnaix(t))]) . (T,S;U)] (3.25)
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2. M-step (langkah maksimisasi)
Setelah melakukan E-step, langkah selanjutnya adalah melakukan M-

step, dimana pada proses ini akan dicari nilai taksiran untuk P(x)®, p;,®, dan

01,2 (® yang memaksimumkan

E [in [ (PCOOS Obliter )] Iy PO, 150,32
i ix(t) ’
- Zgzl[( K, mP@)® + 3K, [—( D))
(mn@n) - (B, o)) (15

yang didapat pada E-step.

Untuk mencari nilai taksiran dari P(x)®, u;,?, dan ¢;,2®) yang
memaksimumkan persamaan (3.25) diperoleh dengan menurunkan secara parsial
persamaan (3.25) terhadap parameter P (x)®, u;,®, dan 0;,2® kemudian
disamakan dengan nol. Karena terdapat syarat bahwa ¥$_, P(x) = 1 maka akan
dicari nilai P(x)®, u;,, D, dan 0;,,2® yang memaksimumkan

1= E [In[TT5-: (PGS Diltt 0:) |1 PO, i 70,6770

— Y251 P(x) = 1]

26 |(SHa PO+ By [ (31, L) -
(g l”(zﬂ)> = (g anix(t))]> . (Tx(jjl))] — y[ZS, P(x) — 1]

Taksiran dari P(x)® didapat dengan menurunkan | terhadap P (x)® yaitu

aI . 0 (t—1)
T = 3re (B T (T8 )P )@ — yIBEL, P(x) - 11)

a1 _ d (t-1)
aP(1)® — ap(1)® (Z9€=1 Z:Ilz{=1(Tx,k )lnP(x)(t) — y[Z5=1 P(x) - 1])

SR ()
P(1)®
Sk ()
Y

—y=0

P(1)® =

Ko ()

p(C)(t) = S
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Perhatikan persamaan berikut

Z;Cc=1 P(x)=1
P()+--+ P(C)=1

LGS, )

Y Y
The 1( T D +T(t 1))2 1
Y
L1
Y
K
-
14
y=K

Sehingga didapat taksiran untuk P (x)® yaitu

The 1( . 1))

P()® = =

(3.26)

Taksiran untuk p;, © yaitu

2
a__ _ 9 c K n (ri—rix®) [ D]\ _
Ouix®  Opp® (Zx:lzk:l[ 2i=1 20,2 Lk =0

= Yk [_ 2(—1)(;Vki—ulx(t))” -] _ o

Zdixz(t)

= 3K 1[(ykli /;‘Eﬁtc)( ) [T(t 1)] 0

Asumsikan bahwa g;,2(® berhingga sehingga didapat taksiran untuk gu;, ® yaitu
YRl (i — Hix(t))][Tx(sc_l)] =0
Kzl[ykl T(t 1)] [H ® T(t 1)]
S TSP = weO s T

A (D) leg 1[3’kiT(t_1)]
ix - Zk 1T(t 1)

(3.27)
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Selanjutnya taksiran untuk o;,%® yaitu

oI

— 4 Cc (Ykl ﬂlx( )) 1 2(b)
0020 " 90,2 (2x=1 2 [ 2 W -3 ln(al-x )

) =0

2

_ vk | rimni®) 1 (t 1)

- Zk=1 2 2(t) T - 0
Z(O'ixz(t)) ZULx

= Yr-1 [(Yki—#ix(t))z—" z(t)][ T(t- 1) =

2(01,2®)°
Asumsikan bahwa a;,>(® berhingga sehingga didapat taksiran untuk o;,>® yaitu
h=1 :(yki - .uix(t))z = Gixz(t)] [Tx(,t;c_l)] =0
i :(yki = Hix(t))sz(,tk_l)] | [Uix Z(t)Tx('tk_l)] =0
=1 :(yki - Mix(t))ZTx(Ec_l)] — ¥ Tx(,tk_l)

2 —
I D o
Oix = N (t )
1

(3.28)

Proses E-step dan M-step ini akan dilakukan terus secara iteratif
sampai didapatkan suatu taksiran untuk P(x), u;,, dan a;,% yang konvergen atau
didapatkan |P(x)® — P(x) ¢ D], |45® — 0, “ 7P| dan |6,,°© — 6,2, i =

1,...,n;x=1,..., C, yang cukup kecil.

3.4 Uji Kecocokan Model

Dalam pembentukan suatu model diperlukan uji kecocokan model.
Dalam pembentukan latent profile model, uji kecocokan model dilakukan untuk
setiap banyak kelas C > 1, kemudian menentukan banyak kelas optimal yang
memberikan model yang cocok . Uji kecocokan model pada tugas akhir ini akan
dilakukan dengan uji rasio likelihood.

Akan diuji hipotesis sebagai berikut:
Ho : Model cocok untuk suatu C tertentu ; C=2, 3, ....
H, : tidak demikian
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Model cocok untuk suatu C tertentu jika dapat dibentuk C buah kelas laten
dimana variabel indikator di setiap kelas laten saling bebas dan berdistribusi

normal atau dengan perkataan lain model cocok jika:

f) = et POOS ks 827

2
P(x)exp|- Y- M

— ZC 20y
x=1 ?:181'36\/27'[

Hipotesis H; menyatakan tidak perlu dibentuk kelas laten sehingga model dapat

dituliskan sebagai berikut:

exp|— n (ykl “L)]

fo) =k () = e T

Definisikan fungsi likelihood sebagai berikut:

Lo bl IC. . PN, Gl

P(x)exp|- X~ M]

20;

K ZC
=1|<%7g n G2

X

L, = 1T fi )]

exp[ ZTL (Vi .”L) ]“

i k 1

maka rasio likelihoodnya adalah

= [I¥ [z§=1ﬁ(x)f(yk|ﬁx,ax2)]
k I, fil)

Statistik uji yang digunakan dalam uji kecocokan latent profile model adalah
L? = —2InA

Y6y PCOSf Vil 05%)
=—Zln[ K_ ["1 ”
l_[k_l H?:l fl_(yk)

= 2In [Hfﬂ [z,ﬁ:lﬁn(%fiiy(kygxﬁxz)]]
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_ I fiGi)
=2 K_ l =1
Zie=1 " [2§=1P(x)f<yk|ﬁx.ax2)”

=23K, :an?ﬂﬁ(yk)] — In[Z5 PCOf el 3.7

. exp n (ykz P‘l) ] P(x)exp[ Zn (ykzl ﬂlzx) ] ]
= 22]{:1 ln H?lal 2” ln Zx 1 H?—lo_ixm L J

L2 akan berdistribusi 2, dimana r = ro—ry = (Kn — 2n) — (Kn — 2nx — x) = (2nx +
X) —2n. Dimana ry adalah derajat bebas untuk model dibawah Hy dan r, adalah
derajat bebas untuk model dibawah H;. H, ditolak jika L? > y2.

3.5 Menentukan Banyak Kelas Laten Optimal

Untuk memilih latent profile model terbaik, diantara yang cocok, atau
dengan kata lain menentukan banyak kelas optimal yang cukup menjelaskan
hubungan diantara variabel-variabel indikatornya adalah dengan menggunakan uji
rasio likelihood. Akan diuji hipotesis sebagai berikut:

Ho : Model dengan C kelas

H; : Model dengan C + 1 kelas

Pada pengujian hipotesis tersebut, ingin dilihat apakah penambahan kelas laten
pada model signifikan.

Definisikan fungsi likelihood sebagai berikut:

Lo = TT§-a[X5-1 PCOf Wkl 62)]

P(x)exp Zn (Yki— ”Lx)]
= Hlk(:1 Za€=1 ?=101x\/_
Ly = [T§=a[Z53 PO f Vil B 85°)]
P(x)exp[ Zn (Yki— “Lx)]
— H C+1 20 x
le\/_
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maka rasio likelihoodnya adalah

_ Mioa[2%=1 POOf el 8 )]
MK [E5E1 PCOS Dkl 8 ™)]

K 2§=1ﬁ<x>f(yk|ﬁx,ax2)]
k=1 |3CH1 B (x) f (yi i Bx2)

Statistik uji yang digunakan dalam uji kecocokan latent profile model adalah
1> = —=2InA

= | K E§=1ﬁ(x)f(yk|ﬁx.6x2)”
2et [H"=1 [25:% PO f (Vilfix8x")

C+1

_ Kk [Z$31PCOf Wkl x”)
=2in [Hk=1 zgzlﬁ(x)fcykmx,&ﬁ)”

=23 e
L2 akan berdistribusi ¥Z, dimana r = banyaknya parameter yang ditaksir pada
model dengan C + 1 kelas — banyaknya parameter yang ditaksir pada model
dengan C kelas = (2nx + x + 2n + 1) — (2nx + x) = 2n + 1. H, ditolak jika L? > y2.
Jika Hy ditolak maka penambahan kelas laten pada latent profile model signifikan
dan banyaknya kelas optimal setidaknya ada C + 1 kelas. Uji diteruskan sampai
penambahan kelas laten tidak signifikan lagi atau dengan perkataan lain Hp tidak

ditolak dan banyak kelas laten optimal ada sebanyak C.
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BAB 4
CONTOH APLIKASI PEMBENTUKAN KELAS LATEN PADA
VARIABEL LATEN “TINGKAT MENGATUR DIRI SENDIRI”

Sebagai contoh terapan dalam tugas akhir ini, akan dibentuk kelas-kelas
dari variabel laten tingkat mengatur diri sendiri berdasarkan variabel indikator
tingkat ketaktergantungan, skor tanggung jawab dan tingkat ketenangan yang
bersifat kontinu. Dalam hal ini variabel laten “tingkat mengatur diri sendiri”
dalam bentuk kategorik akan lebih mudah untuk diinterpretasikan. Penulis
mengangkat contoh ini karena kemampuan mengatur diri sendiri sangat
diperlukan mahasiswa baru khususnya dalam proses penyesuaian diri dari masa

SMA ke perguruan tinggi.

4.1 Sumber Data

Analisis data dilakukan berdasarkan seluruh mahasiswa baru departemen
matematika FMIPA Ul angkatan 2010. Pengukuran setiap variabel indikator
dilakukan berdasarkan skala likert dengan jarak yang sama. Sharma (1996)
mengatakan bahwa pengukuran dengan skala likert akan menghasilkan skala

interval jika perbedaan kategori yang berurutan sama.

4.2 Analisis Data

Berdasarkan data yang diperoleh penulis, akan dibentuk kelas untuk
variabel laten tingkat mengatur diri sendiri berdasarkan variabel indikatornya
yaitu
1. Y; = tingkat ketaktergantungan
2. Y, = skor tanggung jawab
3. Y3 = tingkat ketenangan
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Data diberikan pada lampiran 8. Pada kasus ini, secara umum latent profile model

dapat dituliskan sebagai:

fO) = E5=1 POYf ¥lpte, 0:%)

untuk suatu C tertentu, C=1, 2....

Dengan menggunakan software Matlab diperoleh nilai taksiran parameter

P(X), ui, dan o;,2 untuk model dengan banyak kelas C tertentu. Untuk setiap

model dengan banyak kelas = C tersebut akan dilakukan pengujian hipotesis

untuk melihat kecocokan model menggunakan uji rasio likelihood dengan statistik

uji L. Selanjutnya akan dipilih latent profile model terbaik yang akan dipilih

menggunakan uji rasio likelihood dengan statistik uji L%

Berikut adalah nilai taksiran parameter P(x), u;, dan o;,2 untuk model dengan

banyak kelas C tertentu.

Tabel 4.1 Nilai Taksiran untuk Parameter P(x) untuk Model dengan
Banyak Kelas C Tertentu.
P(1) P(2) P(3) P(4)
c=1 1
c=2 0.61 0.39
c=3 0.35 0.23 0.42
C = 0.0.24 0.42 0.1 0.24
Tabel 4.2 Nilai Taksiran untuk Parameter pu;, untuk Model dengan
Banyak Kelas C Tertentu.
Hi1 Hi2 Hi3 Hia
C=1 i=1 17.6087
i =2 22.5507
i=3 17.3043
C=2 i=1 17.6531 | 17.5379
i =2 23.0847 | 21.6999
i=3 19.4135 | 13.9437
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C=3 i=1 17.5719 | 14.6879 | 19.2363
1=2 21.599 24.2508 | 22.3967
1=3 13.6985 | 20.3798 | 18.5615

C=4 i=1 14.6489 | 19.2488 | 15.0016 | 18.7363
1=2 23.6134 22421 25.1392 | 20.7011
1=3 16.6508 | 18.6988 | 23.1392 | 13.2016

Tabel 4.3 Nilai Taksiran untuk Parameter a7, untuk Model dengan

Banyak Kelas C Tertentu.

ofi 07 073 o
Cc=1 =1 7.095
i =2 6.104
i= 11.45
C=2 =1 7.35 6.413
1= 4.7646 6.8306
i= 4971 2.9611
Cc=3 i=1 5.5354 2.7172 3.2007
i= 7.312 4.3196 3.5433
i =3 2.7254 8.4822 2.4406
C=4 i=1 2.618 3.1761 3.4262 - Ry
i =2 4.5598 3.5809 2.4122 5.6825
i= 3.1845 2.3316 3.5584 2.6764

Setelah diperoleh nilai taksiran dari tiap parameter, untuk setiap latent

profile model dengan banyak kelas = C, C =1, 2, ..., akan dilakukan pengujian

hipotesis untuk setiap latent profile model dengan banyak kelas C > 1

menggunakan uji rasio likelihood sebagai berikut:

Hipotesis:

Ho : Model cocok untuk suatu C tertentu ; C=2, 3, ....
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H; : tidak demikian
Tingkat signifikansi: a = 0.05

Statistik uji:

3 .
Lzzzziillln[ iy 10 ]l

Y61 PCOS Viclfx0x”)

Aturan keputusan: Ho ditolak jika L* > 2 o5 ; r = 7x — 6.

Dari analisis data didapat bahwa model yang cocok adalah untuk C = 2.
Setelah model cocok, selanjutnya adalah memilih latent profile model

terbaik, diantara yang cocok, atau dengan kata lain menentukan banyak kelas

optimal yang cukup menjelaskan hubungan diantara variabel-variabel

indikatornya dengan menggunakan uji rasio likelihood sebagai berikut:

Hipotesis:

Ho : Model dengan 2 kelas

H; : Model dengan 3 kelas

Tingkat signifikansi: « =0.05

Statistik uji:

231 POOS 0y BsBx)

21 POOf gl y®x)

Aturan keputusan: Ho ditolak jika L* > 2,55 F = 7.
Dari hasil perhitungan didapat bahwa nilai L? = 3.572 < X5 005 = 14.1 sehingga
Ho tidak ditolak.
Kesimpulan: banyaknya kelas untuk variabel laten tingkat mengatur diri sendiri
adalah dua kelas.

Sehingga, latent profile model pada kasus ini adalah sebagai berikut:

FO) =32 PO f (vi| e 8.%)
= 0.61 f(yi|f1,81%) + 0.39 f(yi B2 0,°)

dengan
17.6531 17.5379
p, =|23.0847 |, pn,=|21.6999
19.4135 13.9437
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dan
7.35 6.413
cf =|4.7646 |, c§ =16.8306
4971 2.9611

Jadi, dari analisis diatas dapat disimpulkan bahwa tingkat mengatur diri
sendiri dari mahasiswa baru Departemen Matematika FMIPA Ul dapat
dikelompokkan menjadi dua kelas yaitu:

1.  Mahasiswa yang masuk dalam kelas 1 mempunyai profil:
. mean tingkat ketaktergantungan sebesar 17.6531 dan variansi 7.35
) mean skor tanggung jawab sebesar 23.0847 dan variansi 4.7646
o mean tingkat ketenangan sebesar 19.4135 dan variansi 4.971
dengan probabilitas 0.61.

2.  Mahasiswa yang masuk dalam kelas 2 mempunyai profil:
o mean tingkat ketaktergantungan sebesar 17.5379 dan variansi 6.413
o mean skor tanggung jawab sebesar 21.6999 dan variansi 6.8306
o mean tingkat ketenangan sebesar 13.9437 dan variansi 2.9611
dengan probabilitas 0.39.

Universitas Indonesia

Penentuan banyak..., Rizgi Marlinda, FMIPA Ul, 2010



5.1

5.2

BAB 5
PENUTUP

Kesimpulan

Dalam tugas akhir ini dapat disimpulkan bahwa:

1)

2)

Pembentukan kelas-kelas dari variabel laten kategorik berdasarkan
variabel indikator kontinu dapat dilakukan dengan latent profile
model.

Penentuan banyak kelas laten optimal untuk variabel laten dapat
dicari dengan menggunakan uji rasio likelihood berdasarkan latent
profile model yang melibatkan mean dari variabel indikator,
variansi dari variabel indikator dan probabilitas suatu individu
masuk pada kelas laten tertentu.

Mean dari variabel indikator, variansi dari variabel indikator dan
probabilitas suatu individu masuk pada kelas laten tertentu ditaksir
dengan metode joint maksimum likelihood dan diselesaikan dengan

algoritma EM (Expectation-Maximization).

Saran

Tugas akhir ini dapat dilanjutkan untuk pengelompokkan individu-
individu ke dalam kelas laten yang terbentuk.
Tugas akhir ini dapat dilanjutkan untuk melibatkan sifat

keordinalan dari kelas laten.
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a0, =0
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(lanjutan)

aan(e)

oL(0) L aL(B)
o = L0 =L(0).—— = L(6).0=0
. oL _
T =0
aLO)
[ ] E = O
aL@6) 1 aL(e) aan(e)
8, = L(O).— oL L(@).——== L(6).0=0
oL(O) _
90, 0
aL@6)
i 90, 0
aL(B) 1 9L0) _ aan(o)
0m )75 L(®) 96, L(6). =5 — = L(6).0=0
. oLe)
T 0
9%L(8) -
° 20,2 <0, 1=1,....m
9’L() _ 1 [0%mL(®) 5 aL(8) 2]
62— LO)| 06;° e (aei)
_ 1 [d%mL(6) >
- L(@)-[ o L(6)? + 0|
2
=2 ;2?6).L(0) <0.L(8) =0
9%L(0) :
20,2 <0, 1=1,...,m
B IORIONN R ION = _ o
o D= 207 " 00/ <ae,-aei) >0, 1=1,....m, J=1,...m, 1#]
dimana
22inL(9) aL(0))”
92L(0) _  06;° 'L(9)2+(69z) i1 m
aeiz - L(B) ’ LRREE)
aZan(o) L(0)2+ <m>2
02L(8) 99, 26; 1 m
20> L(9) e
821nL(6) AL(8) IL(6)
o16) _ 0,001 20, a0, i=1,...m j=1..m, i#
aejaei_ L(B) ] ) ) 1 J 9y 1 J
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(lanjutan)

2
82InL(9) 2 (aL(a))Z 82InL(6) 192+ (21O
30.2 —=.L(0)*+ —aei 0.2 6)°+ 36,

— i J
b= L(8) ' L(8)

821nL(0)

)2 4 OL(O) 9L©) 2
26,30,

BGJ a6;

.L(6

L(6)

1 |a2mLe) 82inL(6) , aL(8) oL(0))>
E L(O)zl 26> " 26;° B ( 20; ae,-)

82InL(6) (6L(0)

—o ) L6 l

02inL(0) [3L(8)\> 5
06;* '(aej) @ 20,°

IR IO A oL(0) aL(@)\>
L()? [( 39139i> 8RS ( 06; ' 26;

82InL(8) ) aL(o) aL(6)
52 (G L (HREE D)

 L(6)*[02InL(6) azlnL(B) 92InL(0)\°
S LO?| 867 T 867 ( 0699 >

L()> [asz(e) aL(6)\> L 2nl®) (aL(e))2
L@zl 86> "\ 86, 26> "\ 20,

_ 9 0%InL(@) OL(@) JL(O)
00;00; * 86 ~ 20;

02%InL(0) 02InL(0 azlL(e)2 02InL(0
- 10 PO Lo ()] [ o+

26,06, 206;*
0%InL(0) 2005 9%InL(0)
o gV .o.o]
2
_ 2 [02inL(0) 8%inL(0) aZm(a)) 2~
— L(6) [ g TN (aejaei > L(6)2.0 =0

-~ D=

32L(0) 92L(®) _ (9*L@®)) o . o
20,7 " 36,7 (aejae) >0, 1=1,....m, J=1,....m, 1#]

Dengan perkataan lain terbukti bahwa 8 juga memaksimumkan L(@). Jadi,

terbukti bahwa @ memaksimumkan L(0) <> @ memaksimumkan InL(8), 8 = (64,
02’ e em)
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Lampiran 2 Menunjukkan bahwa — log (x) adalah fungsi konveks

Suatu fungsi dikatakan fungsi konveks jika:

Y x4,x, € domain (f) — untuk A € [0,1]

Berlaku A f(x) + (1 =) f(xz) = f(Ax; + (1 —Dxy)
Misalkan f(x) = —log (x),
Maka f'(x) = —~

1

f@ =5
Karena x? selalu bernilai positif, maka f"(x) = xiz > 0.
Berdasarkan teorema: “Jika f (x) dapat diturunkan 2 kali dan f"(x) > 0 maka
f (x) adalah fungsi konveks”,

Jadi, dapat dinyatakan bahwa — log(x) adalah fungsi konveks.
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Lampiran 3 Membuktikan pertidaksamaan Jensen

“Jika f adalah fungsi konveks, dan untuk A; € [0,1] sedemikian sehingga
YA =1, makaberlaku ¥ A; f(x) = fFOT, Aix).”

Bukti:

Misalkan f fungsi konveks, maka berdasarkan definisi fungsi konveks,

V x4, x, € domain (f)— untuk A € [0,1] berlaku A f(x;) +
A =Df(x) = f(Ax; + (1 — Dxy)

Pembuktian pertidaksamaan Jensen akan dilakukan dengan induksi

matematika.

Akan dibuktikan untuk n = 2 pertidaksamaan Jensen benar.
Adib: Jika f adalah fungsi konveks dan untuk A; € [0,1] sedemikian sehingga
2 A; =1, makaberlaku ¥2 , 4; f(x;) = fF(C2_, Aixp)
Bukti:
i f(x) = A f(x) + 2y fx)

=A fx)+ (1=2) f(x;) <karenaY¥i;4; =1
> f(Ax; + (1—2)xy) « karena f fungsi konveks
> f(XE Aixi)

Jadi, terbukti bahwa untuk n = 2 pertidaksamaan Jensen benar.

Misalkan pertidaksamaan Jensen benar untuk n.
Berlaku:
Jika f adalah fungsi konveks dan untuk A; € [0,1] sedemikian sehingga
1 1; = 1, maka berlaku
=1 A fCe) = FQEE Aixy)
AMfx)+ A )+ o4+ A, f(x) = f(Aixg + Ax, + oo+ Axy)

Akan dibuktikan untuk n + 1 pertidaksamaan Jensen juga benar.
Adib: Jika f fungsi konveks dan untuk A; € [0,1] sedemikian sehingga
Yl = 1, maka:
A () = FERT Aix)
A f(x) + A3 f(xg) + o+ A f () + Ay f(Rna1)
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(lanjutan)

> f(Ax; +x + o+ Apxy + Apy1Xna1)

Bukti:
Karena
+1 —
Yt =1
im1di =1—= Ap
— Z?=1Ai - 1
1= Ap4a
_ Atdptetdn _ g
1= Ant1
i T 2
= .+ =
1- Ant1 1- Ant1 1= Ant1
maka,
Aq fQe) 4+ Ay f(xp) M An
= xX{)+ ...+ X
1= An+1 1- /1n+1f( 1) 1= An41 f( n)
A1 An )
>
> f(1—/1n+1x1 + ..+ A Xn
Jadi,
Ay fOe)++2Ay flxp) ( A An )
= X+ ...+ X
1-An41 J; 1= Apy1 1 1= Apgr

Kalikan kedua ruas dengan (1 — 4,,,,) didapat:

A f(xl) toet Ay f(xn) > (1- An+1)f (1_/1;361 + ..+ an)

Ans1 1= Ant1

Tambahkan kedua ruas dengan A4, f(x,+,) didapat:

M fGe) o A fO) + A f @) 2 (L= Aa)f (P + ot

An
1- /111+1

xn) + Ans1 f(Xne1)

atau

=1 1- An+1

TR F () = (1= Ayen) <f( L xl-)>+zn+1f<xn+1)

Karena (1 — A,41) + 1,4, = 1danf adalah fungsi konveks, maka
berdasarkan definisi fungsi konveks, didapat:
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(lanjutan)

B4 () 2 (= Ape)f (Zla 1= %0) + st £ Gonsn)
Ai
=3 ((1 — An+1) 2?:1?”“951' + Anta xn+1>

= £ (Bl = Ansn) 72— X0 + At Xt
= fFTy i + Apit X)) = FOEET 4ix)
atau
YA f () = O k)
Jadi, terbukti bahwa untuk (n + 1) pertidaksamaan Jensen benar.
Karena untuk n = 2, n, dan (n+1) pertidaksamaan Jensen terbukti benar, maka
dapat disimpulkan bahwa pertidaksamaan Jensen benar untuk setiap n.

“V¥ n, jika f adalah fungsi konveks, dan untuk A; € [0,1] sedemikian
sehingga .7, A; = 1, maka berlaku 37 2, f (%) = f(QEie, Aixi).”
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Lampiran 4 Membuktikan E [u(x)] > u (E[X])

Jika u(x) adalah sebarang fungsi dari variabel random X dan u(x) adalah fungsi
konveks, maka berlaku:
E [u(x)] >u (E[X])
Bukti:
Misalkan X adalah variabel random diskret dan f (x) adalah pdf dari X.
Misalkan terdapat n observasi, maka > ; f(x;) = 1 dan
Elu(x)] = Xty uCe)f (x)
Jika u(x) adalah fungsi konveks, maka berdasarkan pertidaksamaan Jensen,
E [u(x)] dapat dituliskan menjadi:
E[u(x)] = Xj=q u(x)f (x:)
= Xty xif (x)]
= u(E[x])
Jadi, E[u(x)] = u(E[x;]).
Jadi, terbukti bahwa jika u(x) adalah sembarang fungsi dari variabel random X dan
u(x) adalah fungsi konveks, maka berlaku:
E [u(x)] > u (E[X])
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Lampiran 5 Iterasi algoritma EM akan meningkatkan nilai I(y, ), pada setiap

iterasinya

Bukti:
Misalkan g(x) adalah suatu pdf sembarang dari X, dimana )., q(x) = 1.
Maka persamaan (2.6) dapat dituliskan sebagai:
I(y, 6) = log [f (y:0)]
= Xx q()log [f (;6)]

B f x;68) a(x)
=¥, q(x)log [—f(xly,O) -q(x)]

= 2xq(x) (log [f (7,x;0)] — log[q(x)] + log [f(iﬁi?e) )

= Y. q()log [f (x,y;8)] — X, q(x) log[q(x)] + Xy q(x) log [f(ii);,)e)

definisikan:
Q(qnf}'oint) = Zx q(x)log [f (X, Y 6)]
H(qllg) = —Xxq(x)log[q(x)]

KL(q |fpost) = Zxq(x)log [f((jc(lz,)e)]

Jadi, persamaan (2.6) dapat dituliskan kembali menjadi:

l(y' 0) = Q(qnfjoint) + H(Q”Q) + KL(CI”fpost)

Dapat dibuktikan bahwa KL bersifat:

VR M, N
b) 3 f sedemikian sehingga KL(f||fposc) = O
Bukti:
a) Akan dibuktikan KL(q||fyosc) =0

(x)
KL(Q”fpost) = Yxq(x) log [f(zcli,@)

= %4 [—log [“’“'”9)]]

q(x)

Universitas Indonesia

Penentuan banyak..., Rizgi Marlinda, FMIPA Ul, 2010



(lanjutan)

b)

Misal q(x) = f(x

44

Berdasarkan pertidaksamaan Jensen, untuk f suatu fungsi konveks
E [f (x)] > f (E[X]), dan karena —log [%] adalah suatu fungsi
konveks, maka berlaku:
f(xly.6) fxly,6)
E [—log [—q(x) l > —log [E [—q(x) ”
0 0
T q () [—log [mﬂ ~log [zxq(x) o )]]

q(x) q(x)

KL (q]|f) dapat dituliskan sebagai berikut:

KL (lIf) = Zxq(x) log | =L qu(x)[ log f(xlye)]l

f(x1y,6) (€9)

q(x)

> —log [zxq(x) f“"”)]]

= —log[Xy f(x]y,6)] = —log[1]
=0
Jadi, KL (q||f) =0, ¥ q.

Akan dibuktikan 3 f sedemikian sehingga KL(f||f,ost) = 0
Misal pilih q(x) = f(x|y, @), maka ). f (x|y, 8) = 1, dan:

a@ 1 [fGly0)
08 [f(xly ol = 8 Gy
= log[1]
=0

Maka KL(q/|f,os:) dapat dituliskan sebagai berikut:

()
KL(Q' |fpost) . Zx Q(x) log [f(zclj;ﬂ)

=2 f(x|y,6).0
=0
Jadi, untuk q(x) = f(x|y, 8), nilai KL(q||fposc) = 0.

,8,_1), maka KL = 0. Kemudian, sebut:

Qat_l = fo(x|y, gt—l) log[f(x, Y ét)]
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(lanjutan)

Hg, , = =Y f(x|y, 0,-1) log[f (x|, 8:-1)]
dengan mensubstitusikan Qp,  dan Hp, ke dalam persamaan (2.6), maka
berlaku:
l(y,60,) =Qp,_, + Hp,_ + 0
= Qp,_, +Hp_,
dimana Hp,  tidak bergantung pada 6.

Misalkan 8, adalah taksiran 8 yang memaksimumkan Qp,_,» Maka:

((y,6,) = Q,_, + Hp,_,

< (g, + Hp,
=1y, 0¢41) — KLg,
=1(y,0t4+1) — 0
=1(y,0¢+1)

Jadi, 1(y,0;) < I(y,0:41)-
Jadi, terbukti bahwa dengan menggunakan algoritma EM akan didapatkan

taksiran 68 yang memaksimumkan fungsi likelihood dari Y.
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Lampiran 6 Teorema Bayes

Misalkan B;, By, ..., Bt merupakan partisi dari ruang sampel S, Bi # @, i =
1,2, ..., T yang bersifat:
e BiUB;U...UB1=S
e BinBj=0,untuki#]
Misalkan A adalah sembarang kejadian yang merupakan himpunan bagian S, yang
besifat P(A) # 0. Kejadian A dapat dipandang sebagai gabungan kejadian-
kejadian B; N A, BN A, ..., Br N A yang saling terpisah satu sama lain.
A=Bi1NnA)UB;NA)U...U(BrNnA)
Karena By N A, BoN A, ..., Br N A merupakan himpunan-himpunan yang saling
lepas, maka probabilitas kejadian A dapat dituliskan sebagai berikut:
P(A) =P[(BitnA)U (BoNnA)U... U (BrnA)j
=P(B.NA)+P(B,NA)+... +P(Br N A)
= P(B1) P(A|B1) + P(B2) P(A[B2) + ... + P(Br) P(A[Br)
= Y11 P(B)P(A|By)

Kemudian, menurut definisi peluang bersyarat diketahui bahwa:
P(ByrNA)
P(4)
_ P(Br)P(A|By)
P(A)

P(B.|A) =

r P(By)P(A|By)
T P(BYP(AIB)

Jadi, dapat dinyatakan jika terdapat kejadian-kejadian By, By, ..., Bt merupakan
partisi dari ruang sampel S, B; = @,i=1, 2, ..., T, maka untuk sembarang

kejadian A, dengan P(A ) # 0, berlaku:

P(B,)P(A|By)

P(B.|4) =
(B,|4) I P(B)P(A|BY)

untukr=1,2,...,T.
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Lampiran 7  Source code

clc; clear;

PO{1} = 1; mO{1} = [17;23;17]; sigmaO{l} = [7;6;11];

PO{2} = [0.5 0.5]; mO{2} = [17 19;28 17;26 11]1; sigmaO{2} = [7 6;
7 5; 5 31;

PO{3} = [0.4 0.2 0.4]; mO{3} = [14 17 22; 27 28 19; 14 26 20];
sigmaO{3} = [7 5 4; 6 3 4; 4 8 3];

PO{4} = [0.3 0.2 0.2 0.3]1; mO{4} = [12 23 21 18; 25 28 19 15; 14
17 23 13]; sigmaO{4} = [3 3 5 3; 54 8 5; 4 2 4 3]1;

PO{5} = [0.2 0.3 0.2 0.2 0.1]; mO{5} = [18 16 19 21 11; 15 24 29
19 19;13 12 21 23 20]; sigmaO{5} = [2 3 5 3 2; 6 42 2 5; 22 83
71

y = xlsread('data.xls');

[K b] = size(y):

S VIISERSEINE P 2P 3 ' ' P4 "D T

syms 'mll' 'm21' 'm31';

syms 'ml2' 'm22' 'm32';

syms 'ml3' 'm23' 'm33';

syms 'ml4' 'm24' 'm34';

syms 'ml5' 'm25' 'm35';

syms 'sll' 's21' 's31";

syms ' gl ' JiSP7 WSS Jas

symss | Sllijlec 28 ' Ws 33" §

syms 'sl4d' 's24' 's34';

syms 'sl5' 's25' 's35';

sP = [Pl P2 P3 P4 P5];

sm = [mll ml2 ml3 ml4 ml5; m21 m22 m23 m24 m25; m31 m32 m33 m34
m35];

ss = [sll sl12 s13 sl4 sl1l5; s21 s22 s23 s24 s25; s31 s32 s33 s34
s35];

M - Step

for ¢ =1 : 5

disp(c);
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(lanjutan)

flag = true;
nP = []; nm = []; ns = [];
while (flag)
P = PO{c}; m = mO{c}; sigma = sigmaO{c};
I1 = I(c, K, y, P, m, sigma);
for j =1 : ¢
nP(j) = solve(diff(I1, sP(j)), sP(j));
for.d =1 : 3

nm(1l,7J) solve (diff (I1, sm(l,3j)), sm(l,]3));
ns(l,j) = subs(solve(diff(Il, ss(l,3)), ss(1,3)),
sm(l,3), nm(1l,3));
end
end
if norm(nP - PO{c}) <= 107-4
flag = false;
end
PO{c} = nP;
mO{c} = nm;
sigmaO{c} = ns;
end

end

display('selesai');

function hasil = I(c, K, y, P, m, sigma)

syms 'P1' 'P2' 'P3' 'P4' 'P5';
syms 'mll' 'm21' 'm31';
syms 'ml2' 'm22' 'm32';
syms 'ml3' 'm23' 'm33';
syms 'ml4' 'm24' 'm34';
syms 'ml5' 'm25' 'm35';
syms 'sll' 's21' 's31';
syms 'sl2' 's22' 's32';
syms 'sl3' 's23' 's33';
syms 'sl4d' 's24' 's34';
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(lanjutan)

syms 'sl5' 's25' 's35';

sP

[P1 P2 P3 P4 P5];

sm = [mll ml2 ml3 ml4 ml5; m21 m22 m23 m24 m25; m31 m32 m33 m34
m35] ;

ss = [sll s12 s13 sl4 sl1l5; s21 s22 s23 s24 s25; s31 s32 s33 s34
s351;

hasil = 0;

Il
—

for x

a
bCofe I = 1R

o
=
Il

T(c, x, k, v, P, m, sigma);

or
=
Il

nT*log(sP(x));
h2 = nT* (-sum((y(k,:)'-sm(:,x))."2 ./ (2*ss(:,x))));
nT* (3/2 * log(2*pi) - 1/2 * sum(log(ss(:,x))));

g
w
Il

hasild= hasil + hlk + h2 + h3j;
end
end

hasil = hasil - K*(sum(sP) - 1);

function hasil = T(c, x, k, y, P, m, sigma)

hl = P(x) * f(y(k,:), m(:,x), sigma(:,x));
h2 = 0;
forixl =1 : c
h2 = h2 + (P(x1) * f(y(k,:), m(:,x1), sigma(:,x1)));
end

hasil = hl/h2;

function hasil = f(yk, mx, sigmax)

hl = exp(-sum((yk - mx')."2));
h2 = prod(sqrt (2*pi*sigmax.”2));
hasil = hl/h2;
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Lampiran 8 Data respon mahasiswa baru Departemen Matematika FMIPA Ul

angkatan 2010

NO Tingkat Skor Tanggung Tingkat
Ketaktergantungan Jawab Ketenangan
1 16 28 17
2 17 22 18
3 17 22 18
4 19 23 14
5 12 26 21
6 21 23 18
7 19 21 11
8 19 23 18
9 18 26 23
10 20 y. 12
11 19 23 17
12 22 19 12
13 '3 25 25
14 22 19 20
15 15 22 25
16 18 15 13
I 19 25 17
18 20 22 19
19 17 23 14
20 16 25 15
21 17 19 16
22 20 22 14
23 174 20 20
24 17 22 20
25 20 23 17
26 17 22 18
27 20 23 15
28 21 25 20
29 21 23 20
30 17 19 19
31 21 21 16
32 16 22 17
33 18 24 11
34 19 18 15
35 20 25 16
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36 16 20 14
37 19 22 18
38 23 22 18
39 22 24 19
40 17 24 15
41 20 20 20
42 18 24 17
43 19 25 20
44 12 25 14
45 20 20 11
46 16 25 19
47 14 20 20
48 18 03 12
49 13 25 19
50 16 24 18
51 21 26 22
52 13 21 9
53 15 26 20
54 16 27 25
55 16 23 20
56 19 29 18
57 19 17 11
58 17 24 16
59 15 21 16
60 18 23 17
61 13 22 18
62 18 19 )
63 flug 22 o
64 16 24 23
65 20 20 21
66 13 22 17
67 14 20 14
68 18 21 14
69 13 23 16
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