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ABSTRAK

Nama : Febrian Marcovan Lewis
Program Studi : Matematika
Judul : Penggunaan Pemrograman Matematika Dalam Pelabelan

Graceful

Misalkan G = (V(G),E(G)) adalah graf dengan himpunan simpul V(G) dan
himpunan busur E (G) dengan banyaknya simpul n = |V (G)|, dan banyaknya
busur m = |E(G)|. Pelabelan graceful dari graf G adalah pemetaan injektif f/ dari
V(G) ke {0, 1, 2, ..., m}, sedemikian sehingga jika busur v;v; dilabelkan

g(viv) = If () — f(v))|, dengan i,j = {0,1,2,...,n},i # j, label busur-
busurnya berbeda. Dalam skripsi ini akan dibangun suatu pemodelan
pemrograman matematika dari suatu masalah pelabelan graceful berdasarkan
model yang telah dibuat oleh Redl dan Eshghi-Azimi. Untuk membuat model
pemrograman matematika dari suatu masalah pelabelan graceful, dibuat program
dengan menggunakan MATLAB, sedangkan penyelesaiannya menggunakan
LINGO. Simulasi dilakukan untuk graf lintasan dengan n < 6, dan graf lingkaran

dengann < 5.

Kata kunci : pelabelan graceful, pemrograman matematika, lintasan,
lingkaran.
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ABSTRACT

Name : Febrian Marcovan Lewis
Study Program : Matematika

Title : Application of Mathematical Programming in Graceful Labeling

Let G = (V(G), E(G)) be a graph with the set of vertices V(G) and the set of
edges E(G) where the number of vertices n = |V(G)|, and the number of edges
m = |E(G)|. A graceful labeling of a graph G is an injective mapping f from
V(G) to the set {0, 1,2,..., m}, such that if edge v;v; is labeled with g(v;v;) =
|f W) — f(v;)|,i,j =0,1,2,...,n},i # j, the resulting edge labels are distinct.
In this skripsi, will be shown how to model a graceful labeling problem as a
mathematical programming model, as givrn by Redl and by Eshghi-Azimi.
Computer programs using MATLAB are developed to generate mathematical
programming model of a graceful labeling problem. The generating models are
solve with LINGO. Simulations are given for path with n < 6 and cycle with

n < 5.

Key words  : graceful labeling, mathematical programming, path, cycle.
xii+43 pages ; 10 pictures; 2 tables
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Banyak situasi nyata di dunia yang dapat digambarkan sebagai suatu
diagram dari titik-titik yang dihubungkan dengan garis-garis. Salah satu contoh,
terdapat suatu kota bernama Konigsberg, yang merupakan ibukota Prussia Timur,
namun tempat itu sekarang dikenal dengan nama Kaliningrad di Russia. Di kota
tersebut terdapat 7 jembatan yang menghubungkan 4 daerah. Banyak orang yang
memikirkan, bagaimana caranya bisa melewati ketujuh jembatan itu tanpa
melewati jembatan yang sama, lebih dari 1 kali. Pada tahun 1735, Leonhard Euler
menjelaskan bahwa melewati 7 jembatan tersebut, masing-masing tepat 1 kali,
adalah hal yang tidak mungkin. Situasi nyata tersebutlah yang dibicarakan oleh
Leonhard Euler dalam makalah ilmiah yang ditulisnya dengan judul Solvtio
Problematis ad Geometriam Sitvs Pertinentis dan dipublikasikan pada tahun
1736. Makalah ilmiah tersebut dikenal sebagai makalah ilmiah pertama dalam
sejarah teori graf.

Dinamakan graf karena situasi-situasi nyata tersebut dapat direpresentasikan
secara grafik, dan melalui representasi inilah bisa dipelajari banyak hal mengenai
situasi-situasi nyata tersebut. Secara umum, graf adalah himpunan simpul dan
himpunan busur yang menghubungkan beberapa simpul. Sejak ditemukannya
teori graf sampai saat ini, banyak peneliti yang melakukan penelitian mengenai
teori graf. Beberapa graf yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah graf lintasan
dan graf lingkaran. Suatu graf lintasan dengan banyaknya simpul n memiliki
n — 1 busur. Sedangkan pada graf lingkaran, banyaknya simpul sama dengan
banyaknya busur.

Salah satu bagian dari teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan graf adalah
pemberian label berupa integer kepada himpunan simpul, busur, atau keduanya.
Jika yang dilabel simpul, dinamakan pelabelan simpul, jika busur, dinamakan
pelabelan busur, dan jika simpul dan busur, dinamakan pelabelan total.

Salah satu jenis pelabelan graf adalah pelabelan graceful. Pelabelan graceful

termasuk dalam jenis pelabelan simpul yang menginduksi pelabelan busur.
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Pelabelan graceful diperkenalkan oleh Rosa pada tahun 1967. Namun pada saat
itu, Rosa tidak menyebutnya dengan istilah pelabelan graceful, tapi dengan istilah
S-valuation. Istilah pelabelan graceful tidak digunakan sampai seorang peneliti
bernama Solomon W. Golomb memelajari pelabelan tersebut pada tahun 1972.

Pelabelan graceful dari graf G = (V(G), E(G)) dengan n simpul dan m
busur adalah pemetaan injektif f dari V(G) ke {0, 1, 2, ..., m}, sedemikian
sehingga jika busur v;v; dilabelkan |f(v;) — f(v;)|, dengan i,j = {0,1,2,...,n},
i # j, label busur-busurnya berbeda. Graf yang memiliki pelabelan graceful,
disebut graf graceful. Graf lintasan dengan n simpul, memiliki n — 1 busur, jadi
pelabelan graceful pada lintasan menggunakan semua label yang tersedia. Dengan
kata lain pelabelan graceful pada graf lintasan merupakan pemetaan bijektif.
Sedangkan untuk graf lingkaran dengan n simpul, banyak busur sama dengan
banyaknya simpul, jadi label yang tersedia tidak semuanya digunakan.

Dalam perkembangan pelabelan graceful, dilakukan penelitian-penelitian
baik dari pendekatan aljabar, maupun pemrograman matematika. Hal ini
dilakukan untuk menyelesaikan masalah pelabelan graceful. Masalah pelabelan
graceful adalah masalah untuk menentukan apakah suatu graf memiliki pelabelan
graceful atau tidak, dan jika memiliki, bagaimana cara membuat pelabelannya.
Menurut survey yang dilakukan oleh Gallian (2009), graf lintasan adalah graf
graceful, sedangkan graf lingkaran adalah graf graceful jika jumlah simpul pada
lingkarannya kongruen dengan 0 atau 3 (mod 4). Hasil-hasil yang lengkap tentang
graf graceful dapat dilihat pada survey tersebut.

Pada tahun 2003, Timothy A. Redl, memodelkan masalah pelabelan
graceful dalam 2 model pemrograman matematika. Model pertamanya
menggunakan pemrograman integer, sedangkan model keduanya menggunakan
pemrograman berkendala. Menggunakan model yang diberikan, Redl menunjukan
bahwa graf Petersen yang diperumum, graf double cone, dan beberapa graf yang
lain untuk banyak simpul tertentu, adalah graceful.

Pada tahun yang sama, Eshghi dan Azimi, juga memodelkan masalah
pelabelan graceful dalam model pemrograman matematika, namun lebih mudah
diselesaikan, jika dibandingkan dengan model yang dibuat oleh Redl. Untuk

menyelesaikan model tersebut, Eshghi dan Azimi menggunakan metode cabang
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dan batas (branch and bound). Model dan penyelesaian yang dibangun mereka
menunjukan bahwa graf lingkaran, graf ular, graf kecebong, dan beberapa graf
yang lain untuk banyak simpul tertentu, adalah graceful.

Dalam skripsi ini, akan diberikan rekonstruksi dan perkembangan
pembuatan model pemrograman matematika dari suatu masalah pelabelan
graceful. Kemudian akan dibuat program untuk membangun model pemrograman
matematika untuk masalah pelabelan graceful dari graf lintasan dan lingkaran
menurut Redl dengan menggunakan MATLAB kemudian diselesaikan
menggunakan LINGO.

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup

Bagaimana memodelkan masalah pelabelan graceful dari suatu graf menjadi
model pemrograman matematika?

Graf yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah graf lintasan dan graf
lingkaran.
1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan

Penelitian ini dilakukan dengan studi literatur dan simulasi.
1.4 Tujuan Penelitian

Memelajari pemodelan masalah pelabelan graceful dalam model
pemrograman matematika menurut model Redl maupun Eshghi dan Azimi,
menjelaskan penyelesaian model pemrograman matematika Eshghi dan Azimi

menggunakan metode cabang dan batas, serta melakukan simulasi untuk graf

lintasan dan graf lingkaran.
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1.5 Sistematika Penulisan

Skripsi ini dibagi menjadi 4 Bab. Dalam Bab 2 akan dipaparkan definisi-
definisi dan dasar-dasar yang diperlukan dalam skripsi ini, yaitu mengenai teori
graf, pelabelan graceful, pemrograman matematika, metode cabang dan batas, dan
hasil yang sudah diketahui. Dalam Bab 3 akan dijelaskan bagaimana memodelkan
masalah pelabelan graceful dari suatu graf, ke dalam model pemrograman
matematika menurut model yang telah dibuat Redl dan perkembangan model
tersebut menjadi model yang telah dibuat Eshghi-Azimi. Dalam Bab 4 diberikan
simulasi pembuatan model pemrograman matematika menurut model Redl dan
penyelesaiannya untuk masalah pelabelan graceful dari graf lintasan dan graf
lingkaran. Dalam Bab 5 diberikan kesimpulan.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada Bab 1, dipaparkan secara umum, apa yang menjadi pembahasan pada
skripsi ini. Untuk dapat memahami pembahasan tersebut secara utuh, maka
beberapa definisi dan pengertian perlu diketahui. Dalam bab ini akan dibahas
beberapa definisi dan pengertian dalam teori graf, pemrograman matematika, dan

metode cabang dan batas.

2.1 Teori Graf

Graf G = (V(G), E(G)) dengan n simpul dan m busur terdiri dari satu
himpunan simpul V(G) = {v,, v, ..., v, } dan satu himpunan busur E(G) =
{eq, es, ..., ey} dimana setiap busurnya terdiri dari 2 simpul yang disebut titik-
titik ujung (endpoints) dari busur tersebut. Busur e = {v;, v;}, yaitu busur yang
menghubungkan simpul v; dan v; dinotasikan dengan v;v;. Jika v;v; € E(G),
maka v; dan v; disebut bertetanggaan (adjacent). Banyaknya anggota pada
himpunan V (G) dinotasikan dengan |V (G)|, sedangkan banyaknya anggota pada
himpunan E (G) dinotasikan dengan |E (G)|. Sebuah busur yang memiliki kedua
titik-titik ujung yang sama disebut dengan gelung (loop). Simpul-simpul yang
titik-titik ujungnya sama disebut busur ganda (multiple edges). Graf yang tidak
memiliki gelung maupun busur ganda disebut graf sederhana (simple graph).
Graf disebut berhingga (finite) jika himpunan simpul dan himpulan busurnya
berhingga.

Graf dapat direpresentasikan dalam bentuk grafik. Simpul digambarkan
dengan bulatan. Busur digambarkan dengan garis yang menghubungkan 2 simpul
(untuk gelung, hanya 1 simpul). Pada umumnya, simpul dinotasikan dengan huruf
kecil u, v, w atau u;, v; , w;, sedangkan busur dinotasikan dengan v;v; yang
menghubungkan simpul v; dan v;, dengan i adalah anggota dari himpunan

bilangan asli. Pada Gambar 2.1 diberikan contoh graf.
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Gambar 2. 1 Contoh graf dengan |[V| = 5dan |E| = 6

Derajat (degree) dari suatu simpul v adalah banyaknya busur di graf G
yang memiliki titik ujung di v, dinotasikan dengan deg(v). Untuk simpul yang
memiliki gelung, simpul tersebut memiliki 2 derajat dari setiap gelung. Pada
Gambar 2.1, deg(v,) = 2, deg(v,) = 3, deg(v3) = 2,deg(v,) =5,
deg(vs) = 0. Simpul yang memiliki derajat 0 dinamakan simpul terpencil
(isolated vertex). Simpul yang memiliki derajat 1 dinamakan simpul terminal
(terminal vertex). Derajat terbesar simpul yang ada di graf G dinotasikan dengan
A(G), sedangkan derajat terkecil simpul dinotasikan dengan §(G). Graf G disebut
graf teratur berderajat r, jika A(G) = 6(G) = .

Jalan (walk) adalah sederet v, e, vy, ..., €k, Vg dari simpul-simpul dan
busur-busur dengan 1 < i < k, busur e; memiliki titik-titik ujung v;_; dan v;.
Jalan yang berawal pada simpul v, dan berakhir pada simpul v, dinotasikan
dengan jalan-(v,, v;). Jalan-(v,, v,) disebut cycle. Jalur (trail) adalah jalan yang
busur-busurnya tak berulang. Jalur yang berawal pada simpul v, dan berakhir
pada simpul v, dinotasikan dengan jalur-(v,, vy ). Jika simpul awal pada jalur
atau lintasan sama dengan simpul akhir, maka dinamakan tertutup (closed). Jalur
tertutup dinamakan sirkuit (circuit). Lintasan (path) adalah jalur yang simpul-
simpulnya tak berulang, dengan titik-titik ujungnya berderajat 1, simpul-simpul
selain titik-titik ujungnya disebut simpul dalam (internal vertex). Lintasan yang
berawal pada simpul v, dan berakhir pada simpul v, dinotasikan dengan lintasan-
(vo, vi). Graf disebut terhubung (connected) jika untuk setiap u, v € V(G),

terdapat lintasan-(v,, vy ). Jika tidak, disebut tak terhubung (disconnected).
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2.2 Jenis-jenis Graf

Graf lintasan (path graph), B,, adalah graf terhubung yang memiliki n
simpul dan busur-busur v, v, v,v3, V304, ..., Vin-1)Vy, Sehingga [V| = n, |[E| =
n — 1. Simpul v, disebut simpul awal dan v,, disebut simpul akhir. Semua simpul
berderajat 2, kecuali simpul awal dan akhir berderajat 1. Pada Gambar 2.2 (a)
diberikan graf lintasan dengan n = 4, P,.

Graf lingkaran (cycle graph), C,, adalah graf yang diperoleh dari graf
lintasan P, dengan diberikan tambahan busur v,,v,. Graf lingkaran adalah graf
teratur karena semua simpulnya berderajat 2. Jadi |V | = |E| = n. Pada Gambar

2.2 (b) diberikan graf lingkaran dengan n = 3, Cs.

. "2 . VU, V3 . V3V, .

(@) (b)

Gambar 2. 2 (a) Graf P, (b) Graf Lingkaran Cs

2.3 Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah salah satu bagian dari teori graf. Yang dimaksud
dengan pelabelan graf adalah pemberian label berupa bilangan bulat kepada
himpunan simpul yang disebut pelabelan simpul, kepada himpunan busur yang
disebut pelabelan busur, atau keduanya yang disebut pelabelan total. Pada Gambar

2.3 diberikan contoh pelabelan simpul, pelabelan busur, dan pelabelan total.

@ O (b)

(a)

Gambar 2. 3 (a) Pelabelan simpul (b) Pelabelan busur (c) Pelabelan total
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Di dalam skripsi ini akan dibahas sebuah jenis pelabelan, yaitu pelabelan
graceful. Jika diberikan suatu graf G dengan n = |V(G)| dann = |E(G)|, maka
pelabelan graceful dari graf G adalah pemetaan injektif f dari V(G) ke {0, 1, 2, ...,
m}, sedemikian sehingga jika busur v;v; dilabelkan |f(v;) — f(v;)|, dengan
i,j =10,1,2,...,n},i # j, label busur-busurnya berbeda. Dalam skripsi ini,
|f (v;) — f(v;)| akan dinotasikan dengan g(vivj). Pelabelan graceful termasuk ke
dalam pelabelan simpul yang menginduksi pelabelan busur. Graf yang memiliki

pelabelan graceful disebut graf graceful.

(a) (b)
Gambar 2. 4 Pelabelan graceful untuk graf (a) P, (b) Graf lingkaran C,

Pada Gambar 2.4 diberikan contoh pelabelan graceful untuk graf P, dan
pada C,. Label yang tersedia untuk pelabelan pada graf P,, yaitu 0, 1, 2, 3 dipakai
semua. Jadi fungsi f bukan hanya injektif tapi juga bijektif, dengan

f)=3,f(w,) =0,f(w3) =2,f(vy) =1
menginduksi pelabelan busur

gwivy) = f(vy) — f(w)| =3

gwov3) = |f () — f(v3)| = 2

gsvy) = |f(v3) — f(wa)]| =1

Label yang tersedia untuk pelabelan pada graf C, adalah 0, 1, 2, 3, 4. Tetapi
label yang dipakai adalah

f) =0,f(v) =4,f(v3) =2,f(vy) =3
sedangkan label 1 tidak dipakai untuk melabelkan simpul, kemudian menginduksi

pelabelan busur

gwivy) = |f(vy) — f(w)| = 4
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9(Wpv3) = |f(vy) — f(v3)] = 2
9(Wwzvy) = |f(w3) — fw)| =1
9(wavy) = f () — f(vy)] = 3.

Pada graf pohon dengan n simpul, |E| = n — 1, maka label yang tersedia
untuk pelabelan graceful adalah |E| + 1 = (n — 1) + 1 = n. Jadi, label yang
tersedia untuk pelabelan graceful pada graf pohon, dipakai semua. Pada graf
terhubung selain graf pohon, memiliki |E| > n. jadi, label yang tersedia adalah
|E| +1 > n+ 1 > n. Karena label yang tersedia lebih banyak dari label yang
dibutuhkan, maka tidak semuanya terpakai.

Masalah pelabelan graceful adalah masalah menentukan apakah suatu graf
memiliki pelabelan graceful atau tidak, kemudian jika memiliki, bagaimana cara
melabelkannya. Masalah pelabelan graceful dapat diselesaikan dengan

menggunakan pemrograman matematika.
2.4 Pemrograman Matematika

Pemrograman matematika adalah masalah optimisasi dimana tujuan dan
kendala-kendalanya diberikan dalam bentuk fungsi-fungsi matematis dan
hubungan fungsional. Pemrograman matematika dapat di bagi menjadi 2, yaitu
pemrograman non-linear dan pemrograman linear. Pemrograman non-linear
adalah pemrograman matematika yang bentuk fungsi tujuan atau kendalanya
adalah non-linear. Pemrograman linear adalah pemrograman matematika yang
bentuk fungsi tujuan dan kendalanya adalah linear. Bentuk standar dari masalah

pemrograman linear adalah sebagai berikut:

n
Maksimum z CiX;
j=1
n
Kendala Z ajjx; <b;, i=123,..m
j=1

%20, j=123.n

atau dapat juga dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:
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Maksimum ¢Tx

Kendala Ax<b

x=>0.

Jika banyaknya peubah yang terlibat dalam pemrograman matematika
adalah p buah, maka c, x, dan b adalah vektor kolom dengan p buah baris,
sedangkan A merupakan matriks p X m, dengan p adalah banyaknya kendala, dan
m adalah banyaknya peubah. Sebarang vektor x yang memenuhi kendala disebut
solusi layak dari masalah. Masalah pemrograman linear dikatakan tidak layak jika
tidak ada vektor x yang memenuhi kendala. Masalah pemrograman linear
dikatakan terbatas jika kendala yang ada dapat membatasi nilai dari fungsi tujuan,
sehingga untuk sebarang solusi layak x, pasti tidak bisa didapatkan solusi layak
lain yang membuat fungsi tujuan lebih optimal. Masalah pemrograman linear
yang layak dan terbatas, pasti memiliki solusi optimal.

Pemrograman matematika baik itu non-linear maupun linear, yang satu atau
lebih peubahnya harus berupa bilangan bulat disebut pemrograman integer. Dalam
skripsi ini model pemrograman matematika untuk menyelesaikan masalah

pelabelan graceful adalah pemrograman integer.
2.5 Metode Cabang dan Batas

Metode cabang dan batas adalah suatu metode yang digunakan untuk
menyelesaikan masalah pemrograman integer. Selanjutnya dalam skripsi ini,
metode cabang dan batas akan disebut metode cabang-batas. Sebelum
menggunakan metode cabang-batas masalah pemrograman integer diselesaikan
sebagai suatu masalah pemrograman linear. Apabila solusi yang didapat sudah
berupa integer, maka tidak perlu dilanjutkan. Namun apabila solusi yang didapat
belum berupa integer, maka diambil salah satu peubah yang bernilai pecahan,

misalnya x,,. Maka diketahui
lx,| < xp < x| + 1
[xpj adalah integer terbesar yang < x,
Kemudian masalah mula-mula, akan disebut masalah 0, dibagi menjadi 2
submasalah:
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(1) Masalah 0 yang diberikan kendala tambahan x,, < [pr (dalam skripsi
ini dinamakan kendala tamabahan jenis 1).

(2) Masalah 0 yang diberikan kendala tambahan x, > |x,| + 1 (dalam
skripsi ini dinamakan kendala tamabahan jenis 2).

Kemudian submasalah (1) dan (2) diselesaikan dengan pemrograman linear
dan diperiksa apakah solusi yang didapat dari (1) dan (2) berupa integer. Apabila
solusi dari submasalah (1) belum berupa integer, maka submasalah (1) dibagi
menjadi 2 submasalah lagi, misalnya submasalah (1.1) dan (1.2). Begitu juga
apabila solusi dari submasalah (2) belum berupa integer, maka dibagi menjadi 2
submasalah baru lagi, misalnya submasalah (2.1) dan (2.2). Masalah tidak dibagi
lagi jika solusi dari masalah sudah berupa integer, tidak terdapat solusi layak dari
masalah tersebut. Jika didapat lebih dari 1 solusi integer, maka solusi dengan nilai
fungsi tujuan terbesarlah yang menjadi solusi masalah 0.

Submasalah-submasalah tersebut disebut node. Cabang-cabang yang
terdapat pada metode cabang-batas membentuk suatu pohon bercabang
(branching tree). Node yang belum dijalani atau belum dibagi lagi disebut active
node. Active nodes berada dalam suatu daftar aktif (active list). Alur dari motode
cabang-batas dapat dilihat dari Gambar 2.5.

Masalah 0
|
| _
Submasalah 1: Submasalah 2:
Masalah 0 + Masalah 0 +
kendala kendala

tambahan jenis 1 tambahan jenis 2

Submasalah 1.1:
Submasalah 1 +
kendala
tambahan jenis 1

Submasalah 1.2:
Submasalah 1 +
kendala
tambahan jenis 2

Submasalah 2.1:
Submasalah 2 +
kendala
tambahan jenis 1

Submasalah 2.2:
Submasalah 2 +
kendala
tambahan jenis 2

Gambar 2. 5 Alur metode cabang-batas
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2.6 Hasil yang Diketahui

Hasil-hasil penelitian mengenai graf apa saja yang graceful telah
dipublikasikan. Rosa (1967) membuktikan bahwa graf lintasan P, adalah graf
graceful. Rosa (1967) juga membuktikan bahwa graf lingkaran C,, graceful jika
n = 0,3 (mod 4). Hasil-hasil lebih lengkap mengenai pelabelan graceful dapat
dilihat di survey Gallian (2009).
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BAB 3
KONSTRUKSI MODEL PEMROGRAMAN MATEMATIKA DARI
MASALAH PELABELAN GRACEFUL

Menurut Redl (2003) dan Eshghi-Azimi (2003), mencari tahu apakah
terdapat atau tidak terdapat suatu pelabelan graceful dari suatu graf, secara manual
ataupun teori, bisa menjadi suatu proses yang sulit. Salah satu cara untuk
mengerjakannya adalah menggunakan komputasi. Untuk menggunakan
komputasi, seperti yang dilakukan oleh Redl dan Eshghi-Azimi, masalah
pelabelan graceful dapat dimodelkan menjadi suatu model pemrograman
matematika.

Model pemrograman matematika yang terbentuk dari masalah pelabelan
graceful berbeda untuk satu graf dengan graf yang lainnya. Banyaknya peubah
keputusan dan kendala berbeda, bergantung banyaknya simpul dan struktur graf.
Dalam Bab ini akan ditunjukan bagaimana cara membangun model pemrograman
matematika dari masalah pelabelan graceful. Pada Subbab 3.1 ditunjukan
konstruksi model yang dibuat oleh Redl. Pada Subbab 3.3 ditunjukan konstruksi
model yang dibuat oleh Eshgi dan Azimi. Contoh model menurut Redl dan
Eshghi-Azimi untuk graf lintasan dan lingkaran, diberikan pada Subbab 3.2 dan
Subbab 3.4. Pemilihan kedua jenis graf ini untuk mengilustrasikan penggunaan
pemrograman matematika untuk mencari pelabelan graceful ketika semua label

yang tersedia digunakan dan ketika terdapat label yang tidak digunakan.

3.1 Konstruksi Model Pemrograman Matematika Menurut Redl

Misal terdapat suatu graf G = (V, E), akan dibuat model umum
pemrograman matematika dari masalah pelabelan graceful untuk graf G. Model
ini dibangun dari definisi pelabelan graceful. Seperti proses pemodelan masalah
pemrograman matematika pada umumnya, pertama-tama akan didefinisikan
peubah-peubah keputusan yang terlibat, kemudian dimodelkan kendala yang
membatasi nilai-nilai yang mungkin untuk peubah-peubah keputusan, hingga
akhirnya memodelkan fungsi tujuan dari masalah pemrograman matematika

tersebut.
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Pertama-tama akan didefinisikan peubah keputusan. Karena dalam masalah
pelabelan graceful yang akan dicari adalah label dari setiap simpul, maka peubah-
peubah keputusannya adalah f(v;) yang menyatakan label dari simpul v; untuk
i =1,2,..,n. Karena pelabelan graceful menginduksi pelabelan busur, maka
perlu didefinisikan peubah untuk busur yaitu g(vivj) yang menyatakan label dari
busur yang menghubungkan simpul v; dan v;, dengan v;v; € E(G)

Selanjutnya akan dimodelkan kendala-kendala dari model pemrograman
matematika dari masalah pelabelan graceful. Pada Bab 2 telah diberikan definisi
dari pelabelan graceful dari suatu graf G adalah dengan |E(G)| = m, adalah
pemetaan injektif f dari V(G) ke {0, 1, 2, ..., m}, sedemikian sehingga jika busur
v;v; dilabelkan |f(v;) — f(v;)|, dengan i,j = {0,1,2,...,n},i # j, label busur-
busurnya berbeda. | f(v;) — f (v;)| dinotasikan dengan g(v;v;).

Dari definisi ini, setiap simpul harus diberi label dari {0, 1, 2, ..., m}. Maka
perlu terdapat kendala

0<f(w)<m ..(3.1)
f(v;) integer .. (3.2)

Pelabelan f adalah pemetaan injektif, maka untuk setiap v, dan v, yang

tidak dihubungkan oleh suatu busur, perlu terdapat kendala
If(v,) — f(vy)| =1 - (33)

Label dari setiap busur adalah selisih antara label kedua simpul yang

menjadi titik-titik ujung dari busur tersebut. Jadi perlu terdapat kendala
If(vl-) —f(vj)| = g(vivj) ... (3.4)

Karena g(v;v;) = |f(v)) — f(v;)| dan f adalah pemetaan injektif, tidak

mungkin terdapat busur berlabel 0, maka perlu terdapat kendala
g(vivj) >1 .. (3.5)

Untuk menjaga agar label setiap busur berbeda satu sama, maka perlu

terdapat kendala
|g(vivj) —gw)| =1 ... (3.6)

Selanjutnya akan dimodelkan fungsi tujuan. Untuk mendapatkan pelabelan
graceful pada graf G cukup dengan menemukan nilai f(v;) dan g(v;v;) yang
memenuhi (3.1) - (3.6), sehingga fungsi tujuan ditambahkan hanya untuk
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melengkapi model supaya menjadi model pemrograman matematika. Karena itu,

fungsi tujuan dapat diambil sembarang. Di sini diambil fungsi tujuan adalah
memaksimumkan atau meminimumkan P(f (vy), f(v), f (v3), ..., f(v,)) yang
menyatakan sembarang fungsi dari f (v,), f (v,), f (v3), ..., f (v,). Jadi peubah-
peubah yang terlibat adalah sebagai berikut

f(v;) :label dari simpul i, untuki =1,2,...,n
g(vivj) - label dari busur yang menghubungkan simpul i dengan simpul j, i # j,

Viv; & E(G)

Jadi, model umum dari masalah pelabelan graceful untuk sebarang graf G

dengan |V| = n dan |E| = m adalah seperti diberikan pada Model 1.

Model 1
MIN/MAX  P(f(v0), f(v2), f (V3), e, f (W)

Kendala:

@) |f@) —f(v;)| =g(viv;) ; Vi=j,dengani,j € {1,2,3,..,n},
sedemikian sehingga v;v; € E(G)

(2) |f(vp) —f(vq)| >1 :Vp+#q,denganp,q € {1,2,3,..,n},
sedemikian sehingga v,v, & E(G)

Q) |g(vivj) —glvv)| =1 ;Vi=*j,dengani,j€{1,2,3,..,n} dan
Vk =+l dengank,l €{1,2,3,..,n},

UL'U]' F* Uk VU
4 0<f(v)<m ; f(v;) integer,i =1,2,3,...,n
®) g(viv;) =1 'Vi#jdengani,j€{1,23,..,n}

Model 1 adalah model umum pemrograman matematika untuk masalah
pelabelan graceful yang berlaku untuk setiap jenis graf. Akan tetapi jika ingin
menggunakan model ini untuk mencari pelabelan graceful untuk suatu graf
tertentu, setiap kendala yang ada perlu diuraikan untuk menjadi sekumpulan
kendala yang bergantung pada banyaknya simpul pada graf dan struktur graf.
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Jika diberikan suatu graf dengan n simpul dan m busur, dapat dihitung
banyak kendala yang harus dibentuk. Banyak kendala (1) sama banyaknya dengan
peubah g(vivj), atau dengan kata lain sama dengan banyaknya busur, yaitu m
kendala. Banyak kendala (2) adalah C? — m kendala. Kendala (3) ada sebanyak
C2 kendala. Banyak kendala (4) adalah n kendala. Akan tetapi setiap kendala (4)
ini sebenarnya terdiri dari 2 jenis batasan yaitu f(v;) = 0 dan f(v;) < m.
Sedangkan banya kendala (5) adalah m kendala. Banyak keseluruhan kendala
untuk sembarang graf dengan n simpul dan m busur menurut Model 1 adalah:

m+(C;-m)+Chr+n+m

n?-n . m?-m

+
2 2

-

:W .. (3.7)

Banyaknya peubah keputusan adalah:
n+m. ... (3.8)
Pada Subbab selanjutnya akan diberikan contoh pembentukan model
pemrograman matematika untuk menyelesaikan masalah pelabelan graceful dari

graf lintasan.

3.2 Pembentukan Model Pemrograman Matematika untuk Graf Lintasan
Berdasarkan Model 1

Graf lintasan P, adalah graf yang terdiri dari n simpul v;, v,, ..., v,, dan
m = n — 1 busur yang menghubungkan simpul-simpul v; dengan v;,;, 1 <i <
n — 1. Walaupun untuk satu jenis graf, model yang terbentuk berbeda untuk
setiap nilai n yang berbeda, maka sebagai contoh akan diberikan pembentukan
model untuk Pg.

Untuk menyelesaikan masalah pelabelan graceful dari graf Py, terlebih
dahulu dibuat model pemrograman matematika untuk masalah tersebut.

Seperti telah dijelaskan pada Subbab 3.1, yang menjadi peubah keputusan
adalah f(v;) yang menyatakan label dari simpul v; untuk i = 1, 2, ..., 6. Berikut

adalah kendala-kendala dari model pemrograman matematika untuk Pg.
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Kendala (1) pada Model 1 adalah |f(v;) — f(v;)| = g(viv;), Vi # j
dengani,j € {1,2,3,...,6} dimana v;v; € E(G), maka kumpulan kendala (1)
untuk graf Py adalah:

|f (1) = f(w)| = g(v1v2)
|f () = f(w3)] = g(vov3)
|f(3) = f(wa)| = g(v3vy)
|f(va) = f(Ws)| = g(v4vs)
|f (ws) — f(we)| = g(vsvs).
Banyak kendala (1) adalah m kendala. Jadi terdapat m = 5 kendala (1).

Kendala (2) pada Model 1 adalah |f(v,) — f(v,)| = 1, ¥V p # q dengan
p,q €{1,2,3,..,6}dimana v,v, ¢ E(G), maka kumpulan kendala (2) untuk
graf Ps adalah:

If(vy) — f(w3)| =1
If () = fwl 2 1
lf(v) = fws)l = 1
If () — fwe)l = 1
lf () = fw)l 21
If(v2) = fws)l = 1
If (v2) = fwe)| 2 1
lf(vs) — fws)l = 1
If(v3) = f(we)l = 1
|f(va) — f(ve)| = 1.
Banyak kendala (2) adalah €2 — m kendala. Jadi terdapat CZ — 5 = 10 kendala
2).

Kendala (3) pada Model 1 adalah |g(v;v;) — g(v,v))| = 1, Vi # j dan
k # ldengani,j, k,l € {1,2,3,..,6} dimana v;v; # v,v;, maka kumpulan
kendala (3) untuk graf P4 adalah:

lg(1v2) — g(vov3)| 2 1
lg(1v2) —g(vsvy)| 2 1
|lg(v1v2) — g(wavs)| = 1
|lg(v1v2) — g(wsve)| = 1
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|g(vov3) — g(wava)| = 1
|g(v,v3) — g(vavs)| = 1
|g(vov3) — g(wsve)| = 1
|g(v3v,) — g(vavs)| = 1
|g(v3vy) — g(vsve)| = 1
|g(vavs) — g(vsve)| = 1.
Banyak kendala (2) adalah C2 kendala. Jadi terdapat C2 = 10 kendala (3).
Kendala (4) pada Model 1 adalah 0 < f(v;) < m, f(v;) integer dengan
i=1,2,3,..,6. Maka kumpulan kendala (4) untuk graf P, adalah:
0 < f(vy) <5, f(vy) integer
0 < f(vy) <5, f(v,) integer
0 < f(v3) <5, f(v3) integer
0 < f(vy) <5, f(v,) integer
0 < f(vs) <5, f(vs) integer
0 < f(vg) <5, f(vg) integer.
Banyak kendala (4) adalah n kendala. Jadi terdapat n = 6 kendala (4).
Kendala (5) pada Model 1 adalah g(v;v;) = 1, Vi # j dengan i,j €
{1,2,3,..,6}, maka kumpulan kendala (5) untuk graf P, adalah:
gvivy) =1
g(vyvy) =1
gvsvy) =21
g(vavs) = 1
gwsve) = 1.
Banyak kendala (5) adalah m kendala. Jadi terdapat m = 5 kendala (5).
Jadi kendala pada model pemrograman matematika menurut Model 1 untuk
graf lintasan P, ada sebanyak:

m?+n®+m+n

2
_524+6°+5+6
B 2

= 36.
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Membuat model pemrograman matematika secara manual tidak efisien.
Salah satu cara untuk membangun model ini adalah dengan membuat program
yang menghasilkan seluruh kendala-kendala yang ada. Setelah model terbentuk,
masalah berikutnya adalah menyelesaikan model tersebut. Eshghi dan Azimi
(2006) mengatakan bahwa menyelesaikan Model 1 tidak mudah karena
melibatkan harga mutlak dan peubah tak-nol. Mereka memodifikasi beberapa
kendala dari Model 1 agar lebih mudah diselesaikan. Model modifikasi ini
diberikan pada Subbab selanjutnya.

3.3 Konstruksi Model Eshghi-Azimi

Model ini dimotivasi oleh penelitian Hajian (1996) yang memberikan
metode yang efisien untuk mengubah kendala-kendala pertidaksamaan menjadi
kendala persamaan dengan menambahkan peubah-peubah baru. Kendala
pertidaksamaan yang dimaksud adalah kendala yang dihubungkan dengan tanda
e

Hajian (1996) memberikan metode untuk merubah kendala pertidaksamaan
menjadi kendala persamaan. Dia menggunakan peubah yang dinamakan peubah
tak-nol (nonzero peubah) untuk melakukan hal tersebut.

Berikut adalah contoh penggunaan peubah tak-nol:
Misalkan terdapat kendala pertidaksamaan
il = |, —x3] >0
dimana xq,x, = 0.
Dengan menambahkan peubah baru w sebagai peubah tak-nol, maka didapat
X1 —X—=w=0, x3,%,=>0, w=0. ... (3.9

Terdapat kendala-kendala pada Model 1 yang dapat diubah menjadi kendala
pertidaksamaan, yang akan diubah menjadi kendala persamaan. Pengubahan
kendala ini juga akan mengeliminasi penggunaan harga mutlak.

Pada Model 1 terdapat kendala (1), yaitu

|f(vl-) — f(vj)| = g(vivj), Vi#jdengani,je€{1,23,..,n}
dimana v;v; € E(G).
yang berarti nilai g(v;v;) tidak negatif, dan terdapat juga kendala (5), yaitu
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g(vivj) =1,vi+jdengani,j€{1,23,..,n}
Oleh karena itu
|f(vl-) —f(v]-)| # 0.

Eshghi dan Azimi menggunakan metode penambahan peubah tak-nol
seperti yang dilakukan Hajian dalam model pemrograman yang mereka buat,
untuk menyelesaikan masalah pelabelan graceful.

Untuk mengeliminasi penggunaan harga mutlak seperti yang diberikan pada
(3.8), peubah g(vivj) dijadikan peubah tak-nol. Jadi Kendala (1) dan (5) pada
Model 1 dimodifikasi oleh Eshghi-Azimi menjadi

f@) —f(vj) =g(vv;), Vi#jdengani,j€{1,23,..,n}

dimana v;v; € E(G)

dan

g(viv;) # 0, Vi#jdengani,j €{1,2,3,..,n}
dimana g(v;v;) adalah peubah tak-nol.

Kendala jenis (2) pada Model 1, yaitu
|f(vp) —f(vq)| >1, Vp#qdenganp,q€{1,23,..,n}
dimana v,v, € E(G).

Untuk mengeliminasi penggunaan harga mutlak seperti yang diberikan pada (3.9),
didefinisikan peubah tak-nol y,;, yang merupakan hasil dari f(v,) — f(v,). Jadi
Kendala (2) pada Model 1 dimodifikasi oleh Eshghi-Azimi menjadi

f(xp) = f(xq) = ¥pq. Y0 # q, denganp,q € {1,2,3,...,n},

vV € E(G)

dan

Ypq * 0
dimana y,, adalah peubah tak-nol.

Kendala jenis (3) pada Model 1, yaitu
|g(vivj) —gww)|=1,vi+jdank # L dengani,j k1 €
{1,2,3,...,n} dimana ViV # VgV

Untuk mengeliminasi penggunaan harga mutlak seperti yang diberikan pada (3.8),

didefinisikan peubah tak-nol s;;_; yang merupakan hasil dari g(v;v;) — g(vv;)
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dan peubah w;;_; yang merupakan hasil dari g(v;v;) + g(vyv;). Jika s;j_p; = 0
dan w;j_x; # 0, berarti g(v;v;) = g(viv;), namun jika s;;_g; # 0 dan wyj_y; =
0, berarti g(v;v;) = —g(vyv;). Jadi Kendala (3) pada Model 1 dimodifikasi oleh
Eshghi-Azimi menjadi

g(vivj) — g(v) = sij_jq dan g(vivj) + g(v) = wiji

Vi=jdank # ldengani,j,k,l € {1,2,3,..,n}dimana v;v; # v,
serta

Sij—k1 # 0 dan  wij_y #0
dimana s;;_g;, wij—k; adalah peubah tak-nol.

Sementara jenis kendala (4) pada Model 1 tidak diubah.
Dalam proses modifikasi kendala di atas, telah didefinisikan beberapa
peubah baru yaitu y,,, s;j—ki, Wij—ki» S€hingga peubah-peubah yang terlibat adalah

sebagai berikut

f(v;) :label dari simpul i, untuki=1,2,..,n
g(v;v;) : label dari busur yang menghubungkan simpul i dengan simpul j,
v;v; € E(G)
Sij—tu - peubah tak-nol, jika s;;_x; # 0 berarti g(v;v;) # g(vv))
Wij—ki - peubah tak-nol, jika w;;_,; # 0 berarti g(vivj) + —g(vvy)
Vij . peubah tak-nol, dimana y;; # 0 berarti label-label dari busur yang tidak

bertetanggaan, tidak sama.

Dan model umum yang telah dimodifikasi oleh Eshghi-Azimi dari masalah
pelabelan graceful untuk sebarang graf G dengan |V| = n dan |E| = m adalah

seperti diberikan pada Model 2.1.
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Model 2.1

MIN/MAX  P(f(v), f(vy), f(W3), ., f(W0))

Kendala:

Q) fv) - f(vj) = g(vivj) ; Vi#j,dengani,j€{1,2,3,..,n},
sedemikian sehingga v;v; € E(G)

@) f(vy) = f(vq) = ¥q . Vp#gq,denganp,q €{1,2,3,..,n},
vpvg & E(G)

3) g(vivj) —g(v) =Sij_jg  Yi#j,dengani,j € {1,2,3,..,n}, dan
Vk=+1ldengank,l€{1,2,3,..,n},
Vv # Uiy,

4) g(vivj) + g(vv) =wjj_iy ; Vi+j,dengani,j€{1,2,3,..,n}, dan
Vk+#1dengank,l € {1,2,3,..,n},
ViV £ Uy,

B) 0<f(v) <m . f(vy) integer, i =1,2,3,..,n

6) 9(vivy), Yiji Sij—ki» Wij—t # 0

Pada model umum di atas, kendala (1) berkaitan dengan definisi bahwa
label dari busur merupakan selisih dari 2 simpul yang merupakan titik-titik ujung
dari busur tersebut, dan karena pada kendala (6) g(vivj) # 0, maka label setiap
busur dan simpul berbeda. Pada model ini, perlu diperhatikan bahwa label dari
busur adalah tak-nol tapi dapat bernilai negatif maupun positif. Kendala (2), dan
yij # 0 pada kendala (6) mengakibatkan label dari simpul-simpul yang tidak
bertetanggaan berbeda. Kendala (3), (4), dan s;;_x;, w;j—x; # 0 pada kendala (6)
memastikan nilai mutlak dari label setiap label busur berbeda. Kendala (5)
menjaga agar label dari setiap simpul merupakan bilangan bulat dan dibatasi oleh
0 dan m.

Jika diberikan suatu graf dengan n simpul dan m busur, dapat dihitung
banyak kendala yang harus dibentuk. Banyak kendala persamaan jenis (1) - (4)
berturut-turut adalah m, C2 — m, C2, CZ,. Jadi banyak kendala persaman adalah

m+ Ci —m+ C4 + C4
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n?-n m

-—m+

2 2

-m m

+
2 2

-m

=-m +

2

=m? —m+n2_n. ... (3.10)

Banyak peubah g(vivj) sama banyaknya dengan kendala jenis (1), yaitu m.

Banyak peubah y,;, sama banyaknya dengan kendala jenis (2), yaitu nzz—_" —m.
Banyak peubah s;;_x; dan w;;_,, sama banyaknya dengan kendala jenis (3) dan

(4), yaitu C2,. Jadi banyak peubah keputusan adalah:
m? —m + nzz—_n + (# simpul)

2
=i —m+n2+n. .. (3.11)

Banyak kendala (5) adalah n kendala (namun dalam suatu program yang
dibuat untuk menyelesaikan masalah pelabelan graceful, kendala (5) ini

sebenarnya ada 2n kendala, karena kendala (5) tersebut harus dipecah menjadi
f(v;) = 0dan f(v;) < m). Banyak kendala (6) adalah m? — m + nzz—_n kendala.

Jadi banyak seluruh kendala pada model Eshghi-Azimi adalah:

n? B n¥=n

i n H- i+ >

=2m? + n? — 2m. .. (3.12)
Baik pada Model 1 maupun Model 2.1, label dan simpul haruslah integer,

m?—m+

maka model pemrograman matematika yang terbentuk adalah model
pemrograman integer. Untuk menyelesaikan suatu pemrograman integer, Eshghi-
Azimi menggunakan metode cabang-batas.

Untuk menggunakan metode cabang-batas, Eshghi-Azimi melakukan
pelonggaran (relaxation) kendala jenis (5) yaitu integralitas, dan (6) yaitu peubah
tak-nol, pada Model 2.1. Pelonggarannya adalah f(v;) tidak harus integer dan
9(viv;), ¥ij, Sij—k1 Wij—; merupakan peubah bebas.

Jadi model baru dari yang telah mengalami pelonggaran kendala integralitas
dan tak-nol diberikan pada Model 2.2.
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Model 2.2

MIN/MAX  P(f(v), f(vy), f(W3), ., f(W))

Kendala:

Q) fv) - f(vj) = g(vivj) ; Vi#j,dengani,j€{1,2,3,..,n},
sedemikian sehingga v;v; € E(G)

@) f(vy) = f(vq) = ¥q . Vp#gq,denganp,q €{1,2,3,..,n},
vavp & E(G)

3) g(vivj) —g(v) =Sij_jg  Yi#j,dengani,j € {1,2,3,..,n}, dan
Vk=+1ldengank,l€{1,2,3,..,n},
ViV # Vv

4) g(vivj) + g(vv) =wjj_iy ; Vi+j,dengani,j€{1,2,3,..,n}, dan
Vk+#1dengank,l € {1,2,3,..,n},

Vivj F ViV
B) 0<f(v)<m AN 2 sy
(6) g(vivj),yij, Sij—ki» Wij—kl ; peUbah bebas

Model 2.2 adalah model linear, jadi jauh lebih mudah untuk diselesaikan.
Jika solusi yang didapat dalam penyelesaian Model 2.2 dengan metode cabang-
batas pada setiap node-nya, merupakan solusi yang memenuhi kendala integralitas
dan tak-nol, maka algoritma berhenti. Jika pada suatu node tidak didapat solusi
yang layak untuk Model 2.2, maka node tersebut disebut terjalani (fathomed). Jika
Model 2.2 memiliki solusi layak, namun solusi tersebut bukanlah solusi layak
menurut Model 2.1, berarti terdapat peubah bernilai bukan integer pada peubah
yang seharusnya bernilai integer, atau terdapat peubah bernilai nol pada peubah
yang seharusnya bernilai tak-nol. Salah satu atau kedua hal tersebut merupakan
penyebab suatu node berada dalam daftar aktif.
Dimisalkan X* adalah solusi layak dari node yang sedang diselesaikan.
Didefinisikan suatu himpunan:
N, ={v g(vivj).i; € X*|g(viv) vi; = 0}
Ny ={V Sij_k Wij—ia € X*|Sijt, Wij—ra = 0}
N; = {V x; € X*|x; bukan bilangan bulat }
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Dimisalkan N adalah banyaknya peubah pada solusi dari suatu node berdasarkan
Model 2.2, tetapi tidak memenuhi kendala integralitas dan kendala tak-nol pada

Model 2.1. Jadi N = |N;| + |N,| + |N3|. Jika N kecil, maka solusi yang didapat
pada node tersebut, dekat dengan solusi layak untuk Model 2.1.

Ada 2 hal penting dalam algoritma untuk menjalankan metode cabang-batas
ini. Yang pertama adalah strategi pencabangan (branching strategy) yaitu
penentuan node mana yang akan dibagi lagi untuk mendapatkan masalah baru.
Yang kedua adalah aturan pemisahan (separation rule) yaitu penentuan peubah
mana yang akan dicabangkan pada cabang yang terpilih.

Eshghi-Azimi menggunakan jumptracking strategy untuk melakukan
strategi pencabangan. Strategi ini memilih node dengan N terkecil untuk dibagi
lagi. Jika N sama, maka node dengan |N; | + | N,] terkecil yang dipilih. Jika sama
lagi, maka node dengan |N, | terkecil yang dipilih. Jika sama lagi, maka pemilihan
node mana yang akan dibagi dilakukan secara acak.

Bila suatu node telah dipilih, berarti node tersebut bisa memiliki salah satu
atau 2 penyebab yang mengakibatkan solusi dari node tersebut tidak layak
menurut Model 2.1. Pada aturan pemisahan ini, x € N;, N,, N5 dipilih untuk
dibagi lagi. Jika yang terpilih adalah peubah x € N; atau x € N, maka terbentuk 2
masalah baru dengan kendala tambahan x > 1 untuk masalah yang pertama, dan
x < —1 untuk masalah yang kedua. Kendala tersebut menjamin peubah tersebut
bernilai tak-nol. Strategi tersebut dinamakan strategi I. Jika yang terpilih adalah
peubah x € N5 maka terbentuk 2 masalah baru dengan kendala tambahan x > [x]|
untuk masalah yang pertama, dan x < |x| untuk masalah yang kedua. Strategi
tersebut dinamakan strategi 11. Eshghi-Azimi (2003) membandingkan 2 strategi
tersebut pada lebih dari 100 graf, dan mereka mendapati bahwa strategi | lebih
efisien dari strategi 11. Lebih jauh lagi memilih peubah x € N; lebih efisien dari
x € N,. Jadi prioritas pemilihan peubah mana yang akan dibagi lagi (aturan
pemisahan), berturut-turut adalah x € N;, x € N,, kemudian x € N;.

Langkah-langkah metode cabang-batas untuk masalah pelabelan graceful
menggunakan pemrograman matematika adalah sebagai berikut:

Universitas Indonesia

Penggunaan pemrograman ..., Febrian Marcovan Lewis, FMIPA Ul, 2010



26

1.  Misal terdapat model masalah pemrograman matematika dari suatu graf G
dengan n simpul dan m busur. Dimisalkan himpunan A adalah himpunan
yang beranggotakan active node.

2. Jika himpunan A kosong, algoritma berhenti, G tidak graceful. Jika tidak
kosong, dilakukan pemilihan node untuk dibagi menggunakan jumptracking
strategi. Jika solusi layak menurut Model 2.2 merupakan solusi yang layak
menurut Model 2.1, algoritma berhenti, G graceful. Jika solusi layak yang
didapat tidak layak menurut Model 2.1 maka lanjut ke langkah 3.

3. Cabangkan peubah yang terpilih menurut aturan pemisahan. Pada setiap
node baru, selesaikan masing-masing masalah menurut Model 2.2, dan jika
memiliki solusi yang layak menurut Model 2.2, tambahkan node tersebut ke

himpunan A. Lanjut ke langkah 2.

Untuk mengilustrasikan perubahan dari Model 1 ke Model 2.1, diberikan
contoh pembentukan model pemrograman matematika dari masalah pelabelan

graceful untuk graf lintasan. Contoh tersebut diberikan pada Subbab selanjutnya.

3.4 Pembentukan Model Pemrograman Matematika untuk Graf Lintasan
Berdasarkan Model 2.1

Seperti telah diketahui bahwa untuk satu jenis graf, model yang terbentuk
berbeda untuk setiap nilai n yang berbeda, maka sebagai contoh akan diberikan
pembentukan model untuk P,.

Peubah keputusan adalah f(v;) yang menyatakan label dari simpul v; untuk
i =1,2,..,6. Berikut adalah kendala-kendala dari model pemrograman
matematika untuk P4 berdasarkan Model 2.1

Kendala (1) pada Model 2.1 adalah f(v;) — f(v;) = g(viv;), Vi # j
dengani,j € {1,2,3,...,6} sedemikian sehingga v;v; € E(G), maka kumpulan
kendala (1) untuk graf P, adalah:

f(w) = f(vz) = g(viv,)
f(w2) — f(v3) = g(wpv3)
f(vs) = f(va) = g(vsvy)
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fs) — f(ws) = g(wavs)
f(s) — f(ve) = g(vsve).
Banyak kendala (1) adalah m kendala. Jadi terdapat m = 5 kendala (1).

Kendala (2) pada Model 2.1 adalah f(v,) — f(v,;) = ¥pq, ¥V p # g dengan
p,q €{1,2,3,..,6} dimana v,v, € E(G), maka kumpulan kendala (2) untuk
graf Ps adalah:

f(w) = f(v3) = yi3
f1) = f(W4) = Y14
f(w) = f(ws) = y1s
f(wy) = f(We) = y16
f2) = f(Vs) = a4
f(w2) = f(vs) = y25
f(w2) — f(v6) = ¥26
f(vs) — f(vs) = ys3s
f(ws) = f(ve) = ¥36
fWa) = f(V6) 2 Yus-
Banyak kendala (2) adalah 2 — m kendala. Jadi terdapat CZ — 5 = 10 kendala
(2).

Kendala (3) pada Model 2.1 adalah g(v;v;) — g(vxv)) = Sij_yr, Vi % j
dan k # ldengan i,j,k,l € { 1,2,3, ..., 6} dimana v;v; # v, v,, maka kumpulan
kendala (3) untuk graf P, adalah:

g(1v2) — g(Wpv3) = 51523
g(W1v2) — g(W3vs) = S12-34
g(W1v2) — g(W4Vs) = S12-45
g(1v3) — g(Vsve) = s12-56
g(wav3) — g(v3vs) = Sp3_34
g(W,v3) — g(VaVs) = Sp3_45
g(Wov3) — g(Vsve) = Sp3-56
g(W3v) — g(V4Vs) = S34-4s5
gW3vs) — g(WsvV6) = S34-56

g(Wavs) — g(VsV6) = Sas—s6.
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Banyak kendala (3) adalah C?2 kendala. Jadi terdapat C2 = 10 kendala (3).
Kendala (4) pada Model 2.1 adalah g(v;v;) + g(vxv) = wij_jy, Vi # j
dan k # [ dengani,j, k,l € {1,2,3,...,6} dimana v;v; # v,v;, maka kumpulan
kendala (4) untuk graf P4 adalah:
9(W1v2) + g(Wav3) = Wiz 3
9(W1v2) + g(W3vs) = Wip_34
g(W1v3) + g(Wavs5) = Wip_ys
g(1v2) + g(Wsve) = wiz_se
g(av3) + g(v3vs) = Wo3_34
gWav3) + g(Vavs) = Waz_4s
g(wav3) + g(Vsvs) = Wa3_s6
g(W3vs) + g(W4v5) = W3ys_ss
gW3vy) + g(Wsv6) = Way_se
9Wsv5) + g(V5v6) = Was_se-
Banyak kendala (4) adalah CZ kendala. Jadi terdapat €2 = 10 kendala (4).
Kendala (5) pada Model 2.1 adalah 0 < f(v;) < m, f(v;) integer dengan
i=1,2,3,..,6, maka kumpulan kendala (5) untuk graf P, adalah:
0 < f(vy) <5, f(vy) integer
0 < f(vy) <5, f(vy) integer
0 < f(v3) <5, f(v3) integer
0 < f(vy) <5, f(v,) integer
0 < f(vs) <5, f(vs) integer
0 < f(ve) <5, f(ve) integer.
Banyak kendala (5) adalah n kendala. Jadi terdapat n = 6 kendala (5).
Kendala (6) pada Model 2.1 adalah g(v;v;), ¥ij, Sij—ki, Wij—ia # 0, maka
kumpulan kendala (6) untuk graf P, adalah:
gwvy) #0
g(vavg) # 0
g(vsvy) #0
g(avs) # 0
gwsve) # 0
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Banyak kendala jenis keenam adalah m? — m + nZT_" kendala. Jadi terdapat

2 nf-n _ _, 62-6 L.
m°—m+-——= 5°—=5+ — = 35 kendala jenis keenam.

Jadi kendala pada model pemrograman matematika menurut model Eshghi-
Azimi pada graf lintasan P, ada sebanyak:
2m? +n? - 2m
=2(5%) + 62 —-2(5)
=76.
Kendala yang dihasilkan untuk P, menurut model pemrograman matematika
Red| ada sebanyak 36 kendala, sedangkan kendala untuk graf yang sama menurut
model pemrograman matematika Eshghi-Azimi ada sebanyak 76 kendala.
Banyaknya peubah keputusan untuk P, menurut model pemrograman matematika
Redl ada sebanyak 11 peubah keputusan, sedangkan peubah keputusan untuk graf
yang sama menurut model pemrograman matematika Eshghi-Azimi ada sebanyak
41 peubah keputusan. Jadi jumlah kendala dan peubah keputusan yang dihasilkan
oleh model pemrograman matematika Redl lebih sedikit dibandingkan dengan
kendala yang dihasilkan model pemrograman matematika Eshghi-Azimi.

Universitas Indonesia
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BAB 4
IMPLEMENTASI DAN SIMULASI

Dalam menggunakan pemrograman matematika untuk menyelesaikan
masalah pelabelan graceful dari suatu graf tertentu, ada dua hal yang menjadi
masalah utama. Yang pertama adalah membentuk model pemrograman
matematikanya. Kemudian yang kedua adalah menyelesaikan model yang
terbentuk tersebut.

Dalam membentuk model pemrograman matematika, dilakukan
pembentukan semua kendala untuk masalah yang bersangkutan. Pembentukan
semua kendala secara manual, tidak efisien. Karena itu, pembentukan kendala
dilakukan dengan program yang dibuat. Setelah semua kendala terbentuk, langkah
selanjutnya adalah menyelesaikan modelnya. Menyelesaikan model yang
terbentuk dapat dilakukan dengan membuat program baru atau menggunakan
perangkat lunak yang tersedia.

Dalam Bab ini akan diberikan simulasi penyelesaian masalah pelabelan
graceful untuk graf lintasan dan lingkaran, dengan membangun program untuk
membentuk model pemrograman matematika untuk graf tersebut. model yang
dihasilkan akan diselesaikan dengan LINGO. Karena LINGO yang bisa diperoleh
adalah LINGO versi terbatas yang hanya mampu menyelesaikan masalah dengan
jumlah peubah dan kendala yang terbatas, maka simulasi akan menggunakan
Madel 1 yang memiliki banya peubah dan kendala yang lebih sedikit. Program
untuk membentuk model pemrograman matematika dari masalah pelabelan
graceful dibuat dalam MATLAB. Program ini dapat menghasilkan model untuk
graf lintasan dan lingkaran dengan n sembarang. Akan tetapi masalah yang akan
diselesaikan hanya untuk n kecil.

Contoh yang akan diberikan adalah untuk graf lintasan dan lingkaran.
Pelabelan graceful pada graf lintasan menggunakan semua label yang tersedia,
sedangkan pelabelan graceful pada lingkaran tidak menggunakan label yang
tersedia. Pada Subbab 4.1 ditunjukan implementasi dan simulasi dalam konstruksi
model pemrograman matematika dari masalah pelabelan graceful untuk graf
lintasan. Pada Subbab 4.2 ditunjukan implementasi dan simulasi untuk graf

lingkaran. Pada Subbab 4.3 ditunjukan hasil yang diperoleh untuk graf lintasan
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(dengan banyaknya simpul 1 sampai 6), dan graf lingkaran (dengan banyaknya
simpul 3 sampai 5). Listing program dapat dilihat di Lampiran 1 - 3. Simulasi
dijalankan pada Personal Computer dengan processor AMD Turion(tm) X2 Dual-
Core Mobile RM -75 (2CPUs) 2.2GHz, memory 1024MB RAM, sistem operasi
Windows 7 Professional 32-bit.

Program untuk tampilan awal pada MATLAB adalah pemodelan.m.
Pemanggilan program dilakukan dengan cara mengetikan “pemodelan” pada

Command Window, dan akan ada tampilan awal seperti pada Gambar 4.1.

’

File Edit = Debug Desktop Window Help £
= PROGEAM MCDEL FPEMECGERAMAN MATEMATIKA UTHUE PELABELAN GRACEFUL = &

Program ini membuat model pemrograman matematika dari suatu masalah pelabelan graceful dari suatu graf

{l) Graf lintasan. =
(2) Graf lingkaran.

Masukan jenis graf yang diinginkan:

Jx -

Gambar 4. 1 Tampilan awal pada Command Window di MATLAB

Pengguna diminta memasukan jenis graf dengan mengetikan 1 atau 2, sesuai

dengan jenis graf yang diinginkan.
4.1 Simulasi pada Graf Lintasan

Untuk membentuk model dari graf lintasan ketik “1” pada tampilan awal,
maka akan tampil seperti pada Gambar 4.2 (a). Pengguna diminta untuk
memasukan jumlah simpul pada graf lintasan yang diinginkan (n). Banyaknya
simpul (n) akan memengaruhi banyaknya kendala dalam model yang akan
terbentuk.

Pada Gambar 4.2 (a) diberikan contoh masukan (input) banyaknya simpul
n = 6 (graf P;), dan dihasilkan kendala dari masalah pelabelan graceful untuk
graf P, seperti pada Gambar 4.2 (b). Model yang terbentuk ini sama dengan
model lintasan P, pada Subbab 3.2.
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: fde Edit Dehug Desktop Window Help

! Ferdala jerds Lo dan T '
Qabe il tulivgdaly
Qubs il tvdd ol

[ RE S S D PR O

LTRSS LR

Qs ind-tuli >l

Qubs {32+ tw2) Fguivi s
Qubs (32 dutipnl)
Qs 3-8 >0y
Qb (Ve -ty o3

Qabs (I -tvl) S gdviy
Babeifvietviysnl,
Qabs (fvdetulirnl

Qs { - 1VE) *grelvS
g { k- tt) 41

Qb (49840 S gt |

| Verdala Senie 1 4

Babs (gndni-gvivii >l
Qabs (guldn-gv vl L,
Qube (gudvt - guvE) >e8
Qubef - gt ) ool
Qabs (gwidvi-gvivl) » 4,
Gabs (gvivi-guivii ot
Babadgutvl-guive ) >44 5

Qubs (gwivi gt Ayeag,
i Qadr {gvdvds poid ) 2oL

[T R S AR

| Yendale jenis 4

Fle Edr Debug Deatcp . Window  Help

! Yerdila Jends §
avared
VI
gelvianl,
getiral,

J | Jumladh simpul pada gzaf lintasan:

(@) (b)

Gambar 4. 2 (a) Program lintasan.m di MATLAB
(b) Model graf lintasan P, dengan n = 6 pada Command Window di MATLAB

Model ini diselesaikan dengan LINGO seperti pada Gambar 4.3 (a), dan
diperoleh keluaran (output) seperti yang ditunjukan pada Gambar 4.4 (b). Dari
keluaran tersebut didapat f(v,) =1, f(v,) =5,f(v3) =0,f(v,) =3, f(vs) =
4, f (ve) = 2, dan menginduksikan pelabelan pada busurnya adalah g(v,v,) =
4, g(vyv3) = 5,g9(v3v,) = 3,9(n,vs) = 1, g(vsve) = 2. Solusi tersebut adalah
solusi layak, jadi graf P, adalah graf graceful. Label yang tersedia untuk simpul

semuanya terpakai. Pada simulasi ini, hanya satu solusi dapat dimunculkan.
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- . 5
B UNGO Model - LINGO1 | = |[ = |[ 22 | | B Solution Report..| = || = |[ 2= |
! Fendala jenis 1 dam Z & Variable Value -~
—frz)=gulvi: EVl 1.oooooo e
-frd)»=1: 5. 000000
-Frd)»=1; 4 _ 00000
—fr5) »=1: 0. ooooon
~frg)»=1: 3000000
4. 000000
Bab= { frZ-fvrd)=guivid; R
Babs={ Evi-fri)»¥=ls s.oooooo
Babe { fvZ-fri)»>=1: 2. 000000
Bab= | frE-FrE) »=1; B
2. 00oonn
Babe { Frd-frd) =gudvi:
Bab={ frd-fv5)»=1: Bow 2lack or Zurplus
Bab= i fird-frE) ¥=1; 1 0. ooooon
z o.ooooon
Babe { fvd-£rd) =gurdvs: 3 1. 000000
Eab={ fird-fvE) ¥=1; L: Z.00000n
5 0. ooooon
Eabe { Fr5-FrE) SguSvE: & 0. oooooD
7 1. 000000
! Hendala jenis 3 & B 0. Coooo
Babxigrlvi-gvavd) »=1: o 2. 000000
Eab= igrlvz-gudwd)»>=1; 10 0. DODDDY
Bab= {grlvZ-—guivs) >=1: 11 3. Doooen
Babe (gulvZ-guiuE] »=1s 12 1000000 E
12 0. 00000D
Bab= {guivd-grivii>=l: 12 0. D0000D
Eab= (guivd-gurdus) »=1; 15 0. 0oo0nn
Bab= {guavd-guivE]l »=1: 18 o.ooooon
17 0. 00e0on
Bab={gurdvrd-guivi) ==1; 18 P
Eab= (gudvi-gusvE] =15 15 1. 000000
=0 1000000
Bab= {gudvi-gvivE) »=1; =l 2.000000
£z b g
L Rendala jenisz 4 5 =3 1. 000000
frle=5: z8 0. o00ooD
furZe=5; Z5 0. 00D
frd<=5z ZE 4 _00O000
frdc=5: z7 0. 00000D
EwS<c=5: zB 5. 000000
frEe=5: ] 20000
a0 1.00000e
I Fendala jeni= 5 - 21 2.000000
qurlvze=1; az 3. 000000
quavrds=l: a3 4 _ 000N
grdrds=l: a4 Z. 000000
gqurirSe=l: 25 0. o000
gurSrEs=1: aE 1. 000000
=
4 -

(@) (b)

Gambar 4. 3 (a) Model untuk P, di LINGO
(b) Solution Report di LINGO

Pada Tabel 4.1 diberikan simulasi untuk graf lintasan P, - P. Kolom
pertama menunjukan jumlah simpul pada graf lintasan. Kolom kedua menunjukan
model kendala yang terbentuk untuk graf B,. Kolom ketiga memerlihatkan solusi
dari model pemrograman matematikanya. Kolom keempat menyatakan apakah

graf B, graceful atau tidak. Kolom kelima adalah gambar dari graf tersebut.
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Tabel 4. 1 Solusi dari masalah pelabelan graceful pada graf lintasan P, - Pg

Model Kendala Solusi Graceful? Gambar Graf B,
lf (1) = fW)l = gvvy) | f(v1) =0 Graceful
fv) =1 f(v) =1
fry) <1 g(vvy) =1
gvy) 211
) =)= gwsvy) | fu) =1 | Graceful | (7) ©
If (vz) = f(w3)| = g(wpv3) | f(wz) =0
If(v1) = fva)l 2 1 flvs) =2
lg(v1v2) — g(wav3)| = 1 gvy) =1
fv) <2 g(vpv3) = 2 ©
f(vy)) <2
f(vy) <2
gvvp) 21
gvav3) =1
If (1) = f(w)l = g(vivp) | f(vy) =2 | Graceful
If(2) = f(wa)l = g(wpvs) | f(w2) =1
If(3) = f(wl = g(vsvy) | f(v3) =3
If(v1) = f(va)l 2 1 f(wy) =0
If@) - )l 21 g(wavy) =1 O—

If (v2) — f(wa)] = 1 g(vpv3) =2
lg(v1v;) — g(vzv3)| = 1 g(vzvy) =3

lg(wivy) — g(vzvy)| = 1
lg(Wov3) — g(vsvy)| 2 1
f(wv)) =3

f(wv) <3

f(v3) <3

f(vy) <3

gvvy) 21

g(vpv3) = 1

g(vzn) 21
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If (1) = fW)l = g(vivy) | f(vy) =1 Graceful @—@
|f(2) = fwa)l = g(wv3) | f(v2) =4

If (w3) — f(Wa)l = g(vavy) | f(w3) =0

If(va) = fWs)| = g(avs) | f(vy) =2

lf(w) —fws)l 21 f(ws) =3 ©
If(v1) — fw)l =1 g(v1v,y) =3

lf(w) —fws)| =2 1 g(vpv3) = 4

If(v2) = f(v)l =1 g(svy) = 2 —0
If (v2) — f(vs)| = 1 g(wavs) =1

If(v3) — f(ws)| = 1

lg(v1v2) = g(vpv3)| = 1

lg(1vy) — g(vavy)| 2 1

lg(v1v,) — g(Wavs)| = 1

lg(vav3) — g(v3vy)| = 1

l9(vzv3) = g(vavs)| = 1

lg(w3v,) — g(vavs)| = 1

f(v) =4

fvy) <4

f(vs) <4

f(vy) <4

fvs) <4

gwvy) =21

g(vzv3) = 1

g(vsvy) = 1

9(vavs) 2 1

P~ F@l = 9w | [ =1 | Graceml | () (5)
If (o) — f(w3)l = g(wav3) | f(wz) =5

|f(3) = fwa)l = g(wsvs) | f(w3) =0

|f(a) = f(ws)| = g(vavs) | f(ve) =3

|f(ws) = fwe)l = g(wsve) | f(vs) =4

lf(v) —fws)| 21 fve) =2

If(w) —fw)l =1 9g(v1vy) = 4

lf(w) —fws)| = 1 9(wav3) =5

|f(v1) = fwe)| 2 1 9(v3vy) =3
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D) —f@l = 1 G =1
If(v2) — f(ws)| = 1 gwsve) =2
If(v2) — fve)| 2 1
If(vs) — fvs)| =1
If(ws) = f(we)l = 1
If(va) = f(ve)l 2 1
lg(v1v,) — g(vpv3)| 2 1
lg(v1v2) — g(vsvy)| 2 1
lg(v1v,) — g(vavs)| =2 1
lg(v1v,) — g(wsve)| = 1
lg(vav3) — g(vavy)| = 1
lg(w2v3) — g(vavs)| = 1
lg(v2v3) — g(vsve)| = 1
|9(v3vs) — g(vavs)| = 1
19(v3vs) = g(wsve)| = 1
|lg(avs) — g(vsve)| = 1
f(wv) =5

f(wy) <5

f(vs) <5

f(va) <5

fvs) <5

f(we) <5

gwiv) =21

g(wavs) =21

9(w3vy) 2 1

g(avs) =2 1

9(wsve) 21

4.2 Simulasi pada Graf Lingkaran
Untuk membuat model dari graf lingkaran ketik “2” pada tampilan awal

(program pemodelan.m), maka akan tampil seperti pada Gambar 4.4 (a).
Pengguna diminta untuk memasukan jumlah simpul pada graf lingkaran yang
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diinginkan (n). Banyaknya simpul (n) akan memengaruhi banyaknya kendala

dalam model yang akan terbentuk.

4\ Command Window I o S

file £t Debug Dektop Wndow Help ~

1* CPAY LINCFARAN - MODEL DEDL <*1;
RN R R R R R iRt
| Juslah simpul pada graf lintasan: 4

| Fendala Jenis 1 dan 2

Babs { fvd - fod ) wgvivd s n
fabsitvd-tvl)ngrdvl;
| Fendala jenis 3

Qads (gvivi=gvaviisel;
Pabs (gviva-gwivd)»»l
fabsigvivi-grdvitirel;

fabs (gvivi-guivd)»el;
Babs (guivi=gviviirel;

Pabaigvivd-guivii»=1i,

| Fendala jenis 4

1 .
4\ Command Window | Ehin AN
S T s kY . Soee. i tvlend;
file Edt Debug Qesitop Window Help x| :;: ::
(Y SERRr L LRI SEERE:
* GRAF LINGFARAN - MODEL REDL *1; 1, Kvndals Sondv. S
YRR R RNty PRI Y ' frivel
' gravissl
gv3vissl
fl" f Junlah sispul pada graf lingkaran: gyt
f = |
oV
- — = = = L ——
(@) (b)

Gambar 4. 4 (a) Program lingkaran.m di MATLAB
(b) Model graf lingkaran C, dengan n = 4 pada Command Window di MATLAB

Pada Gambar 4.4 (a) diberikan contoh masukan banyaknya simpul n = 4
(graf C,), dan dihasilkan kendala dari masalah pelabelan graceful untuk graf C,
seperti pada Gambar 4.4 (b). Kemudian diselesaikan pada LINGO.

Gambar 4.5 (a) adalah hasil salinan dari model yang dihasilkan MATLAB,
yang merupakan input pada LINGO. Setelah diselesaikan, dihasilkan keluaran
seperti pada Gambar 4.5 (b). Dari keluaran tersebut didapat f(v,) =0, f(v,) =
2, f(v3) =1, f(vy) = 4, dan menginduksikan pelabelan pada busurnya adalah
gvy) =2,g(w,v3) = 1,g(v3v,) = 3, g(vyv;) = 4. Solusi tersebut adalah
solusi layak, jadi graf C, adalah graf graceful. Label yang tersedia untuk simpul

pada graf C, tidak semuanya terpakai.
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Solution Report - LINGOT | = || = || &2 |
-
Variable Value
Fvl 0.000000
Va2 2.000000
GV1v2 2.000000
FV3 1.000000
GVZV3 1.000000
FV4 4.000000
GV3V4 3.000000
GV4vl 4.000000
@abs (fvZ-fv3)=gviv3;
@abs( wrd ) »=1;
Row Slack or Surplus
Babs {fv3-fvd) —gvivi; 1 0.000000
2 0.000000
@abs (fvi-£fvl)=gvivl; 3 0.000000
4 1.000000
! Eendala jenis 3 ; 5 0.000000 e
@abs-ig'vlvf—gv2v3)>=1; 6 0.000000 1
@abs (gvlvi-gvdvd)>=1; - 0. 000000
@abs (gvlvZ-gvivl)>=1; .
8 0.000000
Babs (guivd-gvdvd)>=1; El 1.000000
Bzbs{gvZvid-gvivl)>=1; 10 1.000000
11 2.000000
@abs (gv3vi—gvivl) >=1; 12 0.000000
13 4.000000
Bl 2.000000
15 3.000000
16 0.000000
17 1.000000
18 0.000000
i Ke.:ldala jenis 57 19 2.000000
AT 20 3.000000 J
gvIvas=l;
gvivar=1; i
grdvl=1;
" [ 3
(a) (b)

Gambar 4. 5 (a) Model untuk C, di LINGO
(b) Solution Report di LINGO

Pada Tabel 4.2 diberikan simulasi untuk graf lintasan C5 - Cs. Kolom

pertama menunjukan jumlah simpul pada graf lintasan. Kolom kedua menunjukan
model kendala yang terbentuk untuk graf C,,. Kolom ketiga memerlihatkan solusi
dari model pemrograman matematikanya. Kolom keempat menyatakan apakah

graf C,, graceful atau tidak. Kolom kelima adalah gambar dari graf tersebut.

Tabel 4. 2 Solusi dari masalah pelabelan graceful pada graf lingkaran Cs - Cs

Model Solusi Graceful? Gambar Graf C,
f@) = f@l = grvy) | fF@) =0 | Graceful | () ®
If (o) — f(wa)l = g(vav3) | f(v2) =3
If (vs) = f(v)| = g(vsvy) | f(w3) =2
lg(v1v2) — g(vov3)[ 21 g(vvp) =3
lg(v1v2) — g(vavy)| 2 1 g(wav3) =1 ©
lg(vov3) — g(v3v1)| 2 1 g(vzvy) =2
f(v) <3
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fwy) <3

f(v3) <3

g(wivy) 21

g(vav3) 21

g(vzvy) 21

If (1) = fW)l = gvvy) | f(v1) =0 Graceful
|f(2) = fwa)l = g(wzv3) | f(v2) =2

|f(3) = f(wa)| = g(vavs) | fw3) =1

If () = f(v)l = g(wavy) | f(we) =4

If(v1) - fw3)l =2 1 9g(vy) =2

If (v2) = f(wa)] = 1 g(wpv3) =1
lg(v1v;) — g(vpv3)] = 1 9(v3vy) =3
lg(v1vy) — g(vavy)| = 1 gvavy) =4
lg(v1v2) — g(vavy)| = 1

lg(vzv3) = g(vavy)| 2 1

lg(v2v3) — g(vav1)| 2 1

l9(v3vg) — g(vavy)| 2 1

f(v)) <4

f(wy) <4

f(vz) <4

flvg) <4

gwvy) 21

g(vzv3) = 1

g(vavy) = 1

ICAZ !

If (v1) = f(w2)| = g(v1v3) Tidak
If (v2) = f(w3)| = g(wov3) Graceful

|f (v3) = f(wa)| = g(wsvs)
|f (va) = fF(ws)| = g(wavs)
|f (ws) = f(w)| = g(vsv1)
lf(v) —fws)| 21
If(w) = fw)l 21
If(v2) — fwa)l = 1
If(v2) = fws)| 2 1
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If(vs) — fvs)| =1
lg(v1v2) — g(vav3)| = 1
lg(v1v,) — g(v3vy)| = 1
lg(v1v,) — g(Wavs)| = 1
19(w1v2) —g(wsv)| 2 1
l9(vov3) — g(vsva)| 2 1
lg(v2v3) — g(vavs)| = 1
lg(Wav3) — g(vsvy)| = 1
|g(v3v,) — g(vavs)| =2 1
l9(v3vs) = g(wsv)| 2 1
|g(Wavs) — g(wsvy) [ = 1
f(v) <5

f(w;) <5

f(vs) <5

f(vy) <5

f(ws) <5

gviv) 21

g(vpv3) = 1

g(wsvy) 2 1

g(wavs) = 1

g(wsvy) 21

Dari Tabel 4.2 graf lingkaran dengan 5 simpul bukanlah graf graceful, hal ini
sesuai dengan Rosa (1967) yang mengatakan bahwa graf lingkaran C,, graceful
jikan = 0,3 (mod 4). Jika banyak simpul pada graf lingkaran adalah 5, maka
menurut Rosa graf tersebut tidak graceful, karena 5 # 0, 3 (mod 4). Hal ini

sesuai dengan hasil dari simulasi untuk graf Cs.
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BAB 5
KESIMPULAN

Masalah pelabelan graceful dari suatu graf dapat dimodelkan menjadi model
pemrograman matematika menurut model Redl maupun model Eshghi-Azimi. Di
dalam model Redl masih terdapat kendala berupa nilai mutlak sedangkan pada
model Eshghi-Azimi sudah tidak ada kendala yang berupa nilai mutlak. Untuk
menyelesaikan model pemrograman matematika yang terdapat kendala nilai
peubahnya harus berupa integer dan kendala nilai peubahnya bernilai tak-nol,
maka dibuat model baru dengan mengeliminasi kedua jenis kendala tersebut.

Simluasi dilakukan untuk graf lintasan dan lingkaran menggunakan model
yang dibuat oleh Redl. Dengan program yang dibuat dapat dihasilkan model
pemrograman matematika dari masalah pelabelan graceful pada graf lintasan dan
lingkaran dengan sembarang nilai n. Akan tetapi karena keterbatasan perangkat
lunak LINGO, penyelesaian model hanya bisa dilakukan untuk n < 6 untuk graf

lintasan dan n < 5 untuk graf lingkaran.

42 Universitas Indonesia
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