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ARSTRAK
Flafiana M.T.T. Tagung ( 038501703B )

Anslisa  Tindkah  Toakn Avirior erdasanrkan

Persamasn Differensial Nonlinier Aynnan Pada Bidang Fase

v + B8 halawsn  ( 1993 )

Bibl., 7+ ( /1949 - 1986 )

Dalam skripsi ini akan dibahss mengenal tingkah 1laku

ayunan tanpa: redaman dan dengan redaman vang dihasilkan

berdasarkan bentuk penvelessian persamasn differensisl ayunan

nonlinier pada bidang fase.
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BAB I

PENDAHULUAN

Terdapat beberapa cara  untulk menyelesallkan persamadan
differensial nonlinter. Fembahasan dalam skripsi  ini sangat
berkaitan dengan salah satu  bentuk  penyelesalan  persamaan
differensial nonlinier tersebut.

Dalam skripsi ini akan dibahas mengenal aplikasi dari
vibrasi nonlinder yang meéemilikd [ 1 & EME AT cdifferensial
nonlinier order 2 vaitu analisa oskilasi nonlinier dalam
gerak ayunan. Adapun cara yang digunakan untuk menganalisa
oskilasi nonlinier dalam gerak ayunan ini adalah dengan
menyelesailkan persamaan differen;ial biasa nonlinier order 2

dari ayunan sedemikian sehingga didapat bhubungan  antara

becepatan dan Jarak ayunan yvang tertuano dalam bidang fase.

AT

varng daimaksud disinl adalah anall

clari ayurman. Gpakah avunan sedang ada dalam  kordi

o s

dan bilamana kondisi  inil o terjadi, ataukah ayunan  sedang
berayun terus menerus dan bilamana kondisi indi  terjadi dan
lain—-lain.

Ayurnan yang akan dibahas dalam skripsi inl adalah ayurnan

vang bergeralk sepanjang sebuah Lingkaran  dengan radius L
e — -

gambar oi bawah ini. /’ N
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Bab I vaitu perndahuluan membahas tujuan dari  penulisan
skripsi ini dan juga gambaran umun dari isei gsetiap bab, serta
pembatasan dari pembahasan.

Bab Il membahas teori-teori dasar vang diperlukan  untuk
tujuan pembahasan  skripsi ind " antara  lainas pembahasan
mengenai persanaan differensial FECY LA o radlk  &yunan tarpa
Fedamnan maupun dengan redaman  dan Juga  analisa  kestabillan

linmier

ol asar urtuk e etk an Jernis-jenis
kesetimbangan dari posisi ayunan tanpa redaman dan  ayunan
dengan redaman;

Bab III menguraikan tentang tingkah laku ayunan tanpa
redaman yangd diBagi dalam 4 kondisi sesual dengan besar
energi yvang diberikan pada ayunan. kKurve energi atau integral
energi pada bidang fase merupakan dasar menentukan tingkah
laku ayunan tersebut, oleh karena itw hal ini akan dibahas
pada awal bab ini.

Fab IV berisi pembahasan tingkah laku pada ayunan dengan

FreEcdaman Yy AN dibaqi lalam 2 kondisl sesuad dengan Linglkungan
posisl  ayuiman s edca T o e Fecaman  yame  olibahas pada
bagiarn ini  hanyalabhookondisi  lomana raidam chéain bl L i
terlampau redam. Fada awal bab  ini  diuwraikan  pembahasan
mengenai isoklin yang menjadi dasar untuk menentukan tingkah
laku ayunan dengan redaman.

Dan pada akhirnya, skripsi  ini akan diakhiri dengan

penulisan rangkuman dari semua pembahasan yang diwcaikan pada

bab-bab sebelumnya, vang ditulis secara bkhus dalam Bab V.
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BAB II

TEORI DASAR

IT1.1 Persamaan Differensial Ayunan Tanpa Redaman

Pandang sebuah ayunan dengan panjang L. Pada salah satu
ujungnya ditahan pada sebuah titik yang ditetapkan dan bebas
berotasi mengelilingi titik tersebut. Sebuah massa m terletak

pada ujung 1ainhya seperti digambarkan di bawah ini.

Gambar 2.1.1

Pada pembashasan ini yang diperhitungkan hanya massa dari
bandul atau beban ayunan, sedangkan massa lainnya yvaitu massa
tiang ayunan daslam hal ini diabaikan.

Untuk mendapatkan persamaan ayunan akan digunakan Hukum
Newton IT,
F =mn.a
dimana F : merupakan penjumlahan vektor dari semua gaya vyang

bekerja terhadap titik massa dari massa m

m : massa beban ayunan (konstan)

a : vektor percepstan dari massa
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Karena ayunan bergerak sepanjang keliling dari sebuah
lingkaran, maka Hukum Newton II vang dipakai, akan
dikembangkan dalam koordinat polar. Dalam koordinat polar,
vektor posisi ayunan x diarahkan keluar dengan panjang L,

seperti pada gambar 2.1.2 di kiri bawah ini.

.

sin i

\e
X"

Gambar 2.1.2 Gambar 2.1.3
o N
VL .25
dimana L : merupakan panjang ayunan (konstan)

£ : vektor satuan radial, |r'|=1

X : vektor posisi massa
Dengan asumsi & positip adalah seperti pada gambar 2.1.2,

maka melalui gambar 2.1.3 dapat dilihat bahwa,
A A ~ ~
.= |f] sin @ i + |F] cos & (-j) = sin & i - cos &

A

Jika 6 adalah vektor yang tegak lurus dengan £ (|9| 1) maka,
|9| cos € i + |9| sin & j = cos & i + sin & j

Dibawah ini akan dicari vektor kecepatan massa %% untuk
2_.

dan Jjuga gaya-gaya

memperoleh vektor percepatan massa
dt

yvang bekerja pada ayunan tanpa redaman, yang berguna untuk

menentukan persamaan ayunan tanpa redaman.
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dx _ . df | a dL
at ~LlagtTaE
_ . df _ d¥ de
= I a8 = L ( de © at )
A A
:L((cosei+sin9j).%%)
~
e
=1(e .3
AR
—L.CTE'.G
2= 2 A~ ~
d x d e dé deé
=] e + L =—
dtz dtz dt dt
2 B i
_ o 4% do  de de , .
= L dtz e + L t ( dé dt )
2 A A
= 1% 26 + L.3DH% (- sino i+
dt
A
cos 8 j Y
G d6. 2 A~
=T e - L.(32)
dtz dt
dZe
dengan L 1 disebut komponen angular dari percepatan
dt

N

’ e .
L (gzoz disebut komponen radial dari percepatan
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Gambar 2.1. 4 Gambar 2.1. 5

Terdapat 2 buah gaya vang bekerja pada ayunan tanpa
redaman yaitu —TE (Gaya pada ayunan) dan mg (Gays gravitasi).

Dengan demikian,

F=m.a
z—
-T¥ + mg = m g—%
dt
A 1 23
-Tr + mg(-3) = m >
dt
" A 1 d%e 2 de. 24
-Tr + mg(r cos & - @ sin &) = m(L - e - L(Ef) L2
dt
A 2 A
% + mg O8"ERt— nE ETe = nl 3 26 - mL(gf—)"’?
t
'~ o de.za

(mg cos 6 - T)? - mg sin & & = mL - e - mL(EF) r
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Masing-masing komponen dari persamaan gaya vektor

menghasilkan sebuah persamaan differensial nonlinier yaitu,

ml, —- = -mg sin 6................. (2.1.1)

Dari persamaan 2.1.1 dapat dilihat bahwa gerak ayunan tidak
tergantung pada massa, melainkan tergantung pada panjang L

( serta g ) sebagai berikut,

Dengan demikian persamaan ayunan tanpa redaman adalah:

2 g
(2] %
L g - 3 N W ey L
dt” L
Persamaan tersebut merupakan persamsaan differensial

nonlinier, sehingga ayunan dimana persamsan ini berlaku
disebut Ayunan Nonlinier.

Bagi ayunan yang bergerak dalam sudut 6 yang kecil,
dengan pendekatan sin & & berlaku persamasn ayunan yang
dilinierkan. Secara geometri fungsi sin & hampir identik

dengan fungsi @ untuk € kecil.
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sin (/
-n

Gambar 2.1. 6

Persamaan differensial untuk ayunan yang dilinierkan:

II.2 Persamaan Differensial Ayunan Dengan Redaman

Dalam Ayunan dengan redaman terdapat 3 buah gaya yang

bekerja. Selain gaya pada ayunan -T% dan gaya gravitasi mg

juga terdapat gaya redaman. Gaya redam itu adalah fungsi
linier dari kecepatan, Fr = c %%- , dimana ¢ merupakan

koefisien redam. Gaya redaman merupakan gaya penghambat atau
gaya gesekan yang menyebabkan geraksn itu akan berhenti.

Dengan demikian,
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T¢ + mg - Fr = d_x

dt?
A - 2 -
TE % mg(-j) - ¢ g% = m d Z
’ dt
A A 2 A
-T?¥ + mg cos € £ - mg sin 6 6 - cL92 6 = m, 92 6 - 1 (49y2%p
dt dt dt
A de 2 d%e 2 de .z
(mg cos & - T)r + (-mg sin @& - cL=—)@ = nL & - mL(z=)r
: dt A dt

Persamaan differensial biasa dari komponen angular,

2
-mg sin & - cL%% = mL d f
dt
g c.L de
L = - g sin & - —/— =—
dtz m dt

Maka didapat persamaan untuk ayunan dengan redaman

bentuk Persamaan differensial nonlinier,

dalam

. de
> - g sin € - k at

ﬁL positip, k>0.
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Pandang persamaan ayunan di lingkunan 6=0,

2
d f + k dé + g6 = 0
dt

. dat
( Pembahasan ada di II.3.2 (i) )

maka didapat:
(i) Jika kz < 4Lg, maka kondisi ayunan kurang redam.

(ii) Jiksa kz > 4Lg, maka kondisi ayunan terlampau redam.

IT.3 Analisa kestabilan linier dari solusi kesetimbangan

untuk Ayunan Tanpa Redaman dan Ayunan Dengan Redaman

Ayunan yang sedang berada dalam posisi setimbang akan
berada dalam kondisi menetap. Ambil 6 = e merupakan posisi
setimbang, berarti © konstan dan 6= merupakan konstanta.

Dengan demikian,

=] @ . .
Pada © = 8, maka persamaan ], d = - g sin 6E menjadi

| dt”®
sin 6 = 0. Didapat 6 = 0,m (atau nr, untuk nez)

Untuk @ = 0, ayunan dikatakan berada dalsm posisi ‘natural’.
Pada posisi ‘natural’, apabila ayunan diberi dorongan yang
cukup . kecil maka ayunan akan berosilasi dalam daerah sekitar

posisi tersebut . Sedangkan untuk & = T, ayunan dikatakan
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sedang berada dalam posisi “inverted’ ( tidak stabil ). Pada
posisi ini bila ayunan diberi dorongan yang kecil sekalipun
akan membuat ayunan tersebut bergerak meninggalkan titik-

titik di sekitar posisi “inverted’ tersebut.

Posisi ‘Natural’ Posisi ‘Inverted’

Gambar 2. 3.1 Gambar 2. 3.2

Hanya pada 2 posisi inilah gaya akan setimbang dan tidak
menghasilkan gerak. Meskipun ke 2 posisi di atas sama-sama
merupakan posisi setimbang, tetapi terdapat perbedaan yang
mendasar antara 2 solusi tersebut, yaitu:

- Untuk 8 = 0 merupakan posisi setimbang stabil,

- Untuk 6 = = merupakan posisi setimbang yang sangat tidak
stabil.

Analisa yang digunakan untuk dapat membedakan Jjenis-jenis

dari solusi kesetimbangan disebut Analisa kestabilan linier

dari solusi kesetimbangan,
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Dibawah ini akan dibahas mengenai analisa tersebut pada

ayunan tanpa redaman dan pada ayunan dengan redaman.

IT.3.1 Analisa Kestabilan Linier dari Solusi Kesetimbangan

untuk Ayunan Tanpa Redaman

Apabila sebuah gaya pengembalian f bekerja pada sebuah
ayunan, maka

L = | - D

© = OE merupakan posisi setimbang jika f(6e) = 0.
Untuk menganalisa kestabilan posisi setimbang, akan
diselidiki posisi-posisi dari ayunan yang dekat dengan posisi

setimbangnya. Untuk & dekat e, fungsi f£(&) dapat didekati

menggunakan beberspa bagian dari deret Taylor sekitar & = 6rE,
(8-66)°

F(&) = f(OE) + (O-BE)F (OE) + +—%TE;~ £ Br) +
Dengan demikian,

d?e (6-6£)*

L = - £(6E) - (8-OE)E’'(6E) - 72— f""(8E) -

dt? ’

karena @ = O merupakan posisi setimbang, maka f(6E) = o,
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2
L 98 - _ (e-om)r(om) - 595351— £ (6E)

Untuk & yang cukup mendekati €, maka (9—95)2 < (8-6E) dan
konsekuensinya bagian kwadrat (S—QE)Zf”(BE)/ZE dapat
diabaikan, juga untuk bagian yang ordernya lebih tinggi lagi
dari deret Taylor tersebut. Dalam hal ini f’'(6e) = 0.

Pendekatannya menjadi,

2

d%e
dt?

i = - (6-6E)f’ (6E)

Untuk lebih mudah menyelesaikan masalah ini, akan dibuat
substitusi yaitu ¥=6-6e. Maka 6=y+6E, dengan 6 merupakan

sebuah konstanta.

d2(7+95)

1L = = -y £°(6E)
dt
&
L g : = -wE(BE).r .....2.3.1.i
dt

dimana koefisien f (8E) adalah sebuah konstantsa.

Analisa sederhana dari persamsan 2.3.1.1 vang disebut Analisa

kestabilan linier menunjukkan bahwa:
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1. Jika f'(6k) > 0, maka posisi kesetimbangan stabil.

Ambil f°(6E) = +k, maka

¥ = A cos wt + B sin wt

k

dengan W’ = T

Persamaan di atas merupakan persamaan gerak

sederhana , dengan demikian gaya yang bekerja di

posisi setimbang akan cenderung mengembalikan ayunan

posisi setimbangnya.

harmonik

sekitar

ke

2. Jika f"(6E) < 0, maks posisi kesetimbangan tidak stabil.

Ambil f"(6E) = -k, maka

dengan w = £
Solusi eksponensial tersebut mengakibatkan jarak dari

setimbang secara eksponensial akan bertambsh Jjauh.

Analisa Tingkah..., FlafianaIMTT Tagung, FMIPA Ul, 1993
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Dengan menggunakan sanalisa di atas akan dianalisa kestabilan
linier dari posisi-posisi setimbang padsa ayunan tanpa
rédaman.

Persamaan differensial ayunan tanpa redaman,

Posisi - posisi setimbang yang akan dianalisa adalah 6 = 0
dan 6 = n. Dalam persamaan differensial diatas didapat bahwa
f(6e) = g sin &, maka f ' (BE) = g cos 6.

Anslisa:

£ (6=0)

g > 0

f (e=n) -g <0

i

Dari analisa terbukti bahwa 8 = 0 merupakan posisi setimbang

stabil dan 6 = n merupakan posisi setimbang tidak stabil.,

IT.3.2 Analisa Kestabilan Linier dari Solusi Kesetimbangan

untuk Ayunan Dengan Redaman

Pandang bentuk umum dari Hukum Newton yang berhubungan
dengan gaya pengembalian dan gaya gesekan pada ayunan
2 de

d .
L + g sin & + k =— = 0
dt2 dt
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4
176 . . . ) =
d = dapat dianggap sebagai sebuah fungsi dari © dan d

maka

- dt
sebagai berikut,
d?e de
. f(e,ag) ..... 2.3.2.1
dt
Dalam persamaan ini ketergantungan persamasn terhadap
waktu (t) tidak dinyatakan secara eksplisit. Persamaan

seperti ini disebut persamaan Otonom.

Analisa kestabilan linier dalam ayunan dengan redaman
untuk solusi kesetimbangan akan menggunaskan persamasn otonom
sebaggj dasar analisa.

Dimisalkan @ = 6 merupakan sebush solusi kesetimbangan
dari persamaan gerak 2.3.2.i. Jika posisi awal © dekat dengan
6e dalam kecepatan yang kecil, maka f(e,g%) dapat diperluas

dalam bentuk deret Taylor sebuah fungsi dari 2 variabel,

f(x,y) = f(xo,y0) + (x-x0) g%lxo,yo + (y-yo) gglxo,yo +

menjadi,
£(8,32) = £(oe,0) + (6-6x) L|ox,0 + 98 _Of 4
dt 26 Jt
a¢de, le=,0
dt
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dimana bagian deret Taylor dalam order tinggi akan diabaikan

e :
karena € dekat dengan ©e dan %F vang kecil. Karena 68E
merupakan solusi kesetimbangan, maka f(6x,0) = 0.

Dengan demikian persamaan di atas dapat ditulis sebagai

berikut,

48 - (o-6r) 2 lex,0 + % of
dt de. |ex,0
a(ag)

Dengan substitusi » = 6-8e, dihasilkan

afe _ '\, &, d8
dt2 dt
dimana -k = gg|et,0 dan -¢ = 2L
o a(d_e>6E,O
dt

Persamaan yang dihasilkan merupakan persamaan differensial
biasa homogen berorder 2, maka solusi yang didapat merupakan

solusi eksponensial
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(D + ¢D + K)y = O

Bentuk ini memiliki solusi dalam bentuk ert dengan akar

karakteristiknya,

2

- + Jc - 4k
Ta= c J

2
Solusi kesetimbangan dikatakan stabil secara linier Jjika
untuk semua kondisi mula-mula dekat € = @ dan %% = 0 ,
berarti jarak dari kesetimbanagn tidak bertambah jauh.
Tabel berikut menunjukkan tingkah 1laku dari solusi
kesetimbangan.

Tidak stabil jika ¢ = O
Tidak stabil jika ¢ > 0 tapi k < O
Stabil untuk kondisi lainnya ( ¢ > O

dan k = 0 )

Stabil jika ¢ > O

¢ -4k = 0O
Tidak stabil jika ¢ = O
Tidak stabil jika ¢ < O
Stabil jika ¢ =2 O
c? - 4k < O (Kadang-kadang disebut “Neutrally

stable’ jika ¢=0, karena solusi

bergetar murni jika c=0).
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Informasi ini bisa dikomunikasikan melalui sebuah diagram
kestabilan dalam ruang parameter c-k sebagai berikut,

k

.

757,
z
Diagram kestabilan
( Daerah yang diarsir tidak stabil )

. .
“
24

Gambar 2.3.2.1

Dengan menggunakan analisa di atas sakan dianalisa
kestabilan linier dari posisi-posisi setimbang pada ayunan
dengan redaman. Tetapi sebelumnya akan ditentukan terlebih
dahulu posisi-posisi setimbang tersebut.

Dalam pembahasan II.3 sudah dijelaskan bahwa untuk

posisi setimbang & = e, maka

— = = [0,
dt dtz
Persamaan ayunan dengan redaman,
2
1,22 - _gaine - p 98
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Pada & = 6, maka persamaan di atas menjadi sin €& = 0.
Didapat 6 = 0 , m (atau nm untuk neZ).
Akan dianalisa jenis kestabilan dari ke 2 posisi di atas.
1. Untuk €= = 0.
Berdasarkan pembahasan gambar 2.1.5, maka persamaan ayunan

dengan redaman menjadi,

Ldf:—ge-—kg%
dt
d’e._ _ 8 _  kde
. L L dt

Melihat persamaan 2.3.2.ii, maka didapat

_k
c = L > 0

dimana k > O

Dengan demikian,

memiliki 3 kemungkinan:
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- Untuk kemungkinan c¢® - 4k > 0, dengan ¢ > O dan k > 0,
maka menurut tabel kesetimbangan merupakan solusi
kesetimbangan stabil.

Untuk kemungkinan c? - 4k = 0, dengan ¢ > 0 didapat solusi
setimbang stabil.

Untuk kemungkinan c? - 4k < 0O, dengan ¢ > 0 didapat solusi
setimbang stabil.

Untuk semua kemungkinan yang ada, didapat solusi setimbang
stabil, dengan demikian untuk ©6E = 0, ayunan dengan

redaman berada dalam kondisi posisi setimbang stabil.

Untuk 6 = m,
F(O)xE

cin &

Gambar pendekatan sin & untuk @ X

Similar dengan pendekatan sin @ = @ pada daerah sekitar

6’ = 0, maka diperoleh pendekatan untuk dserah sekitar

6E 7 sebagai berikut:

sin 8 x n-6,
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Persamaan

ayunan dengan redaman untuk pendekatan
sin 6 = n-8 menjadi,
d%e de
L s = - g(n-8) - k dat
dt
2 g
e 12}
dz = --(n-e)—%g—g
dt L
g
k de
= —(8-m) - = ==
L L dt
d®ce-ny _ & k d(o-m)
. g, g Y
dt L

Dengan melihat persamaan 2.3.2.ii1 maka didapat,

dan

2
Dengan demikian cz - 4k =

Karena ¢ > 0 dan k < O,

OE =

maka ayunan dengan redaman untuk

7 berada dalam posisi setimbang tidak stabil.,
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BAB III
TINGKAH LAKU AYUNAN TANPA REDAMAN
\
Bab ini akan membahas tingkah laku dari ayunan tanpa
redaman yang ditentukan oleh Kurve Energi yang dilukiskan
dalam Bidang Fase. Untuk itu akan dibahas terlebih dahulu

mengenai Kurve Energi dan Bidang Fase.

III.1 Kurve Energi dan Bidang Fase

Dasar untuk membuat Kurve energi adalah persamaan

Kekekalan energi atau Integral energi yang merupakan solusi
2

dari persamaan m d z = - f(x), (dimana m adalah massa benda
dt

dan X merupakan posisi benda terhadap posisi setimbangnya)

sebagai berikut:

m = v f (o)
dt?
Ke 2 ruas dikalikan %% sebagai berikut,
2
EndE- )
dt
dx dzx dx
m S = - £(x)
dt dt? dt
d 1 .dx.2 _ dx
m 35 7 () ) - (0 FF
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-

ke 2 ruas dikalikan dt, didapat

msoac L (@2 oo f(x) dx
2 'd
1 dx, 2 - w
S mge) = - Fo) + E

1 ds 2 -
zm (_f) + F(x) = E
x ~ ~
dimana  F(x) = S f(u) dx
x4

E merupakan konstanta integrasi, dengan harga E

acdalah,
Xo LV
E o= —m vo~  + S Filu) ciu
x4
dengan xo = x(to) ! posisi mula—-mula
. dx
vo = TE (to) : kecepatan mula-mula
X1 = posisi yang ditetapkan
E  merupakan energi  total dengan bagian - bagianrya

1 dx, 2 1 2 . ) . .
- m (Ef) = g mv - adalah energi kinetik yang digunakan wuntuk

x ~ e
menggerakkan massa dan S f(x) dx adalah energi
x1

potensial
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yang merupakan usaha yang diperlukan untuk memindahkan massa

dari M1 ke

ps
=

Definisi:

Furve energl adalah kurve vang dihasilkan olek

x (4] (a3 1 2 x 0 (A%
1 Ll 20 =2, " " .
— i + S ) s = = mveo -+ S f{u) s =
X 1 X1

dalam bidang x dan dx/dt dan merupakan kurve dari energi

konstan.

Grafik kurve energi konstan berganitung pada  fungsi  energl
potensial.
Contoh:
f(x) = k. (ambil x4 = O)
X A, ~ k\,z
Maka F(x) = J kx dx = -~ merupakan energi potensial.
‘ (o]

X

Lukisan energi potensial dan energi konstan total

Gambar 89.1.1

Karena energi kinetik positip % m (g%-z Z 0, maka
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E 2

seperti yang dilukiskan pada daerah yang diarsir,

dengan harga » tertentu.

Definisti:
Sistem koordinat yang terdiri dari » dan du/dt sebagai

ke 2 sumbunya, dimana x  adalah posisi massa terhadap

posisi setimbangnya dan dx/dt  kecepatan massa disebut

Bidang Fase.

Contoh:

fix lLintasan dari jenis kurve
o g//energt, berdasarkaan

persamaan integral energt

\{,\] -

Bidang Fase
Gambar 3.1.2

kurve energi dalam bidang fase akan disertai

dengan
tanda panah pada kurve. Berikut akan dibahas mengenai fungsi
tanda paanah tersebut pada sebush bidang fase sembarang.
o«
(=]
A
Gambar 3.1. 3
Fungsi tanda panah dalam diagraam bidang fase tersebut

untuk menunjukkan arah solusi yang berubah dengan waktu.
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Dalam kwadran atas dxz/dt > O menunjukkan bahwa x  bertambah

dengan harga tertentu dalam satu satuan waktu, sedangkan

pada kwadran bawah dux/dt < O menunjukkan bahwa berkurang

dengan harga tertentu dalam satu satuan waktu.

ITI.2 Bidang Fase Ayunan Tanpa Redaman dan Tingkan laku yang

dilukiskannya

Fada penbahasan di o atas  telah clivirai han VBT ] 6001 L

integral energl dan bidamg fase secara umum, maka pada agian

ini akan dibahas mengenai integral energi dan bidang fase

pada ayunan tanpa redaman.

Fada ayunan tanpa redaman didapat persamaan différensial

2
ml- H W o ml osin 8
dt?
maka,
2
de d~e . de
mL — = - mg sin 8 —
dt dt2 dt
- de(%(g—e-)z)=~mgsined9
L de.z _
& m.= (Ef) = mg (1 - cos @ ) + mE
L ,de.z = T o
L2 = d-_t-) + g (1 - cos 8 ) = [ PR . g
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Energi potensial di sini dihitung secara relatif terhadap
posisi ‘natural’ dari ayunan € = 0O, sehingga didapat
' e

S gsin 8dé =g (1 - cos & ).
o]

Fada @ = O untuk integral energi yang didapat, energi E hanya
terdiri dari energi kinetik.

Besar energi E konstan dan ditentukan dari kondisi mula—-mula,
yaitu:

B =

N

a6, 2
%ﬁ? + g (1 - cos 8o ).

Akan dilukiskan lintasan dalam bidang fase berdasarkan
integral energi yvang didapat. Fersamaan 5.2.1 merupakan dasar

untuk melukiskan lintasan tersebut .

Ada 2 tahap vang akan  dibahas  sebelum masuk  dalam
melukiskan bidang fase dalam bebarapa kasus berdasarkan

besar snergil.

1. Lukiskan energl potensial sebaogai fungsi dari 6

Potential

energy — (Ep)

9(1 = cos 1)

! \
; :
; :
- x 0

Gambar 3.2.1

Cap |

2. Lukiskan garis—-garis vertikal Yang panjangnya merupakan
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selisih antara energi total E dengan enerqgi potensial

dan menghasilkan energi kinetik E (%goz 2 0,

l.. e 2

Lukisan di  bawah ini  mengoambarkan > - (Tr) VA
L. "

bergantung pada 6.

Elh.‘vgy

ll = vos i)

R e e o S —

» [

|

'

'

'

4
-3

Gambar 3. 2. 2

Berdasarkan gambar 3.2.2 akan dilukiskan bidarng-bidang
fase untuk kondisi-kondisi E yang berbeda dan tingkah laku

vang dihasilkan.

i. Untuk E = O.

Fada E = 0, karena energi kinetik = Q.  maka Erergil
potensialnya sama déhgan nol. Maka diperoleh g(i-cos 6) = 0.
Karena g =0, maka didapat 6 = Q. Znm dengan Bilarmgan
bulat.

Dengan demikian 6 vang dihasilkan adalah: -2, O, 2 untuk

=2 £ & £ 2m.

o

n
M. 3.
13 ¥ g &l
-2x Q 2n

Gambar 3. 2.1

Untuk menentukan timgkah Laku Y LM AT tarnpa redaman

dalam kondisi E = 0, perlu dicari T (8)
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g (1 —-cos 8@) = Jqg sin € dé = F(8)
o
maka,
f(e) = g sin @
dan

f'(8) = g cos B.
Dengan demikian,
fr(—2r) = f7(0) = f (2nr) = g & 0.

Dari pembahasan analisa kestabilan linier pada bab 11,
maka dapat ditentukan bahwa tingkah laku ayunan tanpa redaman
dalam kasus besar energi nol adalah Ayunan berada dalam
posisi setimbang stabil. Ayunan tidak akan  bergerak dari

posisl terssbut.

ii. Untuk O < E < 2g.
Diketahui bahwa energli kinetik 2 0, dengan demikian
E - (1 - cos 86 ) 20

& E2ag (1 - cos 8 ).
Maka sudut yang berlaku adalah —-n % € < m.
Untuk melukiskan bidang fase hanya diwakilkan pada kwadran
dimana de/dt » O dan O < €@ < n.(karena kurvenva simetris,
mengingat f(de/dt) dan f(8) dalam persamaan 3.2.1 merupakan
fungsi genap)
Berdasarkan persamaan 3.2.1 didapat,

untuk @ = O, maka desdt = (FE/L)Y?

Analisa Tingkah..., Flafiana-MTT Tagung, FMIPA UI, 1993



untuk de/dt = O, maka € = ucmfi(lwﬁ/q)

)
e
AL
o cos ' (1 — Elg)
i .
T 0

Bidang fase jika ©0 < E < 2g

Gambar 8. 2. ii. 1

Tanda panah menunjukkan perubahan dalam solusi sesual  dengan
bertambahnya waktu dalam satu satuan. Solusi berperiodik

dalam waktu, seperti dilukiskan dalam gambar di bawah ini.

gl = cosi)

SR U 1 e € .

P | 1= T M T v

iau, i-2n! 10! [ 2n L An 0

! : ! A ¥ ' 2 P

H | ] | | | ) 1 i M

[ o y ¥ P o

i H 1 | | \ | N | ' \

] | | [} ] \ [} ) | | 1

P E g ) A T

N 9 de o i

] : | | | ' | | s |

; | | | | ! ! 1 : |

' ) | | l | | | | !

' I | | 1 | [ 1 | |

L [ | | | | I

1 | | | ] | 1 { ' |

stV | [adva | | ot |V | PaVom |

X7 A= S K Q= 0

~4x -2x 0 2 4n

Energi potensial, energi kinetik dan kurve energi

Gambar 3. 2. 1i. 2

Tingkah laku vang dinasilkan dari ayunan tanpa redaman dengan
besar energi O < E < 2g adalah ayunan bergerak terus menerus
melalui posisi setimbang stabil dengan sudut yang sama sesual
dengan harga E yang diberi dan harga sudut terbesar = @ max.

sebagai berikut;
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& max. = cos *(1-E/g)

seperti digambarkan di bawah ini.

‘emn
uﬂ\ll
7/ \\/
\'_/
] |
Gambar 3. 2.1ii. 3
8
dt
N7 N7 SN 7
= S &=

Gambar 3. 2. ii. 4

Dengan memasukkan E = 2g ke dalam persamaan Y 1
didapat
L dé.z _ _ =
;lﬁ) = g (cos & —-1) + 2aq
L ,de, 2
N P— =2 .2.2
o (dt' a (cos 6 + 1) P G
Untuk € = 0, maka des/dt = 2(g/ L)t/z.,
Limtwk et maka 8 = 1.
"
26“*&"‘*~\\\\\
0 ® 0

Bidang fase jika E = 2g
Gambar 3.2.iii.1

mak a



s

E=29
9l —cos 1)

=
‘Eé .
N

- ——— - - )
~N
)
(&)
S
(=)

g

Wt

£
1
S -
£
1
——
o

B U
o
——— s = e W]

TS .

)

1

=3t ~-2n -2

»
N
n
(2]
»

Kurve energi E = 2g

Gambar 3. 2. iiL. 2

sudut yang mungkin dicapai dengan B = 29 digambarkan di bawah
iIFd s
Gambar 3. 2. iii. 3
Dari bidang fase yang dilukiskan untuk kurve energil
E = 20 menunjukkan babhwa tingkah laku ayunan menuju Cposisi

“inverted’ . (Baik untuk G=-m MmaLpun =)

Contoh:
E = 2g, dengan kondisi ayunan mula-mula pada &=n/2, maka
ayunan akan sampai pada puncak dengan kecepatan nol

seperti pada gambar di bawah ini.

Y
i)}
t=0 T Later ¢ =g >0

Ayunan mandekati kesetimbangan ‘inverted’ .~ tidak srabil
Gambar 3. 2. iii. 4
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Ayvunan mencapal puncak  dengan  kecepatan  angular  nol.

(des/dt = O).

Terdapat kesulitan teoritis dengan solusi ini vang berakibat
Jika ayunan pernah meﬁcapai puncak dengan kecepatan tepat
nol, maka ayunan akan tetap diam pada posisi  puncak karena
posisi tersebut merupakan posisi setimbang.

Akan ditunjukkan bahwa untuk E = 2g ayunan tidak pernah
mencapai puncak melainkan hanya mendekati puncak dan  untuk
mencapai puncak dibutuhkan waktu yang tak hirngga.

Hal tersebut akan dibuktikan dalam 2 cara.

1. Tekhnik pendekatan.

Farsamnaan energll ayunan tanpa redaman un ok Ez=l2a

de .2 _
L (aid = 20 (cos 68 + 1)

Ferluasan persamaan energi ini dalam deret taylor di

sekitar 6=m, menghasilkan

dé,2 _ . 3 & w5 owm f B . temm®
LIEEJ = 2 (l b oS W (B-misin —— Cos o+ ,..)

Fendekatan yang diambil vyaitu mengambil  hanya bagian

pertama yang tidak nol, mengingat bagian vyang lain

mendekati rol sehingga diabaikan,
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de. z

el - z
l.. (c—‘lf) = (8-m)

= ¥ (&-rn) J

oy
o
s"|=D|

Tanda ¥ menurjukkan  ayunan yang mengayun  searak ataw
harlawanan arab jarum jam juga menuju atauw semakin  jauh
dari posisi setimbang 6=n.

Dalam kasus ini hanya akan diselidiki ayunan yang

mengayun menuju posisi setimbang.

g
- (B9 g
L
(Jika &<n, maka g—g > 0 dan jika @>m, maka g—g £ 0).

d(e-n) J 9

« = 4] - (8-m) =0
L
rl
& {0 A4 — )y (BT} o )
I
Akar karakteristiknya,
9
o e -
i

Dengan demikian,

8 — = .= ..
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Solusi inid menunjukkan 6@ = m m@émbutuhkan t = oo

-3

2. Berdasarkan persamaan 3.2. 2.

Berdasarkan persamaan 3.2.2, maka didapat,

de N jz.g

I dcos 6 + 1

actalah

Farda Foodipilih karena diasumsikan @ mula-mula

=] nodan @ hartambah besar .

Untuk € = my, maka integral divergen dan t% = o.

"
'

Jadi untuk E=2g tingkah laku yang dihasilkan adalah ayunan
mEngayun menuju posisi ‘inverted’ tapi tidak pernah meEncapai

posisi tersebut, sekalipun melalui bidarg fase

=3

yang

dilukiskan posisi "inverted’ bisa dicapai. Ini merupakan

teorema yang unik dari persamaan differensial biasa.

IV. Untuk E > 2g.
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E>2y
-

gll < cos @)

Gambar 8. 2.iv. 1

&

It + g (1 - cos &)

N |
o

{ s ~y

Seperti sudah dibahss pada pembahasan 3.2.11  bahwa {fide /dt)
dan fi@) meErupakan fungsi-=-fungsd ogsnap, maka Didang fase vang
akan dilukiskan dalam kasws i1nl dapat diwakilban pada daerah

0Lt dan de/dt = 0.

UntukRg=0, de/dt = |28 .

Untuk 6=n, de/dt = 15-(z~m;f“

8
di

\/'_{E

)

Vv Z(E - 29

|
|
|
|
0 X

P Gambar 8. 2.iv. 2

Dengan gambar 3.2.iv.2, maka akan dilukiskan bidang fase dari

ayunan secara lengkap dalam gambar di bawah ini.
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Gambar 8. 2.iv. 3

Jadi untuk E > 2g,. |6| terus bertambah ( dan

Tingkah laku yang dihasilkan adalah ayunan

terus (searah atau berlawanan arah jarum

Jjam dalam

> 0 ).

akan berputar

ruang el

bergantung pada 8 tambah naik atau tambah turun) , antara lain

seperti gambar di bawah ini.

Gambar 3.2.iv. 4
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BAB 1V

TINGKAH LAKU AYUNAN DENGAN REDAMAN

Foda avunan Lanpa redaman tingkah lako avunan oditentoban

olael ganbar kurve energl pada  bidang  Tase  vang  dibhasillan

dari integral ernergili. Tapli wantuk ayunan dengan redaman tidalk
ada integral dari psrsamaannya, sedemikian sehingga  dapat
dihasilkan integral energi dalam bidang fase. Dalam hal ini
tingkah laku ayunan dengan redaman ak.an diterntukan
berdasarkan isoklin yang dihasilkannya.

Apa  yang dimaksud dengan  isoklin?

Hal ini akan dijelaskan pada pembahasan pertama bab ini.

IV.1 ISOKLIN

Férsamaan qtonom vang disinggung pada bagian II1.3.2
dapat dinyatakan sebagai hubungan dx/dt dan %, dimana dx/dt
merupakan kecepatan dari massa benda dan x merupakan posisi
massa benda térhadap posisi setimbangnya.

Ambil v = du/dt, maka

i o M ol
Dengan demikian persamaan otonom umumnya > =3 ft”’ﬁ?

menjadi,
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Fersamaan differensial order I ini tidak selalu dapat

diselesaikan secara eksplisit, tapi dapat digambarkan sebagai

»
'

berikut.

Fandang bahwa dv/dx = g(x,.v). FPada masing-masing harga
e persamaan  differensial tersebut menyatakan gradien
(kemiringan) dari solusi dv/dx untuk v yang diketahui. Gambar
dibawah ini vyang disebut ‘Field Berarah’ dari persamaan
differensial di atas melukiskan garis lurus pendel (dashes)

sebagai kemiringamn g(x,v).

y-ﬂ -
it | - S
-
N

‘Field Berarah
Gambar 4. 1.1

Masing-masing titik solusi tersebut harus paralel dengan
‘dashes’ ini. Dengan huburngan kasar dari SEQMeEn-Seqmesn garis
paralel dari titik solusi, solusi dalam bidang fase {wv
sebagal fungsili ) dapat dilukiskan.

Uitk memudaktit an melukis “field berarah’, mak &

kemiringan atau dv/di tersebut berupa sebuah konstanta yandg
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badang dapat dihitung. Kurve - kurve sepanjang kemiringan

(dv/dx) yang konstan berada inilah yang disebut ISOKLIN

Contoh:

Untuk v = 0, maka dv/dx = . Berarbi sepaniang sumbu

dimana v = 0, solusi mempunyai gradien tak hirogoa.

v = 0 merupakan sebuah Isoklin. EKurve solusi vang

melalui sumbu # harus paralel dengan ‘dashes’ ini.
L

dx
ve Y2
i

Gambar 4.1.2

Fembahasan berikut akan menguraikan secara umum Isoklin pada

ayunan .

IV.2 Isoklin pada Ayunan Dengan Redaman

Fersamaan umum untuk ayvunan dengan redaman adalah,

2
i o @ = - 0 sin 8 - k A (4.2.1)
dtz d%
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dengan k = E#E 2 0,

Urntulk ke » 0, penyelesaian akan dicari berdasarkan
isoklin-isoklin yang diperoleh.

Akan ditunjukkan variabel bidang fase sebagal berikut:

kecepatan angular v = g%-dan sudut polar 8.
Maka,
d’e _dv _de dv _  dv
dt 2 dt dt ° de de *

Fersamaan differensial 4.2.1 menjadi persamaan differensial

order I,

LV gx'” - g sin 8 - kv
— Ei - = wsAn 8 - kv y |
de o

Akan diuraikan langkah demi langkah untuk melukisbkan beberapa

isoklin pada bidang fase untuk ayunan dengan redaman.

i Lihat persamaan 4.2.2.
Ambil v = 0, maka dv/d8 = . Field berarahnya vertikal
Didapat isoklin v = 0 dan kurve solusi berupa potongan

garis lurus pada v = 0 yang tegak lurus pada v=0,
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ii.

Untuk v = de&/dt » 0O, maka &
dengan tanda panah ke kanan.
Untuk v = deé/dt < 0O, maka &
éengan Egg@éhpanah ke kir}.
e v:%% :

Attt I Kt
-2n -

————

‘x’ merupakan
Gambar 4.2.1

Akan ditentukan

Lihat persamaan 4.2.1.

Fada de/s/dt = v = 0O, maka
dfe g av/ L %,
ge2 o dt L

Dengan demikian pada isoklin v

o v . -
q o0 untuk sin 8 4 0
dv . .
e O wituk sin @ » O
dt
ot
———————

semak i

semakin

] 2r

-———

posisi-posisi setimbang

in 8

———

Ly 6 @

kecil

R st an ot L S S U ot B O B B o R A e

0

arah dari bagian—bagian isoklin

{ antara lain -1T<8<0)

{antara lain 0<6<rT)

— e

e

Gambar 4.2.2
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iii. Akan ditentukan lagi sebuah isoklin melalui persamaan
umum 4.2.2,
Ambil dv/de = O, maka didapat isoklin v = - (g/k) sin ©
yvang merupakan kurve sinusoidal. Dengan demikian kurve
solusi  merupakan  potongan  garis s alar siimbu e
pada kurve sinusoidal dengan dv/de = 0.

T - 4l
v ot

————— . ————

‘Field berarah’ pada ayunan dengan redaman
untuk dv/d@ = 0 dan @

Gambar 4.2.3

iv. Setiap daerah pada bidang fase tersebut ditentukan
dengan v dan € vyang bertambabh atau berkurang dalam
wak tu. .

Akan dilukiskan petunjuk untuk hal di atas.’

Untuk & berkuramng dalam waktu ( “—— ) dan v bertambah

dalam waktu | Yoo maka  simbol untuk daerabnyva ac

{ g

Untuk 8 berkurang dalam wakty (45— ) dan % e luiran
dalam waktu ( )o maka simbol untuk dasrahnva adalah
( ).

Untuk € bertambah dalam waktu ( —* ) dan v bertambah
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dalam waktu ( T Yo maka simbol untuk daerahnya adalah
« /).
Untuk & bertambah dalam waktu ( —> ) dan v berkurang

dalam waktu ( l Yo maka simbol untuk daerahnya adalah

(N ).

Petunjuk umum dari lintasan-lintasan
Gambar 4.2.4

IV.3 Tingkah laku yang dihasilkan Kurve solusi berdasarkan

Isoklin pada Ayunan dengan redaman

Akan dianalisa I lingkungan dari posisi ayunan untuk
menggambarkan tingkah laku ayunan dengan redaman, yaitu:
1. Analisa bidéng fase dalam lingkungan posisi setimbang
stabil.
2. Analisa bidang fase dalam lingkungan posisi setimbarng
tidak stabil.
Ze Analisa bidang fase dalam lingkungan antara posisi

setimbang stabil dan tidak stabil.
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IV.3.1 Analisa Bidang Fase dalam lingkungan posisi setimbang

stabil

Fosisi yang akan dianalisa adalah posisi ayunan sekitar
e = 0, dengan demikian untuk dv/de = 0 yarng  berarti
v o= o= ig/k) sin 8 dapat didekati dengsn burve  berupa garis
lurus v o= - (g/k) 6.

Berdasarkan penguraian di atas dan  gembar 4.2.4, maka

didapat gambar di beawah ini.

Tingkah laku lintasan-lintasan dalam lingkungan
posisi setimbang ‘natural ’
dari ayunan teredam

Gambar 4.3.1.1

Terdapat 4 kbamungkinan  bamakan baku wvang  dihasillkan oard

Qambiar yvamna ol lukiskan dalam gambar oo baowab i

' {b)
{a) .
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{c)

Gambar 4.3.1. 2

3

actal alh

Kemungkinan yvang@ terjadi apabila soeroi berkoransg  ac
nambar (&) dan (d). dan jika ernergl  tidak  berkurang adalah
gambar () dan (C).

Di bawah imi akan dibabas untubk 2 kondisd ayunan, yaitus:

i. Untuk ayunan kurang redam.

ii. Untuk ayunan terlampau redam.

T Ayunan kRurang redam.
Hal ini berlaku untuk kondisi k? < 4Lg.

Farena sin 8 mendekati €, maka persamaan 4.2.7 menjadi

V=—g9 - kv

e L.v

=1

|

o

Alan diberikan isoklin-isoklin umum yarg o berlako ool

atimbang stabhil.

Lirmgkun Cjanm

A8 ) -8 - kv
Ambil v = —, masukkan ke dalam o9 = — ERT
Frimbad ] v " astik b s e dals a8 .

Y
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=(1+X)k .

akan dihasilkan gi e dengan X sembaranq.
Secara umum lintasan yang diperoleh adalah lintasan yang
digambarkan pada gambar 4.2%.1.2.(a), vaitu berupa spiral

ke dalam.

Contoh:

Ambil ko= 1, L. = 1, dan g = 1.

Isoklin-isoklin yang diperoleh adalah:

- e Y1
Voo NG e an T8 ° S

dengan X € R.

Gambar 4.3.1.3

Gambar di atas berdasarkan data—-data di bawah ini.
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A e v dv/de
o -1
o e o ®
-1 =] -8 o
1 e e -2
=2 (>} s e 1
2 2
2 e e -3
2 2 s
2 e 26 -=
2
-2 e -20 -
2
i e i =y
3 3
- e -t B &
3 3
3 e 38 -
3
-3 ) -30 -
3
1 e i -7
S S
_i e _i [
o S
] e B Sty
S
-G e -8 .
"N
Dari gambar 4. 2.1.2.(a) ~dan . gambar 4.%.1.7%. maka cdapat

ditentukan tingkah laku dari ayunan kurang redam yvaitus:
ayunan perlahan-lahan akan menuju posisi setimbang stabil 6=0

dan diam pada posisi tersebut.

ii. Ayunan terlampau redam.

P o Z .
Hal ini berlaku pada kondisi kL° > 4lg.
Fersamaan 4.2.2. menjadi,

-g8 — kv

de L.v
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Isoklin—isoklin umums:

AMbil v = — |, masukkan ke dalam - =

e il f1+X0k

bam oibheasilkan —_— — dEngan N sembarano .,

i Al

Contoh:

Ambil 'k = 3, L = 1, g = 1.
Isoklin-isoklin yang diperoleh adalah:
A8 - PR T

v - T, dE’f’l"lgar'l H—é- ol ——A.‘ "

-1
- ‘:. et ‘;’l’o ‘;: .e SR R -
viad [\ / /__ velaol [T
\ .
V4.9 \ 7 V={0 "
" [/
vi|-4p INATT velro
v:[4ol ALY V154
NI O WL [
" =] f‘§ i = L]V it o
- N
] 11 7 9
o 414 P T
1 DI N~
\ P ol \ N~
VivAIERIAN
A/ N T\
K .
/ \
N T
b o]

Gambar 4.3.1. 4
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A e % dv/de
o -3
-1 e - o]
3
1 (2] 2 -6
3
3 e e -4
-3 e -6 -2
] e 26 -?2/2
-5 e -20 -5/2
3/2 (2] 2 -5
2
-3/2 e —9 -1
2
-0 8 -36 -8./3
° e 38 3
18 e r1o} -19/6
-i8 (2] -6 -17/6
1/2 e 2 -c
S
-1/2 e -2 3
S

Dari gambar 4.%3.1.2.(d) dan gambar 4.75.1.4, maka dapat
ditentukan tingkah laku dari ayvunan  terlanpas  redam  yaitu:
Ayunan secara cepat akan menuju posisi setimbang stabil e=0,
ayunan mengayun melalui posisi setimbang stabil tidalk lesbyih
dari satu kali , hal ini disebabkan oleh gesekan yarng cukup

w
besar.

IV.3.2 Analisa Bidang Fase dalam lingkungan posisi setimbang

tidak stabil

Fosisi yang akan dianalisa adalah posisi ayurnan  sekitar
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e = @, dengan demikian untuk dv/de = O yang  berarti

<
L]
|

(g/k) sin € dapat didekati menjadi,

g

Vo= - 1 (n—-8) = {e~m)

= @Q

« maka

4
il
i
i

Berdasarkan qgambar 4.2.4 dan penguaraian oi

didapat gambar di bawah ini.

o |
ot R4
o nfﬁ'_—_—ﬁi' %&{ p
'’ :
’

Tingkah laku ayunan teredam
dekat posisi setimbang ‘inverted’

Gambar 4 3 2 4

Gambar di atas Secara wmLim menunjukkan hakhwa
lintasan—lintasan cenderung meruju posisi setimbang

“inverted’ pada daerah-daerah tertentu dalam bidang fase,
sementara pada daerah—daerah lain lintasan—lintasan berneralk

meninggalkan posisi tersebut. Jelaslah ini menurjukkan  bahwa

6 = m adalah posisi setimbang tidak stabil dan berlaku  urntuk
sEmua denlis redaman.

Di bawah ini akan dilukiskan secara khusus beberapa

lintasan dalam lingkungan € =mnr.
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ve 20
t 1‘!
Y P o th
) L (e —— \\
) ! owel - a
s N
(e
Lintasan-lintasan ayunan teredam
di sekitar posisi setimbang tidak stabil
Gambar 4.9.2.2
Gambar di atas memperlihatkan Limtasan-1int: WET
terjadi adalah lintasan vanmg menwjL e = m maninggalkan

posisi ‘inverted’ 6 = n dengan kondisi sayunan mengayvun turun
atau melalui € = n tapi tidak menetap pada posisi setimbang
tersebut.

0 »

IV.3.3 Analisa Bidang Fase dalam lingkungan antara posisi

setimbang stabil dan tidak stabil

Dalam 2 pembahasan di atas sudah dipaparkan bagaimana
tingkah laku ayuwnan yang mengayun di sekitar posisi setimbang
stabil (6=0) dan di sekitar posisi setimbang tidak stabil
(@=mn). Untuk melengkapi pembahasan mengenai tingkah laku
ayunan nonlinier dengan redaman, di bawah ini akan dibahas
tingkah laku dari ayunan yang memiliki posisi diantara ke 2
posisi setimbang stabil tersebut.

Fembahasan akarn dibsrikan dalam 2 kondisi, yaitu:
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i. FKondisi ayunan kurang redam (k2{4hm).

ii. Kondisi ayunan terlampauw redam (kz}4Lg).

‘#

1. Ayunan Rurahng redam.

Untﬁk menyelidiki tingkah laku dari ayunan Lkurang redam
yvang memiliki sudut ayun Jjauh dari ke 2 posisi setimbang
atau berada di antara ke 2 posisi setimbang, maka dalam
bidang fase dihubungkan kurve-kurve solusi yang berlaku dalam
lingkungan @ = 0O dengan k2 2 4lg dan 6 = n, seperti yvang

digambarkan di bawah ini.

, 1. <X 7.
*téﬁ . %ﬁ ;k\fi
i = @“) 1 “(“‘""Tf

7\

Bidang fase ayunan kurang redam
untuk Llintasan dalam lLingkungan ke 2 posisi setimbang

Gambar 4.3.3.1.1

Darli gambar di atas terlihat lintasan vang keluar dari
8 = —Bo dengan O < 8o = n dan kecepatan v = d&/dt = O harus
tiba pada posisi kurang dari € = 8o dengan hkecepatan pada

posisi tersebut kembali nol (v=0). FPosisi maksimum ayunan
akan berkurang setelah setelah tiap-tiap oskilasi karena

gesekan yang kecil.
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Berdasarkan persamaan 4.2.2 didapat isoklin-isoklin

secara umum sebagai berikut,

A.g sin &
dengan mengambil v = ) didapat 9¥-= - SEFAIR
= = b ? de Al )
Derngan mengounakan isoklin—-isoklin di  atas didapat

gambar lintasan-lintasan untuk ayunan kurang redam.

N\

Lintasan-lintasan untuk ayunan kurang redam
Gambar 4.3.3. 1.2

Melalui gambar di atas dapat ditentukan solusi dari
ayunan nonlinigr kufang redam yaitu: Ayunan akan berayun
dengan sudut yang bertambah kecil. Jika kecepatan awal cukup
besar diberikan, maka ayunan akan  mengayun  dalam  jumlah
hingga kali dan secara kontinu menjadi lambat AYUMEMTTY & 4
ayunan akan mengayun di sekitar posisi ‘matural’ dan
mencapai  posisi setimbang stabil atau ayunan akamn diam

menetap pada posisi natural’ tersebut.

1. Ayunan terlampau redam.

Analisa Tingkah..., Flafiana:.MTT Tagung, FMIPA Ul, 1993



’

Berdasarkan persamaan  4.2.2 didapat isoklin—-isoklin

LUTILAT
A.q r .
Dengan mengambil v = T sin €& , didapat g% = - Li%%lh.

Dengan menggunakan isoklin—isoklin di  atas, maka didapat

kurve solusi sepertl pada gambar di bawah ini.

Lintasan-lintasan pada Ayunan terlampau redam
Gambar 4.8.3.ii.1

Melalui gambar di atas dapat ditentukan solusi dari
ayunan nonlinier terlampau redam yaitu: Ayunan langsung

berayun menuju posisi setimbang stabil dan diam menetap di

sana.

Dengan melihat gambar 40350001008, maka terlihat pada
gambar 4.3.3.ii.1 Jarak sudut yvang dihasilkan lebih  kecil
apabila diberi kecepatan awal vyang sama. Hal tersebut

terlibat'dari lebih curamnya kurve vyang dihasilkan. Dengan
perkataan laiﬁ, Jarak vyang ditempuh pada waktu AY LN &
digerakkan, lebih kecil karena terlampau besarnya redaman

vang terjadi.
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BAB V

PENUTUP

Bab ini berisi rangkuman dari isi skripsi vyang sudah

dibahas pada bab-bab sebelumnya.

L. Fersamaan avunan vang dibahas terbagi menjadi 2 persamaan
differensial nonl inder vadtos

A Fersamaan differensial nonlinier  untuk ayunan tanpa

redaman ,

2 a
) f = - . sin € .
dt

B. Fersamaan differensial nonlinier untuk ayunarn dengan

redaman,

2 g
6 = - s .
- C sin &

a

aja
2 A0

k.
|

o

t

o

2. Tingkah laku vyang terjadi pada ayunan tanpa redaman

dibahas dalam 2 bagian,

A. Berdasarkan analisa kestabilan linier dari solusi

kesetimbangan.

i. Fada & = 0 (atau € = nmn, dengan n  genap), maka
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ayunan berada pada posisi kesetimbangan stabil.
1i. Fada €6 = m (atauw 6 = nm, dengan n ganiil), maka
ayunan berada pada posisi  kesetimbangan tidak

stabil.

E. Berdasarkan kurve energi atau integral energi dalam
hidang fase .

i. Untuk besar energli nol (E=0).

g_l_}
' ot

]
~N
k]
o
X
&

Ayvinan berada dalam kondisli diam ataw pada  posisi

shimbrangan stabil.

idie  Untuk bessar energli OLECEQ.

b
I
@jj}

Ayunan bergerak mengayun  teras s menerrus melaluld
posisi setimbang stabkil dengan sudub masimal yang

sama, yaitu 6 max. = cos (1-E/g).
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iv.

Utk e

eneraol Sebesar 2o (k=2g).

- a0
ot

Bagian ini merupakan lkasos yamg wnibk .

Ayunan - mSngayur menuiu posisil Clrmverted” tapi
tidak pernah mencapal posisi  tersebut, sekalipun
pada bidang fase terlihat babwa  ayunan  mencapai
posisi ‘inverted’.

Untuk besar energi lebih besar dari Z2g (Ex2q).

a
. Cde —

\__/"—\

N T
_,/"\._/'.:"\._/_":\\\_
(CESN _;
oADK ) ==
F -~ i 2. YU —N\ . —

Ayunan akan barputar terus menerus searah atau
berlawanan arah jarum Jjam dalam ruang real .,

bergantung pada € bertambah nailk atau bertambah

turun.
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Z. Tingkah laku yang terjadi pada ayunan dengan redaman

cdibahas dalam 2 bagian,

E.

phes r chacs S0 kA arvenl 1@ fogaes by Lanm Lamaper cher e L
b bl m b arc s .
1w Fada €6 = O (atau 6 = nm, deEngan n genap), maka

ii.

ayunan berada dalam posisi kesetimbangan stabil.
Fada © = m (atau € = nr, dengan n ganjil), maka
ayunan berada dalam posisi kesetimbangan tidak

stabil.

Berdasarkan isoklin—isoklin vang diperoleh.

I

Fosisi ayunan sekitar €6 = 0.

b.

Ayunan mengayun perlahan—lahan menuju posisi
setimbang stabil € = 0 dan diam pada posisi
tersebut.

kondisi terlampau redam ( k7 x4lg ).
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Ayunan secara cepat menuju posisi setimbang
stabil 6=0 dan mengayun melalui posisi
setimbang stabil tidak lebih dari satu kali.

ii. Posisi ayunan sekitar € = n

LS
ot

Untuk kondisi ayunan kurang redam maupun terlampau
redam ayunan tidak akan diam pada posisi &=n
melainkan menuju 6=m kemudian kembali atau
melewati 6=m.

iii. Posisi ayunan dalam lingkungan antara lingkungan
setimbang stabil dan tidak stabil.

a. Kondisi kurang redam.

7
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Ayunan akan berayun dengan sudut yang bertambah
kecil. Dengan kecepatan awal yang cukup besar,
ayunan, akan mengayun dalam jumlah hingga kali
dan secara kontinuw menjadi  lambat dan  masuk
dalam lingkungan sekitar posisil ‘matural’
sampal pada akhirnya diam menstap pada posisi

tersebut .

. Kondisi terlampaw raedam.

-

Ayunan langsung berayun menuju posisi setimbang

stabil dan menetap di sana.
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Lampiran 1

Akan dibuktikan bahwa untuk k2 < 4L g, maka ayunan

teredam berada dalam kondisi kurang redam, sedangkan untuk

k2 » 4l.g dalam kondisi terlampau redam.

g2 + (dl—l-e— + Q8 = 0. (Sekitar 6=0).

Fandang persamaan L
: 2
i. Umtuk kKT € 4Lg.
fikar karakteristik vamg didapat dalam kondisi ini

adalah.,

Dengan démikian,

o (=k72L + 1wt (-ks72L - i1t
e = a.e + b.e

-kt 2L t it -iwt
= @ (a.e" + b.e '™

. mktrzlot
L

(C1 cos ot + U2 sin wt)

. -kt 2L t .
=L e i sin (wh -+ o)

dimana C1 = A sin ¢o dan Cz = A Ccos ¢o.
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: , -ckt ) ;
Dari persama:an e = A,e(k’QL ¢ sin ( wt + o )

didapat gambar-—gambar di bawah ini.

4 Ae “kti2L

® r» @

sin (we +¢,)

(RVanvanv . \/\/WT

-
4
AV
z
Lrntak BT = dlg.
Plar karakteristiknyva real dan negatid ke dus-dusnya,

. + J 2 JLg -k + lkz ~ al.g

dan rz = .

b
— 2L 2l.

Derngan demikian,
g 7 Ly £ = 29t
e = (C1.& + (2,

Jadi Jjika geselkan  ocukup bhesae, mak s Aayunan akan

kembali kembali ke posisi  setimbang stabil dengan

cepat. Hal ini dapat terlihat ps gambar ol bawah
As(a) atau As(b) atau ayunan menuju posisi setimbang
stabil dalam waktu vyang cepat tapi tidak diam

melainkan melewatinya, baru menuju ke posisi setimbang

stabil seperti terlihat pada gambar As(c).
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or

(al ’ (b)

- & 2 3

{4]
Gambar A

Dari gambar di atas terlibat bahwa pada kondisi
terlﬁmpau redam, ayunan tidak dapat melewati posisi
setimbang stabil lebih dari satu kali. Ayunan melewati
posisi  setimbang  stabilnya  hanya Jaka kecepatan
mtLa-mala negatip ( Diasumsikan bahwa posisi omula-mala

posdtip) .
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Lampiran 2

Akan dibuat dasar pembuatan kurve solusi dari
terlampau redam pada lingkungan antara lingkungan
setimbang  stabil dan  lingkungan posisi  setimbanng
staliil .,

ST I L= 1 clan |

Maka isoklin-isokiin yang didapat,

- A sin 8 denman dv Yy 4(1+N)
7 : 9 de by

\
NE'AY /ﬁ§“\ h & ' W\
NN AN T

R . : ,'/3.( 5

SR

o/ [ We
A

Ay
A\
A/

a4

“

L2y

L 1"

—

R

-

kK 6
—

Gambar di atas berdasarkan data-data di bawah ini.
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tidak



A v dv/de
sin 8
-y foatns i 3 o
<
sin &
1 —— -8
4
sin @
2 -5
2
sin &
-2 -2
2
4 sin & -5
-4 sin & -3
8 2 sin O -o/2
-8 2 sin & -?/2
12 3 sin 6 -413/3
-12 3 sin & -11./98
-4
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