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F1afiari M.T.T. Tagurg ( 038501703B )

Arii1jsa	 Tr:;;h	 T:i .; ii 	 Aviir:

PFunari Di	 fereIt]1 1. Nortl Hi	 r Ayiiriri Ha (:I;, Bidsrj 

v	 RA halaitin	 1993 )

Bibi., 7	 ( 1949 - 1986 )

Dalam skripsi mi akan dibahas inengenai tingkah laku

ayunart tanpa redainari dan dengar redarnart yang dihasilkan

herdasarkan bentuk penyelesajan persaniaan differensjal ayurian

nonljrzier pada bidang fase.
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BAD I

PENDAHULUAN

:C:I.:.:tDt1	 c a ra	 L.tItL.(k	 flEFi'/E

diffevensial nonlinier. fmt:iaaii da I m skripsi .in.i sncn:t.

bErka:i.tari derician s.lah satu bentuk penyelesaian persamaan

differensial nonlin:i.er t.er'sebut

Dalam skripsi .ini akan dibahas fflenqena:i api ikasi dart

vibrasi non limier yang ii€?iLii.iki pur:maan difireiis.iai

nonlinier- order 2 yaitu anal.isa oskilas.i nonl.inier dalam

çjerak ayunan. Adapun cara yang diuunakari untuk mencianalisa

oskilasi nonlinier dalam gerak ayunan mi adalah dengan

men yclesaikart persamaan differensial biasa nanlinier order 2

dar I ayunan sedeini klan seh innq a di dapBt hul:un cian antara

k.u::c•:j::.••t.n r.:Iar'i 	 i :ri.k ayunan yang t.E, ....:uanc:i dal am 1:j,.c:Lrtrn

Anolion vang di ijak.s..:1 cJ;t . ii. adalsh analiss	 ...i nuft..Li I

ciar.i -yunan. Apakah •\'unansedanq bnv.cla dalaw 	 k.c;'iic:Lj.i

dan hil aj ana kond.ii.i .ini ter.j adi at.aukah ayulian sedana

berayun terus menerus dan bilamana kondisi .ini ter.jadi dan

lain--lain.

yunan yang akar dihahas dalam skripsi .ini adalah ayunan

yang bercierak	 sepanj ann	 sebuah J.lr!nkaran	 danc.: .....rad:LLs L.
— — — —

clambaF di haah ml.	 N
/

/	 \
I

(\\ AL /—
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Bab I yaitu peI'id.I"I..it.IKrI urLmbahas tLt.Juan	 c1ri	 pEllul :L.kH

I'.rijJ3i :Lni ciari juga nambaran umum i-i'iii setiap DL)

pembatasan dari pembahasan

E:Lb 11 rnernbahastori--t.eori dasan yang di..per .LLd' :.ari	 UntIl k

iI.Ij U:Fi pE.mhahasan	 sk.r1l::E•i	 ml.	 art.ara	 lain:	 pembahasa,,

rnancaI':i persamaari differensial	 aynnon,k	 ayl,.,kIari	 I...arlI..)a

,.cl.iia maupun denqs i redaman	 (:.I:U.i	 .J U(:i	 ai"U-li isa	 keaIs..ab.i. ia i

1. lilmEIr	 lrLI:::eli:tli	 I;1!.lEr	 Lrit.LIk.	 iIEiIiE?ri:L.lk.ri 	 €iii±i--.i ii:ia.r;

k.eset:i.mbannan	 :iarm posisi avunan tanpa redairian c.ian ayi.tran

dencian redarnan.

Dab III mennuraikan tentanci tincika' laku a yunan taflpa

redarnan yang dibagi dalarn 4 koridisi sesua.i dengan besan

enercii yang diberikan pada ayunan Kurve erierqi atau integral

energi pada bidang fase merupakan dasar menentukan tingkah

laku ayunan tersebut, oleh karena itu hal mi akan dibahas

pada awal bab ml.

Bab IV benisi pembahasari tincik.ah iak.0 pada avunan dencian

iii iii,	 11f	 Ill) l.Ji 	 daLam	 3 kondisi sesuai klIllII	 I	 FiJI I	 ii

I H :in	 (ic:IaL'.......i:niic:i.I ai	 ri..Iaii.ari	 yQnn	 dlhahas

	

ini	 Li ii	 al... . Li	 l':.c:r,dis.j.	 kuFail	 Li•iiii	 ('I Hi	 kundisi

tenlampau rE:dani . Eada aal bab :Ln:i diuraikan peirbahasari

rnengenai isokla.n yaric:i meniadi dasan untuk menentukan tincikah

laku ayunan dengan redaman.

Dan pada akhirrya, sknipsi mi akan diakh.iri dencian

penn li_san ran kuman dart semun pemba liaaan yang d :. ural. k an pad,--t

bab-bab sebelLlmn y a • yalICJ ci:i tn.......a secara .,huaua dai.am Dab V.
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BAB II

TEORI DASAR

11.1 Persamaan DiffErensial Ayunan Tanpa Redaman

Pandang sebuah ayunan dengan panjang L. Pada salah satu

ujungnya ditahan pada sebuah titik yang ditetapkan dan bebas

berotasi inengelilingi titik tersebut. Sebuah massa in terletak

pada ujung lainnya seperti digainbarkan di bawah mi.

B:
aarnbcLr 2. i. I

Pada peinbahasan mi yang diperhitiingkan hanya inassa dan

hanclu 1 atau hebari ayunari, sedangkan massa lainnya yaitu niassa

tiar g ayunan dalani hal mi diabaikan.

Untuk rnendapatkan persainaan ayunan akan digunakan 1-lul':uin

Newton II,

F	 xn.a

dimana F : merupakan penjumlahan vektor dari seinua gaya yang

bekerja terhadap titik massa dari inassa in

m : inassa beban ayunan (konstan)

a : vektor percepatan dari iriassa
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Karena ayunan bergerak sepanjang keliling dari sebuah

lingkaran, inaka Hukum Newton II yang dipakai, akan

dikembangkan dalam koordinat polar. Dalam koordinat polar,

vektor posisi ayunan x diarahkan keluar dengan panjang L,

seperti pada gambar 2.1.2 di kiri hawah mi.

V

L	 sill

CIS

ILI

0 \

l3

LL
I	 Ii	 (I

oambcLr 2. 1. 2	 Gc2mbar 2. 1. 3

x	 L.r

dimana L : merupakan panjang ayunan (konstan)

vektor satuan radial.	 1=1

x	 vektor posisi inassa

Dengan asumsi 9 positip adalah seperti pada gambar 2.1.2.

inaka melalui gainbar 2.1.3 dapat dilihat bahwa,

=	 sin 9 ± -4- Ii cos 9 (-j) = sin 9 i - cos 9 j

Jika Oadalah vektor , yang tegak lurus dengan' ( 0j=1 ) maka,

e	 cos 0 i. + jej sin e j = cos 9 i + sin e 

Dibawah mi akan dicari vektor kecepatan ma--- -- untukdt

memperoleh vektor percepatan ma--- —i- dan juga gaya-gaya
dt

yang bekerja pada ayunan tanpa redainan, yang berguna untuk

menentukan persamaan ayunan tanpa redaman.

4
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dx_ 1 dr	 dL2:E-J-E	 r-dt

L dr	 L

L ( (cos 9

de

L..&dt

d9+
dt2

L—O +
dt2

_1z
L—e +

dt2
eQs e

2-d x
dt2

d
L dt

L. (

-	 d92L d2e 9 -	 L.(--) .r

dengan L d29
—i- disebut koinponen angular dan percepatan
dt

d9 zL	 disebut komponen radial dari pencepatari
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Inj	 my

Oambar 2. i. 4	 cicxmbar 2. i. 5

Terdapat 2 buah gaya yang bekerja pada ayunan tanpa

redaman yaitu -Tr""(Gaya pada ayunan) dan ni (Gaya gravitasi).

Dengan deinikian,

F	 in.a

2-

	

-	 dx-Tr + ing in -
dtZ

.4.	 2-dx

	

-Tr + mg(-j)	 in
dt2

d 2 e 	d&2

	

-Tr + mg (r cos e - e sin 0)	 in(L dt2
	

- L(-:E-) r)

2 .4. dO 2,.-T' + mg cos 9 r - mg sin 9 ez mL	 0 -	 r
dt2

	

(mg cos 0 - T)c' - mg sin 0 0	 inL dt2	 -
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tiasing-inasing komponen dari persainaan

inenghasilkan sebuah persainaan differensial nor

ci
iT	 Efl 9

2-1t

.dt9 2
InL(d-f-) =-mg cos 8 . T

Dari persaniaan 2.1.1 dapat dilihat bahwa geral

tergantung pada massa, melainkan tergantung

( serta g ) sebagai berikut,

d 2 8L	 -g sin 8
dt2

Dengan demikian persainaan ayunan tanpa redaman adalah:
g

-	 sin 9
dt'	 L

Persainaan tersebut merupakan persamaan differensial

nonlinier, sehingga ayunan dimana persamaan mi berlaku

disebut Ayunan Nonlinjer.

Bagi ayunan yang bergerak dalain sudut 9 yang kecil,

dengan pendekatan sin 9 9 berlaku persamaan ayunan yang

dilinienkan. Secara geoinetri fungsi sin 9 hampir identik

dengan fungsi 0 untuk 0 kecil.
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Oambar 2 i. s
Persamaan differ

11.2 Persamaan t

Dalam Ayunan dengan redainan terdapat 3 buah gaya yang

bekerja. Selain gaya pada ayunan -Tr'dan gaya gravitasi mg

juga terdapat gaya redamnan. Gaya redam itu adalah fungsi

linier dari kecepatan, FR o , dimana c inerupakan

koefisien redamn. Gaya redaman mnerupakan gaya penghamnbat atau

gaya gesekan yang mnenyebabkan gerakan itu akan berhenti.

Dengan demikiari,
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-T+m-R
dt2

-Tr' + mg(-j) - c	 indt	
dt2

de"d2e-Tr + mg cos 9 ' - mg sin 9 9 -	
L dt	

--	 r

(mg cos 9 - T)2' + ( -mg sin 9 -	 mL —d2e 9̂ - 
inL( d9 2

	

dt2	
r

Persainaan differensial biasa dari koniponen angular,

-mg sin e -	 d9
mL -

dt2

d 2 e

	

	 c.L de-gsin9---

Haka didapat persamaan untuk ayunan dengan redainan dalam

bentuk Persainaan differensja]. nonlinier,

L	 -	 sin e - k dO
dt2	

g	
dt

dengan k

	

	 positip, k>O.In
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Pandang persajnaan ayunan di lingkunan ezo,

L de + de
—i- k+ge	 o
dt

( Pembahasan ada di 11.3.2 (i) )

maka didapat:

(1)	 Jika k 2 < 4L9, maka kondisi ayunan kurang redain.

(ii) Jika k 2 > 4Lg,	 maka. kondisi ayunan terlainpau redani.

11.3 Analisa kestabilan linier dari solusi kesetimbangan

untuk Ayunari Tanpa Redaman dan Ayunan Dengan Redaman

Ayunan yang sedang berada dalam posisi setimbang akan

berada dalain kondisi nenetap. Ainbil e 9E inerupakan posisi

setimbang, berarti E konstan dan eE inerupakan konstanta.

Dengan deinikian,

deE - d29E
dE-0

- dt2

Pada e z eE, maka persainaan	 L d
2 0

= - g sin OE	 tnenjadi
dt2

sin eE = 0. Didapat eE	 O,n (atau nn, untuk nEZ)

Untuk eE = 0, ayunan dikatakan berada dalain posisi 'natural'.

Pada posisi 'natural', apabila ayunan diberi dorongan yang

cukup.kecil maka ayunan akan berosilasi dalam daerah sekitar

posisi tersebut . Sedangkan untuk &E = n, ayunan dikatakan
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sedang berada dalain posisi 'inverted' ( tidak stabil ). Fada

posisi mi bila ayunan diberi dorongan yang kecil sekalipun

akan membuat ayunan tersebut bergerak ineninggalkan titik-

titik di sekitar posisi 'inverted' tersebut.

I	 I
Postet 'Natural'	 Poatsi. 'Inverted'

aambctr 2. S. 1	 GcLmbar 2. 3. 2

Hanya pada 2 posisi inilah gaya akan setiinbang dan tidak

menghasilkan gerak. Meskipun Re 2 posisi di atas sarna-sama

inerupakan posisi setiinbang, tetapi terdapat perbedaan yang

meridasar antara 2 solusi tersebut, yaitu:

- Untuk OE	 0 inerupakan posisi setiinbang stabil,

- Untuk &E	 it merupakan posisi setimbang yang sangat tidak

stabil.

Analisa yang digunakan untuk dapat ineTnbedakan jenis-jenis

dari solusi kesetiinbangan disebut Analisa kestabilari liriier

dari solusi kesetimbarigan.

11
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Dibawah irii akan dibahas nengenai analisa tersebut, pad3

ayunan tanpa redainan dan pada ayunan dengan redainan.

11.3.1 Analisa Kestabilan Liriier dari Solusi Kesetinthangan

untuk Ayunan Taripa Redamari

Apabila sebuah gaya pengeinbalian f bekerja pada sebuah

ayunan, maka

L— - f(e)
dt2

9	 9E merupakan posisi setimbang jika f(9E)	 0.

Untuk inenganalisa kestabilan posisi setiinbang, akan

diselidiki posisi-posisi dari ayunan yang dekat dengan posisi

setinbangnya. Untuk 9 dekat 9E, fungsi f(0) dapat didekati

menggunakan beberapa bagian dari deret Taylor sekitar & =

f(e) + ( e-eE)f'(eE ±	 (OE)

Dengan dernikian,

d 2 9 -	 (9-9E)2L	 - -	 - (O-&E)f'(&E) -
	 2!	 f' ' (es) -

karena 9	 eE merupakan posisi setiiribarig, niaka f(8E) = 0,

12
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L - (e-eE)f'(eE) - (eeE)2
dt2	 2!	

f' '(e)

Untuk 9 yang cukup inendekati 9E, maka	 < (e-e)

konsekuensinya bagian kwadrat	 (8-OE 2f ' '(OE)/2!

diabaikan, juga untuk bagian yang ordernya iebih tinggi

dari deret Taylor tersebut. Dalam hal mi f'(9E)

Pendekatannya menj acli,

d an

dapat

1 ag i

^ 0.

L	 - (O-9E)f'(OE)
dt2

Untuk lebih inudah inenyelesaikan masalah ini, akan dibuat

substitusi yaitu r=e-eE. Maka 9=2-+9, dengan OE merupakan

sebuah konstanta.

L
d t 2

L?i=

dt2

- ;v f'(OE)

- f(8E).2-'

diinana koefisien f(OE) adalah sebuah konstanta.

Analisa sederhana dari persamaan 2.3.1.1 yang disebut Analisa

kestabilan linier menunjukkan bahwa:

13
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1. Jika f'(9E) > 0, inaka posisi kesetimbangan stabil.

Ainbil f'(8E)	 +k, maka

	

L	 -k'
dt2

A cos ot + B sin wt

	

2	 k

	

dengar w	 -
L

Persainaan di atas merupakan persamaan gerak harmonik

sederhana , dengan demikian gaya yang bekerja di sekitar

posisi setimbang akan cenderung znengembaljkan ayunan ke

posisi setiinbangnya.

2. Jika f'(eE) < 0, inaka posisi kesetimbangan tidak stabil.

Ainbil f'( eE) :z -k, inaka

L
dt

Ae +Be

	

vt	 -wt
r 

	dengan	
r

Solusi eksponensjal tersebut niengakibatkan jarak dari posisi

setimbang secara eksponensial akan bertambah jauh.
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Dengan menggunakan analisa di atas akan dianalisa kestabilan

linier dari posisi-posisi setlinbang pada ayunan tanpa

redaman *

Fersamaan differensial ayunan tanpa redaman,

L

	

	 - g sin 9
dt

Posisi - posisi setiinbang yang akan dianalisa adalah OE	 0

dan OE	 it. Dalam persarnaan differensial diatas didapat bahwa

f(9E)	 g sin 9, maka f ' (OE)	 g cos 9.

An a lisa:

f(e=0) = g	 > 0

f'(9=n)	 -g < 0

Dari analisa terbuktj bahwa 9E	 0 merupakan posisi setimbang
stabil dan 9E	 ft inerupakan posisi setimbarig tidak stabil.

11.3.2 Analisa Kestabilari Linier dari Solusi	 Kesetimbangan

untuk Ayunari Dengan Redaman

Pandang bentuk umuni dari Hukuin Newton yang berhubungan

dengan gaya pengembalian dan	 gaya gesekan p ada ayunan

*+gsinO+k dO 
_0
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(j '0
maka	 dpat, dianggap sebagal sehuah l'ungsi dari 	 din

dt 2 	 It:

sebagai berikut,

2.3.2.i

Dalam persamaan mi ketergariturigan persarnaar terhadap

waktu (t) tidak dinyatakan secara eksplisit. Persainaan

seperti mi disebut persamaan Olonorn.

Analisa kestabilan linier dalain ayunan dengan redainan

untuk solusi kesetimbangan akan inenggunakarj persamaan otonom

sebagai dasar analisa.o

Dimisalkan e eE merupakan sebuah solusi kesetimbangan

dari persamaan gerak 2.3.2.1. Jika p osisi awal e dekat dengan

eE dalam kecepatari yang kecil, xnaka f(e,dd9) dapat diperluas

dalam bentuk deret Taylor sebuah fungsi dari 2 vaniabel,

1f(x,y)	 f(xo,yo) + (x-xo) Of -Jxo,yo + (y-yo) Of1xo,yo +ay

menj ad i,

de= f(eE,o) + (e-eE)	 (eE,o +dt Of +
O(-.\ eE,o
'dt'

16
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dimana bagian deret Taylor dalam order tiriggi akan diabaikan

karena e dekat dengan OE dan	 yang kecil. Karena OE

inerupkari ;11usi kesetitnbarigan	 naka f(OE	 0

Dengan dein ikian persamaan di atas dapt d i tu ii s sbnai

berikut,

(e-eE) IeE,o + de	 of
dt2	 a	 8(de)IeEO

Dengan substitusi ' = e-e, dihasilkan

- k' - c de
dt2 -dt

diinana -k = I OE ,O dan -o	

I
dt

Persamaan yang dihasilkan inerupakan persamaan differensial

biasa homogen berorder 2, inaka solusi yang didapat inerupakan

solusi eksponensial

qLr -4- c SLr + k- = 0	 .....2.3.2.ii

kiwi
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(D2 + oD + k)?' z 0

Bentuk mi inemiliki solusi dalain bentuk et dengan	 akar
karakteristiknya,

12
_-o±lc -4k

2

Solusi kesetinthangan dikatakan stabil secara 	 linier jika

untuk semua kondisi mula-mnula dekat 0	 eE dan
de	0

berarti jarak dari kesetimbanagn tidak bertanthah jauh.

Tabel berikut inenunjukkan tingkah laku	 dari	 solusi

kesetimbangan.

2
c - 4k > 0

2 - 4k	 0

Tidak stabil jika c < 0

Tidak stabil jika c > 0 tapi k < 0

Stabil untuk kondisi lainnya ( c > 0

dan k ^: 0 )

Stabil jika	 C: > 0

Tidak stabil jika c	 0

2 - 4k < 0

Tidak stabil jika c < 0

Stabil jika c > 0

(Kadang-kadang disebut 'Neutrally

stable' jika c=0, karena solusi

bergetar murni jika czO).
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IN

Inforinasi mi bisa dikomunikasikan inelalui sebuah diagram

kestabilan dalam ruang parameter c-k sebagai berikut,

Dtagram keetabi.1.cin
Daerah yang dtaretr ttdak stabtl

Oambar 2. B. 2. i

Dengan mengguriakan analisa di atas akan dianalisa

kestabilan linier dari posisi-posisi setimbang pada ayunan

dengan redaman. Tetapi sebelumnya akan ditentukan terlebih

dahulu posisi-posisi setimbang tersebut.

Dalam pembahasan 11.3 sudah dijelaskan bahwa untuk

posisi setimbang e = OE, maka

deE - d2OE
0.

- d t 2

Persamaan ayunan dengan redaman,

L	 = -- g sinri C - kdt

19
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Pada 9	 9E, inaka persamaan di atas menjadi sin 9 	 0.

Didapat 9E	 0 , it (atau nit untuk n€Z).

Akan dianalisa jenis kestabilan dari ke 2 posisi di atas.

1. Untuk 9E	 0.

Berdasarkan pernbahasan gambar 2.1.5, maka persamaan ayunan

dengan redaman menjadi,

- ge - k
dt

-	 e-
L	 Ldt

Helihat persamaan 2.3.2.ii, maka didapat

kcz— > 0

dimana k > 0

g
k	 - > 0.

L

Dengan deinikian,

C 2 - 4k =
	 4.9

L2
	

L

d t 2

d29

dt2

ineirtil iki 3 keinungkinari
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- Untuk kemungkinan c - 4k > 0, dengan c > 0 dan k > 0,

inaka menurut tabel kesetiinbangan inerupakan solusi

kesetimbangan stab ii.

- Untuk kemnungkinan 
02

- 4k	 0, dengan c > 0 didapat solusi

setiinbang stabil.

- Untuk keinungkinan 02- 4k < 0, dengan c > 0 didapat solusi

setimbang stabil.

Untuk semua keinungkinan yang ada, didapat solusi setiinbang

stabil, dengan demikian untuk eE 0, ayunan dengan

redaman berada dalain kondisi posisi setimbang stabil.

2. Untuk 9E	 it.

GcLmbar pondokat.cLn str e untuk 9	 it

Similar dengan pendekatan sin 9 	 9 pada daerah sekitar

OE

	

	 0, inaka diperoleh pendekatan untuk daerah sekitar

it sebagai berikut:

sin 9
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Persamaan	 ayunan	 dengan	 redainan	 untuk	 pendekatan

sin e	 rr-e inenjadi,

d 
2 
e	 d&

L	 - g(rr-e) - 
kdt

-	 g	 kd

d 2 -	 L	 Ldtt 

g	 kdO(e-) -

dZ(e_rr)	 g	 -	 d(e-n)- (9-u)
dt 2	L	 L	 dt

Dengan inelihat persainaan 2.3.2.ii inaka didapat,

g	
kk	 -- < 0	 dan	 c =	 > 0.

L

2
Dengan deinikian c - 4k	 a

2
— +	

g
- > 0.

L 2	L

Karena o > 0 dan k < 0, maka ayunan dengan redainan untuk

eE = rr berada dalam posisi setimbang tidak stabil.

1.
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DAB III

TINGKAI-J LAKU AYUNAN TANPA REDAMAN

Bab mi akan inembahas tingkah laku dari ayunan tanpa

redaman yang ditentukan oleh Kurve Energi yang dilukiskan

dalam Bidang Fase. Untuk itu akan dibahas terlebih dahulu

mengenai Kurve Energi dan Bidang Fase.

111.1 Kurve Eriergi dan Bidang Fase

Dasar untuk ineinbuat Kurve energi adalah	 persainaan

Kekel<nlan energi. atau Integral energi yang inerupakan solusi
2

dari persatnaari in dx- = - f(x), (diinana in adaah inassa benda
dt2

dan x merupakan posisi benda terhadap posisi setimbangnya)

sebagai berikut:

2
d m	 - f(x)
dt

Ke 2 ruas dikalikan	 sebagai herikut,

dx 2dx-_( in	 - - f(x) )

III

	

dx d2x	 f(x) dx- 

d	 dxz	 dx
m d-E- (	 = - f(x)

Ff-
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Ke 2 ruas dikalikan dt didapat

	

I(
	 2

IT) I ( - ( —)	 )	 ) U
2	 ;i (:.

m .1 ci(	
(dx)2 ) = 

.1'	 1(x) dx

	

m ()2	 - F(x) + E

Maka didapatlah Integral enerqi,

m (-)2 + F(x) = E

x

dimana	 F(x) = J f(x) dx
X1

	E merupakan konstanta inteqrasi, dncian harci 	 E:

adalah,

xO

	

1	 2	E. = - ni	 +
2	

J' ic	 ) d::<
X1

denqan xo	 x(to)	 posisi mula-mula

dxvo	 (to) : kecepatan mula-mula

xi = posisi yang ditetapkan

E. merupakan	 energi total concn bagian - bagiannya
I	 dx 2	 1	 2
- m ( —)	 - my ada 1 ah energi kinetik yang di nur pd an untu2	 dt	 2

x

menuerakkan massa dan $ f(x) dx adalah enercii potersial
X1
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yang merupakan usaha yang diperiukan untuk memindahkari massa

dari xi ke

Defntst:

I.rvE erier-c:ii adalah kL..rve van: 	 :Iihaei. 1 kar c:1et

I-	 ft() CI	
12

2	 2
X1

dalarn bidang x dan dx/dt dan merupakan kurve dani enei'-qi

konstan.

Grafik kurve energi kcDnstan berciantunq pada funcisi enercii

Pot En 5.1 a 1

Cant oh:

•f(x) = kx. (ambil xi = 0)
x

Maka F(x) = t kx dx = _a— merupakan energi potensial.

-	 S	

kx2/2

Luki.aan energi. potensi.at dare energt konstan total.

aamba.r S. i. i

Karena energi kinetik positip dx 2
— m	 A O maka
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El

I

L. I	 sperti y::ric clilLikiskan pada daerah yang diarsir,

dsrran harna x t.rt.'ritu,

Deftrst:

Sistm koordinat yang terdiri dari x dan dx/dt sebacia.i

ke 2 sumbunya dimana x adaiah pos.Ls1 massa terhadap

posisi setimbarinnya dan dx/dt kecepatan massa disebut

Bidarig Fase

Con toh:

rta8in dctri jens kurve
energt , berdasarkctctn

(	

persarnaan tntegrc1.

Htdang Fase
aambar 3.1.2

I<:urve energi dalam bidang fase akan disertai dengan

tanda panah pada kurve. Elerikut akan dibahas menqenai fuflcsi

tanda paanah tersebut pada scbuth b.:1.c:Lrc faaE aEmbarri(:J

Oambcu 8.1.3

Funqsi tanda panah dalam diagraam bidang fase tersebut

untuk menunjukkan arah solusi yang berubah dennan waktu.
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Dalam kwadran atas dx/dt	 0 m8nunJukkn baha x bertarnbah

derician harga tertent.0 dalam satu satuan waktu, sedancikan

pada kwadr-an bawah dx/dt	 C) menunjukkan baha x berkuran

dencian harqa tertentk..t dalam satu satuan waktu.

111.2 Bidang Fase Ayunan Tanpa Redaman dan Tirigkan laku yang

di lukiskanriya

di	 atas	 telah	 cr1.1

integral c?Irqi dan Imidanci fae seci'-a umum • rka pads b.cian

ml akan dihahas mercienal integral erIercii d&in bidanci f&sE

Pada ayunan tan pa redaman.

F'ada a yunan tanpa redaman didapat persamaan d.ifferenia1

iiL_	 inc.i sin e
d t 2

maka,

dod2e	 demL	 - = - mg sin e dt

4+	 mL d(	 d9 2
=	 mg sin e dO

NO	 M. 
L-( d& 2

-)	 -mci ( l-Cos 6) +rnE

4+	
L(dO)2+	

( 1-cosO) .Ea dt
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Energi potensial di sini dihitunQ secara relatif terIdap

posisi. 'natural' dari ayunan 9	 Q sehinqqa didapt

$ g sin 9 de = g ( 1 - cos 9

Fada 9	 0 untuk integral enercii Yang didapat, en(r-cIi.

terdini dari enerqi kinetik.

Besar energi £ konstan dan ditentukan dari kondisi rnu1a-rnu1a

yaitu

+c(1- cos 9o)z cit

,Akan dulukiskan lintasan dalarn bidang fase berdasarkan

intera1 enerq.i Yang d:i.dapat Fersarnaan :3.2. 1 merupakan

un tuk ms 1 uk iskar' 1 in taan trsc?but.

(cJa 2 tahap yang akau d .1 b.has sbei urn masuk cia 1

rnsJ.ikiskan bidanci fase dalam hebcrapa 	 kasus berdasarka ri

besar energ.i.

1. LiAk.1k.n ciercji.. potensial Gobanai 	 V''iii:::;i. c:l.;:tri. 9

Potential

I
energy	 — ( Ep)

-cost))

-w
Gambar 3.2.1

2. Lukiskan cianis-ganis vertikal Yang paniancinya rnerL(pakan
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sc?1 isih antara erergi total E denqan enerqi potenia1

den ircnchasj1kan e nercii kinetik	 (-)	 > o.
2	 (it

Luk1skr-i di	 laah	 inj.	 (itErI.d:)	 L	 I•	

2

2

t::i.i I:ur'ci	 p:I	 a.

Oambcu- 3.2.2

Eerdaarkan gambar 3.2.2 akan di lukiskan bidanq—b.i.cianq

fase untLik kondisj-kondjsj. E Yang herbeda d a n t.innkah laku

yang dihasilkan.

1.	 Untuk E = 0.

Fada E = 0, karer,a enerqj kirietik ^ 0, in ka	 anercjj

potensialnya sama denclan fbi. Maka diperoich ci(1—cos ) = 0.

Karena c ;e 0, maka didapat a	 0, 2n7t dengan fl bi 1 :kflfri

b U 1 at.

Donnan demikian a yan:i dihasilkan ada1ah —2rt 0 , 2n untuk

1n :5 a	 2rr.
(II

-	 )4-
-2	 Q 2s	 (1

OambcLr 3. 2. t

	

t  L man au tLk k an	 tin a k a h	 I a k U	 ayun an	 tan pa	 raci aman

daIa(n kniid	 I: = U. pan)..) cl:ic:ani. •f	 (0)
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e
q ( 1-cc)sG)	 $siiiecie

0

maka,

siri 8

dan

f'(e)	 = q cos 8.

Dencan dETjk.iafl,

f' (-2n)	 f' (0) = V (2n)	 ci :> 0.

I)ari pembahasar a 	 ii'a k€stab:i. Lan 1 :in.ier pada	 b a b	 I.

maka dapat ditenituk.an bahvia.-k 	ayunEn t.a.npa red.rrai

dalam kaSUs besar enerqi fbi adaiah Ayunari berada dal am

posisi setimbang stabil. yL.rLan t:.idak	 ak.an brcrak dar.i

pos ..::i. tersbut.

ii. Untuk 0 < E < 2g.

Diketahul bahNa encii k intik 	 dencian dCiTiik ian

E--ci ( 1- cos 8) >0

4+	 E2: ci C 1- cos 9 ),

Maka sudut yang beriaku adaiah -n 	 0 ::

lJntuk melukiskan bidang 'fase hanya diaki ikan pada kwadrari

dirnana dO/dt > 0 dan 0	 0 : rz. (karena kurven ya simetris,

menciihat i(d0/dt) clan f(8) dala(Ti persarnaan	 .2.1 merupakar

fungsi genap)

Eerdasarkan persamaan 3.2.1 didapat

unt:uk 0	 (1) maka dO/dt =	 1/2
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LtfltLtk d&/dt	 C) 	 maka e	 c:c:;( 1.I:::/LI

(I,

v2r/E L
cos 'It - EIgI

I	 r	 0

utdang to.se ji.kci 0 < E < Zg

Qambar S. 2. U. i

Ttnda :inth m€ni.tnj ukk.an pErUbahtn dk.Lkiit SLJ1US.I. s€sui:i. dncian

bertambahriva waktLt dalarn satu satuan. 5OlLISi bErpsriodik

dalam waktL.t, seperti dilLikiskan dalam naiTibar di bath mi,

LZ2^
	- cos 01

I-4,!	 -2n1	 0 I	 I 2'I	
II	 I	 g	 I

I	 I	 I
I	 I	 I	 I	 II	 I	 I	 I
I	 I	 '	 I

I	 1	 i
I	 (1,1	 I	 I

	

I	

I

I	 II	 I
I	 $	 I	 I
I	 I	 I	 I

-41	 -2	 02w	 4;
Erlergi. poterL&., energt ktrittk dcLn kurve enorgi.

Gambctr 3. 2. i.i. 2

"I incki	 1 k.0 yarc di hisi 1 kan dan.. ayunan tanpa rEdaman dEnclan

hesar .snercji C)	 E	 2ci adaiah ayunari bergerak terus merierus

melalui posisi setimbarig stabil derigan sudut yang sama sesuai

dengan harga E yang dibeni dan harqa sudut terhesar = e max.

sebaqai henikut.
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9 max.	 COS-1 (1-E/g)

seperti diciambarkan di bah mi.

I	 I

oambar S. Z. ti. a

OcLmbar 3.2.U.4

iii. Untuk E - 2g.

Denqan memasukkan E = 2ci ke dalam prsamaar 3.2.1	 maka

didapat

L de 
- (a-:E-) = 9(cos 9 -1) + 2

Ld9 2
- (.)	 ci (cos 9 + 1)

Lintuk'. 8 = 0, m.I•':.	 dO/cit. = :2 ( q .IL)

9

In,
di

2(9/L

Bi.dang faBe ji.ka. E = 2g
Oambcu- 9.2.ti.t.i
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'XIIIIIII[VIIIIIIIHImur— 
E. 20

_________

-3,	-w 	 0	 2w	 3,	 o
I	 I

dOI	 I

I	 I
I	 I	 I
I	 I	 I

-3w '-2w	 -w	 w	 2,	 3,

I<urve energt E = 2g

Oambar 3. 2. L. 2

bLtdLt yarg murcik.a.n cJ.lcalJk:L c:I€ncian E	 ,q ciiQar(ll:)rkar-i di

i n 

Ocmbar S. 2. tt.. 3

Dari bidang fase yang dilukiskan untuk kurve energi

E = 2ci rnenunjukkan haha tincikah laku ayunan menuju posisi

'inverted' .(Baik untLik 9-7T maupun e=rr)

Con toh:

E = 2g, dengan kondisi ayunan mula-mula pada e=/2, maka

ayunan akan sarnpai pada puncak dengan kecepatan nol

s.npErt:i. ID47.kda cmbar di bawah .ini.

(O	 Lu(crl	 1•t	 t>1
Ayunctn mctndekctt. keaet tmbangctn i,nverted V Ldak srcbtI,

Oambar S. 2. ttt.4
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....!rtfl mencapai :)L.tnc:ak 	 (:iE.nc:Ir 	 kecepatan	 angular	 no l.

cle/c:I t. = 0).

Terdapat kesulitari teoritis denqan solusi mi yang berakibat

J .ika ayl.Lflafl pernah mencapai punck (:Iencjan ke:epatari ttpat

nol rnak.a ayunan akan tetap :iiam p::Io pc:)1oi puncak karena

posisi tersebut mer-upakan posisi setimhariq.

Akan d.itunjukkan baha untuk E 2ci ayunan tidak pernah

mencapai pLtnc:ak melainkn hanya mendekati puncak dan untuk

rnencapai puncak dibutuhkan waktu yang tak hingçja.

Hal tersebut akan d.iI::i.tktikan daiam 2 car-a

1. Tethntk pendehatczn.

Porsomman nirci i ayunan tni::a rodoT\n 'ii

d8 2L 
2-E-	 = 2g (cos 9 + 1)

Ferluasan persarnaan energi mi dalam deret taylor di

sek itar 8n msn q hasi 1 kan

= 2q	 (. i- -i.. cos	 r -	 rr:'oi.n 
iT -...	 (9)L	 ..I..

Fendekatan yang diambi 1 yaitu frienqambi 1 hanya baq,jan

pertama yang t.idak fbi, menginqat ba q ian yang lain

rnendekati riol sehingga diabaikan,
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,d92

	

L. 
RT	 = ci (9-it)

de
FTF

=T (e—) •j

m€nurj .tkkn ayunan '.tr'ic:l tirq\/t..tIi searah atat..t

:::r .I.aanan arah .i arum jam j uqa menu .j u atau semakin j auh

dari posisi st.imbanq Orr.

Dalam kasus ml hanya akan dls1idikj ayunan yang

mengayun menuju posisi sEtimbang1

de
WE

= - (9—it) j

(Jika 9<it. maka	 > 0 dan j ika 9>n. maka	 01.dt

d(9-rr) + I - ( 9-n) = 0

	

d (t -to)
L

Ji__	 )	 ( 9-	 )

Akar karaktni:tiknya,

r

Denqan demikian1

I ci
(t....to)

9 -. it	 (•	 I....
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So 1 u si in i menu n j Uk k an 0	 yr snn b u t u uk a ii t

2. Berdasarhan persafftaan. 3.2.2.

Berdasarkn persamaan 3.2.2, rnaka didapat.

= + I L Jcos 9 + 1

dipilih karena diasumsikan	 & '_'. . 1.

d9____ dt
.cos 9 T-1

Jika 990 pada t0. maka L(fltUk 9=n, waktu t* adaiahq

i	 c:IO

z.c &o	 ,:	 t

L

Untuk 9 - r maka integ ral divergen dan	 co.

Jadi. untuk E=2g tinqkah laku yang dibasilkan adalah ayuran

menciayun menuju posisi. 'inverted' tapi tidak pernah rnencapa±

posisl tersebut, sekalipun	 melalui	 bidanc	 fase	 yang

di lukiskar posisi 'inverted	 hisa dic::apai. ml merupakan

teorerna yang Liflik dari persamaan differerislal biasa.

IV. Untuk E > 2g.
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IIIII1I!IIIIII1IIII'
aamba.r 9.2.w.i

E 
= - (d&)z + 

q (1 - cos 0)

i cud h :1' :)h ; c pa1	 porn I:' ho.n	 ii	 ( ii 8/ dit

n	 f	 0	 ±c.kic:I.	 ::ic•ii:J:;:',	 1 .:i:rc1

kan di .1. LA	 dal :r:nI I'..;.Is .ir ' l	 dait.	 dik:i.i. k.ri	 :: '.d	 .1

O:59:5r dn c Old t >

Untuk 00q dO/dt =

U  t LI k 0= it • de/dt =	 (s— 2q )

dt

2E

0	 8
aamba.r S. 2. w. 2

Dengan Qambar 3.2..iv.2 5 maka akan dilukiskari bidang fase dan

ayunan secara lengkap dalam gambar di baah ini
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Ito
i1

__-- --..

Ocmbw S. 2. i.v. 9

Jadi untuk E > 2g. let terus bertambah ( dan

Tinqkah laku yang d.ihsiikan adalab ayunan akan berputar

terus ( searah atau bE:r I aanan arab 3 arum jam da lam ruaricj VP .1

berantunq pada e tambah naik atau tambab turun) antara lain

seperti gambar di haNah ml.

(2.
Oambar S. 2. iv. 4
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DAB IV

TINGKAH LAKIJ AYUNAN DENGAN REDAMAN

	

l	 ./..I. ..	 €:!aiuiai	 t.incil . :.a.h	 ].aI'..u.	 •. y ..u'an	 :li..t.nu'i

	

i	 rarcsI.	 i:<.t	 :::j.c:Iai,ci	 1	 \:j':lj.i	 ...........

	

.i.........	 F:ri	 c1€:r.r

ada .iit.ciri.	 (::jari p€:.:rarnaannya	 sedsmikian	 sshncjcia	 ciapa 

dihasilkan integral energi dalam bidang fase Dalarri hal mi

tincikah laku	 ayunaru	 denqan	 redarnan	 akan	 di ten tukari

berdasarkan isoklin yanq dihasiikaninya.

pa yang dimaksud dencian isokliri?

Hal I. n I ak an d I E 1 ask an pad a r::ari La hasan per t.ama ba bin :i.

IV-1 ISOKLIN

Frsamaan otonorn yang disingciung pada bactian II:,2

dapat dinyatakan sebaciai hubungan dx/dt dan x dirnana dx/dt

merupakan kecepatan dari massa benda dan x merupakan posisi

massa benda terhadap posisi setimbancinya.

Tbi1 v = dx/dt, maka

	

d 2 I'll - dv - dv	 dx *	 d 

	

-	 -	 - V

Dengan demikian persamaan otonom umumnya

menjadi,

d 2 x	 dx

dt2	 'c:It
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dv
V	 'f(x,v)

dv	 f(	 v)
d 	 v

Fersarnaan differensial order I mi tidak £Ia1u cLpat

diselesaikan secara eksplisit, tapi dapat dicambark.an sebaqai

berikut.

Pandang baha dv/dx = g(x,v). Fada masing-masinc harqa

x • persariaan differensial tersebut menyatakan grad.ien

(kemirinqan) dari solusi dv/dx urituk v yang diketahui. Gambar

dibajah mi yang disebut Field Berarah' dari persamaan

differensial di atas melukiskan q anis lurus pendek (dashes)

sebagai kemirinqan g(>v)

(Ii	 .

x

Fteld Berarah'
Oo.mbar 4. t. I

Masinq-rnasing titik solusi tersebut harus paralel den:in

'dashes' in i . Denqan hubunan kasar dari sec rieri - seci,rion gar is

paralci, dari titik so].usi. 	 Solusi daian' bidang fase	 (v

'c.?bau..'i	 ftti"icsi. x ) dacat dilui..iskan

till tui:,	 rnemudaI-'ar	 mel uk j 	 'field	 berarah	 mak.a

kemirinqan atau dv/dx tersehLtt berupa sebuab konstanta yang
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k a d i-an ri d 	 d .ih.i t nq	 Kurve - kurve sepanjang 	 kemiri ngan

(dvdx) yang konstan berada lnilah yang disebut ISOKLIN

Con toh:

[IV	
•.	 f I

ci

JIi tI_.LIK	 ''	 :i,' ci	 x. 	 ;inI:)Ij

dimana v = o solusi mempunyai qra:l.ic-:n t..:k IIiI.

V = 0 merupakan sebuah Isoklin. KurvE sc:i.usi ync

melalui sumbu x harus paralel dencian 'dashes' mi.

('I

Oambar 4. 1. 2

Fembahasan berikut akan meriguraikan secara umum Isoklin pada

ayunan

IV.2 Isoklin pada Ayunan Dengan Redaman

Fersairaan Ltrnk..Im U) tLII.. avun. ....i dercikri ccdaman ada ah

2	 -.	 dt	 (4.2.1.)
dt
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dengan k	 O.

Urituk	 k	 O	 periyelesaian	 akan	 dicari berdasarkari

isokl.in-isoklin yang diperoleh.

Akan ditunjukkan variabel bidancj fase sehaqa.L ber.tkut

k.ecepatan angular v	 d e 	sudut polar e.dt

Maka

d28dvd9 dv_	 dv

dt2

F'ersamaar differensj..j, 4..	 :1. nenj di	 psrsarnaan difrensja].

order I

L v dv = - q sin 0 - kvdO

dv	 qsin 0
4+ de

Lv

Akan diuraikan lanciLah demi iangkah untuk melukiskan beberapa

isoklin pada bidang fase untuk ayunan dengan redaman,

i..	 Lihat persàmaan 4.2.2.

mbil v 05 maka d y /dO = w. Field berarahnya vertikal

Didapat isokli.n v = 0 dan kurve solusi berupa potonan

ciaris lurus pada v = 0 yang teqak lurus pada v=O.
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Untuk v	 d9/dt > O	 mka 9 semck:Lri

dengan tanda panah ke kanan.

Untuk v	 d9/dt < O. maka 9 semakin

dencian tanda pariah ke kin.

'ft

(I .I. i::r)(:ja.

keci:1 dit.andai

--4-3-4-F$-,-H--t-H-$-+- I-I- M
	 -f-t4--f I I Okii I-t - *-t-I-1-

-2	 -'
	

V

4

x' merupakn	 - poi.ai. seti.mbang
ao.mbar 4. 2. i

ii.Akan ditentukan arah dari bagian-baqian .isokiin v = 0.

Lihat persamaari 4.2.1.

Fada d9/dt = v = 0 maka

c:12e
------------ £fl 9

2	 dl:
d 

Denqan demikian pada isokiin V = 0.

C) Lk r- t  k sin 9	 0	 ctntaro. lain -rr<9<o)

dv	 -
C) UnLLLk sin 9	 0	 (artara ).ai.ri o<9<n)

CN-
'It

- t s-wts- i	 i•t-s	
: -

Gamba.r 4. 2. 2
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lu

iii. Akan ditentukan laqi sebuah isoklin rnelaiui persarnaan

urnurn 42.2

irnbil dv/d9 = O maka didapat isoklin v	 - (ci/k) sir 8

YflC rri2rupakan k'ivs sinusoidal.	 Denqan deiri:L k ian kurvs

solusi merupakan potrcin c:ir is 	 soj aj ar	 sumt)u	 8

pada kurve sinusoidal denari dv/d9 = 0.

V.
(/1

'Ftet.d berarah' pada aynan dengan redaman
unt.uk dv/de = 0 dan Q

Oambar 4.2.3

.i.v. Setiap daerah pada bidancj fase tersebut diterti.tkari

den q an v dan 8 yang bertambah atau berkuranq dalarn

wak tu.

Akan dilukiskan petttnjuk untuk hal di atas..

Llntuk 0 berkuranq dalam waktu (	 ) dan v bertairI:.ah

dal am	 waktu (	 rnka	 sirbo 1 ur tLiI.1 cI<rt1"ry.a.d.s 1.

t...tUk. 8 :'	 kL'.rric) ds lam k'ki:J..t (	 :- .) di:

dal am waktu (	 )	 iiiak.a siribol untuk da&rahnya adsJ. ah

(	 )U

Untuk 8 bertambah dalam waktu (	 ) dan v bertambah

mm
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9*

dalarn waktu ( I )	 maka sirnbol untuk daerahnya adalali

Untuk e bertambah dalarn waktu ( 	 ) dan v berkuranc

dalarn waktu ( , ) ., maka simbol untuk darahnya adaiah

fit

Petunjuk umum dart. 1. tnt aGan-i,ntaaan
Oambar 4.2.4

IV.3 Tirigkah laku yang dihasilkan Kurve solusi berdasarkan

Isoklin pada Ayunan dengan redamari

Akan d.ianalisa 3 lincikungari dari p05151 ayunar) Lintuk

menciciambarkan tincikah laku ayunan denciar redarnan,, yaitu

1. Analisa bidang fase dalarn 1incikunc.n p05151 setimbanq

stabil

2. Analisa bidanq fase dalam 1 inctkuncian posisi setimbanc

tidak stabil.

S. (na1isa	 bidanci fase dalam linqkunqan aritara posisi

set.irnbanc stabi 1 dn tidak stabi 1
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(b

0

IV.3.1 Arialisa Bldarig Fase dalam lirigkuragari posisi setirnbang

stabil

F : oisi ytrq akan dianal isa adaiah posisi ayunan sEk:.ctHr

e = 0.	 ciennan dsmik. ian LkntLkk	 civ./d8	 0	 yan	 borart

v	 ci / I'.. ) sine ci	 a t ci I ci CA V 1.1 ci on C:i a I i	 V u r .' E	 b cc Li. p a	 p a r

1	 c ii.	-	 (p / k)	 E

l.orc:Iaoarkan p€Arc:iuraari di atas dan ciaflar 4 2 4 •	 maka

didapat cianbar di bacah mi

lie
CYT

Tink& 1.cku	 ntasan-1ntasn da1am 1.i.ngkungan
po8!st set.mbang 'naturct

dart ayunan tereda.m

GcLmbar 4. S. 1. 1

1 ccrcL•L	 1	 I	 •'HrkLn:lk.iIAr	 L1.rcII..,.:::I-	 ii 	 f CI	 v I J I A ..:	 •i . 1

cIaiLAai	 J.	 •:.J.,ao.	 c:Iii.c.ik.icV•i i	 rl	 1.	 ifi	 c.alii:j.:i	 L.1Hl	 H
c/C
-1.

46
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I,',
(It

(c)

0

Oamboi- 4. S. 1. 2
	

I)

Kemunqkinan yang	 i:E•tt1j..	 apabila	 anurqi	 L:)I..'I:.Fc:j	 adalah

gambar	 ) dr	 ( d )	 ErEr(::i.	 L.id.	 l::jErk.uitric 	 adalah

c::iiL:).r	 (I::)	 dart	 ( c

Di bawah ini Man dikahas un tuk 2 kond i. si ayunan yai tu

i	 Untuk ayunan kuranq rsdam.

ii. Urituk ayunan ter] arnpau redam.

i. Ay'un.an kunane redain.

Hal mi berlaku untuk kondisi k 2	4Lg.

Karena sin 9 meridekati 9, maka persamaan 4.2 .2 monj adi

dv	 - kv

dO	 Lv

Akan diboikan :!sc:)kiin--isoI:]ir umtm y arc:i	 l::ovI.ak.

Inakwnnmn :t:ii:' aic:i stabil.,

Xe	 -c:jê
	iIj.i. .1-	 . 	 iriaSLi.k.kafl I<e cti.a(ri

mm
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-(1^X)k
akan dihasi 1 kari	 =XL	 dengan >... sembaranci

Secara umum lintasan yang diperoich adalah lintasan yang

d.i q arnbarkan pada ciambar 4312(a), yaitu herupa spiral

ke dalam.

Contoh:

mhi].k=iL:.i.dancI=j..

W ok l in-isok lin yang di pero 1 eh ada.L

dvxe c:Iurit	 -• ____

do	 x

dencian X € H.

Gambar 4. S. 1. 3

Gambar di atas berdasarkan data-data di baah ml,
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X	 9	 v	 Jv/d9
0	 -i

	

0	 e	 0	 co

	

-i	 e	 -e	 0
e	 9	 -2

e	 --e

	

2	 2
1.

	

-	 e	 —e	 -

	

2	 2

	

2	 9	 29	 3
2

	

-2	 e	 -29	 - I-
2

e	 I-e	 -4

	

9	 3

e	 -.-e

	

9	 9

	

3	 0	 90	
4

--
3

	

-	 0	 -sO	 2--
9

II

	

-	 e	 —e	 -7

	

o	 0

	

1.	 1

	

--	 0	 --0	 5

	

6	 6

7

	

o	 &	 68

50	 -oO
'5

D	 ci.nbr 4 .	 .1. 2 ( a )	 dan	 crnbar 4 .3 Si. .. 3 • mk	 cL p...: I'

ditentukan tincikah lku darsi ayunan kuranq redam yaitu:

ayurzari perlahan-lahan akan merzuJu posisi setimbarig stabil 0=0

dan diam pada posisi tersebut.

Aunan tei-Lantpa'u redarr.

Hal mi berlaku pada	 c:' nciii	 S 4L..c:

Fersamaan 4.2.2. menjadi,

dv - -gO - kv

	

dO	 Lv
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Isok 1 in-isok 1 ir, umum:

-•-gG
(^HT:b l I v	 m:Rsukkn ke da 1 tm 

dv- =	 mkde 	 Lv

(I IX:
in " K:h-shlkan

e	 xi..

Contoh:

tmbi1 k	 3, L	 1, c = 1.

Isokljn-isoklin yang diperoleh adalah:

Xe	 a, (i±X)V =	 dencn dv3 .	 .	 de	 X

Oambar 4.3.i.4

mm
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x	 9	 V	 dv/d9
0	 -9

	

-i	 e	 -0-
3

0

	

a	 e	 -	 -oa

	

a	 9	 0	 -4
-	 e	 -e	 -2

9	 2e	 -7/2

	

-o	 0	 -zO	 -5/2

	

3/2	 0	 e-	 -
2

0
e

	

--	 -a
2

	

-c'	 0	 -aO	 -8/3
0	 3 e	 3
0	 oO	 -ic,.o
0	 -00	 -17/o

	

/2	 0	 e-	 -d
0

	

-i/2	 9	 -9-	 9
0

Dari tiarriban 4.3.1.2.(d)  dn n:L ' r 4.5.1.4,4,,	 maka

di ten tukan tin k.ah I aku dati ayIan terlampau radam yai tu

Ayunaz-] secara cepat akan meriuju posisi setimbang stabil 0=O

ayurian rnegayun melalui posisi setimhancj stabi 1 Lidk 1rbih

dari satu kal I	 hal ml disebabkan oleh ciesekai- yang cuk.up

besar.

IV.3.2 Analisa Bidarig Fase dalam lingkungari posisi setimbang

tidak stabil

Posisi yang akan dianal isa ada lab posisi ayunan ;ekitar.
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0	 =	 n,	 dencan	 dEmi k. .in	 Un t.uk	 dv/d 0	 C)	 yiinc:i	 l:i•i' 'Li

V = - ( g/k) sin 0 dapat didekati meniadi,

q
v_r(n_e)r(ert)

E)erdiisrkari gambar 4, : . 11 dan punguraian	 rj
didtpat gambar di baah mi.

	

cI	 /

- _____

	

•	
•

Ttngkcth taku ayunan t.redctm
deko.t poset eettmbcing	 nverted'

acmbr 4 3 2 i

Bambar	 di	 atas	 secara	 umum	 menunj ukkan	 haha

lintasan-l.intasan	 c::enderunci	 menuju	 posisi	 setirnbarq

inverted' pada d rah-daerah tertentu dalam bidarin fass',

semen tara pada daerih-daerah lain 1 int.asan--]. intasan bsrn're.k

menin q alkan posisi tersbut. Jeiaslah in.i menunjukkan bha

O = it adai ah posisi setimbang tidak stabi 1 dan berlakLt untuk

semua E:r is rE'daman

Di baah in i akan cli 1 uk iskan secara khUSUS bs'bsripi

1 intasan dalam 1 in q kuncjan 0 rr.
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I rl, I I

L

(cs)

Ltnta.ear-1.i.ntaan ayunan teredani

dt sok.tar posts%. set .mba.ng ti.da.k stbt1.

Oa.mba.r 4. 9. 2. 2

3afrbar di	 atas	 mmpri :Lhat.k..Ii 	 i ' ' ' ''' ' '	 ri' .1.. . i'it.k'n

t?rj .Ekd i ada 1 ah I in ttsan yang 	 flF'flUJ ii	 0meninc...qalkan

poisi inverted 0 = a dnciari konciici a'y'unan f'nc-riciayuri tururi

atau melalui 0 = rr tapi tidak menetap j:ada pos.isi SEf..i.mbanci

tersebut

IV.3.3 Analisa Bidang Fae dalam lingkurigan antara posisi

setimbang stabil dan tidak stabil

Dalam 2 pembahasan di atas sudah dipaparkan baqairnana

tincikah laku ayuruan yang menctayun di sekitar pos.isi setimbanci

stabi 1 (0C)) dan di sekitar	 posisi	 setimbanc	 t.idak	 c;'LaI:: SI.

( . Orr)	 Untuk melencikapi pembahasan rnencienai. 	 t.incikah	 :I.aku

ayunan nonlinier denqan redamanq di baah mi akan ciibahas

tincikah laku dari a yt..nan yang mem.iliki posisi diantar-a

posisi c, E,t j mba fl n stI::,i 1 tErsebt.tt

Fernbahasari akar' c:!iberik.a. ....dalarri 2 kondisi ., yaitu
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\	 A

\\ 1

±	 Kondisi ayunan kurang redarn ( k2(4L.n

ii. Kondisi ayunan terlampau redarn (k2::4Lc).

. Ayuncrn kul-ahe redcvr.

Untuk menyel idiki tingkah laku dari ayunan kuranci rodarn

yan g memil ±k± sudut ayun .i auh dari ke 2 pos.isi sat.imbanci

atau berada di antara ke 2 posisi setimbanci maka dalam

bidang fase dihubungkan kurve-kurve solusi yarn beniaku dalarn

lingkuncian e = 0 dEngan k 2	4Lci dan e = rt	 seperti yang

diciambarkan di bawah ±n±

Eidarg taee ayurn kurarg redcLm
urituk tintasan dal.am .ngkungar ke 2 poeti. 9etirnbarg

Oambzir 4. 3. 3. t. f

[)ri ciambar- di atas tar]. ihat lintasari yang kaivar dan

e-So dEnqan 0	 rr dan kecepatan v ? d/dt = 0 harus

tiba pada posisi kurang dan 9 = eo dencian kecepatan pada

posisi tersebut kembali nol (v =0) - Fosisi rnaksimum ayunan

akan herkurang setalah setelah tiap-tiap osk ± 1 asi karena

qesekan yang kecil.
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Berdasarkn	 p€?rsma&n	 4.2.2	 d .idapt.	 isok1:ir-ic:I:. 1. in

sEcara umurn sebaqai berikut

X.g sin e
	dv 	 ( j±) kdncn rrnciarnbi1 v	 _ Ididapat

de	 XL

J)erci:n	 mencic:jLtntk.n	 .i.ok 1:Ln--iok 1 in 	 di	 atas

flaTbY I. in ts r - I ir tar un tuk a yunan kurana r'?daTt

CID

Ltntaecn-ntasctn unt uk o.yunan kuz-ang redam
Oambctz- 4.3.3.i.2

d 1 ci	 1-

MElalui qambar di atas dapat ditntukan solusi dan

ayunan non1inir kurancj rdam yaitu Ayurzan akan berayun

dengan sudut yang bertambah kecil.. Jika kEceptan aa1 cukup

besar diberikan rn.ka ayunan akan menqayur dalarn . j umiab

hin qcia kali dan secara kontinu rnenj adi lambat ayunannya,

ayunan akan mençjayun di sekitar posisi 'natural' dan

mencapai posisi sntirnbang stabil atau ayunan akan diarn

menct.ap pada posisi'natural '  trsnbut.

A,trnan terLczn'pau r'edam,.
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HErci.tsarkan pc:rsamaar	 4.2.2 didapat	 isok .1 in-isc:ki in

umum

Dengan mengarnbil v 	 sin e	 dv	 (1±X)k

	

iapaddt dO
	 XL

Denqan mengqunakan .isok 1 in-isok 1 in c:Ii. atas 	 mak.a dic:Iapat

kurve solusi seperti pada nambar di I:Daah .ini..

Ltntcscjn-1intctan padcL Ayunan tez-1.ampau redm

Oambar 4. 9.9. t L . I

Melalui gambar di atas dapat ditentukan solusi dan

ayunan nonliniE?r terlampau redam yaitu: Ayunan langsung

berayun menuju posisi setimbang stabil dan diam menetap di

sarla.

Dencian mel I hat. 	 nambr	 4.3 . 5 . i . 2, 	 ci&.k .	tcr 1 .1 hat.	 pada

qambar 4.3.3.ii. 1 i arak sudut yang dihas:i. 1 kan 1EIDih ko:i 1

apabila diberi kecepatan aa1 yang sama. Hal 	 tersE?but

ter1iat dari lebih curamnya kurve yang dihasilkan	 t)encian

perkataan lain, J arak yang ditempuh pada waktu 	 ayunan

digerakkan lebi.h kecil karena tenlampau besarnya redaman

yang teniadi.
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BADV

PENUTUP

Bab mi berisi rangkuman dari isi skripsi yang sudah
dibahas pada bab-bab sebelumnya.

1 Persama an a.An an Yang ci .i. ba has Le r han 1 ncn J ad .i 2 po r<;amaa n

di.;I.c.I'::::.I	 nc.n.H.njc:i-....

A. Prsanaan dif farensia 1 non 1 mien untukayunan tanpa

red aman

d29- = - sine
-	 dt2

B Fersamaan di.fferen'sjal noni in ion untc.tk ayunan denan

red arnan

2de_	 kd9
- - sin e - E it

2. Tinq kah laku yang terjadi pada ayunan tanpa redaman

dibahas dalam 2 baqian.

A. Serdasarkan	 analisa kstabi1an linier dari solusi

kesetimbangan

i.	 Pada 0 = C) (atau 0 = nn, den qan n Qenap), maka
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ayunn beFada pada posisi kestirnbncian stabi 1..

	

1.1	 Fada 0	 rt (atau 0 = nn dnqan n qnji1 )	 maka

ayunan b•::racia pada posisi kesetimbanqan tidak.

stabil.

B. Berdasarkan kurve enerqi atau integral enerci dalarn

bidang fase

	

1.	 Untuk besar enercii nol (E-O).

(1*
II

—)(	 r
-2ii	 0	 /	 2,7	 e

Ayunan hF raci a dalamdal	 k on d i. c; .1 di am a tac.t pada r,o; :i.

kesetimbangan	 I

	

I	 Un tuI. bacar enerci j C)•Eci

syunart hercierak moncjayun torus monorus nrc I a .L ui

pos:i.si setimLanu ct:ab;. 1 denqan sudut maximal yang

samaq ya3tu 0 max.	 cos

58Analisa Tingkah..., Flafiana MTT Tagung, FMIPA UI, 1993



hu . "r	 L:•IiL••l't.r.! 	 su ben or	 2u	 (I.:_._C.).

.LJI.i.I'.:

Ayunan	 mnci vur 	 menuou	 :::c:: .1. 1.	 in ve rted'	 t.A : 1

L.i.1itk, :DCIlI1 mencapsi posisi tersebut, sekal i pun

pda bidnq fase teri ihat baha ayunan rnsncapai

posisi. 'inverted

iv. Untuk bsr energi lebih besar dari 2

yunan akan hc-nputar terus menenus	 searah atau

ber1aanan arah jarurn jam dalam ruanci real,

bercjantun q pada e bertambah naik at.au hertambah

turun
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3. Tingkah lakLt yang thriadi pada ayunan denqan redaman

c:iibah; dal am 2 b.cjian

IL 	 berdasarkan	 ;.ii1JY

.'.':,i:.1:. i.inI::)ric:iEtl

1.	 ::.j<	 0 (at.0	 e = nit, d€ngan n c4Enap) ,	 maka

ayunan berada dalam poisi kesetimbangan stabil..

ii. Pada 0 = it (atau 0	 nit, denqan n qanJil), maka

ayunan herada dalam posisi kesetimbangan t.idak

Sti).L)i1

B. Berdasarkan isok 1 in-isok .Lirt yang dipsroleh.

1. Fosisi ayunan sekitar 9	 0.

.
a. Kondisa. kurang redam ( k

2 :.4Lq ).

yunan menqayLin perlahan-lahan menuju posisi

setimbang stabil 0 = C) dan diam pada posisi

tersebut.

..
h. Kondisi. terlampau redam ( k 

2 ;• 4Lq ).
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r!I

Ill

Ayunan secara cepat menuju posisi setitnbang

stabil e=ø dan inengayun inelalui posisi

setimbang stabil tidak lebih dari satu kali.

ii. Fosisi ayunan sekitar e =

	

lit	 :1: 1

LL

	

0-0	 n

Untuk kondisi ayunan kurang redain maupun terlan-ipau

redam ayunan tidak akan diain pada posisi e=i-

inelainkan inenuju e =n kemudian kembali atau

inelewati e=n.

iii. Posisi ayunan dalam lingkungan antara lingkungan

setiinbang stabil dan tidak stabil.

a. Kondisi kurang redain.

1 \
\ \k\

-
rr
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Pyunan akan berayun dengan sudut yang brtamI::h

keci1 Dengan kecepatan aa1 yang cukup besar,

cyunan akan rnnqayun dalarn JLIrnlah hincicia kal i

dan sE:cara kon t.inu	 rnj adi.	 :Lamhat dan insuk

dalarn :t inckungan seki(:ar	 po5isi	 Inatural

sarnpai pa:Ia akh.triya diarn rflclE?tap pada pos.ii

t.E?rEIzDk.it.

b. Kondisi I.:.Er :Laiiipat.t redam.

Ayunan ianqsung bra yun rnu.i u posisi stimbanq
stabi. I dan mE.nctap di sana.
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Lampiran I

Akan dibuktikan bahwa Lintuk k 2 4Lq, make ayunari

teredam berada dalam kondisi kuranci redam, sedancikan untuk

k 2 > 4Lci dalam kondisi terlampau redam.

	I :: ari dann persamai	 L..	 e 
I k.	 +	 0. (Sek I tar e:=0)

dl:

i. Untuk k 2	4Lq

'ikar karaktristik yarn d ...i.pat dalam kondisi mi

ada:lah,

r =
zL.

I	 24Lg- k
dngan (ii =	 zL

Dengan demikian,

(-k,-2L + i.C))t	 (-k,2L -	9 = a.e	 + be

-(kt/ZL ) t-i.()t(a.e	 +b.e

-&t,2L.> t (Li cos it -I- Lz sin	 t.

-(kt/ZL> t. sir (wt 1- qo

(:Iiiriana Cl:: ( sir 4o dan L2	 ( cos IQ.
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as 4oô

0	
7LV-,;

-kt/ZL>t
I.)ari	 perm	 e	 jr' ( wt	 F

didapat qambar-ciambar di baah mi.

ii.	 L.Int.k	 4LQ.

Mar ka p nkt p riFtiknya ral c:I.tri r€c.I\t1I ke	 c1!.-c:u,y...

yai Lu

ri = -k +- 4L q -k ± k2	 4Lci
dan r = ___________________

zL

Dencian dernikian

ri.t.

	

e = c. .	 ±C, 2.

J.1d i	 . j ika	 gesekan	 cukup	 ::•.H-' 	 maka	 •.\'.kraI

kemba 1 i kemb! ±	 k E	 pc:s 1 1 uuti iIi!:rc	 £t.ab± 1	 dercian

cepat. Hal mm dapat terl ±hat pada qrhr di. baah

P3(a) atau As(b) atau ayunan menuju pos±si 	 set.±mbanci

stabil dalarr waktu yang cepat tapi t±dak d±arn

melainkan me1eat±nya, baru menuju ke posisi setimbanQ

stabil seperti ter].ihat pada gambar Aa(c).
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(a)
	

(b)

aa.mbr A

Dari gambar di atas terlihat baha pada kondis.i

terlampau redam, ayunan tidak dapat melewati posisi

setimbang stahil lebih dari satu ka].i. Ayunan melewati

posi.si. setimbang stabi ln ya hariya	 j ika	 kec:pat.an

t

:1. a-mula r'iEcat.1 p ( Diasumsikan bsh'..a posts .i ru i •nu I a

iot. it. '_ p
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Lampiran 2

Akan dibuat das t r p&rnbuatan kurve %olusi dari ayunan

ten iamp.0 redam pada 1 incikuriqan aritara ].inqkunqar posisi

set.imb . .ni	 st.id:r.. .1.	 dri	 iinnk..ncian	 posisi	 setimbang	 Udak

1:

Maka :L5c::k.............. isok. in y i;c1 ci ..dpt

X sin 0	 dv	 4(1±X)V -
	 4dencian	 = -

	 x

t3amhar yang dihas.ilkan adaiah sebpai ber.ikut..

Gambar di atas berdasarkan data-data di bawah mi.
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X	 v	 e	 dy/dO

	-i 	 04

ei
4	

-9

Btfl 0
	2 	 -d

2

- sin e
	-z 	 -2

2

	

4 a t.nO	 -5

	

-4	 I	 - sinO	 I	 1	 -9

	

8	 1 2 sin el	 I	 -'2

	

- 2 stn e i	 I	 -772

	12 	 1 9 sin 0 I	 I	 -ia

	-12	 1	 - a sin el	 I	 -11/9

0	 I	 -4
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