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ABSTRAK

Ideal | dari suatu gelanggang R adalah himpunan bagian dari R

yang memiliki sifat tertentu. Setiap ideal yang bukan ideal nol memiliki basis

yang tidak unik. Untuk suatu ideal di gelanggang polinomial F[X] , terdapat
basis yang dikenal dengan basis Grobner. Dalam tugas akhir ini akan
dibahas bagaimana cara memeriksa suatu basis yang diberikan berupa basis
Grobner atau bukan. Jika bukan basis Grobner, akan ditunjukkan cara

membentuk basis Grobner berdasarkan basis tersebut. Untuk suatu basis
sembarang G ={ 99} OF[X] diideal | (dapat ditulis sebagai

| =(94:---.95)), diperlukan S-polinomial dari 9 dan 9; di | untuk 1si<jss

melakukan pemeriksaan dan atau pembentukan basis Grobner

Kata kunci : Gelanggang polinomial, ideal, S-polinomial, pereduksian

polinomial, basis Grébner.

vi + 54 him.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Aljabar abstrak adalah suatu bidang di matematika yang mempelajari
struktur aljabar seperti grup, gelanggang, lapangan, modul dan ruang vektor.
Struktur aljabar adalah suatu stuktur yang terdiri atas suatu himpunan dan
operasi biner pada himpunan tersebut beserta sifat-sifatnya. Grup,
gelanggang dan lapangan adalah struktur aljabar yang banyak digunakan

pada aplikasi seperti teori bilangan, coding theory atau kriptografi.

Untuk suatu gelanggang atau lapangan, dapat didefinisikan suatu

polinomial dengan koefisien-koefisiennya merupakan anggota dari
gelanggang atau lapangan tersebut. Jika R adalah gelanggang, maka

himpunan semua polinomial dalam X dengan koefisien di R dinotasikan
dengan R[X]. Jika F adalah lapangan, maka himpunan semua polinomial

dalam X dengan koefisien di F dinotasikan dengan F[X]. R[X] dan F[X]

merupakan suatu gelanggang dan disebut sebagai gelanggang polinomial.
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Dalam gelanggang, terdapat himpunan bagian yang memiliki sifat

tertentu dan dikenal dengan sebutan ideal. Jika R adalah gelanggang, maka
ideal yang dibangun oleh elemen-elemen &,---&, di R dinotasikan dengan
I =(a,...a,). Hal yang sama juga berlaku untuk gelanggang polinomial. Jika

R[X] adalah gelanggang polinomial, maka ideal yang dibangun oleh elemen-

elemen fi- . di R[X] dinotasikan dengan ! = (fi,--.f,).

Berdasarkan pengertian ideal di gelanggang polinomial, maka setiap

elemen di | bisa ditulis sebagai kombinasi linier dari himpunan

pembangunnya dengan koefisiennya di gelanggang R[X]. Himpunan

pembangun itu disebut sebagai basis dari ideal, walaupun representasi dari

setiap elemen di | sebagai R-kombinasi linier dari fi tidak selalu unik.

Misalkan | = (f,,....f;) adalah ideal di suatu gelanggang polinomial
R[X]. Untuk memeriksa apakah suatu elemen f di R[X] merupakan
elemen di |, maka harus ditunjukkan representasi f sebagai R-kombinasi
linier dari fi. Selanjutnya jika diberikan ! =(fi.....fs) dan "= (... 1),

apakah | =1"? Jika kita mempunyai basis Grobner dari suatu ideal, akan

lebih mudah untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut.

Berdasarkan uraian diatas, maka pembahasan mengenai basis
Grobner menjadi sangat menarik. Teori mengenai basis Grébner telah

diperkenalkan pada tahun 1965 oleh Bruno Buchberger dan sampai saat ini
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berbagai aplikasi dalam bidang matematika abstrak maupun dalam sains dan

teknik telah menggunakan teori tentang basis Grobner.

1.2

1.3

PERUMUSAN MASALAH

Dalam tugas akhir ini, masalah yang akan dibahas adalah:

Bagaimana kita mengetahui suatu basis dari suatu ideal dari
gelanggang polinomial adalah basis Grobner?
Bagaimana membentuk suatu basis Grébner dari suatu basis yang

bukan Grébner?

TUJUAN PENULISAN

Tujuan penelitian yang dilakukan dalam tugas akhir ini adalah:

Memeriksa apakah basis dari ideal dari gelanggang polinomial yang
diberikan merupakan basis Grébner atau bukan.
Membentuk sebuah basis Grébner dari suatu basis yang bukan

Grobner.
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1.4 METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan dalam proses pembuatan tugas
akhir ini adalah studi literatur, yaitu dengan cara mempelajari buku-buku
referensi, jurnal, ataupun materi penunjang lain dari website yang

berhubungan dengan topik tugas akhir ini.

1.5 SISTEMATIKA PENULISAN

Penulisan tugas akhir ini akan dibagi dalam empat bab, yang dimulai
dengan pendahuluan pada bab I, yang berisi tentang latar belakang, tujuan

penulisan, rumusan masalah, metode penelitian dan sistematika penulisan.

Selanjutnya, Bab Il berisi tentang pengertian dasar dalam struktur
aljabar, serta sifat-sifat yang akan digunakan dalam pembahasan tugas akhir

ini.

Bab 11l yang merupakan isi dari tugas akhir ini membahas tentang
algoritma Euclid untuk polinomial, pereduksian polinomial, definisi basis
Grobner, serta cara pembentukan basis Grobner dari suatu basis yang bukan

Grobner.
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Bab IV merupakan penutup, berisi kesimpulan yang diambil dari

pembahasan mengenai topik tugas akhir dan juga saran.
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BAB Il

LANDASAN TEORI

Pada bab ini, akan dibahas definisi-definisi dasar yang diperlukan
untuk lebih memahami isi pembahasan yang akan diberikan pada bab
selanjutnya, sekaligus juga untuk menyamakan notasi dan terminologi di

seluruh tulisan dalam tugas akhir ini.

Berikut ini akan diberikan pengertian grup, gelanggang, serta definisi

lain yang berkaitan.

Definisi 2.1

Suatu grup (G.D adalah suatu himpunan G dengan satu operasi

biner U yang memenuhi sifat-sifat berikut:

1. Tertutup : albUG untuk setiap &P 0 G
2. Assosiatif ; @(btc) = (alb)c  yntuk setiap @.0.¢ UG
3. Terdapat elemen identitas €0 G sedemikian sehingga ale=ella=a

untuk setiap allG,
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4. Untuk setiap @0 G | terdapat suatu invers dari @ di G (dinotasikan

dengan a '), sedemikian sehingga ada™ =a"Ca=e,

(I. N. Herstein, 1996)

Definisi 2.2

Suatu grup (G.D disebut grup komutatif (atau grup abel) apabila

memenuhi hukum komutatif, yaitu : @l =bla yntuk setiap &b G

(I. N. Herstein, 1996)

Definisi 2.3

Suatu himpunan bagian tak kosong H dari grup G disebut subgrup
dari G, bila H itu sendiri merupakan grup dengan operasi yang sama seperti

pada G.

(I. N. Herstein, 1996)

Definisi 2.4

Suatu himpunan R dengan 2 operasi * dan * disebut gelanggang

Jjika memenubhi:
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1. (R+) adalah grup komutatif.
2. (R*) persifat tertutup dan assosiatif.

3. (R+.*) memenuhi sifat distributif, yaitu untuk setiap @.b.¢0 R perlaku

as(b+c)=asb+asc ggn (b+c)ea=bea+cea,

(I. N. Herstein, 1996)

Suatu gelanggang R disebut gelanggang komutatif jika operasi * bersifat
komutatif. Suatu gelanggang R disebut gelanggang dengan unsur satuan

jika terdapat elemen 10 R sedemikian sehingga a*1=1*a=a, untuk setiap

alR

Definisi 2.5

Suatu gelanggang komutatif R disebut daerah integral jika a*b=0

mengakibatkan @ =0 atau b =0,

(I. N. Herstein, 1996)

Definisi 2.6

Suatu himpunan F dengan 2 operasi * dan * disebut lapangan bila

memenuhi:
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2 (F.*) merupakan grup komutatif.
3 (F-{0h 9 merupakan grup komutatif.

4 (F,*.*) memenuhi sifat distributif, artinya a° (0+c) =asb+asc yntuk

setiap ab.cOF

(I. N. Herstein, 1996)

Untuk selanjutnya, @b dinyatakan dengan ab .

Definisi 2.7

Himpunan semua bilangan bulat yang menghasilkan sisa @ jika dibagi

dengan NUN disebut kelas @ modulo N, dinotasikan [a],.

Dengan kata lain, [a],={a+nk(kDZ}

(Alexander Bogomolny, 1996)

Pandang Zn :{[a]n |lall Z} dengan dua operasi penjumlahan dan

perkalian sebagai berikut:

+:[a], +[o], =[a+b],
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*:[al, + [o], =[a< ],
maka

1. (Z,,%) merupakan grup komutatif.
2. (Z,,*) memenunhi sifat assosiatif dan komutatif.

3. (Z,,*:*) memenunhi sifat distributif, karena

(2], + ([6], +[c],) =[al,  [b], *[a], *[¢], untuk setiap [a], [b], .[c], OZ,.
Jadi, Z» merupakan suatu gelanggang komutatif.

Jika "= P, dimana P prima, maka (Z, ~{[0]} *) dapat dibuktikan sebagai

grup komutatif dengan menggunakan teorema Fermat berikut ini.

Teorema 2.8 (Teorema Fermat)
Jika P adalah prima dan P12, maka a®™* =1 mod P .

Untuk suatu bilangan bulat b | jika P12 maka b® =b mod P .

(I. N. Herstein, 1996)
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Teorema 2.9

Misalkan Zp =Z, ~{[0]} . Maka (Z;'.) dengan P bilangan prima

merupakan grup komutatif.

Bukti:

Untuk P prima, (Z;,') memenuhi sifat assosiatif dan komutatif. Elemen
identitas dalam (Z;") adalah [1]p, karena [a]p' [1]p =as ]]p :[a]p untuk
setiap [a]p DZ; . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa setiap elemen di Z;

mempunyai invers yang juga merupakan elemen dari Z;. Perhatikan jika

[a]p 0Z, perarti Pla,

Dengan demikian, berdasarkan Teorema Fermat,
a’™ =1mod P

Dari definisi kelas [] didapatkan
[a>], =1,

Karena

=l

maka
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12

[a],"™ = [a],.

Sehingga
[al,"* « [al, = [,

yang berarti bahwa terdapat invers dari [a]p N Z; yaitu [a]pp_2 . Terbukti

bahwa (Z;") dengan P bilangan prima merupakan grup komutatif.

Karena (Zp’+) grup komutatif dan (Z;") juga grup komutatif, maka (Zp’+’.)

merupakan suatu lapangan.

Selanjutnya akan diberikan pengertian tentang ideal.

Definisi 2.10

Jika (R ,+,e) adalah gelanggang, maka suatu himpunan bagian tak

kosong | dari R disebut ideal di R jika memenuhi:

i. | membentuk subgrup terhadap operasi * di R.
ii. Untuk setiap R dan alJl  maka ralll dan ar U1,

(I. N. Herstein, 1996)
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Ideal dapat dibedakan menjadi beberapa jenis berdasarkan elemen-

elemen yang ada di ideal tersebut.

Definisi 2.11

Ideal unit | dari gelanggang R adalah ideal yang mengandung
semua elemen dari R,

Ideal sejati adalah ideal yang bukan merupakan ideal unit.

Ideal nol adalah ideal yang elemennya hanya {0}.

Ideal nontrivial adalah ideal selain ideal nol dan ideal unit.

(Neal Koblitz, 2004)

Definisi 2.12

Suatu ideal | dari gelanggang R disebut ideal maksimal jika dan

hanya jika | # R dan tidak ada ideal J dari gelanggang R dengan

|0JOR,

(I. N. Herstein, 1975)
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Definisi 2.13

Suatu ideal | dari gelanggang R disebut ideal prima jika dan hanya

jika untuk setiap &PUR perlaku jika @01 maka all atau bO1 .
(I. N. Herstein, 1975)

Selanjutnya akan diberikan definisi tentang himpunan pembangun

untuk suatu ideal.

Definisi 2.14

Himpunan A={&.a,,..} 01 disebut himpunan pembangun dari suatu

ideal | digelanggang R jika setiap elemen X di | dapat dituliskan sebagai

kombinasi linier dari elemen-elemen di A dengan koefisien di R, yaitu

x:;ra. , dengan r R,

(Neal Koblitz, 2004)

Ideal dapat juga dibedakan berdasarkan jumlah elemen dari himpunan

pembangunnya.
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Definisi 2.15

Suatu ideal dikatakan “dibangun secara hingga” jika ideal tersebut

mempunyai berhingga banyaknya elemen dalam himpunan pembangunnya.

(Neal Koblitz, 2004)

Jika ideal | di gelanggang R dibangun oleh himpunan berhingga

elemen-elemen {&.--2,} 01 maka ditulis | =(a,.-a,).

Definisi 2.16
Ideal yang dibangun oleh satu elemen disebut ideal utama.

(I. N. Herstein, 1975)

Jika ideal | dari suatu gelanggang R dibangun oleh satu elemen &,
maka setiap elemen di | dapat ditulis sebagai kelipatan dari &. Dengan kata

lain, X='a untuk setiap XU! dengan r OR,
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Definisi 2.17

Suatu daerah integral dikatakan daerah ideal utama jika semua

idealnya adalah ideal utama.

(Neal Koblitz, 2004)

Berikut ini diberikan pengertian tentang polinomial, gelanggang

polinomial, serta istilah dan notasi penting yang berkaitan dengan polinomial.

Definisi 2.18
f(X)=>",aX", untuk beberapa & # O disebut polinomial.

Indeks M dengan M bilangan bulat terbesar untuk &, # O disebut derajat

polinomial, dan dinotasikan dengan deg(f )

(I. N. Herstein, 1975)

Definisi 2.19
Jika degf (X )=n dan &, =1 maka f(X) disebut polinomial monik.

(I. N. Herstein, 1996)
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Definisi 2.20
Pandang polinomial f(X)=a,+aX+..+a,X" dengan deg(f )=n Maka

14. &, disebut koefisien utama dari f (X), dinotasikan dengan !¢(f),
15. &,X" disebut suku utama dari f(X) | dinotasikan dengan It(f)

16. 8 disebut suku konstan dari f(X)

(Jimmie Gilbert, 1996)

Selanjutnya akan diberikan pengertian tentang gelanggang polinomial.

Misalkan R adalah gelanggang, himpunan semua polinomial dalam
X atas R dinotasikan dengan R[X]. Jika fOODR[X] maka ditulis

f(X):aO+81X +...+anX”, n=0 dengan a, DR’ |:O,1,,n

Dalam R[X] dapat didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian
polinomial. Misalkan P(X)=2_" aX' q(X)=>" bX' OR[X]| maka
operasi penjumlahan dan perkaliannya didefinisikan sebagai berikut:

maksmn)

+:p(X)+q(X)= D, X' dengan G =& *+b untuk setiap i.

i=0
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m+n

*:p(X)*q(X)=2 6X' dengan G =ab,+a_b+...+ab_ +af untuk
i=0
setiap .

R[X] dengan operasi penjumlahan dan perkalian ini memenuhi sifat-

sifat berikut:

. (R[X].*) membentuk grup komutatif, dengan 0(X) =0 sebagai
elemen identitas dan ~f(X) sebagai invers penjumlahan dari f(X) di
R[X].

- (R[X].*) persifat tertutup dan assosiatif

. (R[X].+.*) memenuhi sifat distributif

Jadi, R[X] membentuk suatu gelanggang yang disebut sebagai

gelanggang polinomial.

Untuk F suatu lapangan, maka himpunan polinomial dalam X atas

F dinotasikan sebagai F|[X], dan elemen-elemen di F[X] berbentuk

f(X)=a0+a1X +...+Q,|Xn, n=0 dimana & DF’ |=0,1,,n

Himpunan F[X] dengan operasi penjumlahan dan perkalian polinomial

seperti yang didefinisikan diatas juga membentuk suatu gelanggang.
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Selanjutnya akan diberikan definisi tentang gelanggang polinomial
dalam M variabel. Misalkan R adalah gelanggang, himpunan semua
polinomial dalam M variabel X :{Xl""'xm} atas R dinotasikan dengan

R[ X~ X,]. Elemen-elemen di R[X1:--+Xn] berbentuk 28, Xi--Xg

Im

Dalam R[X.-X,] juga dapat didefinisikan operasi penjumiahan dan

perkalian polinomial. Misalkan P()=>"a , Xi.Xn

..... .

a()=>" b, X¢.X» OR[X], maka operasi penjumiahan dan

perkaliannya didefinisikan sebagai berikut:

makst )

+:p(X)+q(X)= D 6., Xi- X2 dengan C,.., =&, *H .

i=0

S+t

----- jm_im )

0 <yl

R[X,,-.-.X,n] dengan operasi penjumlahan dan perkalian seperti diatas

memenuhi sifat-sifat berikut:

« (R[X;.X,] +) membentuk grup komutatif.
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. (R[Xl""’xm] ”) bersifat tertutup dan assosiatif

o (R[Xy-X,] +#) memenuni sifat distributif,

Sehingga diperoleh bahwa R[ X, X,] merupakan suatu gelanggang, dan

disebut sebagai gelanggang polinomial dengan M variabel.

Definisi 2.21

tanpa koefisiennya, yaitu Xi--Xu | disebut sebagai power product.

- Derajat total dari bentuk monomial @, Xi+-Xy adalah i -+,
* Derajat total dari suatu polinomial adalah maksimum derajat total dari
monomial yang koefisiennya tidak nol.

(Neal Koblitz, 2004)

Pada polinomial dengan satu variabel penulisan polinomial tersebut
bisa dimulai dengan variabel dengan pangkat tertinggi sampai terendah, atau
sebaliknya. Akan tetapi untuk polinomial dengan lebih dari satu variabel,
diperlukan suatu aturan untuk mengurutkan monomial-monomialnya agar

bisa ditentukan koefisien utama dan suku utamanya.
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Ada 2 cara pengurutan monomial yang banyak digunakan, yaitu:

1. Pengurutan lexicographical
Secara bahasa, lexicographic berarti pengurutan kata atau
huruf seperti pada penyusunan kamus. Misalkan diberikan f(X,Y,Z),
maka X disebut sebagai variabel pertama, Y disebut sebagai variabel

kedua, dan £ disebut variabel ketiga.

Pengurutan dilakukan dari monomial yang variabel pertamanya
berderajat lebih tinggi. Jika ada monomial yang variabel pertamanya
berderajat sama, maka dilihat variabel kedua yang derajatnya lebih
tinggi.

Contoh polinomial dengan pengurutan lexicographical adalah

F(X,Y,Z)=X?=-XN?Z+XNZ?-XZ*+XY*-XZ+YZ*Y Z+Z"

dan suku utama dari T adalah X°.

2. Pengurutan lexicographical derajat total
Yaitu, monomialnya diurutkan berdasarkan derajat total dari
yang terbesar sampai terkecil, dan monomial yang mempunyai derajat

total yang sama diurutkan berdasarkan pengurutan lexicographical.

Untuk polinomial yang diberikan diatas, pengurutan

lexicographical derajat totalnya adalah

f(X,Y,Z2)==-X?Z*+Y3Z3- XY Z+XXNZ*-XZH+Z 4+ X ¥ XY *Y Z

Basis grobner..., Ridwan Setiawan, FMIPA Ul, 2009



dan suku utama dari f adalah -X?z*.

Untuk pembahasan selanjutnya, pengurutan monomial yang akan

digunakan adalah pengurutan lexicographical derajat total.
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BAB Il

BASIS GROBNER

Pada Bab Il telah dibahas mengenai himpunan pembangun dari suatu

ideal | di gelanggang R. Himpunan pembangun ini disebut juga sebagai

basis. Untuk suatu gelanggang polinomial F[X] atau F[X.,-X.], elemen-
elemen basis dari idealnya berbentuk polinomial, dimana setiap elemen di

ideal tersebut dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari basisnya

dengan koefisien di F[X] atau F[Xi,-X,] .

Misalkan | = (fi.--..f,) adalah ideal di F[Xi---X.] dan diberikan

kOF[X,,....X,] | permasalahan yang selalu muncul adalah ketika

menentukan apakah K merupakan elemen di | atau tidak. Jika ya,
bagaimana merepresentasikan setiap elemen di | ke dalam bentuk
k=0,f,+9,f,+..+9.f, dimana 9 OF[X....X,] . Untuk menjawab

pertanyaan tersebut maka digunakan teori Basis Grobner.

Pada bab ini akan dibahas mengenai basis Grobner, cara memeriksa
suatu basis apakah merupakan basis Grobner atau bukan, serta
pembentukan basis Grébner dari suatu basis yang bukan Grobner. Namun

sebelum membahas itu semua, perlu diketahui beberapa teori yang
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diperlukan untuk pembahasan lebih lanjut mengenai basis Grobner. Pertama-
tama akan dibahas tentang algoritma euclid, gelanggang Noetherian, serta

pereduksian suatu polinomial.

3.1 ALGORITMA EUCLID UNTUK POLINOMIAL

Algoritma Euclid untuk polinomial digunakan untuk mencari faktor

persekutuan terbesar dari dua buah polinomial f,90F[X] . Berikut diberikan
definisi formal dari faktor persekutuan terbesar dari dua buah polinomial

f,gOF[X],

Definisi 3.1.1

Faktor persekutuan terbesar dari dua buah polinomial f.9UF [X]

adalah polinomial monik dengan derajat tertinggi yang membagi keduanya.

Faktor persekutuan terbesar dari f-90F[X] dinotasikan dengan

g.c.d.(f g)

(Neil Koblitz, 2004)

Basis grobner..., Ridwan Setiawan, FMIPA Ul, 2009



25

Sebelum membahas pencarian g.c.d dari dua buah polinomial,

diperlukan algoritma pembagian untuk kedua polinomial tersebut.

Teorema 3.1.2 (Algoritma Pembagian)

Misalkan f(X), 9() OF[X] dengan 9(X) # 0. Maka ada elemen-
elemen d(¥), r(X) OF[X] yang unik sedemikian sehingga
f(X) = a(x)g(x) +r(x)
dengan (X) =0 atay degr )< deg X

(I. N. Herstein, 1996)

Algoritma Euclid adalah suatu algoritma yang merupakan pengulangan

algoritma pembagian sampai diperoleh faktor persekutuan terbesar dari dua
polinomial. Misalkan f(X), 909 OF[X] dengan 90X #0 Untuk mencari

g.c.d.(f 9), digunakan algoritma Euclid dengan langkah-langkah sebagai

berikut:
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F(X) = 0,(x)9(x) +1,(x), degr, )< deq k)
9(x) = q ()ry(x) + r,(x), degr, k)< deg; X )
1 (X) = A, (X)r,(X) +r4(X), degr; k)< deg, X )
rn—z(x) = qn—l(X)rn—l(X) + I’.n (X)’ degrn 0( )< degn—l ((

rn—l(x) = qn (X)rn (X)

misalkan @ adalah koefisien utama dari (X)) #0 maka 9-c.d.(f .9) adalah

ar (%),

Berikut ini akan diberikan contoh untuk mencari faktor persekutuan

terbesar dari dua polinomial yang diberikan.

Contoh 3.1.3 :

Pandang f(X) = 4x* +2x° + 6x*+ 4+ E gan g(x) =3x° +5x* + 6x (i
Z,[X] . untuk mencari 9.¢-d(f 9) dengan menggunakan algoritma Euclid,

dilakukan langkah-langkah berikut:

f(X) = (6x)g(X)+ (5%* + 4x + 5),
g(x) = (2x+5)(5¢° + 4x+ 51 (&+ 3)
(5X* + 4x+ 5)= (X+ 4)(&+ 3)
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Jadi, (4x+3) adalah sisa pembagian terakhir yang tidak nol, dan

faktor persekutuan terbesar dari f(X) dan 909 di Z;[X] adalah
d(x) =47 (4x+ 3)

=2(4x+ 3)
=X+6

Selanjutnya d(X) akan diekspresikan dalam bentuk kombinasi linier

dari T(X) dan 9(X) yaitu
d(x) = u(x) f (x) +v(x)g(x)
Dengan U(X), v(x) 0Z,[X],
4x+3=g(X)- (X + 5)(5 + &+ 5,

=g(x) = (2x+5)[ f (x)= (6x)g (x)
=g(x) +g(x)(6x)(2x+ 5)— f (x)(2x+ 5)
= g(x)[1+(6x)(2x+ 5]+ f ) %= 5)
= g(X)(5x* + 2x+ 1)+ f (X)(X+ 2)

Karena d(x) =47 (4x+ 3)= 2(&+ 3) maka
d(x) = (2)g(x)(5x* + 2x+ 1+ (2)f & )(+ 2.

d(x) = g(X)(3X* + 4x+ 2)+ f (x)(X+ 4)
d(x) =(Bx+4)f (x)+ (3)(2 + 4+ 2 &)
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Bentuk terakhir adalah ekspresi 9-¢.d.(f .9 ) dalam bentuk kombinasi linier

dari T(X) dan 9(X) .

3.2 GELANGGANG NOETHERIAN

Berikut ini akan didefinisikan suatu gelanggang yang mempunyai sifat

tertentu.

Definisi 3.2.1

Suatu gelanggang R disebut gelanggang Noetherian jika setiap

idealnya dibangun secara hingga.

(Neil Koblitz, 2004)

Dari definisi tersebut, jelas bahwa setiap lapangan dan setiap daerah
ideal utama adalah gelanggang Noetherian karena keduanya dibangun oleh

satu elemen. Berkaitan dengan definisi diatas, didapatkan teorema berikut.
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Teorema 3.2.2

Jika R adalah gelanggang Noetherian, maka gelanggang polinomial

dalam satu variabel RIX] juga merupakan gelanggang Noetherian.
(Neil Koblitz, 2004)

Bukti:

Karena R adalah gelanggang, maka berdasarkan pembahasan pada
Bab 11, RIX] juga merupakan gelanggang. Selanjutnya akan dibuktikan

bahwa RIX] adalah gelanggang Noetherian.

Misal | adalah ideal dari RIX]. Maka akan ditunjukkan bahwa |

dibangun secara hingga.

Untuk N=0,1,2,.. misalkan J, U R adalah himpunan yang
mengandung 0 dan semua koefisien utama dari polinomial di | yang

berderajat 1.

J. jelas tertutup terhadap operasi penjumlahan karena jika P.qU!
adalah polinomial berderajat ", maka polinomial P*9 juga berderajat N dan

ada di | . Jadi koefisien utama dari polinomial P*9 juga ada di Jn. Jika
polinomial berderajat " dikalikan suatu konstanta maka akan dihasilkan juga

polinomial berderajat ", sehingga untuk @l dan rOR, maka ar Ul

Koefisien utama dari @ ada di J.. Dengan memandang 0 sebagai elemen
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identitas terhadap penjumlahan di Ji, dan ~2 sebagai invers dari @ terhadap

penjumlahan di Jn, maka J» adalah ideal dari R.

Untuk setiap elemen @8 J, | terdapat polinomial f U1 berderajat N
yang koefisien utamanya adalah 2. Karena polinomial Xf 0! berderajat
(n+1) juga memiliki koefisien utama yang sama, maka @ juga elemen Jn..

Sehingga diperoleh bahwa Jn U Jnu untuk N1=0,1,2,...

Bentuk J :U::an- J adalah ideal di R. Karena setiap ideal di R

dibangun secara hingga, berarti J dibangun oleh himpunan hingga elemen ;
yang masing-masing terdapat di suatu Jy . Jika kita ambil N sebagai
maksimum dari ", maka seluruh himpunan pembangunnya terkandung di

Jn. Dan didapatkan bahwa J =Jy (dengan kata lain, Jn: =Jx untuk N=N),

Karena diketahui R Noetherian, masing-masing ideal J» mempunyai
berhingga himpunan pembangun {rn,l""’rn,[n} dengan N=0.1,...N  Gabungan
himpunan-himpunan itu membangun J . Untuk setiap " misalkan foi adalah
polinomial berderajat N di | yang koefisien utamanya adalah "i. Akan
ditunjukkan bahwa gabungan himpunan-himpunan { Foineees fn,ln} membangun

| dengan n=0,1...N .
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Untuk melihatnya, misalkan f ! mempunyai derajat N. lc(f)0J,
dapat ditulis dalam bentuk 2@ untuk NN 8 0R_jika N>N  maka
J, =y, dan le(f) pisa dituliskan sebagai kombinasi linier dari v, . Berarti,
polinomial f _Ziaﬁ foi (atau f _Ziai fu; pada kasus N> N) adalah elemen

dari | yang berderajat kurang dari ". Nyatakan f—Zia foi = f.

Dengan kata lain, f pisa ditulis sebagai kombinasi linier dari foi
ditambah sebuah polinomial fol yang berderajat lebih kecil dari f . Jika
dilakukan cara yang sama untuk f , yaitu jika f diekspresikan sebagai
kombinasi linier dari fni ditambah sebuah polinomial di | yang berderajat
lebih kecil dari f dan proses ini terus dilanjutkan, maka pada akhirnya akan
didapatkan suatu ekspresi f dalam bentuk kombinasi linier dari fni
n=01..N 1=12,.) Jaditerbukti bahwa setiap elemen T O! dapat
dituliskan dalam bentuk kombinasi linier dari fni, sehingga | dibangun

secara hingga. Karena | adalah ideal sembarang di RIX], maka terbukti

bahwa RIX] merupakan gelanggang Noetherian.
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Akibat 3.2.3

Jika F adalah lapangan, dan X ={X.,....X,} adalah himpunan hingga

variabel, maka F [X] adalah gelanggang Noetherian.

(Neil Koblitz, 2004)

Bukti:

Pertama-tama akan dibuktikan bahwa F adalah Noetherian. Karena
F adalah lapangan, maka ideal di F hanyalah {0} dan F itu sendiri. Jelas

bahwa {0} dibangun secara hingga, dan F dibangun oleh satu elemen. Jadi

semua ideal di F dibangun secara hingga. Dengan kata lain, F Noetherian.

Selanjutnya pembuktian bahwa F [X] adalah gelanggang Noetherian

akan dilakukan dengan induksi. Berdasarkan Teorema 3.2.2, jika F

gelanggang Noetherian maka F[Xl] Juga gelanggang Noetherian. Jadi,

Akibat 3.2.3 terpenuhi untuk N =1

Misalkan untuk N =K terpenuhi, yaitu jika F adalah lapangan, maka

F[X..--.X,] adalah gelanggang Noetherian. Akan dibuktikan untuk K +1 juga

terpenuhi. Dengan kata lain akan dibuktikan bahwa jika F adalah lapangan,

maka F[X..-Xi1] adalah gelanggang Noetherian.
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Misalkan F'=F[X.....X,]. F' adalah gelanggang Noetherian.
Berdasarkan Teorema 3.2.2, jika F' gelanggang Noetherian, maka F [ Xi]
juga gelanggang Noetherian. F [ X..1] adalah gelanggang polinomial dalam
X,.; dengan koefisien di F'. Kemudian karenaF "= F[X,...X,] maka
F [ Xia) = F[ X0 X ][ Xia] =F[Xp-Xi] . Didapat bahwa jika F [ Xor X4 ]
adalah gelanggang Noetherian maka F [ Xy Xiu] juga gelanggang

Noetherian. Sehingga diperoleh jika F adalah lapangan, maka F[Xi: - X4

adalah gelanggang Noetherian. Terbukti bahwa jika F adalah lapangan,

maka F[X.,-X.] adalah gelanggang Noetherian.

Akibat 3.2.4

Setiap barisan naik dari ideal Is 01, 0w di F[ X, %] selalu

berhingga.
(Neil Koblitz, 2004)
Bukti:

Akan dibuktikan dengan kontradiksi. Andaikan ada barisan naik yang

tak hingga dari suatu ideal |1 01, 0. dalam F[ X Xn] .
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Misalkan | =U;|i . Jelas bahwa | juga merupakan ideal di

F[X,.-- X . Berdasarkan Akibat 3.2.3 yang menyatakan bahwa
F[X,.--.Xa] gelanggang Noetherian, maka | dibangun oleh berhingga

elemen yang masing-masingnya adalah elemen dari suatu !i . Misalkan N

adalah maksimum dari i, maka | =!,, dan tidak bisa ditemukan ideal !nu

yang lebih besar dari | . Hal ini kontradiksi dengan pemisalan awal. Terbukti

bahwa setiap barisan naik dari ideal |: U1, U... selalu berhingga.

3.3 PEREDUKSIAN POLINOMIAL

Misalkan f.90F[ X | dan It(9) membagi 't(f) . Dalam kasus ini,

It(f) dapat dihilangkan dengan cara mengurangkan f dengan kelipatan dari

9. Secara umum, setiap suku dari f yang dapat dibagi oleh 11(9) dapat
diganti dengan suku yang lebih kecil dengan cara yang sama. Hal ini

berdasarkan definisi berikut.
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Definisi 3.3.1

Misalkan f.90F[ X f dikatakan tereduksi ke h modulo 9 (atau

f tereduksi modulo 9 ke h) dalam satu langkah jika aX' adalah suku dari

f yang dapat dibagi oleh 1t(9) | dan

gy

it(g)

Dapat dituliskan sebagai

fO%™h

Jika It(f) dapat dibagi oleh !t(9) maka berlaku

L)
1t(g)

dan 1t(h) kurang dari It(f).

(Neil Koblitz, 2004)

Contoh 3.3.2:

Misal f(X,Y,Z)==-X?Z*+Y3Z3- XY Z+XXZ '-X73+Z7*+ X3+ XY?+YZ
OF[X,Y,Z], dimana F menyatakan lapangan Zs. Dan misal

0,(X,Y,Z2)=XZ°~-Y?Z? Maka | tereduksi ke
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= +XZ(X2°-Y°2?)
h=XY?Z3+Y°Z3 - XY Z+XNZ°-XZ3+Z + X ¥ XY %Y Z
modulo 9 dalam satu langkah. Dengan cara yang sama, Proses reduksi

dapat dilanjutkan karena !1(9;) membagi [t(h) . Kemudian didapatkan bahwa

h tereduksi ke

h .Y, Z) = 2+ Y °Z ° — Ry & BB 37 S8FX7 °+ 7 "V XY <+ Y4l

modulo 9. Jadi, f tereduksi ke M modulo 9 dalam dua langkah.

Definisi 3.3.3

Misal G ={0 .0} OF[X,,..X.] dan fOF[X,...X,]. Maka f
dikatakan tereduksi ke N modulo himpunan G jika terdapat barisan dari
polinomial yang dimulai dengan hy = f dan berakhir dengan h,=h

sedemikian sehingga h; tereduksi ke Njw modulo suatu 98G dalam satu

langkah, ] =0.1,..k=
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(Neil Koblitz, 2004)

Contoh 3.3.4 :

Misal G={9,.9;} dimana 9,=XZ°-Y?Z? dan 9, =Y’Z-YZ? dan juga
misalkan f adalah polinomial pada Contoh 3.3.2. Melanjutkan Contoh 3.3.2,

didapat bahwa M tereduksi modulo 92 ke

h‘%:hz—w

It(g,)

-Y4z?2
g

=h, YRE - 1@°
=h, +Y2Z(Y 2N

h, = =X 2Y 2 2SR R ST 3 XY 24+ Y A

Dan dengan cara yang sama, h; tereduksi modulo 9. ke

h,(X,Y,Z) = il T YRS+ B~ F Y

Berikutnya, M tereduksi modulo 9 ke

h(X,Y,Z)=-Y?Z?+Z*+ X*+ XY?+Y*Z

Dan N tereduksi modulo 9: ke
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h(X,Y,Z)=-YZ*+Z*+ X®+ XY?+Y?Z

Dapat dilihat bahwa !t(h) tidak dapat dibagi oleh 1t(9:) atau 1t(9,) , sehingga
It(hs) tidak bisa diganti dengan suku yang lebih kecil. Tetapi dapat dilakukan

satu langkah reduksi lagi karena t(9,) membagi suku terakhir dari s, dan

menghasilkan

h(X,Y,Z)=h (X,Y,Z)=-YZ*+Z*+ X+ XY2+YZ?

Jadi, T tereduksi ke N=h, modulo G, karena

fO0N-hOf-hOB-h OB h OB hOB-hO%®-h,

Pada contoh ini, jika kita lebih memilih untuk mereduksi h modulo 9.
(daripada %), kemudian mereduksi hasilnya (dinotasikan dengan hlz) modulo

9, dan melanjutkan seperti contoh diatas, maka akan diperoleh polinomial h

yang sama. Yakni, akan diperoleh barisan langkah reduksi berikut:

fO0W.hO0B\.h Of-h 08 h O0F-h 0% hOB-h
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Pada kenyataannya, saat mereduksi f OF[X] modulo G ={9--0}

kadang akan menghasilkan perbedaan besar jika 9 yang diambil berbeda.

Hal ini dapat dilihat pada contoh berikut:

Contoh 3.3.5:

Misal f(X,Y,Z)=X?Y2+XYOF[X,Y,Z] dimana F menyatakan lapangan
Z,. Dan misal G={9:,9,.9} , dimana 8.(X.Y.Z)=Y?+Z?
9.(X,Y,Z) = X*Y+YZ  dan 95(X,Y,Z)=Z°+ XY Jika T direduksi modulo 9
kita dapatkan —X*Z*+ XY yang tidak dapat direduksi lebinh lanjut karena tak
satu pun dari sukunya yang dapat dibagi oleh 1t(9,) , 11(95) | ataupun 1t(9;) .
Akan tetapi, jika pada tahap awal f" direduksi modulo 9. kita dapatkan

-Y*Z + XY yang kemudian bisa direduksi modulo 9 dan mendapatkan

Z®+ XY . Pada akhirnya, hasil terakhir dapat direduksi modulo 9: dan

menghasilkan 0,
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3.4 BASIS GROBNER

Berdasarkan Contoh 3.3.5 pada Subbab 3.3, dapat diambil kesimpulan
bahwa himpunan G :{ 01,92, 93} bukan pilihan yang baik sebagai basis untuk

ideal yang dibangun oleh 9::92:9s. Berikut ini akan diberikan definisi yang
memberikan suatu gagasan dasar dalam perhitungan aljabar agar diperoleh

pilihan yang baik untuk basis ideal pada suatu gelanggang polinomial.

Definisi 3.4.1

Misalkan G ={0y.--»9} OF[ X | dengan X ={Xi,-.X.} . Dan
misalkan | ideal di F[X] yang dibangun oleh G. G disebut basis Grobner

untuk ideal | jika setiap O, T #0 terdapat paling sedikit satu 9

sedemikian sehingga 1t(%) membagi It(f).

(Neil Koblitz, 2004)

Berkaitan dengan Definisi 3.4.1, maka didapatkan teorema sebagai berikut.
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Teorema 3.4.2

Misalkan G ={;,-.9;} OF[ X] dengan X ={X.,--.X.} . Dan
misalkan | ideal di F[X] yang dibangun oleh G . G adalah basis Grébner
untuk | jika dan hanya jika setiap f Ul tereduksi ke 0 modulo G.

(Neil Koblitz, 2004)

Bukti:
(-)

Misalkan G basis Grobner dan f U1 Akan dibuktikan bahwa setiap
f O tereduksi ke 0 modulo G . Karena 't(f) dapat dibagi oleh 1t(9;) untuk
suatu i1, maka f dapat direduksi modulo 9 untuk mendapatkan M. Jelas
bahwa MUl dan 1t(h) kurang dari 1t(f) . Kemudian proses ini dapat

dilanjutkan dengan mereduksi fh modulo 9, untuk mendapatkan M. Karena
dalam setiap proses menghasilkan suatu polinomial yang suku utamanya

lebih kecil, maka akan diperoleh 0 pada akhir reduksi.

(<)

Pembuktian sebaliknya dilakukan dengan kontraposisi. Jika G bukan

basis Grobner, maka ada suatu f Ul sedemikian sehingga !t(f) tidak dapat
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dibagi oleh 1t(9)) untuk suatu i. Jadi, f tidak dapat direduksi modulo G ke

suatu h yang suku utamanya lebih kecil, sehingga tidak akan mendapatkan O

di akhir reduksi.

Terbukti bahwa G adalah basis Grébner untuk | jika dan hanya jika setiap

f U1 tereduksi ke 0 modulo G.

Jika suatu basis Grobner untuk ideal | diperoleh, maka akan lebih
mudah untuk mengekspresikan setiap elemen di | sebagai kombinasi linier

dari basisnya. Hal itu bisa diperoleh dengan membalikkan proses

pereduksian polinomial PH! | dan akhirnya akan didapat kombinasi linier
yang mewakili P. Selain itu, jika diberikan sembarang elemen f OF[X],

maka Teorema 3.4.2 dapat digunakan untuk menentukan apakah f adadi |
atau tidak. Jika f tereduksi ke 0, maka f Ul Danjika f tidak tereduksi ke

0, maka fOI .

Selanjutnya, jika diberikan ideal lain | *, dapat diperiksa apakah | 'O |
atau tidak. | 'O 1 jika dan hanya jika masing-masing elemen pembangun dari
| " ada di | . Lebih jauh lagi, jika kita punya basis Grébner untuk masing-
masing | dan | ', maka dapat ditentukan apakah | '=1 atau tidak.
Persamaan akan didapatkan jika dan hanya jika masing-masing elemen

dalam satu basis akan tereduksi ke 0 modulo polinomial di basis lainnya.
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Pada kenyataannya, elemen di | tak berhingga banyaknya, sehingga

untuk memeriksa suatu basis tidak mungkin dengan cara memeriksa semua

elemen fU! satu persatu berdasarkan Definisi 3.4.1 ataupun Teorema

3.4.2. Dalam teorema berikutnya, untuk memeriksa basis dari | tidak perlu

diperiksa setiap elemen f Ol . sebelum itu, akan diberikan definisi mengenai

S-polinomial dari dua buah polinomial.

Definisi 3.4.3

S-polinomial dari dua polinomial tak kosong f-gOF[X,, ... X, ]

(dinotasikan dengan S(f '9)) didefinisikan sebagai berikut:

s(f,g):Lf L

it(f)  I1t(g)

dimana L adalah kelipatan persekutuan terkecil dari 1t(f) dan 1t(9) | yaitu

monomial dengan derajat total terkecil yang dapat dibagi oleh 1t(f) dan

It(g) .

(Neil Koblitz, 2004)
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Contoh 3.4.4 :

Pada Contoh 3.3.4 dimana 9 = XZ*~Y’Z* dan 9, =Y*Z-YZ* diperoleh

L = XY?Z?, dan

XY?z3 XY?z3
(9., 9,) =F(X23 ~Y?Z?) _W (Y?’Z-YZ?)

= XYZ*-Y*Z?

Berkaitan dengan definisi diatas, maka diberikan teorema sebagai

berikut.

Teorema 3.4.5

Misalkan G ={@:-,8s} O F[ X] dengan X ={X.... Xy} . Dan
misalkan | ideal di F[X] yang dibangun oleh G. G adalah basis Grébner

untuk | jika dan hanya jika $(9:9;) tereduksi ke 0 modulo G untuk setiap

g.,9,0G .

(Neil Koblitz, 2004)

Bukti:
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Misalkan G basis Grébner untuk | . Berdasarkan definisi ideal, jelas
bahwa S(9:-9;)U! . Dan berdasarkan teorema 3.4.2, S(9:,9;) tereduksi ke 0

modulo G untuk setiap 9-9; UG

Misalkan S(9:9;) tereduksi ke 0 modulo G untuk setiap 9.9; UG,
Berdasarkan definisi 3.4.1, cukup ditunjukkan bahwa untuk setiap far,

maka terdapat !1(9)) yang membagi t(f) untuk suatu i.

Tanpa menghilangkan hal yang berlaku umum, dapat dimisalkan
bahwa semua 9 monik karena kedua hipotesis dan kesimpulan pada
teorema tersebut tidak berpengaruh jika masing-masing 9 diganti dengan

polinomial yang diperoleh dengan mengalikan masing-masing 9 dengan

invers dari koefisien utamanya.

|
Karena f O!' maka f dapat ditulis dalam bentuk f =2 _hg; .

Misalkan X' adalah power product terbesar dari masing-masing ho;,
i=1..1 X" kemungkinan bisa lebih besar dari t(f) karena X' dapat
dihilangkan ketika menjumlahkan semua hg; . Misalkan kita telah memilih

cara sedemikian sehingga X" minimal.
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Jika X" adalah power product di It(f), maka t(9)) membagi 1t(f)
untuk suatu 1, dan pembuktian selesai. Sekarang misalkan bahwa power

product di [t(f) kurang dari X". Untuk membuktikan teorema ini, cukup
| .
dibuktikan ada cara untuk menuliskan f dalam bentuk zi:lhgi dengan

semua suku di N9 lebih kecil dari X", karena hal itu akan kontradiksi

dengan minimalitas dari X".

Misalkan N9, mempunyai power product X" di suku utamanya. Tanpa

menghilangkan hal yang berlaku umum, misalkan bahwa hasil " pertama
|
pada penjumlahan f =2._hg adalah jumlah N9 yang mengandung X'

dalam suku utamanya. Untuk | =1,--! | misalkan h =6 X"+, dimana h
adalah polinomial yang lebih kecil dari X" . Perhatikan bahwa untuk
i=1..1" ‘maka X" =X"It(g,) . Untuk | =1.-..1 =1 misalkan X% adalah
kelipatan persekutuan terkecil dari 1t(%) dan 1t(9.1) | dan misalkan juga

bahwa X" = X' . Pandang penjumlahan berikut,
¢ X"S(g,,9,) +(C,+€,) X 2S(9,,9s)
(G +C, +C3) X0 S(0;,9,) +.. @

Lot Fe o +G) XY S(04,9)

Jumlah ini sama dengan
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Cl( X 0, - X 92J+(01+C2){ X g, — X! 0;
It(g,) — It(g,) I1t(g,) — 1t(g,)
g +C,*Cy) X s~ X g, |+
2y T I(g,)
(2)
X3 X
--.+(Cl+cz+---+q--1)[|t(g‘ )9|--1-|t(g') g|j

r

It(g,)

Ak T, S

karena koefisien ¢ tC, +...+G._; +G. adalah 0.

Di satu sisi, penjumlahan pada (2) sama dengan

¢ X"tg, +C,X"g,+...+6.X"g,

pada (3) dapat diekspresikan dalam bentuk

|

Di sisi lain, penjumlahan pada (2) sama dengan penjumlahan pada (1).

modulo F dan suku utama X"S(9,0..1) kurang dari X', proses mereduksi

S(9:, 9i.1) ke 0 akan menghasilkan sebuah ekspresi X"S(g;,0.1) dalam
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Karena diketahui masing-masing S-polinomial pada (1) dapat direduksi ke 0

| ; -
bentuk 2. 4N 9; , dimana 1t(h9;) < X" untuk setiap i+ . Jadi, penjumlahan
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f =2hgi =i(qx“ +h)g + lZ hg

i=l'+1

=i(h"+ﬁ)gi + lZ (h' +h)g, =|Zh'gi ,

i=l'+1 i=1

dimana N =h +A untuk i =1....1 " dan W =h +h untuk i =1"+1....1  Jadi
semua power product pada ho, kurang dari X" sehingga terbukti bahwa
terdapat '1(9;) yang membagi 't(f) untuk suatu i. Terbukti bahwa G adalah
basis Grobner untuk | jika dan hanya jika S(9::9;) tereduksi ke 0 modulo G

untuk setiap 9-9; UG,

Selanjutnya akan diberikan contoh yang merepresentasikan Teorema

3.4.5.

Contoh 3.4.6 :
Misal G ={9:.9,} dimana 0= XZ°-Y’Z? dan 9, =Y°Z-YZ* maka:

S(9,,9,) = XYZ* =Y*Z? terreduksi ke -Y*Z2+Y*Z°3 modulo 9 dalam satu

langkah, dan -Y*Z*+Y?>Z? terreduksi ke 0 modulo 9. dalam satu langkah.

Jadi G adalah basis Grobner.
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Contoh 3.4.7 :

Misal G={0:,0,.95} , dimana 9,(X,Y,Z)=Y?+Z* g,(X,Y,Z)=X*Y+YZ, dan
05(X,Y,Z)=Z*+XY Diperoleh S(9:9,) tidak dapat tereduksi ke 0 modulo

G . Jadi G bukan basis Grobner.

Teorema berikut ini merupakan algoritma untuk memperoleh suatu

basis Grébner dari suatu basis sembarang untuk ideal ! .

Teorema 3.4.8

Pandang ! O F[ Xy X,] adalah ideal yang dibangun oleh
G'={0,,-0} . Dan misalkan juga bahwa untuk setiap 1<i < j<!" maka
S(9:.9;) direduksi modulo G' sampai diperoleh polinomial N.; berupa 0 atau
polinomial yang suku utamanya tidak bisa direduksi modulo G'. Dalam kasus
yang terakhir, h; ditambahkan ke himpunan G'. Dengan melanjutkan cara
ini, yaitu menambah 91:9+2:--- ke himpunan G sampai didapatkan

himpunan G ={9,,-9} sedemikian sehingga S(9-9;) tereduksi ke 0
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modulo G untuk setiap lsi<jsl, Algoritma ini berakhir dalam berhingga

langkah, dan menghasilkan basis Grobner untuk | .

(Neil Koblitz, 2004)

Bukti:

Untuk setiap j dengan I'< j<I dimisalkan J; adalah ideal yang dibangun

oleh 11(8,).1t(8,).--1t @; ). Karena 11(9;) tidak dapat dibagi oleh 1t(3,) | 1t(,)

.., 1t(9)) untuk 1 >1", maka ideal
J,. [ . (1
membentuk barisan naik.

Berdasarkan Akibat 3.2.4, maka banyaknya ideal adalah berhingga,
sehingga banyaknya 9; juga berhingga. Jadi algoritma berakhir dalam

berhingga langkah. Berdasarkan Teorema 3.4.4, himpunan G yang

dihasilkan adalah basis Grobner.

Contoh 3.4.9 :

Pada Contoh 3.4.7 didapat bahwa himpunan G':{ 01,95, 93} dimana
6(X,Y,Z)=Y?+Z% g,(X,Y,Z)= XY +YZ dan 95(X,Y,Z)=Z+ XY pukan

basis Grébner untuk ideal | yang dibangun olehnya, karena
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S(9,,9,) = X*Z?~Y?Z tidak bisa direduksi ke 0 modulo G'. Untuk
membentuk basis Grobner dari G', misalkan 9, =S(9,,9,) dan

G :{ 01,95, 93,94} . Dapat dengan mudah diperiksa bahwa semua polinomial

berikut :

$(9,,9,)=9,=X°Z*-Y?Z  §(0,,0,) =Z° - XY° $(g,,0,)=X*Z2*-YZ

$(9,,9:) =-XN¥?+YZ* §(0,,9,)=Y°Z+YZ® dan S(0,,9,) = X°Y +Y?Z?

tereduksi ke 0 modulo G . Jadi, G adalah basis Grobner untuk | .
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BAB IV

PENUTUP

41 KESIMPULAN

Misalkan diberikan suatu | =(9:,--.9;-). Untuk memeriksa
G'={91,---,9| } adalah basis Grébner atau bukan, dilakukan dengan mencari
S(6i,9;) untuk setiap 9-9; 06" 1i<j<I' jika S(9.9;) tereduksike 0
modulo G’ untuk setiap 990G’ maka G' adalah basis Grobner untuk | .

Jika ada S(9.9;) yang tidak dapat tereduksi ke 0 untuk suatu 9%.9; 1G",

maka G’ bukan basis Grobner untuk | .

Jika GI:{g:L’""gI'} bukan basis Grébner untuk | , dapat dibentuk

basis Grobner untuk | dari G'dengan langkah sebagai berikut:

S(9:,9;) direduksi modulo G' untuk setiap 99; G’ sampai diperoleh 0
atau polinomial hy pada akhir reduksi. Kemudian hy dimasukkan ke
himpunan G'. Dengan melanjutkan cara ini, yaitu menambah 9i+1: 942 ke

himpunan G' sampai didapatkan himpunan G={.,---.9;} sedemikian

52
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sehingga S(9i:9;) tereduksi ke 0 modulo G untuk setiap 1si<j<I,

Himpunan G ={91,---,9|} yang dihasilkan adalah basis Grébner untuk | .

4.2 SARAN

Dalam tugas akhir ini telah dibahas cara memeriksa suatu basis
adalah basis Grobner atau bukan, serta cara membentuk basis Grobner.
Berdasarkan teori yang ada dalam tugas akhir ini, diharapkan selanjutnya
dapat dibentuk basis lain untuk suatu ideal yang dapat diterapkan dalam

berbagai aplikasi.
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