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ABSTRAK

Nama > Yunita Panca Wardhani
Program Studi : Matematika
Judul : Penaksiran Parameter Semivariogram dengan Metode Linear

Programming

Semivariogram adalah fungsi yang dapat menyatakan korelasi spasial pada
data spasial. Semivariogram digunakan untuk mencari bobot pada kriging.
Semivariogram mempunyai beberapa parameter diantaranya sill dan range.
Parameter tersebut biasanya ditaksir berdasarkan plot semivariogram yang
dihitung dari data sampel terhadap jaraknya. Metode ini biasa disebut metode
klasik. Namun pada skripsi ini akan digunakan metode lain untuk menaksir
parameternya. Metode yang digunakan adalah metode linear programming.
Sesuai dengan cara kerja linear programming yang dapat menghasilkan solusi
optimal, diharapkan parameter yang ditaksir dengan metode linear programming
lebih baik dibandingkan dengan metode klasik. Dalam tugas akhir ini metode
klasik dan metode linear programming diterapkan untuk kasus data tertentu dan
hasilnya adalah metode linear programming menghasilkan taksiran parameter
yang lebih baik dibandingkan metode klasik, berdasarkan uji statistik tertentu.
Selain itu, metode linear programming juga lebih peka dalam mendeteksi model
semivariogram yang cocok dengan data.

Kata kunci :data spasial, kriging, linear programming, semivariogram
vi+74 halaman; 5 gambar,15 tabel
Daftar Pustaka: 10 (1997-2008)
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ABSTRACT

Name > Yunita Panca Wardhani

Program Study : Mathematics

Title : Semivariogram Parameter Estimation with Linear Programming
Method

Semivariogram is a function that can express the spatial correlation in
spatial data. Semivariogram is used to find weights in kriging. Semivariogram has
several parameters such as sill and range. The parameters are usually estimated
based on the semivariogram plot calculated from the sample data against the
distance. This method is usually called the classical method. However, this thesis
will use another method for estimating parameters. The method used is linear
programming method. In accordance with the methods of linear programming that
can produce optimal solutions, it is hoped that the parameters fitted by linear
programming method will be better than the classical method. In this thesis,
classical method and linear programming method are applied to the case of certain
data and the result is linear programming method produces better parameter
estimates than classical methods, based on certain statistical tests. In addition, the
linear programming method is also more sensitive in detecting semivariogram
model that fits with the data.

Key words : kriging, linear programming, semivariogram

vi+74 pages ; 5 figures,15 tables
bibliography : 10 (1997-2008)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Geostatistika adalah ilmu yang merupakan gabungan antara geologi,
teknik, matematika, dan statistika (Cressie,1993). Geostatistika berhubungan
dengan data yang berkorelasi secara spasial. Pada geostatistika terdapat beberapa
komponen dasar, salah satunya adalah semivariogram.

Semivariogram merupakan fungsi yang dapat menyatakan korelasi spasial
pada data spasial. Semivariogram dapat digunakan untuk mencari bobot kriging.
Kriging banyak digunakan pada bidang pertambangan untuk mengestimasi nilai
kandungan bahan tambang tertentu pada lokasi yang tidak terobservasi.

Sebelum digunakan dalam metode kriging, semivariogram perlu ditaksir
parameter - parameternya. Salah satu metode penaksiran yang biasa digunakan
adalah metode klasik, yaitu dengan terlebih dahulu membuat plot semivariogram
dari data sampel. Berdasarkan plot tersebut dipilih model yang sesuai. Ada
beberapa fungsi yang dapat dijadikan sebagai model semivariogram, di antaranya
Model Pure Nugget, Model Spherical, Model Eksponensial, Model Gaussian, dan
Model Power (Hohn, 1988).

Setelah ditentukan model semivariogram yang sesuai, dilakukan
penaksiran terhadap parameter- parameternya melalui plot model semivariogram
yang telah terpilih. Hal ini dilakukan dengan mencocokkan model semivariogram

yang dipilih dengan grafik semivariogram sampelnya.

Namun, pada metode klasik penaksiran parameter semivariogram masih
bersifat subjektif. Oleh karena itu pada tugas akhir ini akan digunakan metode
lain untuk menaksir parameter-parameter semivariogram. Metode yang
digunakan adalah metode linear programming. Berdasarkan metode linear

programming, diharapkan akan diperoleh nilai taksiran yang optimal.
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1.2 Perumusan Masalah
Perumusan masalah yang diajukan pada tugas akhir ini adalah:

e Bagaimana penaksiran parameter semivariogram dengan menggunakan
metode linear programming.

e Bagaimana perbandingan nilai taksiran parameter semivariogram dengan
metode klasik dan metode linear programming untuk kasus atau data

tertentu.

1.3 Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah:
e Mencari taksiran parameter semivariogram dengan menggunakan
metode linear programming.
e Membandingkan taksiran parameter semivariogram dengan metode

klasik dan metode linear programming.

1.4 Pembatasan Masalah
Pembahasan dalam tugas akhir ini terbatas pada hal sebagai berikut:

e Model semivariogram yang digunakan adalah model Spherical,
Eksponensial , dan Gaussian.
e Pengujian semivariogram menggunakan validasi silang dengan metode

ordinary kriging.

1.5 Sistematika Penulisan

Bab 1 : Bab 1 berisi Pendahuluan yang terdiri dari latar belakang,
perumusan masalah, tujuan penulisan, pembatasan masalah, dan

sistematika penulisan.

Bab 2 : Bab 2 berisi Landasan Teori yang terdiri dari data spasial,
asumsi stasioner orde dua, semivariogram, ordinary kriging,

validasi silang, dan linear programming.
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Bab 3 : Bab 3 menjelaskan proses penaksiran parameter semivariogram
dengan metode linear programming yang meliputi transformasi
fungsi semivariogram teoritis ke dalam persamaan linear,
memecahkan persamaan linear dengan metode linear

programming, dan menghitung parameternya.

Bab 4 : Bab 4 berisi contoh kasus yang berisi sumber data, kasus,
asumsi, permasalahan, pengolahan data.
Bab 5 : Kesimpulan
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BAB 2

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dijelaskan tentang teori yang mendukung dalam
penaksiran parameter semivariogram, khususnya dengan metode linear
programming. Teori yang digunakan termasuk proses penaksiran parameter
semivariogram dengan metode klasik dan uji validasi silang untuk menguji
kecocokan model dengan terlebih dahulu menaksir nilai kandungan dengan
menggunakan ordinary Kkriging.

2.1 Data Spasial

Data spasial merupakan data yang diperoleh dari hasil pengukuran yang
memuat informasi mengenai lokasi dari pengukuran. Data spasial merupakan data
dependen karena berasal dari lokasi spasial yang berbeda yang mengindikasikan

ketergantungan antara nilai pengukuran dengan lokasi (Cressie,1993).

Variabel random di lokasi s dinotasikan dengan Z(s), dengan nilai dari
variabel random tersebut dinotasikan dengan z(s). Himpunan dari variabel
random {Z(s) : s € D } disebut proses spasial dimana D adalah himpunan lokasi

di ruang yang berdimensi d.

2.2 Asumsi Stasioner Orde Dua

Himpunan variabel random {Z(s) : s e D } dikatakan memenuhi asumsi

stasioner orde dua apabila memenuhi syarat- syarat sebagai berikut :
1. E|Z(s)|=u(s)=u, Vvse€D

Persamaan di atas menunjukkan ekspektasi atau mean variabel random

konstan untuk setiap lokasi s.
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E{[z(s) — E(Z(s))]|[z(s + h) — E(Z(s + b))}
= cov[Z(s),Z(s + h)] = C(h) (2.1)

Dimana :

s menunjukkan lokasi yang dinyatakan dalam bentuk koordinat
(dalam kasus ini s = {(x,y)|x,y € R} ).
e s+ h menunjukkan lokasi yang berjarak h dari lokasi s, dimana
h = (Ax, Ay). Jadi, s + h dapat ditulis sebagai
s+h={x+Ax,y+Ay)|xyeR}.
e Z(s) menunjukkan nilai sebenarnya pada lokasi s.
e Z(s + h) menunjukkan nilai sebenarnya pada lokasi s + h.
Selanjutnya, notasi- notasi di atas akan digunakan pada
pembahasan berikutnya. Dari persamaan (2.1) diketahui bahwa kovariansi
antara Z(s) dan Z(s + h) hanya bergantung pada jarak h. € (h) disebut

sebagai kovariogram.

Ada beberapa metode kriging yang dapat digunakan antara lain metode

simple kriging atau ordinary kriging. Metode tersebut dapat digunakan jika

asumsi stasioner orde dua terpenuhi. Namun, ketika asumsi stasioner orde dua

tidak terpenuhi digunakan metode universal kriging (Nia Budi Kurniati, 2007).

Untuk melihat apakah suatu data memenuhi asumsi stasioner orde dua

atau tidak, beberapa langkah yang harus dilakukan adalah:

1.

Buat plot 3 dimensi dari nilai pengamatan Z(s;) pada lokasi pengamatan

s;. Lokasi ini biasanya berupa koordinat. Pada plot tersebut, sumbu X
merupakan absis dari lokasi, Y merupakan ordinat dari lokasi, dan Z
merupakan nilai pengamatan. Apabila terbentuk pola atau tren pada
plotnya, maka terdapat dugaan bahwa asumsi stasioner orde dua tidak

terpenuhi.
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2. Buat plot 2 dimensi nilai pengamatan Z(s;) pada masing- masing
koordinat lokasi. Jika terbentuk tren atau pola pada kedua plot ini, maka
terdapat dugaan data tersebut tidak memenuhi asumsi stasioner orde dua.

Pada tugas akhir ini, untuk contoh ilustrasi penaksiran nilai z pada suatu
lokasi baru akan digunakan metode ordinary kriging. Oleh karena itu, perlu
dilakukan pengecekan terhadap data, apakah memenuhi asumsi stasioner orde
dua atau tidak. Namun, pada tugas akhir ini digunakan data kandungan fosfor dari
tepi Danau Walker di Nevada, Amerika Serikat. Data ini telah ditunjukkan (Nia
Budi Kurniati, 2007) memenuhi asumsi stasioner orde dua.

2.3 Semivariogram

Semivariogram didefinisikan sebagai setengah variansi dari dua nilai
pengamatan yang terpisah sejauh h. Semivariogram dinotasikan dengan y (h).

Semivariogram dapat ditulis dengan bentuk:

y(h) = (3)var((Z(s + h) — Z(s)]. (2.2)

Dengan mengasumsikan data memenubhi stasioner orde dua maka

persamaan (2.1) dapat ditulis sebagai berikut:

y(h) = (3) EI(Z(s + B) - Z())) (23)

2

Pembuktian persamaan (2.3) terdapat pada lampiran 1.

Sifat- sifat semivariogram adalah sebagai berikut:

1. Untuk dua data yang berjarak nol, nilainya sama dengan nol.
y(0) =0
Bukti:

Dari persamaan (2.3) diperoleh persamaan:
1 2
v = () EL2Gs + B) — Z(s))]
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Untuk h=(0,0) maka:

Y = (3) Elz(s + 0) ~ Z()P

_ (%) E[(Z(s) — Z(s)]?

- (ot

=0

Nilai semivariogram selalu nonnegatif.

y(h) =0
Bukti:
Dari sifat diketahui:

E[(Z(s+h)—Z(s))]*?=0

(%) E[(Z(s+h)=Z(s)]*?=0

y(h) =0
Semivariogram adalah fungsi genap.
y(=h) =y(h)

Bukti :

y() = (3) Bl + B - 2D

1

y(-h) = (5) ELGZ(s = ) = Z(s))P?

Misalkant =s — h
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Maka
1
y(-h) = (3) ELZ® — Z(t + W)P

=y(h)

Bentuk (2.2) adalah definisi dasar dari semivariogram. Adapun bentuk
lain dari semivariogram dilihat dari model semivariogram yang dibentuk. Model
semivariogram tersebut biasanya disebut semivariogram teoritis. Ada beberapa
semivariogram teoritis antara lain: model Spherical, model Eksponensial, dan

model Gaussian yang akan dibahas pada subbab berikut.

2.3.1 Semivariogram Teoritis

Untuk menyatakan semivariogram, terdapat beberapa model yang dapat
dipilih, berdasarkan pola yang ditunjukkan oleh data sampel pada semivariogram
eksperimental. Pada tugas akhir ini, akan diperhatikan tiga model, yaitu model
Spherical, model Eksponensial, dan model Gaussian. Masing- masing model
menggunakan jarak h , dimana h menunjukkan jarak antara lokasi s dan s + h

dalam bentuk skalar.

h=./Ax? + Ay? = ||hl|
Adapun bentuk persamaan ketiga model dan bentuknya sebagai berikut:
1. Model Spherical

Bentuk fungsional semivariogram untuk model Spherical adalah sebagai
berikut:

0 ,h =
(h)—{c sh_ 12 0<h<
14 B 2a  2a3 ’ =a
C ,h > a
Dengan :
e ( adalahsill

e h adalah jarak dalam bentuk skalar
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e qa adalah range

Grafik semivariogram dengan model Spherical dapat dilihat pada gambar
2.1 di bawah ini

y(h)

Sill

v
=

Gambar 2.1 Grafik semivariogram dengan model Spherical

2. Model Eksponensial
Bentuk fungsional semivariogram untuk model Eksponensial adalah:

If 0 ,h =0
y(h=4€<1—exp ) O<h<a
I
t h>a
Dengan :
o C adalah sill
o h adalah jarak dalam bentuk skalar
o a adalah range

Grafik semivariogram dengan model Eksponensial dapat dilihat

pada gambar 2.2 di bawah ini:
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y(h)

A

> Sill

—

v
~

Q

Gambar 2.2 Grafik semivariogram model Eksponensial

3. Model Gaussian

Bentuk fungsional semivariogram untuk model Gaussian adalah:

( 0 ,h=0
I
4 -
y(h)zIC 1—exp ~\gz ,0<h<a
k C ,h > a
Dengan :
o C adalah sill
o h adalah jarak dalam bentuk skalar
o a adalah range

Bentuk grafik untuk model Gausian dapat dilihat pada gambar 2.3

di bawabh ini:
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Sill

v
=P

a
Gambar 2.3 Grafik semivariogram model Gaussian.

11

Jika diplot pada satu grafik, maka perbandingan ketiga model di atas adalah

sebagai berikut:

e e ——
i
....... Dhve 2
v DO <o Lt
o - 2 ISSIDN
=]
[ —
5l 4
- =1
p=| ; 3
I o
' s
= i ]
o / 2
[77] @
5

Gambar 2.4 Grafik semivariogram model Spherical, model

Eksponensial dan model Gaussian.

Berdasarkan tiga model semivariogram teoritis tersebut dapat dilihat

bahwa semivariogram mempunyai beberapa parameter, yaitu :
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a. Range (a)
Range adalah jarak maksimum dimana masih terdapat korelasi antar data.
b. Sill (C)

Sill merupakan sebuah nilai tertentu yang konstan , yang dicapai oleh
semivariogram untuk jarak tertentu sampai dengan jarak yang tidak
terhingga atau nilai semivariogram yang menunjukkan antara dua variabel
random mulai berjarak h sudah tidak berkorelasi lagi. Pada umumnya,

nilai Sill akan mendekati nilai variansi dari populasi.

Untuk mendapatkan parameter — parameter dalam model semivariogram

dilakukan tahap- tahap sebagai berikut:

1. Hitung semivariogram eksperimental kemudian plot terhadap jarak h.
2. Cocokkan semivariogram eksperimental dengan semivariogram

teoritis.

Oleh karena itu, berikut ini akan dibahas mengenai semivariogram

eksperimental.
2.3.2 Semivariogram Eksperimental

Semivariogram eksperimental adalah semivariogram yang dihitung dari

data sampel. Semivariogram eksperimental dinyatakan sebagai berikut:

N(h)

1
7(h) = N ; [z(s; + h) — z(s)]?

Dimana

s; - lokasi titik sampel

z(s;) : nilai pengamatan pada lokasi s;
h . jarak antara dua titik sampel
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s,s;+h : pasangan titik sampel yang berjarak h
N(h) : banyaknya pasangan data berbeda yang memiliki jarak h

Setelah diperoleh semivariogram eksperimental, langkah selanjutnya adalah
membuat plot semivariogram eksperimental tersebut terhadap jarak h . Setelah
diperoleh plotnya, kemudian dicocokkan dengan plot fungsi semivariogram
teoritis yang sesuai seperti yang telah dijelaskan pada subbab 3.2.1.

Setelah diperoleh model semivariogram teoritis yang sesuai dengan
semivariogram eksperimentalnya, maka dapat ditaksir parameter — parameter
dari model tersebut. Penaksiran dilakukan dengan cara menebak nilai parameter

berdasarkan plot data dari semivariogram eksperimental.

Untuk menebak nilai parameternya dilakukan berdasarkan dari definisi
parameter tersebut. Untuk menduga nilai sill, diambil nilai dimana plot
semivariogram menunjukkan sudah mulai stabil, kemudian nilai range

menyesuaikan dari nilai sill.

Proses penyelesaian di atas merupakan proses penaksiran parameter
semivariogram dengan metode klasik. Karena pemilihannya sangat subjektif,
maka hasil dari metode klasik kurang akurat. Oleh sebab itu, pada tugas akhir ini,
penentuan nilai dari parameter model semivariogram dilakukan dengan metode

linear programming.

Setelah diperoleh model semivariogram, selanjutnya akan diuji apakah
model semivariogram yang dipilih cocok dengan data atau tidak. Untuk menguji
kecocokan model ini dilakukan uji validasi silang. Untuk melakukan uji validasi
silang diperlukan nilai taksiran untuk lokasi- lokasi yang telah diukur nilainya.
Untuk menaksir nilai- nilai tersebut digunakan metode ordinary kriging. Oleh

kerena itu, terlebih dahulu akan dibahas mengenai metode ordinary kriging.
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2.4 Metode Ordinary Kriging

Metode penaksiran ordinary kriging merupakan salah satu metode kriging
dimana terdapat asumsi mean konstan dan tidak diketahui. Penaksiran ordinary
kriging ini memberikan penaksiran linear tak bias yang terbaik (BLUE = best
linear unbiased estimator) (Nia Budi Kurniati, 2007).

Untuk menaksir nilai semivariogram pada titik yang tidak tersampel dengan
metode penaksiran ordinary kriging, diperoleh dengan kombinasi linear dari
nilai- nilai sampel. Untuk menaksir titik yang tidak tersampel dengan
menggunakan nilai- nilai tersampel di sekitar titik yang akan ditaksir tersebut
terlebih dahulu dicari bobot untuk masing- masing titik di sekitar. Bobot tersebut
diperoleh dengan terlebih dahulu mengetahui semivariogramnya. Bobot ini biasa
ditulis dengan A;, dimana A; merupakan bobot dari Z(s;). Misalkan s, adalah
suatu titik yang tidak tersampel, maka untuk menaksir nilai di titik s, dilakukan

tahap- tahap sebagai berikut:

1. Mencari bobot 4;. Bobot A; diperoleh dari sistem persamaan dalam bentuk
matriks di bawah ini (Nia Budi Kurniati, 2007):

[ v(0) y(s1—82) . v(si—s,) 1[4 7] [v(so—s1)]
IV(52—31) y(0) . 1” Az I_IV(SO—Sz)I 2.4)
ly(sn = 2 Ao gl |
ly(snl S1) 1 Y(l ) OJl—:nJ [y(sol Sn)J

A A b
Dimana :

y(0) adalah nilai semivariogram dengan jarak nol

o )/(Si — sj) adalah nilai semivariogram untuk pengukuran-
pengukuran di lokasi dengan jarak ||s; — s; ||.

e A adalah matriks yang entri- entrinya berisi nilai semivariogram
untuk jarak tertentu.

e A adalah matriks yang entrinya berisi bobot kriging.

¢ b adalah matriks kolom yang isinya menyatakan nilai semivariogram

yang berjarak tertentu dari lokasi yang akan ditaksir.
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2. Setelah diperoleh bobot A;, selanjutnya dilakukan penaksiran nilai pada

lokasi s. Z(so) diperoleh dari kombinasi linear dari variabel random
Z(s;), yaitu (Nia Budi Kurniati, 2007):

Z(So) = Z /iiZ(Si)
i=1

Hitung variansi residual minimum. Dalam bentuk semivariogram,
variansi residual minimum dinyatakan sebagai berikut (Nia Budi
Kurniati, 2007):

n
-
R = Z Aiyio —m
i=1

Dengan :

o# adalah variansi residual minimum

A; adalah bobot ke Z(s;) pada semivariogram

Yio adalah nilai semivariogram yang yang diukur dari lokasi s; dan lokasi
tertentu yang akan diukur (lokasi s;).

m adalah parameter Lagrange yang terkait dengan penurunan sistem

persamaan ordinary kriging.

Variansi residual yang minimum ini disebut juga variansi ordinary kriging yang

dinotasikan dengan o3y .

2.5 Validasi Silang

Untuk mengetahui apakah model semivariogram yang dipilih dengan

taksiran parameternya dapat digunakan, maka perlu dilakukan pengujian. Ide

dasar dari pengujian ini adalah, jika model semivariogram tersebut sesuai, maka

akan memberikan taksiran bobot (1) yang tepat, yaitu dengan menyelesaikan

sistem persamaan (2.4) pada pembahasan 2.4.
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Bobot — bobot inilah yang kemudian menjadi input dalam penaksiran z(s),
dengan metode ordinary kriging. Telah ditunjukkan (Nia Budi Kurniati, 2007)
bahwa metode ordinary kriging adalah metode yang cukup baik untuk prediksi
pada data kandungan fosfor dari tepi Danau Walker di Nevada, Amerika Serikat.
Sehingga, jika bobot yang diberikan sesuai, A;, maka mestinya akan
menghasilkan taksiran yang cukup akurat, Z(s,). Karena itu dapat disimpulkan
bahwa model semivariogram yang digunakan sesuai, akan memberikan taksiran
bobot , A; yang sesuai, yang pada akhirnya akan memberikan taksiran Z(s,) yang
akurat pada ordinary kriging.

Berdasarkan penjelasan di atas, maka akan dilakukan uji validasi silang,
untuk mengetahui apakah model yang dipilih, dengan taksiran parameternya,

sesuai atau tidak untuk suatu data tertentu.

Dalam uji validasi silang dilakukan penaksiran nilai z(s;) yaitu Z(s;)
berdasarkan nilai n — 1 pengamatan lain selain pengamatan pada lokasi s;,
dengan n adalah ukuran sampel. Setelah itu, nilai Z(s;) dibandingkan dengan
pengamatan sesungguhnya, yaitu z(s;). Selisih antara kedua nilai z(s;) dan Z(s;)
disebut residual, dinotasikan dengan r; dan residual diasumsikan berdistribusi

normal.

Dalam uji validasi silang ini, residual yang diperoleh dibentuk menjadi
residual terbaku, dinotasikan dengan ¢; yaitu residual yang telah distandarisasi.
Residual terbaku ini yang nantinya akan digunakan sebagai dasar untuk menguji

apakah model semivariogram yang digunakan valid atau tidak.

2.5.1 Prosedur Validasi Silang

Berikut ini langkah- langkah yang dilakukan dalam pengujian validasi

silang:

1. Misalkan z(s;) menyatakan nilai dari variabel random Z(s)pada lokasi

s, . Hitung nilai taksiran Z(s,) dengan metode ordinary kriging hanya
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dengan menggunakan nilai z(s;) sehingga Z(s,) dapat dinyatakan

sebagai :
2(sy) = 22(51)
Dengan menyelesaikan sistem persamaan ordinary kriging:

()7(511— s1) (1)) (_A;n) — ()7(521— 51))

Diperoleh :

ZA(Sz) = Z(Sl) dan 622 = Al)’/\(Sz =~ Sl) —m = 2]7(32 — Sl) ,Sehingga
diperoleh residual:

r(sy) = 2(s,) — z(s,).

Kemudian residual terbaku diperoleh dengan membagi residual dengan

simpangan bakunya:

7”(32)
Egd= -
03

Selanjutnya hitung nilai taksiran Z(s3) dengan metode ordinary kriging
dengan menggunakan nilai z(s;) dan z(s,) sehingga Z(s3) dapat

dinyatakan sebagai :

2(s3) = L1z(s,) + A,2(s;)

Dengan menyelesaikan sistem persamaan ordinary kriging:

7(s1—51) 7(s1—52) 1\/ 4 7(s3 —s1)
()7(32 —51) V(s;—s2) 1)( Ay ) = <]7(S3 - Sz))
1 1 0/ \—m 1

Diperoleh :
2(s3) dan 6Z,sehingga diperoleh residual:

r(s3) = 2(s3) — z(s3).
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Kemudian residual terbaku diperoleh dengan membagi residual dengan

simpangan bakunya:

r(s3)
&3 = —%
03
3. Demikian seterusnya sampai diperoleh Z(s,,) dengan menggunakan

z(s1),2(sy),...,z(s,_1) kemudian hitung residual dan residual
terbakunya.

Setelah diperoleh residual terbakunya selanjutnya akan diuji kecocokan
model dengan melihat residual terbakunya. Model yang cocok adalah model yang
memiliki residual terbaku yang kecil untuk masing- masing nilai. Oleh karena itu
akan diuji apakah model tersebut cocok atau tidak dengan melihat residual
terbakunya. Statistik uji yang digunakan dalam uji validasi silang adalah uji
statistik @ dan Q,.

2.5.2 Statistik Uji Q,

Untuk menentukan model semivariogram yang valid digunakan statistik

uji Q; . Q; menyatakan rata- rata dari residual terbaku.

n
1
Q1 =n_1sz
=

Dimana:
n - ukuran sampel
& - residual terbaku pada lokasi sk

g, dalam uji validasi ini berdistribusi normal standar &, ~ N (0,1)

Q, dalam uji validasi ini berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi —

atau dituliskan sebagai Q; ~N (O, nlj)
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Perumusan di atas terdapat pada lampiran 2 dan 3.

Kemudian dilakukan pengujian hipotesis dengan:

e Hipotesis :
Ho : Model semivariogram cocok dengan data (valid)
H, : Model semivariogram tidak cocok dengan data (tidak valid)

e Statistik uji :

e Aturan keputusan:

Dengan tingkat kepercayaan 95%, model semivariogram ditolak jika

2
> .
2.5.3 Uji Statistik Q-

Selain menggunakan Q; untuk menentukan model semivariogram yang
valid dapat digunakan uji statistik @,. Q, menyatakan rata- rata dari jumlah

kuadrat residual terbaku.

n
_ 1 z 2
k=2

Dimana :
n : ukuran sampel
& : residual terbaku pada sampel ke k

g, dalam uji validasi ini berdistribusi normal standar &, ~ N (0,1)

Maka &2 ~x?, sehingga (n — 1)Q,~x2_,
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Adapun pengujian hipotesis dengan menggunakan statistik uji Q, adalah sebagai
berikut:

254

Hipotesis :
Ho : Model semivariogram cocok dengan data (valid)

H : Model semivariogram tidak cocok dengan data (tidak valid)

Statistik uji :

Aturan keputusan :
Dengan tingkat kepercayaan 95%, model semivariogram ditolak jika
Q,>Uatau Q, < L.

Dimana nilai U dan L merupakan batas atas dan batas bawah interval
kepercayaan dengan tingkat kepercayaan 95% yang diperoleh dari Tabel
x? dan nilainya akan tergantung pada ukuran sampel. Nilai U dan L

diperoleh dari tabel pada lampiran 4.

Pemilihan Model Semivariogram yang Terbaik

Setelah dilakukan uji validasi silang, dapat diperoleh lebih dari satu model

semivariogram yang valid. Oleh karena itu perlu dicari model yang paling baik

dari model- model yang valid tersebut.

2.5.4.1 Pemilihan Model Semivariogram yang Terbaik dengan Statistik Uji Q,

Untuk mengetahui model mana yang paling baik dengan menggunakan

statistik uji Q;, dilakukan dengan membandingkan nilai |Q, | dari masing-

masing model. Nilai Q; dinyatakan sebagai berikut:
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1 O [ - z)
Ql_n—l;l 6-1( l

Dimana :

n - ukuran sampel

Z - nilai taksiran pada lokasi ke k

Z - nilai sebenarnya pada lokasi ke k
0y, : residual terbaku untuk lokasi ke k

Model yang paling baik yaitu model yang memiliki rata- rata residual
terbaku yang paling kecil. Jadi , model yang terbaik yaitu model yang memiliki

nilai |Q; | yang paling mendekati nol. Nilai 0 ini diperoleh dari E[g,] = 0.

2.5.4.2 Pemilihan Model Semivariogram yang Terbaik dengan Statistik Uji Q,

Berdasarkan uji Q, model yang terbaik yaitu model yang memiliki nilai

Q, yang paling mendekati 1. Nilai 1 ini diperoleh dari E[e?] = 1.

2.5 Metode Linear Programming
Linear programming adalah teknik matematika untuk memilih kegiatan
(program) terbaik dari sehimpunan alternatif yang mungkin, dengan

menggunakan fungsi linear.

Tujuan dari linear programming adalah mengoptimalkan (memaksimumkan
atau meminimumkan) fungsi tujuan terhadap sejumlah kendala (pembatasan)

linear.

Setelah ditentukan fungsi tujuan dan kendala dari persamaan linear tersebut,

dapat dicari solusi optimal dengan cara memasukkan sehimpunan nilai ke
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variabel keputusan yang tidak berkendala dan membuat fungsi tujuan optimal

(tidak harus unik) dan ke fungsi tujuan yang bersesuaian.

Berikut ini adalah bentuk umum dari linear programming:
Optimasi:
(Maksimum/ Minimum)

f=cx1+ x4+ cpxy

3 Z G
j=1

Dengan kendala:

A1 X, + aipxp + o+ a X, < by

ar1Xq + Ay X7 +edad Ay Xy < b2

X1+ QX + o+ Xy < by,

Atau
n
Zai,-xj Swpr U= 1,2, . Ji
j=1
X1, X2, v, Xp =0
Dimana:

e Xi,X,,..,X, .variabel keputusan

o f : fungsi tujuan

® (y,Cy..,Cc, .koefisien dari variabel keputusan pada fungsi tujuan.
® a;,a;,..,a;: koefisien variabel keputusan pada kendala ke —i

o b : konstanta
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Kendala pada masalah linear programming yang berbentuk
pertidaksamaan dapat dirubah ke dalam bentuk persamaan.

e Untuk merubah bentuk " < "’ ke bentuk " = " tambahkan loose
variabel bertanda positif.

e Untuk merubah bentuk " > "’ ke bentuk " = " tambahkan loose
variabel bertanda negatif.

Koefisien loose variabel pada fungsi tujuan bernilai nol karena tidak

merubah fungsi tujuan.

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Yunita Panca Wardhani, FMIPA Ul, 2010



24

BAB 3

PENAKSIRAN PARAMETER SEMIVARIOGRAM DENGAN METODE
LINEAR PROGRAMMING

Dalam bab ini akan dibahas bagaimana proses penaksiran parameter
semivariogram dengan metode linear programming. Parameter yang akan ditaksir

adalah range dan sill.

Proses yang harus dilakukan untuk memperoleh taksiran parameter

semivariogram dengan metode linear programming yaitu:

1. Penghitungan semivariogram eksperimental.

2. Seleksi semivariogram teoritis yang sesual.

3. Transformasi fungsi semivariogram teoritis ke dalam persamaan linear.

4. Penyelesaian persamaan linear tersebut menggunakan metode linear
programming.

5. Hitung parameter dari model teoritisnya.

Untuk menghitung semivariogram eksperimental dan menyeleksi
semivariogram teoritis yang sesuai, prosedurnya sama seperti pada metode klasik.
Hal ini dapat dilihat pada subbab 2.3 yang telah dibahas mengenai metode klasik.
Oleh karena itu dalam subbab berikut hanya dibahas proses transformasi fungsi

semivariogram sampai diperoleh parameter dari model teoritisnya.

3.1  Transformasi Semivariogram Teoritis ke dalam Persamaan Linear

Berikut ini adalah bentuk transformasi ke dalam bentuk persamaan linear
untuk model Spherical, model Eksponensial dan model Gaussian pada saat

0 < h < a, dimana h adalah || k||
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1. Model Spherical

Pada 0 < h < a semivariogram dengan model Spherical berbentuk:

3
y( =c (-5 (3.1)
Dari persamaan (3.1) model Spherical ini dapat ditulis ke dalam bentuk
lain yaitu:
y(h) = (35)h+ (—55) b3 (3.2)

Kemudian model pada persamaan (3.2) ditransformasi ke dalam bentuk

baru menjadi:

y = b1x1 ar bzXz (33)
Dimana:
o
bl " 2a
C
b, — i
y=v(h)
X1 = h.,
Xy = h3

Persamaan (3.3) inilah yang merupakan bentuk transformasi
semivariogram teoritis ke dalam bentuk persamaan linear untuk model
Spherical.

2. Model Eksponensial

Pada 0 < h < a semivariogram dengan model Eksponensial berbentuk:
y(h) =C (1 —exp (_a—h)> (3.4)

—h
Pandang bentuk ekspansi Taylor untuk e« :

—h 2 3
- h h h
ee =1-—-+

a 2la? - 31g3 "

(3.5)
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Dengan menyubstitusi persamaan (3.5) ke persamaan (3.4) maka bentuk

persamaan model Eksponensial menjadi:

(h=cC|1 1 h+ n h3+
Vi = a 2'a? 3la3

=C(£_h_2+h_3_...) (3.6)

a 2la?  3la3

Pada kasus ini akan diambil 11 suku pertama dari ekspansi Taylor
untuk mengaproksimasi nilai semivariogramnya. Jika diambil 11 suku

pertama maka persamaan (3.6) dapat diaproksimasi ke dalam persamaan:

h hZ hll
v(h) = C(Z_Eﬁ-l_m-l_u!a“) (3.7)
Misalkan:
A C
1 =
_ C
b, 21 g2
c
B = 1.1
y =y(h)
x1 = h
xZ = hZ
xy1 = h'!

Maka aproksimasi persamaan (3.7) menjadi :
y = b1x1 + bzXz + -+ b11x11 (38)

Persamaan (3.8) merupakan bentuk transformasi ke persamaan linear

untuk model Exponensial.
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Model Gaussian

Pada 0 < h < a semivariogram dengan model Gaussian berbentuk:

y(h) = C (1 _exp (— (%))) (3.9)

Dengan proses seperti pada model Eksponensial , diperoleh bentuk

transformasi ke dalam persamaan linear dari persamaan (3.9) yaitu :

y = blxl + bzXz + -4 b11X11 (310)

Dimana;
C

b1 = ;

¢
b= 5at

c
LTI
y =y(h)
X1 = hZ
Xy = h4
X1 =h??

Persamaan (3.10) merupakan transformasi ke dalam persamaan

linear untuk model Gaussian.

Setelah diperoleh bentuk transformasi semivariogram teoritis
dalam bentuk persamaan linear, dilakukan pencarian solusi dari
persamaan — persamaan linear tersebut dengan menggunakan metode

linear programming.
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3.2 Pencarian Solusi dari Persamaan Linear dengan Metode Linear

Programming

Pada subbab ini akan dibahas bagaimana proses untuk memperoleh solusi
dari persamaan linear hasil transformasi. Metode yang digunakan untuk mencari
solusi dari persamaan — persamaan tersebut yaitu dengan metode linear

programming.

Misalkan terdapat m jarak yang berbeda h4, h,, ..., h,, yang dihasilkan
dari data observasi, dan 7 (h;) merupakan nilai semivariogram eksperimental
pada jarak h;, i = 1,2, ...m. Setelah diperoleh model teoritis yang sesuai dengan
semivariogram eksperimentalnya maka untuk mencari parameter semivariogram
dengan menggunakan metode linear programming, model eksperimental tersebut
ditransformasi ke bentuk persamaan linear.

Sesuai dengan prosedur transformasi ke dalam persamaan linear pada

subbab sebelumnya, misalkan diperoleh bentuk transformasi untuk m jarak di atas

yaitu:

X11b1 + x12b3 + -+ X1, b, = V1

Xo1b1 + X52b; + -+ X, b, = ¥y

xmlbl + xm2b2 e Xmn bn =Vm (311)
Dimana :

V15 Y25 s Ym #0

n : banyaknya suku persamaan linear yang digunakan pada model.

o untuk model Spherical, n = 2
o untuk model Eksponensial, n =11
o untuk model Gaussian ,n = 11
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Kemudian persamaan (3.11) dinotasikan ke dalam bentuk matriks:

Xb=Y (3.12)
Dengan:
X111 X12 X1n by N4
X X Xon
X = 21 22 2 b= b, Y= yz
Xm1 Xm2 Xmn bn Ym
Dimana :

X : matriks yang entri- entrinya merupakan fungsi dari jarak h.

b : matriks solusi, dimana masing- masing entri merupakan fungsi dari jarak a

dan C.

Y : matriks yang masing- masing entrinya menyatakan nilai semivariogram pada

jarak h tertentu.

Persamaan (3.12) mempunyai dua kemungkinan solusi yaitu:

o semua solusi b yang diharapkan nonnegatif.

o ada satu atau beberapa komponen dari b yang diharapkan nonpositif.

Untuk kasus semua solusi yang diharapkan nonnegatif akan dibahas pada
subbab 3.2.1 dan untuk kasus ada satu atau beberapa komponen yang diharapkan

nonpositif akan dibahas pada subbab 3.2.2.
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3.2.1 Semua Solusi Persamaan Linear Bernilai Nonnegatif
Jika semua solusi yang diharapkan nonnegatif, maka b > 0 (0 adalah
vektor yang semua komponennya sama dengan 0 ).

Untuk memperoleh solusi nonnegatif, tahap pertama yang dilakukan

X111 X12 X1n
. . 21 X22 X2n
adalah menuliskan matriks X = ke dalam bentuk row
Xm1 Xm2 Xmn
block:
T
T
X = \XZ .
- /
Xm
dimana:
Xi1
X.
X; 21i=12..m
Xin

Dengan mentranspose x; maka diperoleh:

B (X1 YOS TIIETreE S

Sekarang misalkan X ditulis ke dalam bentuk x{ , maka dari persamaan (3.11)

berlaku:
FEL [
X; bz i YZ (313)
X.il bn Ym

Penjabaran matriks pada persamaan (3.13) di atas yaitu:

X{b =¥
X;b =y
(3.14)
Xmb = Vi
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Atau secara umum, persamaan (3.14) dapat ditulis menjadi:
xib =y; (3.15)
dimanai=1,2,...,m

Persamaan (3.15) dapat ditulis dalam bentuk:

yi—X;b=0 i=12,..,m (3.16)
Atau

xfb —y; =0 Lol (3.17)

Dalam kenyataannya terkait dengan data , sulit diperoleh kondisi y; —
x! b = 0 ataux{ b — y; = 0. Oleh karena itu hal yang dilakukan dalam metode

ini adalah mencari nilai b sedemikian sehingga selisih antara y; dan x] b
mendekati 0.

Secara umum seperti telah dijelaskan pada bab sebelumnya, untuk
menyelesaikan masalah dengan metode linear programming diperlukan fungsi
tujuan dan kendala.

> Fungsi Tujuan

Dalam persoalan ini, fungsi tujuan akan diperoleh dengan

mengoptimalkan persamaan (3.16) dan persamaan (3.17).

Karena i = 1,2, ..., m maka persamaan (3.16) dijabarkan menjadi:

y1—Xib=0
y2=X;b=0
Ym_X;bZO
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Jika m persamaan di atas dijumlahkan dan ditulis ke dalam bentuk somasi

menjadi:

L1 —xi b) =0 (3.18)

Dan persamaan (3.17) dapat dinyatakan dalam bentuk somasi seperti berikut:
mixib—y)=0 (3.19)
Dari persamaan (3.18) dan (3.19) diperoleh dua persamaan yaitu:

= (i = Xin) =0

m (3.20)
i=1(Xin -y;) =0

Persamaan (3.20) inilah yang akan dioptimalkan yaitu mencari nilai
seminimal mungkin untuk masing- masing >™,(y; —x'b)dan Y™ ;(x'b —y,) ,
dimana i = 1,2, ..., m sehingga solusi yang didapat akan mendekati persamaan
(3.2).

Pada saat selisih 7, x/b dan Y™, y, tidak sama dengan nol, maka
nilai XM, (y; — x'b) dan ¥™,(x]b — y;) akan berlawanan tanda. Padahal dua
persamaan ini diperoleh dari satu persamaan ,yaitu persamaan (3.11) jika
selisihnya sama dengan nol. Agar kedua persamaan ini dapat digunakan untuk
mewakili persamaan (3.11) sebagai fungsi tujuan maka diambil nilai mutlaknya,
sehingga nilainya tidak akan berbeda tanda. Oleh karena itu, didapat fungsi tujuan

sebagai berikut:
min
f(b) = X[y —x]b| (3.21)

Kemudian diambil selisih y; —x!'b, i = 1,2, ..., m dan misalkan

selisihnya berturut- turut adalah ty, t,, ..., t,,.
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Dengan menggunakan fungsi t4, t,, ..., t,, maka bentuk persamaan (3.21)

dapat dinyatakan sebagai berikut :
min
g =21 ¢ (3.22)

Karena fungsi tujuan pada persamaan (3.21) bertanda mutlak maka hasilnya

ti,ty, oty = 0.
Persamaan (3.22) inilah yang merupakan fungsi tujuan.
> Kendala

Setelah diperoleh fungsi tujuan proses selanjutnya yaitu menentukan
kendala. Untuk memperoleh kendala , perhatikan bentuk awal transformasi

linearnya.

Pada kasus ini , bentuk awal transformasi linearnya adalah persamaan
(3.11) atau Xb = Y. Persamaan (3.11) sebenarnya dapat diperoleh dari
persamaan —Xb = —Y . Oleh karena itu, untuk membentuk kendala pada kasus

ini dilihat dari dua persamaan yang membentuk persamaan (3.11) yaitu
Xb =Y dan —Xb = Y.

e Untuk kasus Xb =Y

Jika matriks Xb = Y dijabarkan maka bentuknya menjadi persamaan (3.11) yaitu:
x11b1 + X12bp + - + X1 by = W4

Xo1by + Xooby + -+ Xon by = ¥

xmlbl +xm2b2 Tt X bn =Ym

Seperti telah dibahas sebelumnya terdapat ty, t,, ..., t,,, yang nilai-
nilainya > 0 . Jika t; ditambahkan pada sisi Kiri persamaan pertama, maka nilai

sisi Kiri menjadi lebih besar atau sama dengan sisi kanan. Demikian juga untuk
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persamaan kedua sampai ke m masing- masing ditambah dengan t,, ..., t,,. Oleh

karena itu setelah ditambah tq,t,, ..., t,, pada sisi Kiri,persamaan (3.11) menjadi:
ty +x11by + x12b; + -+ X1, by = Y4

ty + X101 + Xo2by + -+ X by = Yy

tm + xmlbl + xmzbz + - L Xmn bn > Ym (323)

Kemudian persamaan (3.23) ditulis ke dalam bentuk matriks menjadi:

| 0N 4 X111 X1z - X by 41

N Sy g B

OmmO==() 1 tm Xm1  Xm2 =+ Xmn bn Ym
mxm

Atau dapat diringkas dalam bentuk:

It+Xb>Y (3.24)
Dimana :

I - matriks identitas berukuran m x m

t g P

Persamaan (3.24) merupakan pertidaksamaan dalam bentuk matriks yang

diperoleh dari persamaan Xb = Y dengan menambah t pada sisi Kiri persamaan.
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e Untuk kasus —Xb = —Y

Seperti pada kasus pertama setelah —Xb = —Y ditambah dengan t pada

sisi kiri maka persamaannya berubah menjadi:

t1 — X11by — X12b3 — - — X9,y = =Yg
ty — Xg1b1 — Xo2by — -+ — Xy by = =Y,
tm - xmlbl S mebZ T~ Xmn bn = —VYm (325)

Jika persamaan (3.25) di bentuk ke dalam matriks menjadi:

1 0 .. 0 (5] X11 X120 . Xqp by V1
0 1 URGni TN S5 oz Xon |[ b2 |5 _[ Y2
0 0 0 1 tm Xm1  Xm2 Xmn bn Ym

mxm

Atau dapat diringkas menjadi:
It—Xb > -Y (3.26)

Dari dua kasus di atas diperoleh dua pertidaksamaan yaitu (3.24) dan
(3.26).

Kendala akan dibentuk dari dua pertidaksamaan ini.

Untuk meringkas kendala yang di bentuk dari kasus pertama dan kedua
maka kedua pertidaksamaan (3.24) dan (3.26) ditulis ke dalam satu matriks

gabungan menjadi:

G 6 =) (3.27)
Dimana (lt)) >0 (3.28)

Perhatikan bentuk kendala pada persamaan (3.27). Pada persamaan

tersebut kendalanya berbentuk pertidaksamaan. Sesuai dengan metode yang
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digunakan yaitu metode linear programming, untuk kendala yang berbentuk
pertidaksamaan dapat dirubah ke dalam bentuk persamaan dengan menambahkan

loose variabel .

Adapun proses merubah kendala dari bentuk pertidaksamaan ke dalam
bentuk persamaan dijelaskan di bawabh ini.
Jabarkan matriks kendala pada pertidaksamaan (3.27):

1 O 0 X11 xlz X1n tl y1
O 1 0 le xzz xZn tz }’2
0 AU B . N tn S Vm
1 0 .. O —X11 —X12 e —X1p bl = |
0 1 ... 0 —X21 —X22 o % bz —Y2
i . - S i b, —Ym

(1) =t +bxy +hyxyp + -+ bpX1n) 2y

(2) =t +(b1xy + byxpy + 4 byxoy) =y,

(m) =>t, + (blxml » b2xm2 i bnxmn) = Ym

(m+1) =ty + (=byxq1 = baXyy == byx1,) = =y
(m+2) =ty + (=bixy — byXgp — =+ = byx3,) 2 =y,
(Zm) = tm + (_blxml = b2xm2 -t bnxmn) = —Vm

Berdasarkan teori linear programming, langkah — langkah untuk membuat

pertidaksamaan di atas menjadi persamaan adalah sebagai berikut:

@ Karena ada 2m buah pertidaksamaan, maka dapat ditambah 2m loose

variabel ke pertidaksamaan di atas. Tambahkan loose variabel sebanyak
2m, yaitu ty+1 Sampai tam .

o Persamaan 1 tambahkan loose variabel yaitu tn+1
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Persamaan 2 dengan tm«.

seterusnya sampai persamaan 2m ditambah dengan loose variabel t3n.
Untuk pertidaksamaan dengan tanda “>" ditambah dengan loose variabel
bertanda negatif.

Untuk pertidaksamaan dengan tanda “<” ditambah dengan loose variabel
bertanda positif.

Di sini, bentuk pertidaksamaannya >, maka ditambahkan loose variabel
bertanda negatif.

Jadi ,2m persamaannya menjadi:

(D =2ty + (byxgq +byxgp + -+ byxypn) = ¥y
=ty + (bixyy +bpxgp + -+ byX1y) —tmi =1
(2) =ty + (byxy1 + byxgy + 4 byxz,) 2y,

=ty + (bixyy +boxgy + -+ byXop) =ty = V2

(m) =>t, + (blxml L bzme A bnxmn) = Ym

=ty + (blxml i bzxmz T bnxmn) —tm = Vm

(m+1) =t + (=byxyy = byx1z = — bpX1) 2 —)

=ty + (—byx11 = byx1; — = bpX1n) = taymi1 = —N1
(m+2) = t; + (=byxa1 — byXgp — = bpX2n) = =¥

=ty + (=bixy1 — baXgp — = = bpXon) — bamyz = —V2
(2m) =ty + (=b1Xp1 — Xy — - = bpXppn ) = —Ym

=ty + (=b1Xm1 = D2Xinz — = = bnXpn ) — tam = —Vm

Maka ,bentuk persamaan yang didapat adalah sebagai berikut:
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t; + (bix1y + bpxpp + o+ bpX1y) — tyyr = V1

ty + (bixp1 + baxgp + -+ byXoy) — tyin = V2

tn + (blxml + bemZ +t bnxmn) —tm = Ym

t; + (=byx11 — byx1p — = — byX1y) =ty = =1
ty + (=b1xp1 — byXxgp — =+ = byxp,) — tomiz = =Yz
tm + (_blxml — bemZ - °°° T bnxmn) —tl3n = —Vm

Persamaan m+1 sampai 2m juga dapat diubah ke dalam bentuk lain sebagai
berikut:

(m+1)
=ty + (=b1x11 — byx1p — = by X1n) — tym1 = —V1
= t; + (=bix11 — byxipg — = byxyn) — [t; + (byx11 + byxgp +

vt by Xip) — i1 — Y1l — tams1 =~

= (t; — ty) + [(=b1x1y = byx1p — =+ = by X1,) — (byXg1 + byxqp +

it Dl L et ) — Lompifiiay
= —2(b1x11 + blez + et bnxln) Bl tm+1 = t2m+1 = —Zyl

= 2(byx11 + byxip + o+ byXyn) = tyyr + tomir = 20

(m+2)
=ty + (=b1xp1 — byXgp — - = byX2p) — tamiz = —V2
=ty + (=bixpy — byXyp — = byxpn) — [ty + (byxp1 + byxgp +

vt by Xop)—tmiz — Y2l — tamiz = — V2

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Yunita Panca Wardhani, FMIPA Ul, 2010



39

= (ty; —tp) + [(=b1xp1 — byxpy — =* = byxp,) — (b1 X1 + byxpy +

t bpXon) — (“tmaz) = (=¥2) —tansz = =V
= —2(b1x21 + byXgo + -+ bpXon) + tmyz — tamsz = —2)2

= 2(b1x21 + byxop + 4 bpXon) =ty + tamiz = 2);

(2m)
>ty + (_blxml - bemZ T SR bnxmn) —8B3m = ~Vm
=ty t+ (_blxml - b2xm2 - = bnxmn) i [tm + (blxml + bzxmz +

- Y bnxmn) —tm — ym] —B3m = ~Vm

= (tm a3 tm) na [(_blxml y bemZ TR bnxmn) o (blxml + bzxmz +

e, — S — -
> =2(byxp1 + boxpy 4+ -+ bpXpn ) + tom — tsm = =2V,
= 2(b1 X1 +byxy + 0+ byXn ) — tom + t3m = 2Vim
Maka ,bentuk persamaan yang didapat adalah sebagai berikut:
t1 + (byxyy + byXgp + -+ bpXin) — tmar = N1

ty + (bixo1 + baxpy + -+ byXop) —tmiz = V2

tn + (blxml + bemZ it bnxmn) —tm = Vm

2(by1x11 + baxyp + o+ byXyn) =t + tomer = 2);

2(byx1 + byxop + 4 byXon) =ty + tamiz = 2);

Z(blxml + b2xm2 +oet bnxmn) —tom tt3m = Zym
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Kemudian dibentuk lagi ke dalam bentuk matriks sebagai berikut:

t
5
[
1 0 0 xn x12 xln _1 0 . 0 O O 0 bl
/0 1 0 Xy Xy o X 0 =1 .. 0 0 0 .. 0\l b,
| o o 1 Xp1 Xpz o Xpmm O 0 .. —1 0 0 .. O[] b,
[0 o 0 2xy; 2% o 2x, -1 0 .. 0 1 0 .. 0l the
lo o 0 2xy 2%y 2x,, 0 -1 0 0 1 v 0] tws
\0 0 0 AR FENEE U T SO (0 .. 1/ tom
t2m+1
t2m+2
t3m
Y1
(7
|y
I 2y, |
o
Atau secara sederhana dapat ditulis:
tl
I X -1 O) b (Y)
L 3.29
(O 2 X ] t 2Y ( )

"

t
Dimana:
I : matriks identitas berukuran mxm
O : matriks berukuran mxm yang semua komponennya adalah 0
t',t" =loose variabel

I

t: tl' tz, tm

ittt oo tom
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nr

U i tmsts tamt2s o tam

Jadi persamaan (3.29) merupakan bentuk lain dari pertidaksamaan (3.27) dan
persamaan inilah yang digunakan sebagai kendala.

Jadi dengan metode linear programming, permasalahan ini dapat
diselesaikan dengan:

Fungsi tujuan:

min
g =2t
Kendala :
( t
I X -1 o0 /[b | _[Y
(O 2X -1 I) t . (ZY)
! .
b
" >
. >0
\ t"'

Dimana:
I : matriks identitas berukuran mxm
0] - matriks berukuran mxm yang semua komponennya adalah 0

t : tl,tz,...tm

U ity bz o tom

U s toms2s o B3m

Setelah diketahui fungsi tujuan dan kendalanya, maka metode linear

programming dapat dijalankan untuk mencari solusi yang optimal.
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3.2.2 Satu atau Beberapa Solusi Persamaan Linear Bernilai Nonpositif

Kasus kedua yaitu jika beberapa komponen dari b diinginkan nonpositif .
Misalkan di sini b; nonpositif sedangkan b,, bs, .., b, nonnegatif.
Dari persamaan (3.11) :

X11by + x12b5 + -+ X9, b, = Yy

Xo1by + Xo2by + -+ Xon by = ¥y

xmlbl +xm2b2 + ot Xy bn = Ym

Sekarang , nilai b; adalah nonpositif. Agar proses tetap dapat dilakukan
seperti dalam kasus pertama yaitu pada kasus dimana semua solusinya
nonnegatif, maka pada awal perhitungan, nilai b, tetap dianggap positif namun
solusi yang dimaksud menjadi —by, b,, ..., b, ,sehingga persamaan yang

memenuhi untuk kasus ini adalah:
X171 (—=b1) + x12b3 + - + X1y by = Y1 = —X11b1 + X12b7 + -+ Xy by, = Y1

X21(=b1) + xa2by + =+ Xonby = y3 > —X51b1 + xp2by + 0+ X5, by =y

xml(_bl) +xm2b2 Tk X bn =Ym = _xmlbl + mebZ Tt Xy bn =Ym

(3.30)
Jika persamaan (3.30) ditulis dalam bentuk matriks menjadi
—X11 X12 - X\ /bg Y1
—X21 X922 o Xop b2 — y2 (331)
“Xm1 Xm2 - Xmn bn Ym

Misalkan matriks
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—X11 X12 X1n
—X21 X922 Xon (3 32)
—Xm1 Xm?2 o Xmn

dinotasikan dengan X*, maka untuk mencari by, b, ..., b, dengan metode linear
programming , tetap dapat menggunakan proses seperti dalam kasus semua solusi
nonnegatif, namun matriks X diganti dengan matriks X*. Oleh karena itu, untuk
menyelesaikan kasus dimana b; nonpositif dengan metode linear programming ,

fungsi tujuan dan kendalanya adalah sebagai berikut:

Fungsi tujuan

min
m
g(t)=zti
i=1
Kendala
tl
I X =1 o[ b | _ (Y
(o 2X*  —1 1) t _(ZY)
tlll
4 ¢
b
" >
; >0
\ tm

Dimana :
I  : matriks identitas berukuran mxm
X* : matriks pada persamaan (3.32).

Misalkan diperoleh solusi by, b,, ..., b,,, maka solusi optimal yang

dimaksud yaitu —bq, by, ..., b,,.

Secara umum, misalnya solusi ke i diharapkan nonpositif, maka semua
entri pada kolom ke i matriks X diberi tanda negatif kemudian dengan matriks X

baru ini (setelah ditambah tanda negatif pada kolom ke-i), dapat dicari solusinya
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dengan linear programming dengan fungsi tujuan dan kendala seperti pada kasus
semua solusi nonnegatif dengan menggunakan matriks kendala X setelah
ditambah tanda negatif pada kolom ke i. Setelah didapat by, b, ..., b,, , maka
solusi optimal yang dimaksud yaitu by, b,, ..., b,, dengan memberi tanda negatif

pada solusi b;.

Demikian juga untuk kasus lebih dari satu nilai b yang diharapkan
nonpositif, maka cukup memberikan tanda negatif pada entri matriks X pada
kolom dimana nilai b nya diharapkan nonpositif. Setelah itu, dengan prosedur
yang sama seperti pada kasus sebelumnya,yang menginginkan satu solusi yang
nonpositif, setelah didapat nilai by, b,, ..., b,, maka solusi yang dimaksud adalah
dengan menambahkan tanda negatif pada nilai-nilai b yang awalnya diharapkan

nonpositif.

Setelah diketahui bagaimana membentuk persamaan kendala untuk kasus
semua solusi nonnegatif atau diinginkan beberapa solusi yang nonpositif ,
sekarang akan dibahas bagaimana menentukan jenis solusi untuk model

Spherical, model Eksponensial dan model Gaussian.

3.2.3 Jenis Solusi dan Persamaan Kendala untuk Model Spherical, Model

Eksponensial, dan Model Gaussian

Seperti telah dibahas sebelumnya terdapat dua kemungkinan solusi yaitu
semua solusi nonnegatif dan ada satu atau beberapa solusi nonpositif. Jenis solusi
yang digunakan sebagai kendala tergantung pada semivariogram teoritis yang
digunakan. Untuk menentukan jenis solusi yang digunakan dilihat model

teoritisnya dan bentuk transformasinya terlebih dahulu.

1. Model Spherical
Pada model Spherical dihasilkan bentuk transformasi ke persamaan
linear
y = bix1 + byx,

Dimana :
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by =
by =~
y=vy(h)
x;1=nh
x, = h3

Dari persamaan di atas diperoleh :

o b= %

Dari persamaan ini diketahui bahwa solusi kedua pada model
Spherical merupakan fungsi dari C dan range a dimana keduanya nilainya
pasti = 0.

Oleh karena itu solusi pertama pada model ini nonnegatif.

c
[ ] b2 = ——2a3

Seperti pada solusi kedua ,persamaan b, = —Z% merupakan

fungsi dari dari C dan range a dimana keduanya nilainya pasti = 0.
Namun pada solusi kedua ini, nilai dari solusinya adalah negatif dari
pembagian C dan a® dimana keduanya pasti nonnegatif. Karena nilai b,
merupakan negatif dari suatu nilai yang nonnegatif maka b, itu sendiri
bernilai nonpositif. Jadi, solusi kedua untuk model Spherical ini bernilai
nonpositif.

Setelah diperoleh jenis solusi untuk model Spherical ini, langkah
selanjutnya yaitu menentukan kendala jika model ini digunakan. Pada
kasus model Spherical solusi yang digunakan yaitu nonnegatif untuk suku
pertama kemudian nonpositif untuk suku kedua. Sesuai prosedur pada
kasus terdapat solusi yang nonnegatif , kendala yang digunakan pada

model ini adalah:
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( t
((I) sz* :i (1)) tb 2(2‘2()
< , t
t
t'f,’, >0
\ tm

Dimana :

X = (a1 )
Setelah diperoleh solusi yang optimal dengan kendala di atas misalnya
[by, b, ] maka solusi yang dimaksud adalah [b;, b, ].
Model Eksponensial
Seperti pada model Spherical, untuk menentukan jenis solusi pada model
Eksponensial prosesnya mengikuti model Spherical. Pada model
Eksponensial diperoleh bentuk tranformasi ke persamaan linear:

y = b1x1 4= bzXZ + e+ b11x11

Dimana :

=G

a

C

T —
by = 11!211
y=v(h)
x;1=nh
x, = h?
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xyp = h'!
Dari bentuk di atas diketahui bahwa :
o pada suku ganjil, nilai b nya akan nonnegatif , namun

o pada suku genap, nilai b nya akan nonpositif.

Sehingga bentuk kendala untuk model Eksponensial adalah:

( t
(I X* -1 O) b _(Y)
0 2Xx* —-I 1 t” 2Y
i
) t
tl
b
v >0
\ tIII
Dimana :
X11 —X12  X13 —X14 . X111
/x21 —X22 X33  —Xpa o x211\
X*—I X3t TX32 X33 —X34 .. X311 |
I\x41 —X42  X43 T Xaq x411/|
X111 —X112 X113 —X114 - X1111

Misalkan diperoleh solusi [by, by, ..., by; ] dengan kendala di atas maka
solusi yang dimaksud adalah dengan mengalikan solusi suku- suku

genapnya dengan -1 sehingga solusinya menjadi [b;, —b,, ..., b1 ].

Model Gaussian

Bentuk transformasi ke dalam bentuk linear untuk model Gaussian

adalah:
Yy = byxy + byxy + -+ + byy x4
Dimana:
C
bl = ;
C
by = - 2l a*
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Dari persamaan di atas, seperti pada model Eksponensial pada

suku ganjil solusinya bernilai nonnegatif dan pada suku genap akan

bernilai nonpositif sehingga bentuk kendalanya menjadi:

o 2x

Dimana :

X111

-1 O
I N

tl

b

tII

tIII

—X12
—X22
—X32
—X42

—X112

X13
X23
X33
X43

X113

—X14
—X24
—X34
—X44

—X114

X111
X211
X311 |
X411

X1111

Setelah diperoleh solusi [by, by, ..., b;; Jdengan kendala di atas maka solusi

yang dimaksud adalah dengan mengalikan solusi suku- suku genapnya

dengan -1 sehingga solusinya menjadi [by, —bs, ..., by;].
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3.3 Menghitung Taksiran Parameter Semivariogram

Pada bagian ini akan dibahas bagaimana memperoleh taksiran parameter
semivariogram setelah diperoleh solusi-solusi yang optimal dengan metode linear

programming.

Untuk memperoleh taksiran parameter semivariogram yang meliputi sill
dan range dilakukan dengan cara mentransformasi balik ke model teoritisnya.
Pada kasus ini dibahas tiga model teoritis yaitu model Spherical, model

Eksponensial dan model Gaussian.

Pada model Spherical diketahui bentuk transformasi ke persamaan linear
dari model teoritisnya yaitu :
y = bix1 + byx;

Misalnya dari pencarian solusi dengan metode linear programming
diperoleh solusi by, b', yang merupakan solusi optimal untuk model Spherical
ini. Untuk memperoleh taksiran parameternya , dilakukan dengan cara
mentransformasi balik ke dalam model teoritisnya. Dari persamaan (3.2) dan
(3.3) diketahui bahwa:

by =2
by=t -
y =y(h)
xy=h
x, = h3.

Jadi, petama- tama dihitung taksiran parameter C dan a untuk model
spherical yaitu dengan mencari nilai C dan a yang memenuhi atau mendekati dua

persamaan di bawah ini
_ 3¢

L=
2 (3.33)
bz = ——

2a3
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Dari dua persamaan (3.33) diperoleh C dan a. Jadi untuk model Spherical,
telah diperoleh proses penaksiran parameter yang meliputi sill dan range.

Untuk model Eksponensial dan model Gaussian proses pencarian
parameternya similar seperti pada model Spherical.
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BAB 4
STUDI KASUS

Sebagai gambaran penaksiran parameter semivariogram dengan metode
linear programming dan pengujian validasinya dengan metode ordinary kriging
maka diberikan contoh kasus seperti di bawah ini. Namun sebelum menggunakan
metode linear programming untuk menyelesaikan kasus ini, terlebih dahulu
digunakan metode klasik. Setelah dilakukan penaksiran parameter dan uji validasi
kemudian membandingkan hasilnya antara metode klasik dengan metode linear

programming.

4.1 Sumber Data

Data yang digunakan dalam bab ini diambil dari skripsi sebelumnya (Nia
Budi Kurniati, 2007)yang bersumber pada:

Isaaks, Edward, and Mohan, Srivastava.1989. Applied Geostatistiks. Oxford
University Press, New York.

4.2 Kasus

Diketahui 470 data kandungan fosfor dari tepi Danau Walker di Nevada,
Amerika Serikat. Kemudian dipilih sampel berukuran 9 secara acak. Sampel yang

terpilih ditunjukkan dalam tabel berikut:
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Tabel 4.1 Data koordinat lokasi titik sampel (meter) dan kandungan
fosfor (ppm) di tepi danau Walker, Nevada, Amerika Serikat.

Nomor X Y Kandungan

sampel (meter) (meter) fosfor
(ppm)

1 50 150 121.6

2 150 350 1183

3 250 50 122.8

4 250 250 122.3

5 350 150 120.1

6 450 350 119.2

7 550 50 117.2

8 650 250 119.8

9 650 350 118.9

4.3 Asumsi

Karena digunakan metode ordinary kriging, diperlukan asumsi stasioner orde

dua. Pada data ini, asumsi tersebut terpenuhi ( Nia Budi Kurniati, 2007 ).

4.4 Permasalahan
Permasalahan yang ingin diselesaikan pada kasus ini adalah :

e mencari parameter semivariogram yang sesuai untuk menggambarkan
sampel pada kasus di atas dengan menggunakan metode Kklasik dan
metode linear programming .

e menentukan model semivariogram yang cocok untuk masing- masing
metode

e membandingkan model semivariogram dengan metode klasik dan

metode linear programming.
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4.5 Pengolahan Data

Untuk memperoleh taksiran parameter semivariogram pada data kandungan
fosfor, dalam kasus ini akan menggunakan software Microsot Excell dan software

statistik tertentu.

Untuk mengetahui gambaran data sampel secara umum disajikan statistik
deskriptif dari data kandungan fosfor. Statistik deskriptif ini terdiri dari nilai rata-
rata, variansi, standar deviasi, median, nilai minimum, nilai maksimum, dan
range daripada sampel tersebut. Dengan menggunakan software Microsoft Excel
diperoleh statatistik deskriptif yang ditunjukkan pada Tabel 4.2 berikut:

Tabel 4.2 Statistik deskriptif data sampel kandungan fosfor di tepi
danau Walker

Banyaknya 9

data

Mean 120.10
Variansi 3.54
Standar 1.88
Deviasi

Median 119.80
Range 5.60
Minimum 117.20
Maksimum 122.80

Dari tabel di atas diketahui bahwa:

e Banyaknya data sampel kandungan fosfor adalah 9 pengukuran.

e Rata- rata kandungan fosfor pada sampel tersebut sebesar 120.10 ppm.

e Variansi kandungan fosfor pada sampel sebesar 3.54

¢ Nilai tengah kandungan fosfor pada sampel sebesar 119.8

o Selisih antara nilai kandungan fosfor yang terbesar dan terkecil sebesar
5.6

¢ Nilai kandungan fosfor terkecil pada sampel adalah 117.20
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¢ Nilai kandungan fosfor teresar pada sampel adalah 117.20

Setelah diketahui gambaran data sampel dari statistik deskriptif hal- hal yang
akan dibahas pada subbab ini adalah :

1. Menentukan parameter dan model semivariogram yang cocok pada data
kandungan fosfor dengan metode klasik.

2. Menentukan parameter dan model semivariogram yang cocok pada data
kandungan fosfor dengan metode linear programming .

3. Membandingkan model semivariogram dari metode klasik dan metode

linear programming.

4.5.1 Menaksir Parameter dan Menentukan Model Semivariogram yang Cocok
dengan Metode Klasik
Untuk menaksir parameter semivariogram khususnya pada data sampel

kandungan fosfor dilakukan tahap- tahap sebagai berikut:
Tahap 1. Menghitung Semivariogram Eksperimental

Untuk dapat menghitung semivariogram eksperimental diperlukan jarak
antara dua pengamatan. Untuk memperoleh jarak antara dua pengamatan ini
digunakan software Microsoft Excell. Dengan software Microsoft Excell

diperoleh jarak antar data pengamatan yang disajikan dalam Tabel 4.3 berikut:
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Tabel 4.3 Tabel Jarak antar Sampel

data 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 223.6 223.6 223.6 300 447.21 509.9 608.28 632.46
2 223.6 0 316.23 141.42 282.84 300 500 509.9 500

3 223.6 316.23 0 200 141.42 360.56 300 447.21 500

4 223.6 141.42 200 0 141.42 223.6 360.56 400 412.31
5 300 282.84 141.42 141.42 0 223.6 223.6 316.23 360.56
6 447.21 300 360.56 223.6 223.6 0 316.23 223.6 200

7 509.9 500 300 360.56 223.6 316.23 0 223.6 316.23
8 608.28 509.9 447.21 400 316.23 223.6 223.6 0 100

9 632.46 500 500 412.31 360.56 200 316.23 100 0

Kemudian semivariogram eksperimental dapat dihitung. Dengan

menggunakan definisi semivariogram eksperimental:

N(h)
1
P =55 Z [2(s; + ) — 2(s)1

Hasil perhitungan semivariogram eksperimental dapat dilihat pada tabel di

bawabh ini:

Tabel 4.4 Hasil penghitungan semivarivariogram eksperimental

Kelas Jarak Semivariogram Banyak  Pasangan

jarak (h) eksperimental Data
100 0.18 1

2 141.42 | 0.87

3 200 1.59 2

4 2236 1.35 8

5 282.84 | 3.65 1

6 300 3.87 3

7 316.23 | 2.39 4

8 360.56 | 4.64 3

9 400 8 1

10 41231 | 5.78 1
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11 44721 | 2 2
12 500 7.9 3
13 509.9 9.9 2
14 608.28 | 5.45 1
15 63246 | 3.65 1

Tahap 2. Plot Semivariogram Eksperimental terhadap Jarak h
Setelah diperoleh nilai- nilai semivariogram eksperimental kemudian nilai

semivariogram ini di plot terhadap jarak h. Hasil plotnya dapat dilihat pada
gambar di bawabh ini:

DovlLines show Means

semivariogram eksperimental
o
8
L

¥
=" /\/

100.00 200.00 300.00

400.00 500.00 600.00

Gambar 4.1 Grafik Semivariogram Eksperimental
Tahap 3. Menentukan Model Semivariogram
Pada tahap ini dipilih fungsi yang akan dijadikan model semivariogram.
Biasanya untuk menentukan fungsi yang digunakan, dipilih fungsi yang bentuk

plotnya mendekati plot semivariogram eksperimental. Fungsi- fungsi tersebut
antara lain :

1. Model Spherical
2. Model Eksponensial

3. Model Gaussian

Tahap 4. Menaksir Parameter Semivariogram

Tahap selanjutnya menentukan parameter- parameter untuk masing-
masing model. Sesuai dengan prinsip kerja pada metode Kklasik, untuk

menentukan kedua parameter yaitu sill dan range dilakukan dengan menduga dari
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plot semivariogram eksperimental terhadap jarak h. Dengan pendugaan ditaksir

nilai- nilai parameter sebagai berikut:

Sill (C) =3.54

Dari definisi sill dapat diambil nilai sill yang hampir sama dengan variansi
data sampel. Dari tabel statistik deskriptif diperoleh bahwa variansi
kandungan fosfor pada data sampel adalah 3.54.

Range (a)= 350

Range diperoleh setelah ditentukan nilai taksiran untuk sill. Dengan
menggunakan plot semivariogram eksperimental terhadap jarak h, setelah
ditentukan taksiran nilai untuk sill pada sumbu ordinat , tarik garis
horizontal dari nilai sill tersebut menuju grafik semivariogram
eksperimental tadi. Dari grafik ini kemudian tarik garis vertikal ke bawah
sampal memotong sumbu absis. Nilai sumbu absis tersebut yang
digunakan sebagai taksiran range pada metode klasik. Pada kasus ini
dengan taksiran nilai sill sebesar 3.54 diperoleh taksiran range sebesar
350.

Setelah diperoleh taksiran parameter dengan metode Klasik tadi

selanjutnya mensubstitusi nilai- nilai parameter ke masing-masing persamaan.

Dengan menggunakan nilai:

o Sill =354
e Range =350

Maka model- model yang digunakan pada kasus ini menjadi:

1.

Model Spherical

y(h) = 3.54 3h i
VA= 29%\ 700 ~ 2(350)3

Model Eksponensial

7(h) = 3.54 (1 —exp (%))

Model Gaussian
h2
7(h) =354 1 —exp| — (W)
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Tahap 5. Uji validasi silang

Untuk menguji model semivariogram dilakukan validasi silang.
Perhitungan residual terbaku dan hasil uji validasi silang untuk masing- masing
model dapat dilihat dalam tabel berikut:

Tabel 4.5 Tabel nilai residual dan residual terbaku untuk semivariogram
dengan menggunakan model Spherical.

N Sampel Kandungan Fosfor Residual Residual
0 Nilai Nilai Z(s) — 2(s) Terbaku
Sebenarnya | Taksiran [
z(sy) 2(s)

5 2(s21s1) 122.8 121.6 -1.2 | -0.49564625
& 2(ssu ) 119.2 | 120.19922 0.999216 | 2.72589114
3 2(salf500 53 3) 122.3 | 120.71082 -1.58918 | -0.67241657
= 2(ss {50 sa}) 120.1 | 120.67335 0.57335 | 0.32726242
> 2 (s 5055 3) 117.2 | 121.10666 3.906664 | 1.8428922
’ (7505 1) 118.3 | 121.10204 2.80204 | 1.17322745
f Z(sBHsp,..., 7)) 119.8 | 120.0394 0.239397 | 0.09236552
§ 2(9ss.- s }) 118.9 | 119.48094 0.580936 | 0.19727604
Rl 6.312421 | 5.19085196
Rata-rata
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Tabel 4.6 Tabel nilai residual dan residual terbaku untuk semivariogram
dengan menggunakan model Eksponensial.

N Sampel Kandungan Fosfor Residual Residual
0 Nilai Nilai 2 Terbaku

Sebenarnya | Taksiran — 26 Osi

z(s) 2(s1)

1 2(s2 |s1) -
0.6563651
122.8 121.6 -1.2 9
2 2(s3|{s1,s2}) 122.3306 1.1804687
119.8 3| 2.530632 4
3 2(s4|{s1,...,s3 }) -
121.6517 0.4455077
122.3 4| -0.64826 7

4 Z( s5| {s1,...,s4})
120.1 | 122.0524 | 1.952432 | 1.6294579

5 | 2(s6|(s1,..,5}) 120.6714 1.0322162
119.2 1| 14714 6
6 | 2(s7|(s1,..,56}) 1203727 2.1457915
117.2 3| 3172729 5
7 | 2(s8|(s1,..,s7}) 121.5263 2.3777450
1183 1| 322631 1
8 | 2(s9|(s1,..,s8)}) 119.6313 0.6094194
118.9 6| 073136 8
Jumlah 7.8732259
11.23661 9

Rata-rata

Tabel 4.7 Tabel nilai residual dan residual terbaku untuk semivariogram

dengan menggunakan model Gaussian.

N Sampel Kandungan Fosfor Residual Residual
0 Nilai Nilai Z(s)-2(s) | Terbaku
Sebenarnya | Taksiran g
2(s;) 2(sy)

! £(%]%) 1228 1216 -1.2 | -0.77905622
2 2(sof{su%3) 119.2 | 12246255 | 3.262548 | 139004067
3 2 (silfst. . 553) 122.3| 12182953 |  -047047 | -0.39911633
4 20| {sn ) 1201 | 12243044 | 233044 | 472334357
5 A5 {5155 3) 117.2| 12060679 | 3406795 | 3.71146913
6 2 (ST {51, %) 1183 | 11856381 | 0263811 | 0.26628281
! 2(Bffss..51}) 119.8 | 12298646 |  3.18646 | 5.14258057
8 2(9ffst... %) 1189 | 12011699 | 1216995 | 2.54128379
Jumizh 11.99658 |  16.596828
Rata-rata
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Tahap 6. Pengujian Asumsi Kenormalan Residual
Pada tahap ini akan diuji apakah residual antara nilai taksiran dan nilai
sebenarnya dari kandungan fosfor pada data di atas memenuhi asumsi
kenormalan.

1. Model Spherical

H, : Residual dari data dengan model Spherical berdistribusi normal

H; : Residual dari data dengan model Spherical tidak berdistribusi
normal

Aturan keputusan Ho ditolak jika @ < «=0.05

Dengan menggunakan software statistika diperoleh output yang
berupa tabel di bawah ini:

Tabel 4.8 Tabel pengujian asumsi kenormalan residual model

Spherical
Tests of Normality
Kolmogorov-Smirnov(a) Shapiro-Wilk
Statistik Df Sig. Statistik df Sig.
residual model spherical 205 8 .200(%) 937 8 583

* This is a lower bound of the true significance.
a Lilliefors Significance Correction

Dari tabel di atas diperoleh @ = 0.583. karena @ > 0.05 maka Ho
tidak ditolak. Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa residual dari

data dengan model Spherical berdistribusi normal.
2. Model Eksponensial

Hy: Residual dari data dengan model Eksponensial berdistribusi

normal

H,: Residual dari data dengan model Eksponensial tidak berdistribusi
normal

Aturan keputusan Ho ditolak jika & < =0.05
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Dengan menggunakan software tertentu diperoleh output yang berupa
tabel di bawah ini:
Tabel 4.9 Tabel pengujian asumsi kenormalan residual model
Eksponensial

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnov(a) Shapiro-Wilk
Statistik df Sig. Statistik df Sig.
residual model
eksponensial 141 8 .200(*) .919 8 419
* This is a lower bound of the true significance.

a Lilliefors Significance Correction

Dari tabel di atas diperoleh @ = 0.419 . Karena @ > 0.05 maka Ho tidak
ditolak. Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa residual dari data

dengan menggunakan model eksponensial berdistribusi normal.

Model Gaussian

Hy : Residual dari data dengan menggunakan model Gaussian

berdistribusi normal

H; : Residual dari data dengan menggunakan model Gaussian tidak
berdistribusi normal

Aturan keputusan Ho ditolak jika @ < @=0.05

Dengan menggunakan software tertentu diperoleh output yang berupa

tabel di bawah ini:

Tabel 4.10 Tabel pengujian asumsi kenormalan residual model

Gaussian
Tests of Normality
Kolmogorov-Smirnov(a) Shapiro-Wilk
Statistik Df Sig. Statistik df Sig.
residual model gaussian 199 8 .200(*) .895 8 261

* This is a lower bound of the true significance.
a Lilliefors Significance Correction

Dari tabel di atas diperoleh @ = 0.261. karena @ > 0.05 maka Ho tidak
ditolak. Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa residual dari data

dengan menggunakan model Gaussian berdistribusi normal.
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Tahap 7. Uji kecocokan model

Pada tahap ini akan dilakukan pengujian hipotesis apakah masing- masing
model semivariogram cocok dengan keadaan data spasial. Dengan menggunakan

statistik uji Q; diperoleh hasil pengujian sebagai berikut:

1. Model Spherical
Uji hipotesis:
H, : Model semivariogram cocok
H; : Model semivariogram tidak cocok
Tingkat kepercayaan 95%

Aturan keputusan:

Ho ditolak jika Q| > % 0N 1

|Q,] = 0.64885649

Karena |Q,| > 0.71 maka Ho tidak ditolak.
Dengan menggunakan statistik uji Q,:

Ho ditolak jika Q, > 2.19 atau Q, < 0.273
Karena Q,=1.631944 maka Ho tidak ditolak

Kesimpulan:
Model Spherical cocok digunakan untuk menaksir kandungan fosfor di

tepi Danau Walker, Nevada.

2. Model Eksponensial
Uji hipotesis:
H, : Model semivariogram cocok
H; : Model semivariogram tidak cocok
Tingkat kepercayaan 95%

Aturan keputusan:

. .. 2
H, ditolak jika |Q;| > % =0.71
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|@1/=0.98415325

Karena |Q;| > 0.71 maka H,, ditolak.
Dengan menggunakan statistik uji Q,:

Ho ditolak jika Q,> 2.19 atau Q, < 0.273
Karena Q,=2.046611 maka Ho ditolak.

Kesimpulan:
Model Eksponensial tidak cocok digunakan untuk menaksir kandungan

fosfor di tepi Danau Walker, Nevada.

Model Gaussian

Uji hipotesis:

H, : Model semivariogram cocok

H; : Model semivariogram tidak cocok
Tingkat kepercayaan 95%

Aturan keputusan:

H, ditolak jika |Q,| > % =0.71
|Q11=2.0746035

Karena |Q;| > 0.71 maka H, ditolak.
Dengan menggunakan statistik uji Q,:

Ho ditolak jika Q,>2.19 atau Q, < 0.273
Karena Q,= 8.969822 maka Ho ditolak.

Kesimpulan:
Model Gaussian tidak digunakan untuk menaksir kandungan fosfor di tepi

Danau Walker, Nevada.
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Dari tiga taksiran model semivariogram metode Kklasik yaitu model
Spherical, model Eksponensial dan model Gausian hanya model Spherical yang
cocok untuk menaksir kandungan fosfor di tepi Danau Walker .

Pada subbab selanjutnya akan dilakukan penaksiran dan menetukan model

semivariogram yang cocok dengan metode Linear Programming.

4.5.2 Menaksir Parameter dan Menentukan Model Semivariogram yang Cocok
dengan Metode Linear Programming

Untuk menggunakan metode linear programming sebagai metode
penaksiran parameter semivariogram , tahap — tahap yang harus dilakukan adalah:
Tahap 1. Menghitung semivariogram eksperimental
Tahap 2. Plot semivariogram eksperimental terhadap jarak h
Tahap 3. Menentukan model semivariogram
Tahap 1, Tahap 2, dan Tahap 3 pada metode linear programming sama seperti
pada metode klasik. Oleh karena itu tidak akan dibahas lebih rinci lagi. Namun

tahap selanjutnya akan berbeda dengan metode klasik.
Tahap 4. Transformasi Model Semivariogram ke dalam Persamaan Linear

Dari pembahasan pada bab sebelumnya diketahui bentuk transformasi untuk

masing- masing model sebagai berikut:

1. Model Spherical
Yy =bix; + byx;
2. Model Eksponensial
Y = bixy +bpxy + =+ by1X1q

3. Model Gaussian

Yy = byxy + byxy + -+ byy x4

Tahap 5. Pencarian Solusi dari Persamaan Linear

Sesuai dengan prosedur linear programming untuk menyelesaikan

persamaan- persamaannya terlebih dahulu dibentuk fungsi tujuan dan kendala
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untuk masing- masing model berdasarkan Tahap 4. Adapun fungsi tujuan dan

kendala untuk ketiga model semivariogram adalah:

1. Model Spherical

Fungsi tujuan:

min
g(t)=zti
i=ll
Kendala :
( t
(I X ] 0) b =(Y
0 2Xx* -1 1 t"’ 2Y
tIII
%
t
\ tlll
Dimana :
« _ (X11 TX12
X _(X21 —Xzz)

Dengan mensubstitusi jarak h ke dalam tiap- tiap entri matriks X*

diperoleh bentuk matriks untuk kendala sebagai berikut:

1
0

(
Lk}' 0

coco:
cococor o

0
0

o or:

100
141.42
632.46
2(100)

2(141.42)

2(632.46)

—1003
—141.423

—632.463
—2(100)3
—2(141.42)3

—2(632.46)3

-1

0 O
0 0 O

o
I oo

o o
o R
— o
I o oo
\____/
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t1
t2

14
b1l
b2
t1s
t16

I 3‘65 I
=1 2(0.18) |
Kz(om))

2(3.65)

tog
t29
t30

L2

2. Model Eksponensial
Fungsi tujuan:

min
m
g(t)=zti
i=1
Kendala :
( t
(I X* =1 0) b _(Y)
0 2Xx* -1 1 t"’ 2Y
tIII
< v
b
t” 29
k tIII
Dimana
X11 —X12 X13 —X14 - X111
X21 —X22 X33  —Xp4 o X211
X*—I X31  —X32 X33  —X3q .. X311 |
Xa1  TX42 X4z TXa4 e Xynn
X111 —X112 X113 X114 - X1111

Dengan mensubstitusi jarak h ke dalam tiap- tiap entri matriks

X* diperoleh bentuk matriks untuk kendala sebagai berikut:
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10 0 100 ~100°
/o 1 0 14142  —141.423
.. 0
[0 o 1 63246  —632.46°
|o o 0 2(100) —-2(100)3
[o o 0 2(141.42) -2(141.42)°
\s 5 7 5 e _aaey
t1

t2

tie 0.18

b1 / 0.87 \

2| | i

tiy 1 _| 3.65 |

te || 2(0.18) |

: | 2(0.87)

ta \ s

tas 2(3.65)

tyg

Model Gaussian

Fungsi tujuan:

min

m

g =1

i=1
Kendala:
(
(I X* -1 O
0 2X* -1 1
< v
b
tll
\ tlll
Dimana
X11 —X12
X21 —X22
| X31 —X32
X* =
Xa1 —X42
X111 —X112

X13

X33
X43

X113

100!
141.42%1

632.4611
2(100)1*
2(141.42)"1

2(632.46)11

—X14
—X24
—X34
—X44

—X114

0 -1

0 0

X111
X211
X311
X411

X1111
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o o

coco:
S~Ne—
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Dengan mensubstitusi jarak h ke dalam tiap- tiap entri matriks X*

diperoleh bentuk matriks untuk kendala sebagai berikut :

10 .. 0 1002 —-100* 100%2 -1 0 .. 0 0 0 .0
0 1 .. 0 141427 —-14142* .. 141422 0 -1 .. 0 0 0 .. 0\
- 0 |
0 0 .. 1 63246 —63246% .. 632462 0 0 .. -1 0 0 .. O
0 0 .. 0 2(100)? -2(100)* .. 2(1000** -1 0 .. 0 1 0 .. 0|
0 0 .. 0 2(141.42)2 -—2(14142)* .. 2(14142)*2 0 -1 .. 0 0 1 .. 0)
0 0 .. 0 2(63246)> —2(632.46)* .. 2(63246)>> 0 0 .. -1 0 0 .. 1
tl

t2

tic 0.18

bl / 0.87 \

EZAIN (R

t; 1 | 365 |

t1g | 2¢0.18) |

; [ 2¢0.87) |

t32 \ i /

tas 2(3.65)

t34

tag

Tahap 6. Menghitung Taksiran Parameter Semivariogram

Setelah diperoleh fungsi tujuan dan kendala langkah selanjutnya yaitu
mencari solusi yang memenuhi fungsi tujuan dan kendala tersebut. Untuk
mencari solusinya dibantu dengan menggunakan software tertentu.

Dengan menggunakan software ini diperoleh solusi sebagai berikut:

1. Model Spherical
Solusi yang diperoleh dari persamaan ini adalah:
b, = 0.1416651 * 10!
b, = —0.1407231 % 1077
Dengan mentransformasi balik diperoleh taksiran parameter untuk
model ini yaitu:
a =579.2794
C =5.470912
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Maka diperoleh persamaan model Spherical:

?(h) = 5.470912 3h i
VA= 2(579.2794)  2(579.2794)3

2. Model Eksponensial
Dengan menggunakan model Eksponensial ke dalam software,
diperoleh solusi yang tidak layak. Oleh karena itu tidak ada solusi

yang memenuhi jika menggunakan model eksponensial.

3. Model Gaussian
Sama seperti pada kasus model Eksponensial, pada model
Gaussian juga tidak dapat diperoleh solusi yang layak.

Dari ketiga model di atas hanya model Spherical yang dapat diperoleh
solusinya sehingga dapat diperoleh pula parameternya. Pada pembahasan dengan
metode Klasik sebelumnya diketahui model yang cocok untuk menaksir
kandungan fosfor adalah model Spherical. Dari sini terlihat bahwa metode linear
programming dapat mendeteksi lebih dini model mana yang nantinya cocok pada
suatu data jika data tersebut harus diuji dengan beberapa model. Dengan
menghilangkan model yang tidak menghasilkan solusi, maka untuk menyeleksi
model yang dapat digunakan menjadi lebih mudah.

Karena telah diperoleh satu model yaitu model Spherical maka untuk
pembahasan selanjutnya model Eksponensial dan model Gaussian tidak
dilibatkan lagi.

Setelah diperoleh bentuk model Spherical langkah selanjutnya yaitu

melakukan uji kecocokan model dengan validasi silang .
Tahap 7. Uji Validasi Silang

Untuk melakukan prosedur pengujian dengan validasi silang diperlukan
hasil perhitungan residual terbaku dan hasil uji validasi silang. Hasil perhitungan

untuk masing- masing model dilihat dalam tabel berikut:
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Tabel 4.11 Tabel nilai residual dan residual terbaku untuk

semivariogram dengan menggunakan model Spherical.

N Sampel Kandungan Fosfor Residual Residual
Nilai Nilai Z(s) — 2(sp) Terbaku
Sebenarnya Taksiran O
z(s;) 2(s1)
! 2(s2]%1) 122.8 121.6 -1.2 | -0.48905806
2 2 (s 51,5 }) 119.2 | 122.27439 3.074388 | 0.65334896
3 2 (salfsn.-. 59 3) 1223 | 121.75181 -0.54819 | -0.25335886
& Z( 5[ {50, sa}) 120.1 | 122.13031 2.030314 | 0.99565359
y 2 (ss {51, 85}) 117.2 | 12059996 |  3.399959 | 1.44299837
% 2 (7 Hsn...n861) 118.3 | 120.26827 1.968273 | 0.71093122
! 2(s8l{51... 51 }) 119.8 | 121.22533 1.425335 | 052266117
g Z2(S9[{s1,--, 53 }) 118.9 | 119.78992 0.889923 | 0.33261696
el 11.04 | 3.91579336

Tahap 8. Pengujian Asumsi Kenormalan Residual

70

Pada langkah ini akan diuji apakah residual antara nilai taksiran dan nilai

sebenarnya dari kandungan fosfor pada data di atas untuk model semivariogram

berdistribusi normal. Pengujian asumsi kenormalan akan dilakukan dengan

menggunakan uji Shapiro Wilk.

Model Spherical:

Hy, : Residual dari data dengan menggunakan model Spherical berdistribusi

normal

H;: Residual dari data dengan menggunakan model Spherical tidak berdistribusi

normal

Aturan keputusan:

H, ditolak jika & < a«=0.05

Penaksiran parameter..., Yunita Panca Wardhani, FMIPA Ul, 2010
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Dengan menggunakan software tertentu diperoleh output yang berupa tabel di

bawah ini:

Tabel 4.12 Tabel pengujian asumsi kenormalan residual model Spherical

dengan metode linear programming

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnov(a) Shapiro-Wilk
Statistik Df Sig. Statistik df Sig.
residual model spherical 142 8 .200(*) 944 8 646

* This is a lower bound of the true significance.
a Lilliefors Significance Correction

Dari tabel di atas diperoleh @ = 0.646. karena @ > 0.05 maka H,, tidak

ditolak. Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa residual dari data dengan

menggunakan model Spherical berdistribusi normal.

Tahap 9. Uji Kecocokan Model

Untuk mengetahui apakah model Spherical dengan metode Linear Programming

cocok digunakan untuk menaksir kandungan nilai fosfor pada data di atas maka

dilakukan uji kecocokan model.
Uji hipotesis:

H, : Model semivariogram cocok
H; : Model semivariogram tidak cocok
Tingkat kepercayaan 95%

Aturan keputusan:

H, ditolak jika |Q;| > % =0.71

|Q,| = 0.489474

Karena |Q;| < 0.71 maka H,, tidak ditolak
Dengan menggunakan statistik uji Q,:

Ho ditolak jika Q,> 2.19 atau Q, < 0.273
Karena Q,= 0.586629 maka Ho tidak ditolak

Kesimpulan:

Penaksiran parameter..., Yunita Panca Wardhani, FMIPA Ul, 2010
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Model Spherical cocok digunakan untuk menaksir kandungan fosfor di tepi
Danau Walker, Nevada.

4.5.3 Perbandingan Model Semivariogram dengan Metode Klasik dan Metode
Linear Programming

Dari subbab sebelumnya dengan metode Kklasik diperoleh model
semivariogram yang cocok dengan data yaitu model Spherical. Dengan metode
linear programming juga diperoleh model yang cocok yaitu model Spherical.
Jadi dapat disimpulkan model semivariogram yang cocok untuk menaksir
kandungan fosfor di tepi Danau Walker yaitu model Spherical.
Adapun model Spherical untuk menaksir kandungan fosfor di tepi Danau Walker
dengan model klasik dan model linear programming disajikan dalam tabel
berikut:

Tabel 4.13 Model Spherical untuk metode klasik dan metode linear

programming

Model Spherical

Metode Klasik Metode Linear Programming
sy = 354( - M 7(h) = 5.470912 3h F
> (m_2(350)3> = & (2(579.2794)_2(579.2794)3>

Dari model dengan kedua metode tersebut akan dibandingkan model
Spherical dengan metode mana yang dapat menaksir nilai kandungan fosfor di
tepi Danau Walker dengan lebih baik. Untuk mengetahui metode yang terbaik
untuk kasus ini digunakan nilai |Q;| dan Q. dari dari model Spherical untuk

metode klasik dan metode linear programming.

Hasil perbandingannya dapat dilihat pada tabel berikut ini:
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Tabel 4.14 Tabel perbandingan nilai |Q4| model Spherical dengan metode

klasik dan metode linear programming

|Q, | pada Spherical

Metode klasik

Metode linear programming

0.64885649

0.489474

Tabel 4.15 Tabel perbandingan nilai Q, model Spherical dengan metode

klasik dan metode linear programming

Q. pada model Spherical

Metode klasik

Metode linear programming

1.631944

0.586629

Berdasarkan model di atas dapat dilihat bahwa :

e Model Spherical dengan metode linear programming mempunyai nilai

|Q;| yang lebih kecil dibandingkan pada metode klasik.

e Model Spherical dengan metode linear programming mempunyai nilai

Q, yang lebih kecil dibandingkan pada metode klasik.
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BAB 5

KESIMPULAN

1. Pada metode klasik penaksiran parameter semivariogram dilakukan
dengan cara pendugaan berdasarkan plot semivariogram yang dihitung
dari data. Sedangkan pada metode linear programming penaksiran
parameternya dilakukan dengan cara terlebih dahulu mentransformasi
model semivariogram ke dalam persamaan linear, kemudian dengan
prosedur linear programming, dicari solusi optimal dari persamaan-
persamaan tersebut. Setelah diperoleh solusi , maka solusi tersebut
ditransformasi ke dalam bentuk awal dari model semivariogram agar
diperoleh taksiran parameter yang diinginkan.

2. Berdasarkan contoh kasus pada tugas akhir ini diperoleh hasil
semivariogram dengan metode linear programming lebih peka untuk

mendeteksi model semivariogram yang cocok .
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LAMPIRAN

Lampiran 1

v = (3) varl(z(s + B) - 2(5)

Jika diasumsikan memenuhi stasioner orde dua maka persamaan di atas dapat
ditulis menjadi:

v = (3) ELC2(s + ) = ZGDIE

Bukti :
v = (3) varlCz(s + ) = 2(s))

= (%) (E[(Z(s + h) — Z(s))]2 - [E(Z(s + h) — Z())]?}.......(1)
Karena memenuhi asumsi stasioner maka
E[Z(s+ h] = E[Z(s)] = n

Sehingga persamaan (1) menjadi:

Y0 = (3) (E1ZCs + 1) = ZP [~ kT
y(h) = (3) (B[ + B~ Z(s)IE -~ 0

() = () (BIGGs + W) = 22

Terbukti
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Lampiran 2

g~N(0,1)

Bukti:

Ingin dibuktikan &, berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi 1.
Diasumsikan bahwa residual, r(s;) = Z(s;) — z(s;) berdistribusi normal,
sehingga

= 260770 60 564 berdistribusi normal.

Ok Ok

Elggl =0, k=2,..,n
Bukti:
El&x] = 0 jelas merupakan sifat ketidakbiasan dari kriging.
Ele, gl =1 jikak=l, k]l=1,23,...n
=0 jikak#l, kl=1,2,3,...,n
Bukti:
Elg, g] = 1, merupakan konsekuensi dari normalisasi

asumsikan k>I dan kovariansi C didefinisikan, maka

)

k-1 -1
1
Ele el = 2o F (z(s,a -y M-z(sg) 2() = ) 252(s)
i=1 Jj=1

k-1
1
= 55| 0. 2(s0) - ]Zl 2;C (2510, 2(s))

k—1 -1
- Z/lki C(z(s),2(s)) —ZAUC(Z(SJ'Z(SJ'))
i=1 j=1

Misalkan untuk sembarang [, i<l, terdapat hubungan

77
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-1

ZAUC (z(si),z(s]- )) + v, = C(2(s;), z(s)
j=1

maka,

) k-1
Ele, g] = 50, (vl —Zﬂki Uz) =0
i=1

CNZ)

- ~/
- —
~ >

LA
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Lampiran 3
(o)
Bukti:
E[Q] = E|— g E 0
[Q1] = n—1z€k o [ex] =
k=2
n 2 n n
1 o
El°] =E (n -1 gk) = [(n — 1) Ekgl]
k=2 k=21=2

2

var[Q,] = E[0:?] - [E[Q4]]
1 1

n-—1 n—1

Jadi, dapat disimpulkan bahwa

0h (o)

79
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Lampiran 4

80

Tabel percentile ke 0.025 dan 0.975 dari distribusi Q,

n-1 L U n-1 L U
1 0.001 5.02 21 0.490 | 1.69
2 0.025 3.69 22 | 0500 | 1.67
3 0.072 3.12 23 | 0.509 | 1.66
4 0.121 2.78 24 0.517 | 1.64
5 0.166 2.56 25 | 0524 | 1.62
6 0.207 2.40 26 | 0531 | 1.61
7 0.241 2.29 27 | 0541 | 1.60
8 0.273 2.19 28 | 0.546 | 1.59
9 0.300 11 29 | 0552 | 1.58
10 0.325 2.05 30 | 0560 | 1.57
11 0.347 1.99 35 |0.589 | 1.52
12 0.367 1.94 40 | 0.610 | 1.48
13 0.385 1.90 45 | 0.631 | 1.45
14 0.402 1.86 50 | 0.648 | 1.43
15 0.417 1.83 75 0.705 | 1.34
16 0.432 1.80 100 | 0.742 | 1.30
17 0.445 1.78

18 0.457 1.75

19 0.469 1.73

20 0.479 1.71
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