Bab 2

Magnetohidrodinamika

Pada bab ini akan dibahas secara umum persamaan gerak dari plasma yang
dinyatakan oleh persamaan momen dan secara singkat tentang quark dan plasma

quark-gluon.

2.1 Persamaan Gerak Plasma

Plasma didefinisikan sebagai gas yang terdiri dari partikel-partikel bermuatan lis-
trik yang bergerak bebas yaitu elektron dan ion. Plasma terbentuk pada tempera-
tur tinggi ketika elektron-elektron terpisah dari atom netral. Plasma merupakan
fase keempat, dari materi karena memiliki sifat yang berbeda dengan zat padat,
dan fluida ( zat cair dan gas ). Magnetohidrodinamika merupakan cabang ilmu
fisika yang mempelajari interaksi antara plasma dengan medan elektromagnetik.
Persamaan magnetohidrodinamika dinyatakan dengan persamaan momen yang
diturunkan dari persamaan Boltzmann-Vlasov [10]. Untuk plasma yang terdiri

dari satu spesies persamaan momennya didefinisikan :

on
Ain) = 2.1
at—l—V (in) =0 (2.1)
dan
9 GV = p Bt ] x B — 9P (2.2)
(5 + 0 90) =nif e ix B35 |

dimana n, p, dan p, adalah rapat partikel, rapat massa, dan rapat muatan.
adalah kecepatan fluida rata-rata dan j adalah rapat arus. E dan B adalah

medan elektromagnetik total yaitu dari sumber luar dan dari sumber p, dan
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j. Suku terakhir pada persamaan kedua adalah tensor gradien tekanan, dimana
untuk kasus fluida homogen dan isotropik [9] berbentuk :
Z 5pm _ - p nov - u

2
- i 2.
Do, +3 p) +7}V u (2.3)

dimana p adalah tekanan skalar, @ adalah kecepatan medan dan n adalah koefisien
viskositas. Dengan menganggap fluida inkompresibel maka V - 4 = 0 sehingga

persamaan gerak fluidanya menjadi :

(?f[ N _,_1 =3 - =4 2 —
E‘l‘(U'V)U—;(pqEJr]XB—Vp—??VU) (2.4)

Untuk plasma yang terdiri dari dua spesies, misalkan ion dan elektron maka

persamaan momen dinyatakan dengan :

anf — -
o + V- (n.u,) =0 (2.5)
0 !

yang merupakan persamaan kekekalan jumlah partikel, dimana elektron bermu-
atan -q bermassa m dan ion bermuatan q bermassa M. Dengan mengabaikan

koefisien viskositas maka persamaan gerak masing-masing fluida dapat dituliskan

5:5 + (te - V)up = - (—qneE — Ny, X B — Vpe) (2.7)
au7+(* V)] L ( E+qnui; x B—V ) (2.8)
— + (uy - Vuy = n nyu — .
It I I Mn, qnp qnruy br

medan elektromagnetik E dan B ditentukan dari persamaan maxwell dengan

rapat muatan p, dan rapat arus j diyatakan dengan :

pqg = q(ng—ne) (2.9)
J = qlnpiy — neiy) (2.10)

2.2 Quark dan Plasma Quark-Gluon

Quark

Quark merupakan partikel fundamental penyusun materi. Di alam, quark tidak
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pernah teramati sebagai partikel bebas tetapi selalu terikat bersama dengan qu-
ark yang lain atau dengan antiquark melalui suatu potensial pengikat membentuk
suatu materi yang disebut Hadron. Terdapat dua kombinasi quark yaitu Baryon
dengan kombinasi 3 quark Q@) yaitu proton, netron dan Meson dengan kombi-
nasi QQ yaitu meson. Terdapat 6 jenis quark yaitu u (up), d (down), ¢ (charm),
s (strange), t (top), dan b (bottom). Untuk mematuhi larangan pauli [3], maka
harus terdapat bilangan kuantum tambahan yaitu warna.
Muatan warna pada quark dibedakan menjadi 3 yaitu, r (red), g (green), dan b
(blue), sedangkan anti-quark membawa anti-warna. Seperti halnya interaksi elek-
tromagnetik, interaksi kuat antar quark juga dimediasi oleh suatu partikel boson,
partikel ini disebut gluon yang masing-masing memiliki warna dan anti-warna.
State yang mungkin dari gluon adalah :

rb, 73,3, b7, g7, gb, —5 (17 — bb), & (17 + bb — 297), Z=(r7 + gg + bb)
Berbeda dengan foton yang tidak memiliki muatan, gluon memiliki muatan war-
na sehingga dapat berinteraksi secara kuat dengan sesama gluon. Karena adanya
interaksi kuat antar gluon ini maka seperti halnya kombinasi quark pada hadron,
gluon dapat juga membentuk kombinasi colour singlet, GG dan GGG. Gluon da-
lam kondisi ini disebut Glueball .
Plasma Quark-Gluon
Plasma quark-gluon terbentuk pada tumbukan ultrarelativistik antar ion berat
seperti ion Au atau ion Sn dalam relativistic heavy ion collider di Brokhave na-
tional laboratory. Plasma quark-gluon adalah fase dari Quantum Cromodynamics
(QCD) yang muncul pada suhu dan kerapatan yang sangat tinggi (dalam orde
T. = 170 MeV, atau sekitar 10'3 K). Plasma quark-gluon terdiri dari quark dan
gluon seperti halnya pada hadron. Perbedaan kedua fase QCD ini adalah sebagai
berikut : pada hadron setiap quark dalam keadaan terikat dengan quark lain
atau dengan anti-quark (confined). Sedangkan pada plasma quark-gluon quark
dan anti quark tidak terikat membentuk hadron (de-confined) dan bergerak be-
bas pada suatu volume bersuhu tinggi yang disebut fireball.
Kenapa disebut plasma ?
Telah dijelaskan sebelumnya bahwa plasma adalah fluida yang terdiri dari partikel-

partikel bermuatan listrik yang saling berinteraksi satu sama lain dan bergerak
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bebas di seluruh volume fluida. Pada plasma quark-gluon, quark dan gluon me-
miliki muatan yaitu warna, dan dapat bergerak bebas di seluruh volume fireball.
Perbedaan keduanya adalah muatan quark merupakan muatan non-Abelian se-

dangkan muatan listrik merupakan muatan abelian.
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Gambar 2.1: Quark dan Gluon pada Hadron. Quark terikat bersama dengan
quark lainnya (confined) dengan kondisi colour-netral membentuk hadron

Gambar 2.2: Quark dan Gluon pada plasma Quark-Gluon. Quark tidak berikatan
membentuk hadron tetapi bergerak bebas pada fireball (deconfined). Fireball
terbentuk pada temperatur diatas 100 MeV, atau sekitar 103K
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Bab 3

Unifikasi Magnetofluida dengan
prinsip Gauge

Pada bab ini dijelaskan unifikasi antara medan fluida dan elektromagnetik untuk
kasus Abelian dan non-Abelian dengan menggunakan teori gauge. Dari unifi-
kasi ini kita akan menurunkan persamaan gerak medan fluida yang berinteraksi
dengan materi dan medan elektromagnetik dalam limit non-relativistik seperti
persamaan gerak pada plasma. Unifikasi dilakukan pada medan fluida Abe-
lian dan diperluas untuk medan fluida non-Abelian. Prosedur yang dilakuk-
an untuk menyatukan kedua interaksi adalah dengan mengerjakan simetri grup

U(l)pp ®U(1)e dan G(n)rp ® G(n)g pada medan materi (boson dan fermion).

3.1 Unifikasi Magnetofluida dengan Teori Gauge
Abelian

Pada fisika partikel teori unifikasi dilakukan dengan menggunakan prinsip perta-
ma ( first principle) yaitu dengan menggunakan pendekatan Lagrangian. Prose-
durnya adalah melakukan transformasi oleh grup tertentu pada medan materi.
Lagrangian dari materi harus invarian terhadap transformasi ini, sebagai konse-
kuensinya maka pada lagrangian akan muncul suku-suku baru yang menunjukkan

interaksi antara materi dengan medan gauge atau interaksi antara sesama medan

gauge.
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Lagrangian density Medan boson

Lagrangian density untuk medan boson dinyatakan dengan :
L =09,00'0* — m*d*® (3.1)

Untuk mengunifikasi medan materi dan medan gauge maka dikerjakan transfor-
masi gauge lokal : U(1)pp ® U(1)g : pada medan materi. Lagrangian materi

harus invarian terhadap transformasi ini :
¢ (x) = U(x)p® ()

' (z) = U (2)py P ()

dimana :
Ulz)p = e

U (@) pay = €@

dengan o (z) dan 3 (z) merupakan sembarang fungsi real . Untuk kasus infinite-
simal transformation e~**) ~ (1 —ia (r)). Pada kasus transformasi gauge global
0"® (z) ditransformasikan seperti @ (z) , tetapi bila dikerjakan transformasi ga-

uge lokal maka akan terdapat suku-suku tambahan :

50 =—ila+p3)d (3.2)

5Ot =i (a + B) P (3.3)

SOMD = —i0'ad — i0"BD — i (a+ B) 9D (3.4)
§OMD* = i0"ad’ + i0"BD" +i (a + B) D (3.5)

Karena terdapat suku tambahan pada bentuk derivatif maka lagrangian £ (®, 0, P)
menjadi tidak invarian terhadap transformasi gauge lokal. Untuk mengatasi hal

ini kita harus menyusun bentuk derivatif yang memiliki sifat transformasi seperti

O (x).
oL oL oL oL
= — * = o= Ly
oL aq)(ScI)Jr aq)*écb + a(aﬂ))é(aﬂ)wr a(a@*)é(ﬁ o) (3.6)
0L = (O, + 0,03) i (D" OHD — D" DY) (3.7)
0L = (0,0 +0,0) J" (3.8)
10
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dimana J* adalah vektor arus empat materi.
Untuk membuat lagrangian invarian terhadap transformasi gauge, maka kita ha-

rus menambah beberapa suku pada lagrangian density.

o Li=—(eA,+9gB,) J*
dimana A, dan B, merupakan medan gauge ( medan elektromagnetik dan

medan fluida ) yang ditransformasikan oleh transformasi gauge sebagai :

1
AN (Zl?) — AM (l’) + gaMOé

By (a) — Bu (o) + ;0.0

dengan e dan g merupakan konstanta kopling yang menentukan kekuatan
interaksi antara medan materi dengan medan gauge. Dengan tambahan

suku ini maka akan didapatkan :
0Ly = — (0, + 0,0) J* — (€A, + gB,)dJ*

0L+ 0Ly = —(eA, + gB,)oJ" (3.9)
0J, =20*® (0" + 0" )
0L +0Ly = —207°® (eA,0Ma + eA 0" B + 9B, 0 a + gB,0"B)
Suku kedua yang harus ditambahkan adalah :

o Lo=(c"A A" + ¢*B,B" + 2egA,B") &*®

0Ly = (2eA,0" 4+ 29B,0" + 2¢9B,0" + 2eA,0") *® (3.10)

Jadi kita dapatkan : 6L+ 0L, + 6Ly =0

L =0,00"d* — m*®*® — (eA, + gB,) J*
+ (e?A, A" + ¢°B,B" + 2egA,B") ®*®

agar memiliki arti fisis maka harus ditambahkan bentuk yang mengandung kua-
dratik dari 0¥ A* dan 0" B* sebagai suku kinetik dari medan gauge. Bentuk skalar
11
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yang memenuhi dan invarian terhadap transformasi gauge ataupun Lorentz ada-

lah sebanding dengan F*F), dan S*”S,,. Dengan :
FH (x) = 0" AY — 9" A* (3.11)
S (x) = "B — 0" B" (3.12)

merupakan tensor kuat medan (field strength tensor).
Kita telah mendapatkan Lagrangian density total yang invarian terhadap tran-

sformasi gauge lokal :

Liotar = 0, P ®* — m*®* P — (eA, + gB,) J*
+ (A, A" + ¢°B,B" + 2egA,B") &*®
1

1
_ZFMVFNV - ZSMVS/JV (313)

Suku-suku pada lagrangian ini menyatakan interaksi dari masing-masing medan.
Untuk mendapatkan bentuk derivatif yang kovarian terhadap transformasi maka

kita definisikan derivatif kovarian :
D,®=0,®+icA,P +1i9B,P (3.14)

sehingga : D, ® (z) — U (z) D, ® (z) dengan derivatif kovarian maka La-
grangian density total dapat dituliskan :
1 1
Liotas = D, ®D*®* — m°O*® — 2 PP — 39" S (3.15)
Persamaan Gerak
Berdasarkan prinsip aksi minimum §S = 0, dengan S = [ d*zL dapat dipe-
roleh persamaan Euler - Lagrange :
oc_oc _
"9(0,0) 00

dengan ¢ adalah sembarang medan.

(3.16)

e Persamaan Gerak Medan Boson
dengan subtitusi Lagrangian density total ke persamaan ( 3.16 ) dan & = &*

maka akan didapat persamaan gerak :

(0,0" + 2ieA"D), + 2igB"d), + ied, A" +igd,B" + m*) ®
— (A, A" + ¢*B,B" + 2egA,B") ® = 0 (3.17)
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e Persamaan Gerak Medan Elektromagnetik
Persamaan gerak Medan elektromagnetik didapatkan dengan mensubtitusi persa-

maan ( 3.13 ) ke dalam persamaan ( 3.16 ) dengan ® = A,, maka akan didapatkan

O, F" =ie (970" — 0" ") — (262A” + QegB”) o P
Dengan menggunakan derivatif kovarian maka bentuk di atas dapat dituliskan :
OE = (3.18)

dengan : J =i (®*D"® — DV d*)

Persamaan di atas analog dengan persamaan Maxwell inhomogen pada elek-
trodinamika klasik. Persamaan diatas juga menjelaskan bahwa medan elektro-
magnetik digenerasi oleh interaksi kedua partikel yang memiliki muatan e, tanpa
kehadiran partikel maka medan elektromagnetik tidak akan muncul. Karena sifat

FM yang antisimetrik maka akan diperoleh :
0,J" =0 (3.19)

yang berarti 7 merupakan besaran yang kekal bila terdapat medan elektromag-
netik.
e Persamaan Gerak Medan Fluida

Dengan cara yang sama kita dapat menurunkan persamaan gerak fluida yang

analog dengan persamaan skalar Maxwell.
0,5 = g9J" (3.20)

dan J = (p,J) Vektor-vektor yang ekuivalen dengan medan listrik dan medan

magnetik adalah vektor R dan vektor Q.

S = (3.21)
SV = —g R (3.22)

dan :

B ope
———<§+VB> (3.23)
R = VxB (3.24)
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Lagrangian density Medan Fermion

Lagrangian untuk medan fermion adalah :

L = —id,by"h — mapa (3.25)

dimana v adalah vektor 4 x 1 v* adalah matrix 4 x 4 | v* = (3, fd), matrix @

dan ﬁ didefinisikan :
- (07 = (1 0
(0 7). 52 -

I adalah matrix satuan 2 x 2 dan o adalah matriks Pauli :

. (0 1\ - (0 =i\ . (1 0
0'1—(1 0),0'2—(7: 0 >,0'3—(0 _1) (327)

Prosedur yang sama kita lakukan seperti pada materi boson yaitu mengerjak-

an transformasi gauge lokal pada lagrangian density, maka kita akan memperoleh:

0 = —i(a+p)

o = i(a+p)
60,0 = i(a+B)0u +i(0.a+0,03)
oL

oL s -
0L = —=6th + 0th—m +8(Dyth) —— e 3.98
0 Y+ w&ﬁ (“‘”)a(am (3.28)

Lagrangian ini tidak invarian terhadap transformasi gauge lokal karena ada tam-
bahan suku 6L = (0,a+ 9,3) J* dimana J* = ") merupakan vektor arus

empat untuk medan fermion. Untuk itu harus ditambahkan suku :

o L1 =—(eA,+gB,) J"

0Ly = — (0,0 + 0,08) J" — (eA, + gB,) 0J"

SL+ 6Ly = — (eA, + gB,)6.J" (3.29)

Karena pada vektor arus empatnya tidak mengandung bentuk derifatif maka

vektor arus empat ini invarian terhadap transformasi gauge lokal, atau 6 J* = 0.
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Dengan penambahan suku kinetik dari kedua medan gauge maka akan didapatkan

lagrangian density total untuk medan fermion :

1

. n n n v 1 v
L = —id vy — mpp — (eA, + gB,) vy — EF“ F., — ZS“ S (3.30)

Derifatif kovariannya dituliskan :
D, = (0, +ied, +igB,) v (3.31)

dalam bentuk derifatif kovarian lagrangian totalnya dapat dituliskan :

1

— — 1
L= —ZDﬂZ/}’y'u'l/) — m'l/}lp - ZFHVF#V — 1

SH S, (3.32)

perbedaan utama dengan lagrangian density medan boson adalah tidak adanya
suku interaksi antara medan elektromagnetik dengan medan fluida.
Persamaan Gerak

Dengan mensubtitusi Lagrangian ke persamaan Euler-Lagrange maka kita

akan memperoleh persamaan gerak untuk masing-masing medan adalah:

[ip— (eA+gB) —mlp = 0 (3.33)
0" = eJ” (3.34)
95" = gJ” (3.35)

3.2 Persamaan Maxwell Magnetofluida
Dari persamaan ( 3.23 ) dan ( 3.24 ) didapatkan :

VR = 0 (3.36)

VxQ = _%_It{ (3.37)

dari persamaan arus kovarian, j¥ = ¢J" dan persamaan gerak magnetofluidanya

ambil v = 0 akan didapatkan :
81510 + 82520 + 03530 =p

sehingga :
V.Q=p (3.38)
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bila kita ambil v =1 :

oSt + 9,571 4 95571 = 5*
_8@1 oR3 B OR? _
ot 8252 XT3
Persamaan Maxwell yang keempat adalah :

0Q .

3.3 Persamaan Gerak Magnetofluida untuk li-
mit non-Relativistik

Dari persamaan gerak untuk magnetofluida 0,S"" = ¢g.J” dengan arus kovarian
0 JV =i (®*D¥® — ®D"®*) untuk materi boson dan J¥ = 97" untuk fermion,
akan didapatkan :
0,S% + 0;8" = gJ"
untuk v = j akan diperoleh :
0,8% + 8;8" = gJ’

0,5% + 0; (GiBj — (9jBi) = gJ’
medan fluida yang digunakan berbentuk :

B = ¢U' (3.40)
¢ adalah besaran pelengkap dimensi yang merepresentasikan distribusi fluida pa-
da sistem dan hanya bergantung oleh temperature , S% = —Q’ = (%%U + ng'y)
dan U" = yv’. Dimana untuk plasma relativistik : ¢ ~ 1+ 2L [5]. Nilai v :
v~1+4 % Dalam bentuk vektor persamaan diatas dapat dituliskan :

0,0~ V2B +V (V.B) = gJ

Dengan menggunakan identitas vektor : V x (V x B) =V <V§> — V2B

-

—80@+V>< (ng) = gJ

2<&S—U+V¢7>+Vxﬁ = gJ

ot \ ot
o (o0 - 5
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Untuk kasus non-relativistik nilai v — 1 dan ¢ — 1, kecuali pada suku V¢r.,
kita akan dapatkan :

2
Viy = V {U__F?Z}

0 |ov v? 5T > .
E{E‘FV{?—Fia}} = gJ—VXw

dengan w = V x ¢ adalah vortisitas.

0 | 0u V2 5T
a{at ¥ Wﬁ}

ov v? 5T _ _
EJFV Vo= = /(gJ—wa)dt

= gJ-Vx3&

dengan menggunakan identitas vektor : 1Vo? = (7.V) 4 @ x (V x ) kita akan

mendapatkan :

ov 5T -

a—?+(ﬁ.V)U+ x @+ Vo= (97 =V x &) dt (3.41)
untuk kasus fluida irotasional V x ¥ = 0 maka akan diperoleh :

ov 5.7 >
n + (0.V) U + V_E =9J (3.42)

dengan : j — fjdt
Bila dianggap T tetap, maka kita akan mendapatkan 2 persamaan gerak magne-

tofluida yang ekuivalen dengan persamaan gerak plasma pada persamaan (2.1)

dan (2.2) : A
> +VJ =0 (3.43)
oo Lz
pris (0.V)U=gJ (3.44)

3.4 Model Magnetofluida dengan medan gauge
non-Abelian

Secara umum lagrangian density dari materi dapat dinyatakan dengan :
1 _
L=(9,9) 0"+ §m¢qﬂ<b + i) (7,0 — my) 1 + V(D) (3.45)

dengan V (®) adalah potensial, misalkan pada teori ®*, V (®) = A (<I>T<I>) dan

1
1
7u adalah matriks Dirac.
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Interaksi antara fluida non-Abelian dengan medan gauge non-Abelian dinya-
takan dengan transformasi gauge lokal : G (n), ® G (n),. Maka medan materi

akan ditransformasikan sebagai :

®— P =cap[—i(a+p)]P (3.46)
= =expl—i(a+B)]y (3.47)

dengan : a = «,71, dan § = B,1,. Medan materi merupakan multiplet n x 1
dengan jumlah elemen n untuk grup Lie dengan dimensi n seperti SU(n), O(n+1)
dll. 7T, adalah generator dari grup Lie yang merupakan matriks Hermitian dan
traceless TI =T, dan TrT, = 0. Generator-generator ini memenuhi relasi komu-
tasi tertutup :

[Tm Tb] = iCabcTc (348)

dengan C,. adalah konstanta struktur antisimetrik dengan C\p. = —Chge. Jumlah
generator dan medan gauge ditentukan oleh dimensi dari grup. Untuk grup SU(n)
atau O(n + 1) memiliki generator sebanyak n?> — 1 dan index a = 1,2,....n% —
1. Lagrangian yang invarian terhadap transformasi gauge lokal diatas dapat
diperoleh dengan memasukkan suku yang mengandung medan gauge A,, dan

medan fluida non-Abelian B,,, dengan sifat transformasi :
1
Aua — A;m = A,ua i g—GauOéa —+ CachébAﬂc (349)
1
Blm - B:m = B,tm + g_Fa,uﬁa i CachbBuc (350)

dengan gr adalah muatan untuk fluida dan g, adalah muatan gauge. Secara

umum lagrangian density materi yang invarian terhadap simetri gauge adalah :

L= £matem' + ‘Ckinetikz + £interaksi (351)
dengan :
1 . 1 uw
£kinetik = _ZSMVG’SG - ZFuuaFa

SW = OBl — "B + grCue B BY
Fi = OMAL — 3 A+ gaCu AL AL

Sedangkan suku-suku interaksi pada Lagrangian density nya adalah :
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e untuk Boson :

'Cint = _gFBuaJéLF - gGAuaJ:G + gg}AgAubq)TTaGTbG’q) +
9 BB @ T Top® + grga Al Bu®' (TuaTor + TyrTuc) ®

e untuk fermion :

ﬁint —= _gFBuaJ(;;F - gGAuaJ,/;G (352)

dengan J! adalah arus materi untuk materi boson dan fermion.

dimana untuk boson dan fermion :

L = —i(0,9'T,x® — ®'T,x0,P)

aboson

‘]Ll;fermian - &VMTan

dengan : X = F,G dan ¢ = ¥'7,. Untuk kasus simetri SUg(n) ® SUs(n) atau
Or(n+1)® Og(n + 1), maka Tr, = Tg, contohnya untuk kasus SU(2) @ SU(2)
maka : Tp, = T, = % dimana 7, adalah matriks pauli, untuk kasus SU(n)r ®
U(1)e generator kedua grup adalah : T, = 1,7,p = % dengan 7, adalah matriks
pauli dan a = 1,2, 3 untuk n = 2 atau untuk n = 3, 1,r = ’\7“ dengan )\, adalah
matriks Gellman dan a = 1,2....8. Lagrangian density untuk materi dapat juga

ditulis dalam bentuk derifatif kovarian sebagai :

_ 1 1
L= (D"®) D, ® + ¢ (iy"D,, — m) v — T SwaSe” = 7HFwa L +V (®) (3.53)
derifatif kovariannya adalah :
DM(I) = 8,;1) + iggAubTbG(I) + igFBMbTbF(I) (354)

Dengan Lagrangian density total ini maka kita akan dapat mempelajari dinamika

fluida non-Abelian beserta interaksinya dengan medan gauge non-Abelian.

Persamaan Gerak Magnetofluida
Persamaan gerak medan magnetofluida dapat diperoleh dari persamaan Euler-

Lagrange dalam bentuk medan B,, :

or or
5 @nB) OBy "
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Dengan mensubtitusi Lagrangian density total ke persamaan Euler-Lagrange

di atas maka akan didapatkan persamaan gerak :
D,S" = gr Ty (3.55)

dengan : S* = ST, dan Jy = Jp1,
D,, adalah derifatif kovarian non-Abelian diperumum yang dapat dinyatakan de-

ngan representasi adjoint :
D, =0, +igc[A,, .| +igr[By,.] (3.56)
Arus kovarian dari materi boson dan fermion didefinisikan sebagai :
T’ = —i[(D"®) T,p® — &', - D" P] (3.57)
Ti = Wy Tart) (3.58)
3.5 Persamaan Gerak Magnetofluida non-Abelian

untuk limit non-Relatisvistik

Dari persamaan (3.55) dan dengan menggunakan kovarian derifatif (3.56), dan

untuk v = 7 maka akan didapatkan :
GMS(’I‘” = 9cCaucAuSt” = grCape BupSt = grJ, (3.59)
0j ij j 0j ij , 9G oj , 9G ij
aosa +ai5a =JgF (ja + C1achob‘Sc + OachibSa + _CabcAobSc + _CabcAibSc )
gr gr

didefinisikan medan @a dan ﬁa :

QF = Sk (3.60)
1 ... ..
RF = —55'“]5” (3.61)
S = clkRk (3.62)
dalam bentuk BF — (BO, §> :
. 0B, ,
Qa == —VBg— 8t _gFCachng (363)
~ | S S
Ra = VxBa+§gFCabCBb><Bc (364)
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medan fluida didefinisikan sebagai :

By = (cm, ¢l7a> (3.65)

7

Ul adalah kecepatan relativistik dari medan fluida (U! = v,v%) dan v, = (1 —
2

V)~ 2 adalah faktor relativistik, sedangkan v, adalah kecepatan spasial. Besaran
¢ adalah medan tambahan berdimensi 1 yang ditambahkan untuk melengkapi
dimensi dan merepresentasikan distribusi dari fluida pada sistem, dan hanya ber-
gantung pada temperatur [5]. Indeks a,b,c menunjukkan aliran fluida pada ruang
internal. Model fluida yang dibuat dinyatakan oleh suku kinematik dan fungsi
distribusi yang terpisah.
dalam bentuk vektor persamaan geraknya dapat dituliskan :
Q.
ot

+vxﬁa = gF(\ﬁL_Cachob@c—i_CabcgbXﬁc_g_cabcAonc+g CabcAbXR )

dengan mensubtitusi medan C? dan R :

8 B

1
E( c‘% o+ 9rCope By B )+ V x (V x B, + gFCachb x B, .) = (3.66)
1 ) aéc et
gF(ja + Cachob(VBc + Ot clm Bm) +
— — 1 — —
CYachb X (V X Bc + §gFCclmBl X B ) 5 CabcAob(VBg +
9B, B ————
clmBleq) Ja CabcAb X (V X Bc + _gFCclmBl X Bm))
ot gr 2

Dengan mensubtitusi medan fluida pada ( 3.65 ) dan pada limit non-relativistik
nilai v — 1, ¢ — 1, kecuali pada suku :V¢ry, = V [ + (b} maka kita akan da-

patkan bentuk vektor dari persamaan gerak non-relativistik Magnetofluida non-

Abelian :
o (95, Vi’ ) 1 L
E ( 8t 5 abcvb) + V x (V X Vg + §gFCabc’Ub X ’Uc) =
- Vo? v,
gF(ja + Cabc( 9 + V(b + —= 8t + gFCclmUl)
1 L Vo?
C1abc'l_})b X (v X gc + §gFCclmvl X 'Um) + g_GCabcAob(
gr 2

v,
ot

— e — 1 — —
+ gFCclmvl) + g_GCabcAb X (v X Ve + §gFCclmvl X Um))
F
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dengan identitas vector : $Vv2 = (0,.V) U,+1, x (V x ,) kita akan dapatkan

o (0u, . S L .
5 < 5; + (U - V)Uy 4 Uy X By + Vo + gFC'abcvb) + (3.67)

\Y Xga:gF |:j:1+ﬁai|
dengan vektor F, adalah :

- . L 0. . . .
Fa — Cabc[((vc : V)Uc + Ve X We + V¢ + —gFCclmUl) + Uy X (Wc +

ot
1 a7,

_gFCclm,Ul X 17m) aF %Aob((ﬁc . V),Uc & 170 X We + qu +
2 gr ot

+
.\, 96 7 - Ny . 1 R
gFCclmvl) aF —Ab X (wc r —ngclmvl X Uy — —V x (Ub X UC))]
gr 2 2
dimana : &, = V X 9, adalah vortisitas. Untuk fluida irotasional &, = 0,d, = 0
, sehingga persamaan gerak magnetofluida non-Abelian menjadi :
0t
ot

Persamaan (3.68) yang telah kita dapatkan adalah persamaan umum untuk

+ (Vo - V)Ua + Vo + grCanctly = gr / dt [j ol inotasion (3.68)

fluida relativistik tak berotasi. Arus j(; muncul akibat adanya materi yang dike-
lilingi dan berinteraksi dengan fluida, sedangkan F, merupakan kontribusi dari
interaksi antar medan fluida atau interaksi medan fluida dengan medan gauge
(A,q). Jadi lagrangian pada persamaan (3.53) dengan medan fluida yang memi-
liki bentuk seperti persamaan (3.65) dapat mendeskripsikan sistem umum yang
terdiri dari fluida relativistik yang berinteraksi dengan medan gauge dan materi.

Untuk kasus non-Abelian maka semua konstanta struktur bernilai nol, dan
indeks internal a,b,c dapat dihilangkan. Sehingga untuk kasus non-Abelian nilai

F, =0 dan persamaan geraknya menjadi :
ov =
a_: +(0.V)T+ Vo= gp/dtj (3.69)

seperti pada persamaan (3.42) yang telah kita dapatkan.

3.6 Aplikasi Unifikasi Magnetofluida non-Abelian
pada Plasma Quark-Gluon

Plasma quark-gluon terdiri dari quark-dan anti quark yang berinteraksi dengan

gluon-gluon dan medan elektromagnetik. Lagrangian sistem ini dinyatakan de-
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ngan simetri gauge SU(3)r @ U(1)g :
1

- . 1. , 4
L =iQQs —msQsQs — 75" Suwa = 7F" Fyw = 9pJuag BY — ajuA”  (3.70)

dimana g diganti dengan q yang merupakan muatan quark. indeks f menunjukk-
an index flavor dari quark yaitu u,d,c,s,t,b. Generator Tr, merupakan matriks
Gell-Mann yang dinyatakan dengan representasi fundamental ’\—2“ (a=1,2,3.....8)
dengan normalisasi :

Tr()\a)\b) = 25ab (371)
Persamaan gerak yang diperoleh dari lagrangian QCD di atas adalah :
L) B gFJS (3.72)

atau dapat dituliskan :
OpE" = grdog + grdpe (3.73)
dengan J, 5Q = QM‘%Q merupakan matrix arus dari materi quark, sedangkan J"

adalah arus dari gluon.
Jt o = CopeBuSE” (3.74)
dengan Ji, = Q7"22Q dan J& = QQ.

Bentuk non-linier pada (3.74) dalam persamaan (3.73) menunjukkan bahwa
medan gluon bertindak sebagai sumber, atau dengan kata lain quanta dari medan
gluon membawa muatan warna tersendiri sehingga tanpa adanya materi dapat
menjadi sumber bagi medannya sendiri.

Secara makroskopik model ini menggambarkan sistem yang terdiri dari fluida
non-Abelian yang disusun oleh sekumpulan gluon ( gluon cloud ) dengan kera-
patan yang besar dan mengelilingi materi ( quark dan anti-quark ) dalam medan
elektromagnetik. Model ini menjelaskan hasil eksperimen dari PHENIX collabo-
ration pada BNL menggunakan RHIC yang menyatakan quark-gluon pada fireball
bersifat seperti fluida. Model ini sangat berbeda dengan model hybridmagneto-
fluid [2, 5] yang memodelkan QGP sebagai aliran fluida yang disusun oleh quark
dan anti-quark yang berinteraksi dengan medan gluon.

Komponen spasial arus fermion adalah : To = Q?’\—; (). Dengan persamaan ( 3.73

) persamaan gerak relativistik QGP adalah :

a((b’VaUa)

ot + V(¢7a) + gFCabc¢27b70'l_fb =Jgr / dt[j + ﬁa] (375)
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Nilai gp ditentukan oleh nilai fine structure dari interaksi kuat g% = 4mway, di-
mana nilai o, bergantung dengan skala energi yang dipakai, contohnya pada T=
200 MeV maka nilai oy diantara 0,2 dan 0,5 dengan g = 1,5 —2,5. Berdasarkan
hasil eksperimen QQGP memiliki kerapatan besar dan viskositas kecil seperti fluida
ideal ( w, = 0 ). Jika kita lihat pada lagrangian QGP, fluida yang disusun oleh
gluon tidak berinteraksi dengan medan elektromagnetik, tetapi quark dan anti-
quark berinteraksi dengan medan elektromagnetik dinyatakan oleh suku terakhir
pada lagrangian.

Pada persamaan gerak ( 3.75 ), kontribusi medan elektromagnetik terdapat pada
F, yang dinyatakan dengan faktor giF ~ \/QE ~ O(107'), dimana nilai muat-

an quark ekuivalen dengan muatan listrik e = /. Jadi dapat disimpulkan

kontribusi gaya elektromagnetik sangat kecil sehingga dapat diabaikan.
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Bab 4

Perhitungan Energi
Magnetofluida berbasis Teori
Gauge

Pada bab ini kita akan menurunkan tensor energi-momentum untuk kasus umum
yaitu dari lagrangian dengan medan non-Abelian. Dengan tensor energi-momentum
tersebut kita dapat memperoleh energi total dan momentum dari sistem magne-
tofluida.

Tensor energi-momentum dapat diperoleh dari prinsip variasi, yaitu dari variasi

aksi :
. oL ,
5S = / 5@ (I))]](S(I)d “[m[a(aﬂcb) [0® + [0,]02]
oL A B
_[78(8#<I>)8” — 518"

Suku pertama pada suku integral permukaan merupakan variasi total dari ® (69),

sedangkan suku kedua didefinisikan sebagai tensor energi-momentum 6* :

oL
- B
or 8(8 CI))& L, & — oL L (4.1)
atau :
oL
Y — Yo — g 4.2
0 8(@(1))8 gL (4.2)

4.1 Energi Plasma non-Abelian

Materi boson

Lagrangian umum dari materi boson dengan interaksi medan gauge dan medan
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fluida non-Abelian adalah :

1 1
L= (D"®)' D,d — ZSaﬁas*gﬁ -7 wa FP — V(D) (4.3)

dengan mensubtitusi lagrangian ini ke (4.2) akan didapatkan :

o = (D) 97 ® + (87 ®) 4P — gpBH IV, — (4.4)
g AL Tl = S9.0°Be — FLOV AL — g*'L

Energi dari sistem adalah komponen ke-00 :

0 = (0°®) 9°® + (8°®)" 9°D — gp By — g A% T —
° O°BY — Fog°AF — L

sehingga :

0% = (8°0)10°® + igp BY(O°PIT,® — O'T,0°P) + ige AL (O°PI T, —
DIT,0°P) + gaAvat + grBoaJ? — ga AL Ap® T, T,® — g% B° B, ®'
T, Ty — grgaAa®Be® (T,T, + TyT,)® + (D;®)'(D;®) + V()

. o 1
—FPOP AL S70°B + TFagaly” + 5 Sapa S5

dengan :

DZ' — 8@ — igGAZTaG i Z.gFBéTaF (45)

bila suku-sukunya dipisahkan :

9()()

materi+interaksi

= (0°9)10°® +igg A°0,P T, — iga A2PT, 0,0 —
106G A0a0,® T, ® + iga Ao ®'T,0,® 4 igp B0, T,® — igpB°®'T,0,0 —
195 BoaOp® T, ® + igp By ® T,0,® — g4 A° Ay ® T, T,® — g%~ B° B,

ST, T,® — grga A2 Bay® (T, Ty + Ty T,)® + (D;®)'(D;®) + V(®)

dengan menambahkan suku-suku berikut pada persamaan diatas maka bentuk

diatas dapat dituliskan dalam bentuk kovarian derifatif :

GRAC AL T, T,® — gA A2 Ay @' T, Ty® + g2 B By ®' T, T,® — g7 BBy ® T, T,® +
9rgcASBu® (T, Ty + TyT,)® — grgaASBap® (T, Ty + TyT,)®
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00
maka suku emateri—i-interaksi

dapat dituliskan sebagai :
zfateri—l—interaksi = DO(I)TDO(I) + 7;ng4oa ((I)TTaDO(I) - DO(I)TT(;(I)) +
i9r Bog (91T, D°® — D°®'T,®) + (D;®)" (D;®)
atau :
ng?ateri+z'ntcraksi - DO@TDO(D + gGAoaJaO + gFBoajU? + (qu))f (DZ(D> (46)
suku untuk medan gauge dan fluidanya adalah :
| co 1
Ogauger fuida = = I70°Aq + 7 Fapa ? = S)0°By +  SapaSy”
dA,
ot

dengan B, adalah medan magnet non-Abelian.

.-y

(B BB B)- 0Ll (m, 1, 0. G.)

dari persamaan (3.63) :

~ aé@ 5 o > o
aQa . W - Qa . (Qa + VB@ + gFCachbBc)

—Ga Qo+ (Qub2) — (V: Gu) B+ giCuc (Cu- By) B
komponen-00 dari tensor energi-momentum dapat dinyatakan :
00 __ o®\T Mo . Z . .
0" = (D°9)' D0 + (D) - (Do) + 5 (B Bt BurBu)+ (A7)
1 — —
4 (Ra~Ra+Qa-Qa> +V(®)+ X
dengan :
X =V (B, A2) = (V+ Ea) A7+ 96Cue( Ea - A) A+ V - (QuB3Y)
_(v : @a)BZ + gFCabc(@a : gb)Bg + gGAoaj; + gFBoajao

dari persamaan gerak :

V- Ea + gGCabc/Tb : Ec = ngaO (48)
V- @a + gFCabcgb : éc = gFj; (49)

bila kita subtitusi ke dalam X maka suku-sukunya saling meniadakan kecuali suku

berikut :
X=V. (EaAg) +V- (éaBg)
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Dengan memilih gauge yang menyatakan A2 = 0 dan B¢ = 0 ketika tidak ada
medan materi, maka integral X terhadap seluruh ruang dapat diabaikan, sehingga
kita akan mendapatkan hamiltonian density yang invarian terhadap transformasi
gauge lokal :

H = / dV'H

dimana :

H = (D°®)ID® + (D®)" - (D®) + =(B, - Bo+ E, - E,) + (4.10)
1 — — — -
Q(Ra . Ra + Qa : Qa) + V((I))

Dengan : D=V - z'ggf_l’aTaG — igpgaTaF

DN | —

Materi Fermion
Lagrangian density untuk fermion yang berinteraksi dengan medan fluida dan

medan gauge non-Abelian secara umum dapat dinyatakan sebagai :

4 — 1 1
L = ipy*" Dyt — miph — =FOFonp — Zks*c,éﬁas*g‘ﬁ (4.11)
Energi-momentum tensornya berbentuk :
Or = iy ¥ ap — kaal’Aﬁ ~ St OB — g™ L (4.12)

komponen ke-00 merupakan Hamiltonian dari sistem dapat dihitung dengan cara

yang sama seperti kasus pada boson, kita akan dapatkan :

(R Ry + Qo - Qa) (4.13)

N =

_ - _ 1 _J
H:—iwﬁ&'D¢+m¢¢+§(Ba-Ba—i-E'a-Ea)—i-

4.2 Energi density QGP

Sistem magnetofluida quark-gluon terdiri dari quark dan anti-quark yang berin-

teraksi dengan gluon. Secara umum rapat energinya dinyatakan dengan :

H = Houark + Hinteraksi + Hgiuon (4.14)
dimana energi quark dinyatakan dengan :

Hauark = —iQBa - 0Q + maQQ
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Suku energi interaksi dan energi gluon tergantung oleh kecepatan gluon. Pada
kecepatan gluon yang tinggi suku energi quark memiliki kontribusi yang kecil
pada energi sistem sehingga dapat diabaikan. Pada kecepatan gluon yang tinggi

akan terbentuk QGP, sehingga rapat energi sistem QGP adalah :

1 — — — —

H:gFJ(;;Bua—i_i(Ra'Ra_'_Qa'Qa) (415)

Energi total QGP adalah H = [dV'H , dimana V adalah volume dari fireball.

dengan kondisi &, = 0 , maka R, dan Cja didefinisikan :

— 1 . o

Ra = §gFCabc¢2fo’chb X Ve

— a’lj’a —

Qa = ;V(QSVQ) i QSV@W - gFCabc¢27b7cvb

suku pertama merupakan energi interaksi antara quark dan gluon sedangkan suku
kedua merupakan energi dari gluon. J¥ adalah arus empat non-Abelian materi

yang dapat dinyatakan dengan :

Tt = e (416)

sehingga :
= — 1 — — — —
H= 9F¢(pq — Vg - Ja) W §(Ra R+ Qq - Qa) (4'17>

dengan a = 1,....8. Kita asumsikan quark dan gluon mengalir hanya pada sumbu
z dengan kecepatan konstan pada fireball, 7, = (0,0,v,) dan J, = (0,0,J,).
Dengan asumsi ini, nilai ﬁa, suku pertama, dan suku kedua dari Cja pada suku

energi gluon dapat diabaikan.
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