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Abstrak

Dipelajari efek temperatur pada persamaan keadaan materi nuklir asimetrik. Per-

hitungan dilakukan dengan menggunakan model nuklir Walecka nonlinier diperu-

mum dengan pendekatan medan rata-rata. Penelitian difokuskan pada studi efek

temperatur pada kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia, dan koeksistensi

fasa. Dan juga membandingkan kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia, dan

koeksistensi fasa menggunakan parameter set yang berbeda pada temperatur ter-

tentu.

Kata kunci: Materi nuklir asimetrik, Model nuklir walecka nonlinier, Pendekatan

medan rata-rata.

Abstract

The temperatur effect in the equation of state of asymetrik nuclear matter are

studied. The Calculation are done by using generalized nonlinear Walecka nuclear

model within mean field approximation. The investigation focus is on the tem-

peratur effect of mechanical stabilty, chemical stability, and phase coexistance.

And then we compare the curves of mechanical stabilty, chemical stability, and

phase coexistance reproduced by different parameter set at finite temperature.

Keywords: Asymetric nuclear matter, Nonlinear Walecka nuclear model, Mean

field approximation
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Hasil eksperimen tumbukan ion berat [7] menunjukan adanya kapasitas panas

yang bernilai negatif. Kapasitas panas yang negatif menunjukan tidak dipenuhinya

syarat kestabilan mekanik dan kimia. Jika syarat tersebut tidak dipenuhi akan

terjadi transisi fasa hingga sistem akan berada pada keadaan lain dimana terda-

pat kesetimbangan fasa.

Tanda-tanda atau bukti-bukti adanya fasa transisi dan koeksistensi fasa pa-

da materi nuklir tidak hanya datang dari eksperimen tumbukan ion berat [7].

Philippe CHOMAZ mengumpulkan hasil-hasil penelitan yang memuat adanya

bukti tersebut. Pada papernya terdapat 13 bukti-bukti adanya fasa transisi cair-

gas. Masing-masing bukti tersebut didiskusikan pada Ref.[8]

Dengan adanya bukti-bukti tersebut, sangat beralasan untuk mempelajari

sifat-sifat termodinamika materi nuklir secara teoritis. Belum ada eksperimen

yang dapat mengekstrak kurva-kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia, dan

koeksistensi fasa. Namun secara teoritis dapat diprediksi bentuk kurva kestabilan

mekanik, kestabilan kimia, dan koeksistensi fasa.

Müller dan Serot [3] meneliti tentang kestabilan mekanik, kestabilan kimia,

dan koeksistensi fasa menggunakan model Walecka yang mengandung suku skalar

nonlinier dan vektor self-interaction. Wang [2] mempelajari hal yang sama tetapi

dengan menggunakan parameter set G1 dan G2. Suku yang terdapat pada pa-

rameter set G1 dan G2 tetapi tidak terdapat pada model Müller dan Serot[3]

yaitu suku campuran antara ω dan φ sampai orde ke dua.

1
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Piekarewicz [9] menunjukan persamaan keadaan menggunakan parameter set

FSUGold lebih dekat dengan hasil eksperimen dibandingkan parameter set NL3.

Namun sebaliknya pada kerapatan tinggi, hubungan massa bintang dengan ra-

diusnya menggunakan parameter set NL3 mempunyai jangkauan yang lebih besar

terhadap hasil observasi dibandingkan dengan FSUGold. Suku pada parameter

set FSUGold yang tidak terdapat pada NL3 yaitu suku ω orde ke empat dan suku

campuran ω dan b orde ke dua.

Raj Kumar [4] memperoleh parameter set1 baru dengan memasukan efek ω self

coupling pada finite nuclei dan neutron stars. Persamaan keadaan menggunakan

parameter set tersebut menunjukan hasil yang lebih stiff dari FSUGold dan lebih

soft dari NL3. Pada kerapatan tinggi, hubungan massa bintang dengan radiusnya

menggunakan parameter set dari Raj Kumar mempunyai jangkauan yang lebih

besar terhadap hasil observasi dibandingkan dengan FSUGold. Jadi parameter

set dari Raj Kumar cukup baik menjelaskan sifat-sifat finite nuclei dan neutron

star.

Penelitian ini akan dipelajari tentang efek temperatur pada kestabilan mekanik,

kestabilan kimia, dan koeksistensi fasa pada materi nuklir seperti yang dilakukan

oleh [3] dan [2], tetapi dengan menggunakan parameter set yang berasal dari Raj

Kumar. Selain itu, kami juga membandingkan kurva kestabilan mekanik, kesta-

bilan kimia, dan koeksistensi fasa dengan menggunakan parameter set diatas dan

dengan parameter set G2.

1.2 Tujuan

Pada penelitian ini bertujuan mempelajari efek temperatur pada kurva kesta-

bilan mekanik, kestabilan kimia, dan koeksistensi fasa menggunakan parameter

set FSUZ00. Dan membandingkan kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia,

dan koeksistensi dua fasa menggunakan parameter set G2, FSUGold, FSUZ00,

FSUZ03, FSUZ06. Nilai-nilai parameter dari tiap model dapat dilihat pada tabel

2.1.

1lihat tabel 2.1

2
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Bab 2

Teori

Pada bab ini dibahas secara singkat teori yang digunakan dalam penelitian ini.

2.1 Model Walecka

Walecka memperkenalkan model sederhana yang umumnya dikenal sebagai quan-

tum hadrodynamik (QHD). Pada model ini, nukleon dianggap berinteraksi melalui

pertukaran medan meson σ, meson ω, dan meson ρ. Dimana meson σ menggam-

barkan interaksi yang atraktif, meson ω menggambarkan interaksi yang repulsif,

dan meson ρ terkait dengan interaksi karena isospin. Medan yang berkaitan de-

ngan interaksi kuat, yaitu:

• Medan neutron dan proton.

• Medan meson skalar φ dari meson σ, dipasangkan dengan kerapatan skalar

ψ̄ψ sebagai sumber interaksi attraktif dalam bentuk pertukaran meson σ.

• Medan vektor Vµ dari meson ω, dipasangkan dengan arus baryon terkon-

sentrasi ψγµψ sebagai sumber interaksi repulsif dalam bentuk pertukaran

meson ω.

• Medan vektor bµ dari meson ρ karena perbedaan jumlah proton dan netron.

Kerapatan Lagrangian dalam model nonlinier ini ditulis :

L = L1 + Lnonlinier, (2.1)

3
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dimana

L1 = −ψ [γµ∂µ − iγµgνVµ +M − gσφ+ igργµτ3bµ]ψ

−1

2
m2

ωV
2
µ − 1

4
F µνFµν −

1

2

[

∂µφ∂
µφ+m2

σφ
2
]

−1

4
ΩµνΩµν −

1

2
m2

ρb
2
µ, (2.2)

dengan,

Fµν = ∂µVν − ∂νVµ dan Ωµν = ∂µbν − ∂νbµ

dan suku nonliniernya adalah

Lnonlinear = −κ3gσm
2
σ

6M
Φ3 − g2

σκ4m
2
σ

24M2
Φ4 +

ζg2
ω

24
V 4

µ (2.3)

−η1gσm
2
ω

2M
ΦV 2

µ − η2g
2
σ

4M
Φ2V 2

µ − ᾱ′
2

2
Φ2b2µ

+
ᾱ′

3V
2
µ

2
b2µ −

ηρgσm
2
ρ

2M
Φb2µ. (2.4)

Untuk mendapatkan persamaan gerak maka perlu disubstitusi ke dalan per-

samaan Euler, yang hasilnya adalah:

−igνψ̄γµψ = −∂µFµν −m2
ωVµ +

ζg2
ω

6
V 3

µ − η1gσm
2
ω

M
ΦVµ (2.5)

−η2g
2
σ

2M
Φ2Vµ + ᾱ′

3Vµb
2
µ,

−gσψ̄ψ = ∂µφ∂
µφ−m2

σφ− κ3gσm
2
σ

2M
Φ2 − g2

σκ4m
2
σ

6M2
Φ3 (2.6)

−η1gσm
2
ω

2M
V 2

µ − η2g
2
σ

2M
ΦV 2

µ −
ηρgσm

2
ρ

2M
b2µ − ᾱ′

2Φb
2
µ,

−ψ
[

γµ

∂

∂xµ

− iγµgνVµ +M − g (φ+ iγµτ3bµ)

]

ψ = 0, (2.7)

−igρψ̄γµτ3ψ = ∂µΩµν −m2
ρbµ −

ηρgσm
2
ρ

M
Φbµ + ᾱ′

3V
2
µ bµ − ᾱ′

2Φ
2bµ. (2.8)

Persamaan 2.5 adalah persamaan Proca dengan arus barion (iψ̄γµψ) sebagai

sumber. Persamaan 2.6 adalah persamaan medan skalar Klein-Gordon dengan

kerapatan Barion (ψ̄ψ) sebagai sumber, sedangkan persamaan 2.7 merupakan

persamaan Dirac.

4
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2.2 Pendekatan Medan Rata-rata

Pendekatan medan rata-rata merupakan salah satu solusi untuk menyederhanakan

dalam mencari solusi persamaan gerak sistem banyak barion. Bayangkan terda-

pat sebuah kotak yang besar dengan volume berisi baryon B. Jika jumlah bari-

on terkonservasi, demikian pula dengan kerapatan ρB ≡ B
V

. Jika ukuran kotak

diperkecil, maka kerapatan barion meningkat, demikian pula bagian sumber pada

sisi kanan persamaan medan meson pada persamaan 2.5, 2.6, dan 2.8. Saat sum-

ber bernilai besar dan timbul beberapa kuanta dapat dicoba untuk mengganti

medan meson dengan medan klasik dan sumber dengan harga ekspetasinya. Ma-

ka pada limit ρB yang besar kita dapat melakukan pendekatan:

φ̂→
〈

φ̂
〉

= φ0,

V̂µ →
〈

V̂µ

〉

= iδµ4V0,

b̂µ →
〈

b̂
〉

= iδµ4b0.

Untuk sistem uniform pada keadaan diam medan klasik φ0 dan V0 bernilai

konstan tidak bergantung ruang dan waktu, sehingga suku yang mengandung

operasi turunan kontribusinya nol.

Lagragian setelah menggunakan pendekatan medan rata-rata menjadi lebih

sederhana, yakni

L = −1

2
m2

σΦ2 − κ3gσm
2
σ

6M
Φ3 − g2

σκ4m
2
σ

24M2
Φ4 +

ζg2
ω

24
V 4

0 +
ξ

24
b4 +

m2
ω

2
V 2

0

+
η1gσm

2
ω

2M
ΦV 2

0 +
η2g

2
σ

4M
Φ2V 2

0 +
m2

ρ

2
b2 +

ηρgσm
2
ρ

2M
Φb2 +

ᾱ′
2

2
Φ2b2

+
ᾱ′

3

2
V 2

0 b
2 + ψ̄

[

iγµ∂µ − γ0gωV0 −M∗ − 1

2
τ3gρb

]

ψ (2.9)

dimana M∗ = M − gσφ. Dari kerapatan Lagragian tersebut diatas dapat dikon-

struksi kerapatan Hamiltonian. Kemudian dapat dicari nilai energi dan tekanan

5
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menggunakan fungsi partisi1, nilai energi dan tekanan yang diperoleh adalah

E =

(

1

2
m2

σΦ2 +
κ3gσm

2
σ

6M
Φ3 +

g2
σκ4m

2
σ

24M2
Φ4 − ζg2

ω

24
V 4

0 − ξ

24
b4 −

m2
ω

2
V 2

0 − η1gσ

2M
ΦV 2

0 − η2g
2
σ

4M
Φ2V 2

0 −
m2

ρ

2
b2 − ηρgσ

2M
Φb2 − ᾱ′

2

2
Φ2b2

− ᾱ
′
3

2
V 2

0 b
2

)

+
γ

(2π)3

∫

d3kE∗(n̄p + np + nn + n̄n)

+gωV0(ρp + ρn) +
gρb

2
(ρp − ρn), (2.10)

p = −
(

1

2
m2

σΦ2 +
κ3gσm

2
σ

6M
Φ3 +

g2
σκ4m

2
σ

24M2
Φ4 − ζg2

ω

24
V 4

0 − ξ

24
b4 −

m2
ω

2
V 2

0 − η1gσ

2M
ΦV 2

0 − η2g
2
σ

4M
Φ2V 2

0 −
m2

ρ

2
b2 − ηρgσ

2M
Φb2 − ᾱ′

2

2
Φ2b2

− ᾱ
′
3

2
V 2

0 b
2

)

+
γ

(2π)3

∫

d3k
1

3

k2

√
k2 +M∗2

(np + n̄p + nn + n̄n) ,

dimana

ρp =
γ

(2π)3

∫

d3k(n̄p + np) dan ρn =
γ

(2π)3

∫

d3k(nn + n̄n), (2.11)

dengan

np =
1

1 + eβ(E∗−µ∗

p)
, n̄p =

1

1 + eβ(E∗+µ∗

p)
,

nn =
1

1 + eβ(E∗−µ∗

p)
, n̄n =

1

1 + eβ(E∗+µ∗

p)
,

dan γ bernilai 2 untuk materi nuklir asimetrik dan bernilai 4 untuk materi nuklir

simetrik.

Pada volume dan jumlah Barion konstan, sistem akan meminimumkan energi
(

∂E
∂φ0

)

B,V
= 0 . Nilai medan klasik φ0 dapat dicari dari syarat tersebut. Dengan

menurunkan persamaan 2.10, diperoleh

gσρs = m2
σφ+

κ3gσm
2
σ

2M
Φ2 +

g2
σκ4m

2
σ

6M2
Φ3 (2.12)

−η1gσm
2
ω

2M
V 2

0 − η2g
2
σ

2M
ΦV 2

0 −
ηρgσm

2
ρ

2M
b2 − ᾱ′

2Φb
2,

1lihat lampiran A untuk penurunan yang lebih detail
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dimana

ρs =
γ

(2π)3

∫

d3k
k2

√
k2 +M∗2

(n̄p + np + nn + n̄n).

Nilai medan klasik V0 dan b0 dapat dicari dengan memasukan persamaan 2.9

ke dalam persamaan Euler-Langrange. Persamaan 2.5 dan 2.8 menjadi

gν (ρn + ρp) = m2
ωV

2
0 +

ζg2
ω

6
V 3

0 +
η1gσm

2
ω

M
ΦV0 (2.13)

+
η2g

2
σ

2M
Φ2V0 + ᾱ′

3V0b
2.

gρ (ρp − ρn) =
ξ

6
b3 +m2

ρb+
ηρgσm

2
ρ

M
Φb+ ᾱ′

3V
2
µ b+ ᾱ′

2Φ
2b. (2.14)

Dengan menentukan nilai temperatur, kerapatan proton, dan kerapatan netron,

persamaan 2.13, 2.14, 2.12, dan 2.11 bisa diselesaikan secara simultan dan dida-

patkan nilai φ0, V0, µn, dan µp. Besaran-besaran makroskopis termodinamik

seperti energi dan tekanan dapat dicari dengan memasukan nilai solusi dari per-

samaan yang dipecahkan secara simultan tadi ke persamaan 2.10 dan 2.11.

Setelah menghitung besaran-besaran termodinamik makroskopis seperti ener-

gi dan tekanan, kemudian dapat dianalisis sifat-sifat termodinamika sistem. Sifat

termodinamika yang dianalisis terdiri dari kestabilan mekanik, kestabilan kimia,

dan koeksistensi fasa cair-gas.

2.3 Parameter Set

Parameter set yang digunakan dapat dilihat pada tabel 2.1. Parameter set FSUG-

old, FSUZ00, FSUZ03, dan FSUZ06 didapat dari [4]. Dan G2 didapat dari [10]

Parameter set FSUZ00, FSUZ03, dan FSUZ06 masing-masing diperoleh dari

fitting parameter-parameter terhadap energi ikat 16,24O, 40,48Ca, 56,78Ni, 88Sr,

90Zr, 100,116,132Sn, 208Pb dan radius 16O, 40,48Ca, 56Ni, 88Sr, 90Zr, 116Sn, 208Pb.

Tiga parameter yang terakhir memberikan prediksi yang lebih baik dibandingkan

FSUGold untuk observabel-observabel bintang neutron [4].
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Tabel 2.1: parameter Set yang digunakan pada penelitian ini.

Parameter G2 FSUGold FSUZ00 FSUZ03 FSUZ06

gσ 10.4956841 10.59217 10.65616 10.76145 11.02412
gω 12.762406 14.30207 13.95799 14.11104 14.66595
gρ 9.48346291 11.76733 14.32687 14.67414 14.52185
κ3 -3.2467 -0.61907 -2.5865 -1.33677 -0.622508
κ4 0.63152 9.7305 -1.85106 3.97542 10.4384
ζ 2.6416 12.2729 0 5.9736 12.9054
η1 -0.64992 0 -0.45596 -0.124248 -0.00585795
η2 0.10975 0 0.43709 0.290749 0.0328313
ᾱ′

2 0 0 0.013501 0.011625 0.015688
ᾱ′

3 0 0.600000 0.014759 0.013598 0.015849
ηρ -0.390 0 -3.743 -4.12942 -3.40541
M 939 939 939 939 939
mσ 495.763 491.500 495.763 500.511 501.370
mω 782.50 782.500 782.500 782.500 782.500
mρ 770.0 763.0 770.0 770.0 770.0

2.4 Termodinamika

Untuk mengetahui konsistensi model nuklir yang digunakan, maka dipelajari sifat

termodinamika sistem berdasarkan model tersebut. Khususnya dipelajari kesta-

bilan sistem dan transisi dari fase cair ke gas pada T 6= 0. Sistem dikatakan

stabil bila ada sedikit gangguan pada sistem maka sistem masih dapat kembali

ke keadaan semula. Kestabilan yang dibahas dalam penelitian ini, adalah kesta-

bilan mekanik dan kimia.

Sistem nukleon yang dipelajari yaitu sistem banyak partikel yang terdiri dari

proton dan netron yang masing-masing diketahui kerapatannya pada temper-

atur tertentu (T 6= 0). Dengan menentukan temperatur, kerapatan proton dan

netron, maka besaran-besaran makroskopis seperti tekanan, energi ikat, bisa di-

hitung dengan memecahkan persamaan self consistent untuk medan nukleon dan

meson. Nilai ρ = ρp + ρn(kerapatan total) dan y = ρp

ρp+ρn
(fraksi proton) akan

menspesifikasikan nilai kerapatan proton dan netron secara unik.
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2.4.1 Kestabilan Mekanik

Kestabilan mekanik2 dikarakteristikan oleh
(

∂P

∂ρ

)

T,y

≥ 0, (2.15)

bila kondisi diatas tidak dipenuhi maka sedikit penambahan densitas akan menye-

babkan turunnya tekanan sistem. Dengan demikian lingkungan akan mempunyai

tekanan yang lebih tinggi dan akan menekan sistem sehingga densitasnya bertam-

bah besar. Hal ini menyebabkan sistem tidak bisa kembali ke keadaan semula,

jadi sistem tidak stabil secara mekanik.

Gambar 2.1 adalah kurva tekanan terhadap kerapatan pada y konstan. Kur-

va tersebut didapat dengan memecahkan persamaan medan-medan meson dan

mensubstitusi solusinya ke persamaan 2.11.

Titik-titik batas kestabilan mekanik merupakan puncak-puncak kurva 2.1.

Dengan mengubah-ubah untuk semua y maka bisa didapat titik-titik batas kesta-

bilan mekanik.

2.4.2 Kestabilan Kimia

Kestabilan kimia3 dikarakteristikan oleh
(

∂µn

∂y

)

T,P

≤ 0 dan

(

∂µp

∂y

)

T,P

≥ 0. (2.16)

Materi akan mengalir dari potensial kimia lebih tinggi ke rendah. Bila kon-

disi diatas tidak dipenuhi, maka sedikit penambahan proton akan menyebabkan

potensial kimia berkurang. Dengan demikian akan lebih banyak proton yang ter-

bentuk. Hal ini menyebabkan sistem tidak bisa kembali ke keadaan semula, jadi

sistem tidak stabil secara kimia.

Gambar 2.2 adalah kurva µn dan µp terhadap y pada tekanan konstan (kurva

isobar). Kurva tersebut didapat dari pertemuan garis horizontal dengan kurva

2.1.

Dari gambar 2.1 terdapat garis horizontal dimana garis tersebut merupakan

titik-titik dengan tekanan konstan. Dari titik-titik pertemuan antara kurva dan

2lihat lampiran B.3.1 untuk lebih jelas
3lihat lampiran B.3.2 untuk lebih jelas
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Gambar 2.1: Kurva tekanan terhadap kerapatan pada y konstan dan pada T=10
MeV

garis dapat dicari nilai µ dan y pada tekanan konstan. Dengan mengubah-ubah

y dan mencari titik-titik pertemuan dengan garis, maka dapat dikonstruksi kurva

µn dan µp terhadap y pada tekanan konstan (kurva isobar) yaitu kurva 2.2.

2.4.3 Koeksistensi Fasa Cair-gas

Koeksistensi4 fasa cair dan gas pada materi nuklir asimetrik memenuhi persamaan

PL
(

T, ρL, yL
)

= PG
(

T, ρG, yG
)

, (2.17)

µL
N

(

T, ρL, yL
)

= µG
N

(

T, ρG, yG
)

, (2.18)

µL
P

(

T, ρL, yL
)

= µG
P

(

T, ρG, yG
)

. (2.19)

Dalam persamaan tersebut terdapat dua buah kerapatan dan dua buah y. Ker-

apatan yang kecil disebut fasa cair dan kerapatan yang besar disebut fasa gas.

4lihat lampiran B.4 untuk lebih jelas
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Gambar 2.2: Kurva tekanan terhadap kerapatan pada y konstan, dan T=10 MeV.

Syarat 2.17, 2.18, dan 2.19 bisa dikonstruksi dari kurva 2.2. Kurva 2.2 adalah

kurva µ terhadap y pada tekanan konstan. Jadi syarat 2.17 sudah terpenuhi.

Jika pada kurva 2.2 dibuat garis horizontal yang memotong kurva di dua titik,

maka garis horizontal tersebut merupakan titik-titik dengan µ yang sama. Syarat

2.18 yaitu µL
N = µG

N didapat dengan membentuk garis horizontal yang memotong

µN di dua titik. Juga syarat 2.19 yaitu µL
p = µG

p didapat dengan membentuk

garis horizontal yang memotong µp di dua titik. Tidak semua garis horizontal

µN dan garis horizontal µP memenuhi syarat 2.18 dan 2.19. Keduannya harus

memotong kurva µn dan µp di y yang sama. Satu-satunya yang mungkin adalah

jika dibentuk kotak dengan tiap-tiap titik sudutnya memotong kurva µ.

Dari gambar 2.2 terlihat kotak yang dibentuk, garis horizontalnya memotong

kurva µ yang bernilai sama dan garis vertikalnya memotong µn dan µp pada

y yang sama. Jadi syarat 2.18 dan 2.19 terpenuhi apabila dapat dibuat kotak

dengan tiap-tiap titik sudutnya memotong kurva µ.
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Jika prosedur diatas dilakukan untuk kurva dengan tekanan yang berbeda-

beda. Maka bisa dibentuk kurva koeksistensi dan fasa atau kurva binodal. Metode

ini disebut konstruksi geometris.
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Bab 3

Hasil dan Pembahasan

Dalam bab ini akan ditampilkan hasil penelitian dan analisis dari tiap-tiap hasil.

Hasil penelitian yaitu berupa grafik kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia,

dan koeksistensi fasa.

Pada hasil ini kerapatan materi nuklir dinyatakan dalam ρ

ρ0

. Dimana ρ0 adalah

kerapatan pada saat rapat energi materi nuklir minimum (y=0.5). Dalam peneli-

tian ini ρ0=0.155 fm−1.

Pertama akan didiskusikan efek temperatur pada kurva kestabilan mekanik,

kestabilan kimia, dan koeksistensi fasa. Kemudian didiskusikan perbandingan

model nuklir untuk kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia, dan koeksistensi

fasa pada temperatur tertentu.

3.1 Kestabilan Mekanik dan Kimia

Efek temperatur pada kestabilan mekanik dapat dilihat pada grafik 3.1. Kur-

va tersebut adalah kurva batas-batas kestabilan mekanik pada temperatur yang

berbeda . Daerah di luar titik-titik gambar merupakan daerah stabil dan daerah

di dalam titik-titik merupakan daerah tidak stabil.

Dengan meningkatnya temperatur, titik-titik kurva menjadi bergeser ke kanan.

Daerah luar kurva menjadi lebih besar dan daerah didalam kurva menjadi lebih

kecil. Jadi meningkatnya temperatur menyebabkan daerah stabil menjadi lebih

besar dan daerah tidak stabil menjadi lebih kecil.

Perhatikan gambar 3.1, misalkan terdapat sistem dengan ρ

ρ0

= 0.3 pada T =

10 MeV, maka sistem dengan fraksi proton lebih besar dari 0.22 merupakan sis-

13

Efek temperatur..., Sandi Wibowo, FMIPA UI, 2009



0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

yfraksi proton

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

/
0

T=10 MeV
T=12 MeV
T=13 MeV

Gambar 3.1: Efek temperatur pada kestabilan mekanik menggunakan parameter
set FSUZ00.

tem yang tidak stabil. Namun bila temperatur sistem menjadi 12 MeV, sistem

dengan ρ

ρ0

= 0.3 menjadi tidak stabil jika fraksi proton lebih besar dari 0.3. Ja-

di dengan meningkatnya temperatur memungkinkan sistem dengan fraksi proton

relatif besar berada pada kesetimbangan mekanik.

Efek temperatur pada kestabilan kimia dapat dilihat pada grafik 3.2. Kurva

tersebut memperlihatkan perilaku yang sama dengan kurva kestabilan mekanik.

Jadi sama seperti analisis kurva kestabilan mekanik, dengan meningkatnya tem-

peratur memungkinkan sistem dengan fraksi proton yang lebih besar menjadi

stabil secara kimia.

Hasil ini sebelumnya pernah dihitung oleh Jun Xu [1] menggunakan model

yang berbeda yaitu momentum-dependent interaction (MDI), momentum-independent

interaction (MID), dan isoscalar momentum-dependent interaction (eMDYI). Hasil-

nya menunjukan bahwa dengan meningkatnya temperatur daerah kestabilan mekanik

menjadi lebih besar dan daerah tidak stabil secara mekanik menjadi kecil. Untuk

kestabilan kimia, hasil Jun Xu menunjukan bahwa dengan meningkatnya temper-
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Gambar 3.2: Efek temperatur pada kestabilan kimia menggunakan parameter set
FSUZ00

atur daerah kestabilan kimia menjadi lebih besar dan tidak stabil secara kimia

menjadi kecil. Jadi perubahan temperatur pada kurva kestabilan mekanik dan

kimia mempunyai efek yang sama menggunakan model FSUZ00, MDI, MID, dan

eMDYI.

3.2 Koeksistensi dua fasa

Efek temperatur pada kurva koeksistensi fasa (binodal) dapat dilihat pada gam-

bar 3.4 dan gambar 3.3. Gambar 3.4 adalah kurva 3 dimensi kurva binodal

terhadap temperatur. Gambar 3.3 adalah kurva kontur binodal terhadap tem-

peratur. Pada gambar 3.4 dan 3.3 terdapat 4 variasi temperatur.

Dari gambar 3.3 dan 3.4 terlihat bahwa dengan meningkatnya temperatur,

luas kurva binodal menjadi lebih kecil. Efek tersebut juga diperlihatkan pada

kurva kestabilan mekanik dan kimia. Jika temperatur terus dinaikan maka luas

kurva binodal akan makin kecil pada suatu saat, yaitu pada temperatur kritis,

tidak terbentuk lagi kurva binodal.
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Gambar 3.3: Efek temperatur pada kurva binodal.

Efek dari luas kurva binodal menjadi lebih kecil mengakibatkan nilai kerap-

atan fasa cair dan fasa gas menjadi lebih dekat. Jika temperatur terus dinaikan

maka nilai kerapatan fasa cair dan gas akan makin dekat hingga suatu saat ker-

apatannya bernilai sama. Dengan kata lain hanya terdapat satu kerapatan saja

atau tidak terjadi koeksistensi fasa karena sistem sudah stabil.

Dari gambar 3.3 terlihat bahwa dengan meningkatnya temperatur kurva bin-

odal bergeser ke kanan. Efek ini berasal dari kurva kestabilan mekanik dan kimia.

Pada kurva kestabilan meningkatnya temperatur membuat kurva batas kestabi-

lan bergeser ke kanan atau dengan kata lain daerah tidak stabil makin kecil.

Jika binodal bergeser ke kanan maka fraksi proton untuk tiap-tiap fase menjadi

lebih besar. Efek ini sama seperti efek temperatur pada kestabilan, yaitu memu-

ngkinkan fraksi proton yang lebih besar menjadi stabil dengan meningkatnya

temperatur.

Hasil ini konsisten dengan hasil yang dihitung menggunakan model Jun Xu [1].

Hasil Jun Xu [1] menunjukan kurva binodal bergeser ke arah fraksi proton yang

lebih besar. Kurva binodal yang dihitung menggunakan model yang dihitung Jun
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Gambar 3.4: Efek temperatur pada kurva binodal.

Xu [1] menunjukan luas yang makin kecil dengan meningkatnya temperatur.

Selain itu, hasil penelitian ini konsisten dengan model yang dihitung Muller

dan Serot [3]. Hasil [3] menunjukan kurva binodal bergeser ke arah fraksi proton

yang lebih besar dan luas kurva yang makin kecil jika temperatur meningkat.

Hasil dari penelitian ini konsisten dengan penelitian lain [1] [3] yang meng-

gunakan model yang berbeda. Jadi perubahan temperatur pada kurva binodal

mempunyai efek yang sama menggunakan model yang dihitung oleh Jun Xu[1],

Muller dan Serot [3].
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3.3 Perbandingan Model Nuklir

Pada subbab ini akan diselidiki perbedaan prediksi akibat perbedaan suku non-

linear yang digunakan. Caranya dengan membandingkan prediksi tiap parameter

set yang ada pada tabel 2.1.

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
/ 0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

L
og

P
(M
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fm

-3
)

FSUGold
FSUZ00
FSUZ03
FSUZ06
G2

Gambar 3.5: Kurva Log P terhadadap kerapatan menggunakan parameter set
yang berbeda.

Gambar 3.5 adalah grafik antara tekanan terhadap kerapatan pada T = 0.

Dari grafik tersebut terlihat bahwa FSUZ00 paling stiff dan FSUGold paling soft.

Gambar 3.6 adalah kurva energi simetri terhadap kerapatan pada T = 0

dengan menggunakan parameter set yang disebut di atas. Pada kerapatan rendah,

kurva energi simetri tidak terlalu berbeda. Pada kerapatan tinggi perbedaan

masing-masing model mulai terlihat jelas. Kurva dari parameter set FSUZ00,

FSUZ03, dan FSUZ06 tidak terlihat perbedaan yang terlalu jauh. Kurva dari

parameter set FSUGold paling soft dibandingkan parameter set lainnya. Kurva

dari parameter set G2 paling stiff diantara parameter set lainnya.

Gambar 3.7 adalah kurva kestabilan mekanik dan kimia menggunakan param-
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Gambar 3.6: Kurva energi simetri T = 10MeV .

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

yfraksi proton

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

/
0

spinodal FSUGold

mekanik
kimia

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

yfraksi proton

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

/
0

spinodal FSUZ003

mekanik
kimia

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

yfraksi proton

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

/
0

spinodal FSUZ00

mekanik
kimia

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

yfraksi proton

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

/
0

spinodal FSUZ006

mekanik
kimia

Gambar 3.7: Spinodal menggunakan parameter set yang berbeda.
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eter set yang berbeda pada T = 10 MeV. Dari gambar 3.7 terlihat bahwa untuk

semua parameter set daerah ketidakstabilan kimia lebih besar dibandingkan da-

erah ketidakstabilan mekanik. Daerah yang stabil secara kimia stabil juga secara

mekanik, tapi tidak sebaliknya.
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Gambar 3.8: Spinodal kimia menggunakan parameter set yang berbeda.

Gambar 3.8 adalah kurva batas kestabilan kimia menggunakan parameter set

yang berbeda. Dari gambar tersebut parameter set FSUZ00, FSUZ03, FSUZ06,

dan FSUGold tidak terlihat perbedaan yang terlalu besar. Perbedaan terlihat

pada parameter set G2.

Gambar 3.9 adalah kurva batas kestabilan mekanik menggunakan parameter

set yang berbeda. Dari gambar 3.9 terlihat bahwa, dengan menggunakan param-

eter set FSUZ06, FSUZ03 dan FSUZ00 berturut-turut daerah kestabilan mekanik

makin besar. Hal ini berarti efek konstanta kopling ω orde ke empat berdampak

cukup signifikan pada kestabilan mekanik.

Gambar 3.10 adalah kurva binodal dengan menggunakan paramater set yang

berbeda. Dari gambar terlihat bahwa kurva binodal menggunakan parameter

set FSUZ00, FSUZ03, dan FSUZ06 tidak terlihat perbedaan yang besar. Kur-
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Gambar 3.9: Spinodal mekanik menggunakan parameter set yang berbeda.

va menggunakan parameter set FSUGold mempunyai titik tekanan kritis yang

paling besar dibandingkan parameter set lainnya. Kurva menggunakan param-

eter set G2 mempunyai titik tekanan kritis yang paling rendah. Fraksi proton

pada tekanan kritis tidak terlalu beda untuk parameter set FSUGold, FSUZ00,

FSUZ03 FSUZ06. Sedangkan pada parameter set G2 fraksi proton pada tekanan

kritis bergeser nilainya menjadi lebih besar. Perbedaan tersebut berhubungan

erat dengan suku isospin nonlinear yang berbeda pada tiap-tiap model.

Informasi tentang efek isospin pada tiap-tiap model didapat pada kurva energi

asimetri. Dari gambar 3.6 terlihat bahwa kurva dengan parameter set FSUZ00,

FSUZ03, dan FSUZ06 tidak terlalu berbeda dan kurva binodalnya tidak juga

menunjukan perbedaan yang jauh. Kurva energi asimetri dengan menggunakan

parameter set FSUGold paling soft diantara parameter set lainnya dan kurva bin-

odalnya pun mempunyai tekanan kritis yang paling tinggi. Kurva energi asimetri

dengan menggunakan parameter set G2 paling stiff diantara parameter set lain-

nya dan kurva binodalnya pun mempunyai tekanan kritis yang paling rendah.

Hasil seperti ini sudah dihitung pada penelitian sebelumnya menggunakan
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Gambar 3.10: Kurva binodal menggunakan beberapa parameter set yang berbe-
da.

model yang berbeda. Jun Xu[1] membandingkan kurva kestabilan mekanik, kesta-

bilan kimia, dan kurva binodal dengan menggunakan model MID, MDI, dan

eMIDY. Dutra [12] membandingkan kurva binodal dengan menggunakan param-

eter set NL3, TM1, TW, SIII, SLy230a, dan PRC45.

Kurva kestabilan mekanik dan kimia menggunakan model yang dihitung Jun

Xu[1] pada T=10 MeV tidak mempunyai perbedaan signifikan. Hal ini konsis-

ten dengan hasil penelitian ini yaitu kurva kestabilan mekanik dan kimia tidak

mempunyai perbedaan jauh dengan menggunakan parameter set dari tabel 2.1.

Perbedaan kurva binodal menggunakan parameter set Dutra[12] berhubun-

gan dengan perbedaan pada kurva energi simetri. Hal ini juga ditunjukan pada

penelitian ini bahwa perbedaan kurva-kurva binodal menggunakan parameter set

dari tabel 2.1 terkait dengan kurva energi simetri yang berbeda.
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Bab 4

Kesimpulan

Dari hasil dan pembahasan bab 3, beberapa hal yang penting dari efek temper-

atur pada kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia, dan koeksistensi fasa yang

disimpulkan sebagai berikut:

• Daerah kestabilan mekanik dan kimia makin besar dengan meningkatnya

temperatur.

• Meningkatnya temperatur memungkinkan sistem dengan fraksi proton yang

lebih besar menjadi stabil.

• Meningkatnya temperatur menggeser kurva binodal ke arah fraksi proton

membesar dan menyebabkan luasnya mengecil.

Penelitian ini membandingkan kurva kestabilan mekanik, kestabilan kimia,

dan koeksistensi fasa pada temperatur tertentu menggunakan parameter set G2,

FSUGold, FSUZ00, FSUZ03, dan FSUZ06. Hal-hal yang penting dari hasil pada

bab 3 yang dapat disimpulkan adalah

• Dari beberapa model yang dicoba, tidak terdapat perbedaan yang signifikan

pada kurva kestabilan mekanik dan kimia.

• Perbedaan kurva binodal pada model yang digunakan berhubungan dengan

efek isospin pada tiap model.
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Lampiran A

A.1 Mendapatkan Hamiltonian

Persamaan keadaan pada T 6= 0 dengan menggunakan model Walecka diperu-

mum. Untuk mendapatkan Hamiltonian, kita mulai dari kerapatan langragian

sebagai berikut :

L = −1

2
m2

σΦ2 − κ3gσm
2
σ

6M
Φ3 − g2

σκ4m
2
σ

24M2
Φ4 +

ζg2
ω

24
V 4

0 +
ξ

24
b4 +

m2
ω

2
V 2

0

+
η1gσm

2
ω

2M
ΦV 2

0 +
η2g

2
σ

4M
Φ2V 2

0 +
m2

ρ

2
b2 +

ηρgσm
2
ρ

2M
Φb2 +

ᾱ′
2

2
Φ2b2

+
ᾱ′

3

2
V 2

0 b
2 + ψ̄

[

iγµ∂µ − γ0gωV0 −M∗ − 1

2
τ3gρb

]

ψ. (A.1)

Dengan menggunakan

∂L
∂ψ̇†

= 0 ;
∂L
∂ψ̇

= −ψ̄γ0,

H =
∂L
∂ψ†

˙̄ψ +
∂L
∂ψ

ψ̇ − L,

diperoleh

H = 0 − iψ̄γ0ψ̇ + iψ̄γ0ψ̇ + ψ̄

[

−iγ0α · ∇ + γ0gωV0 +M∗ +
1

2
τ3gρb

]

ψ

−
(

− 1

2
m2

σΦ2 − κ3gσm
2
σ

6M
Φ3 − g2

σκ4m
2
σ

24M2
Φ4 +

ζg2
ω

24
V 4

0 +
ξ

24
b4

+
m2

ω

2
V 2

0 +
η1gσ

2M
ΦV 2

0 +
η2g

2
σ

4M
Φ2V 2

0 +
m2

ρ

2
b2 +

ηρgσ

2M
Φb2 +

ᾱ′
2

2
Φ2b2 +

ᾱ′
3

2
V 2

0 b
2

)

. (A.2)
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Dimana ψ adalah dublet dalam ruang isospin

ψ =

[

ψp

ψn

]

,

untuk pengkuantisasian, dilakukan pendekatan medan rata-rata sebagai

ψ → ψ̂,

V0 →
〈

V̂0

〉

= V0,

Φ0 →
〈

Φ̂0

〉

= Φ0,

b0 →
〈

b̂0

〉

= b0,

dimana ekspansi ψ̂ dalam operator anhilasi dan kreasi sebagai

ψ̂p =
∑

kλ

[

U (kλ) Âp − V (kλ) B̂†
p

]

,

ψ̂n =
∑

kλ

[

U (kλ) Ân − V (kλ) B̂†
n

]

.

Dari sifat spinor Dirac,

U † (k1)λ1)U (k2λ2) = δk1k2δλ1λ2
,

V † (k1λ1)V (k2λ2) = −δk1k2δλ1λ2
,

dan persamaannya

[−iα · ∇ +M∗]U (kλ) =
(

k2 +M∗2
)

1

2 U (kλ) ,

[−iα · ∇ +M∗]V (kλ) = −
(

k2 +M∗2
)

1

2 V (kλ) ,

maka diperoleh:

ˆ̄ψψ̂ = ρ̂p + ρ̂n,
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dan

ˆ̄ψτ3ψ̂ = ρ̂p − ρ̂n,

dimana untuk proton

ρ̂ =
∑

k

[

Â†
pÂp − B̂†

pB̂p

]

,

dan untuk netron analog, hanya indeks p diganti menjadi indeks n, juga

ˆ̄ψ [−iβα · ∇ +M∗] ψ̂ =
1

V

∑

k

(

k2 +M∗2
)

1

2

[

Â†
pÂp − B̂†

pB̂p

]

+

1

V

∑

k

(

k2 +M∗2
)

1

2

[

Â†
nÂn − B̂†

nB̂n

]

, (A.3)

dengan mensubstitusi pers A.3 kedalam hamiltonian

Ĥ =

(

1

2
m2

σΦ2 +
κ3gσm

2
σ

6M
Φ3 +

g2
σκ4m

2
σ

24M2
Φ4 − ζg2

ω

24
V 4

0 −

ξ

24
b4 − m2

ω

2
V 2

0 − η1gσ

2M
ΦV 2

0 − η2g
2
σ

4M
Φ2V 2

0 −
m2

ρ

2
b2

−ηρgσ

2M
Φb2 − ᾱ′

2

2
Φ2b2 − ᾱ′

3

2
V 2

0 b
2

)

+

gωV0 (ρ̂p + ρ̂n) +
1

2
gρb (ρ̂p − ρ̂n)

1

V

∑

k

(

k2 +M∗2
)

1

2

[

Â†
pÂp − B̂†

pB̂p

]

+

1

V

∑

k

(

k2 +M∗2
)

1

2

[

Â†
nÂn − B̂†

nB̂n

]

.

Jika kita definisikan

D ≡
(

1

2
m2

σΦ2 +
κ3gσm

2
σ

6M
Φ3 +

g2
σκ4m

2
σ

24M2
Φ4 − ζg2

ω

24
V 4

0 −

ξ

24
R4 − m2

ω

2
V 2

0 − η1gσ

2M
ΦV 2

0 − η2g
2
σ

4M
Φ2V 2

0 −
m2

ρ

2
b2

−ηρgσ

2M
Φb2 − ᾱ′

2

2
Φ2b2 − ᾱ′

3

2
V 2

0 b
2

)
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maka operator Hamiltonian dapat ditulis secara ringkas sebagai

Ĥ = D +
1

V

∑

k

(

k2 +M∗2
)

1

2

[

Â†
pÂp − B̂†

pB̂p

]

+

1

V

∑

k

(

k2 +M∗2
)

1

2

[

Â†
nÂn − B̂†

nB̂n

]

+

gωV0 (ρ̂p + ρ̂n) +
1

2
gρb (ρ̂p − ρ̂n) .

A.2 Kerapatan Energi

kemudian kerapatan Hamiltonian digunakan untuk menghitung fungsi partisi

grand canonic sebagai berikut

Zg =
∑

n1...n∞

〈nin̄i | e−β(H−µpBp−µnBn) |nin̄i〉
∑

n1...n∞

〈pip̄i | e−β(H−µpBp−µnBn) |pip̄i〉

= exp{−βVD} ×
∏

i

∑

pi

〈pi | e−β(E∗+gωV0+
1

2
gρb−µp)np |pi〉 ×

∏

i

∑

p̄i

〈p̄i | e−β(E∗+gωV0+
1

2
gρb+µp)np | p̄i〉 ×

∏

i

∑

ni

〈ni | e−β(E∗+gωV0+ 1

2
gρb−µn)nn |ni〉 ×

∏

i

∑

n̄i

〈n̄i | e−β(E∗+gωV0+ 1

2
gρb+µn)nn | n̄i〉 ,

dimana V volume sistem, µp/µn adalah potensial kimia proton/netron. ni/pi,n̄i/p̄i

bilangan okupansi neutron/proton dan antineutron/proton ke i.

Karena tingkat-tingkat energi dari Fermion hanya mungkin terisi 1 atau 0, maka

Zg dapat disederhankan menjadi :

Zg = exp{−βVD} ×
∏

{1 + e−β(E∗−µ∗

p)}
∏

{1 + e−β(E∗+µ∗

p)} ×
∏

{1 + e−β(E∗−µ∗

n)}
∏

{1 + e−β(E∗+µ∗

n)},

dimana efektif potensial kimia µ∗
p dan neutron µ∗

n didefinisikan sebagai :

µ∗
p = µp − gωV0 −

1

2
gρb µ∗

n = µn − gωV0 −
1

2
gρb,
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Dari sini kita peroleh potensial termodinamika sebagai

Ω =
−1

β
lnZg

= VD +
−1

β

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

p)) +
−1

β

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

p))

−1

β

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

n)) +
−1

β

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

n)). (A.4)

Sehingga kerapatan energi dapat dihitung sebagai berikut:

E =
∂ (βΩ)

V ∂β
+ µpρρ + µnρn,

sedangkan

∂ (βΩ)

∂β
= VD +

∑

np

(

E∗ − µ∗
p

)

+
∑

n̄p(E
∗ + µ∗

p) +

∑

np(E
∗ − µ∗

p) +
∑

n̄p(E
∗ + µ∗

p).

dimana ρp = 1
V

∑

(np−n̄p) dan ρn = 1
V

∑

(nn−n̄n) sedangkan distribusi fermi

untu p,n dan antipartikelnya adalah:

np =
1

1 + eβ(E∗−µ∗

p)
n̄p =

1

1 + eβ(E∗+µ∗

p)
,

nn =
1

1 + eβ(E∗−µ∗

p)
n̄n =

1

1 + eβ(E∗+µ∗

p)
.
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Sehingga diperoleh kerapatan energi E sebagai

E = D +
1

V

∑

np(E
∗ − µ∗

p + µp) +
1

V

∑

n̄p(E
∗ − µ∗

p − µp) +

1

V

∑

nn(E∗ − µ∗
n + µn) +

1

V

∑

n̄n(E∗ − µ∗
n − µn)

= D +
γ

(2π)3

∫

d3kE∗(n̄p + np + nn + n̄n) +

γ

(2π)3

∫

d3k
gρb

2

(

(np − n̄p) − (nn − n̄n)
)

+

γ

(2π)3

∫

d3kgωV0

(

(np − n̄p) + (nn − n̄n)
)

= D +
γ

(2π)3

∫

d3kE∗(n̄p + np + nn + n̄n)

+gωV0(ρp + ρn) +
gρb

2
(ρp − ρn)

=

(

1

2
m2

σΦ2 +
κ3gσm

2
σ

6M
Φ3 +

g2
σκ4m

2
σ

24M2
Φ4 − ζg2

ω

24
V 4

0 − ξ

24
b4 −

m2
ω

2
V 2

0 − η1gσ

2M
ΦV 2

0 − η2g
2
σ

4M
Φ2V 2

0 −
m2

ρ

2
b2 − ηρgσ

2M
Φb2 − ᾱ′

2

2
Φ2b2

− ᾱ
′
3

2
V 2

0 b
2

)

+
γ

(2π)3

∫

d3kE∗(n̄p + np + nn + n̄n)

+gωV0(ρp + ρn) +
gρb

2
(ρp − ρn). (A.5)

A.3 Tekanan

Tekanan dapat dihitung melalui relasi sebagai berikut,

p = −Ω

V

= −D +
1

βV

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

p)) +
1

βV

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

p)) + (A.6)

1

βV

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

n)) +
1

βV

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

n))

= −D +
γ

β (2π)3

∫

d3k ln(1 + e−β(E∗−µ∗

p)) +

γ

β (2π)3

∫

d3k ln(1 + e−β(E∗+µ∗

p)) +

γ

β (2π)3

∫

d3k ln(1 + e−β(E∗−µ∗

n)) +

γ

β (2π)3

∫

d3k ln(1 + e−β(E∗+µ∗

n)). (A.7)
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Dengan menyederhanakan integrasi I =
∫

k2dkdΩ ln
(

1 + e−β(E∗−µ∗

p)
)

dengan in-

tegrasi partial

dV = k2dk,

V =
1

3
k3,

U = ln
(

1 + e−β(E∗−µ∗

p)
)

,

dU =
e−β(E∗−µ∗

p)

1 + e−β(E∗−µ∗

p)

βk√
k2 +M∗2

dk

= −np

βk√
k2 +M∗2

dk,

dan

I =

[

1

3
k3 ln

(

1 + e−β(E∗−µ∗

p)
)

]∞

0

+

∫

1

3
k3np

βk√
k2 +M∗2

dkdΩ,

juga bisa dibuktikan bahwa
[

1
3
k3 ln

(

1 + e−β(E∗−µ∗

p)
)]∞

0
= 0, maka

I =

∫

1

3
k2np

β√
k2 +M∗2

d3k.

Sehingga tekanan p dapat ditulis sebagai:

p = −D +
γ

(2π)3

∫

1

3
k2np

1√
k2 +M∗2

d3k +

γ

(2π)3

∫

1

3
k2n̄p

1√
k2 +M∗2

d3k +

γ

(2π)3

∫

1

3
k2nn

1√
k2 +M∗2

d3k +

γ

(2π)3

∫

1

3
k2n̄n

1√
k2 +M∗2

d3k

= −D +
γ

(2π)3

∫

d3k
1

3

k2

√
k2 +M∗2

(np + n̄p + nn + n̄n) . (A.8)

A.4 Entropi

Entropi density didapat dari S = S
V

= − 1
V

(

∂Ω
∂T

)
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∂Ω

∂T
= 0 +

−kb

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

p)) − kb

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

p))

−kb

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

n)) − kb

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

n))

− 1

β

∑ e−β(E∗−µ∗

p)

1 + e−β(E∗−µ∗

p)

(

E∗ − µ∗
p

) 1

kbT 2

− 1

β

∑ e−β(E∗+µ∗

p)

1 + e−β(E∗+µ∗

p)

(

E∗ + µ∗
p

) 1

kbT 2

− 1

β

∑ e−β(E∗−µ∗

n)

1 + e−β(E∗−µ∗

n)
(E∗ − µ∗

n)
1

kbT 2
− 1

β

∑ e−β(E∗+µ∗

n)

1 + e−β(E∗+µ∗

n)
(E∗ + µ∗

n)
1

kbT 2

= −kb

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

p)) − kb

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

p))

−kb

∑

ln(1 + e−β(E∗−µ∗

n)) − kb

∑

ln(1 + e−β(E∗+µ∗

n))

−
∑

np

(

E∗ − µ∗
p

)

kbβ −
∑

n̄p

(

E∗ + µ∗
p

)

kbβ

−
∑

nn (E∗ − µ∗
n) kbβ −

∑

n̄n (E∗ + µ∗
n) kbβ

4 suku pertama terdapat pada persamaan A.6 dan 4 suku lainnya terdapat pada

persamaan A.5. Maka persamaan di atas dapat disederhanakan menggunakan

cara penyederhanaan persamaan A.6 dan A.5

∂Ω

∂T
= −kb

γV

(2π)3

∫

d3k
1

3

k2

√
k2 +M∗2

(np + n̄p + nn + n̄n)

− γV

(2π)3

∫

d3knp

(

E∗ − µ∗
p

)

kbβ − γV

(2π)3

∫

d3kn̄p

(

E∗ + µ∗
p

)

kbβ

− γV

(2π)3

∫

d3knn (E∗ − µ∗
n) kbβ − γV

(2π)3

∫

d3kn̄n (E∗ + µ∗
n) kbβ,

sehingga

S = −∂Ω
∂T

= kb

γ

(2π)3

∫

d3k
1

3

k2

√
k2 +M∗2

(np + n̄p + nn + n̄n)

+
γ

(2π)3

∫

d3knp

(

E∗ − µ∗
p

)

kbβ +
γ

(2π)3

∫

d3kn̄p

(

E∗ + µ∗
p

)

kbβ

+
γ

(2π)3

∫

d3knn (E∗ − µ∗
n) kbβ +

γ

(2π)3

∫

d3kn̄n (E∗ + µ∗
n) kbβ.
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Lampiran B

Termodinamika

B.1 Kesetimbangan

Misalkan ada sistem tertutup yang terdiri dari 2 buah subsistem. Tiap subsistem

dapat terjadi perpindahan panas, perubahan volume, dan aliran partikel dari

subsistem 1 ke subsistem 2. Entropi sistemnya adalah.

dS =
1

T (1)
dU (1) +

P (1)

T (1)
dV (1) − µ(1)

T (1)
dN (1) +

1

T (2)
dU (2)

+
P (2)

T (2)
dV (2) − µ(2)

T (2)
dN (2), (B.1)

apabila jumlah energi, volume dan jumlah partikel dalam kedua sistem konstan,

maka

dU (2) = −dU (1),

dN (2) = −dN (1),

dV (2) = −dV (1),

Sehingga,

dS =

(

1

T (1)
− 1

T (2)

)

dU (1)+

(

P (1)

T (1)
− P (2)

T (2)

)

dV (1)−
(

µ(1)

T (1)
− µ(2)

T (2)

)

dN (1), (B.2)

keadaan setimbang dipenuhi jika dS = 0, dan karena dU , dV , dan dN adalah
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variabel saling bebas, maka keadaan setimbang akan dipenuhi jika dan hanya jika

1

T 1
=

1

T 2
,

P 1

T 1
=

P 2

T 2
,

µ1

T 1
=

µ2

T 2
.

Jadi keadaan setimbang tercapai bila potensial kimia, tekanan, temperatur kedua

sistem bernilai sama.

B.2 Potensial Kimia

Arah aliran materi bisa dianalisis dengan melihat persamaan B.2 . Pada T dan

P yang konstan dengan persamaan sebagai

dS =
µ(2) − µ(1)

T
dN (1), (B.3)

jika µ(2) lebih besar dari µ(1), dN (1) akan positif karena dS harus selalu positif.

dN (1) positif menyatakan materi sistem 1 bertambah atau lebih besar. Jadi materi

akan bergerak dari potensial kimia lebih besar ke lebih rendah.

B.3 Kestabilan

Proses termodinamika selalu diikuti oleh bertambahnya entropi. Maka suatu

sistem yang dikarakteristikan oleh persamaan fundamental entropi akan berada

pada titik stabil bila nilai entropi total setelah terjadi proses lebih kecil daripada

sebelum proses.

Misal ada suatu sistem terdiri dari 2 subsistem yang masing-masing mempun-

yai nilai entropi S. Misalkan terjadi proses subsistem 1 mengembang dan subsis-

tem 2 menyusut. Maka sistem akan stabil bila total entropi subsistem 1 yang

mengembang ditambah subsistem 2 yang menyusut lebih kecil nilainya diband-

ingkan total entropi tiap subsistem sebelum terjadi proses. Secara matematis hal
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ini dapat dinyatakan sebagai [6]

S1 (U, V + ∆V,Ni) + S2 (U, V − ∆V,Ni) ≤ 2S (U, V,Ni) ,

untuk ∆V → 0,
∂2S

∂V 2
≤ 0. (B.4)

Dengan kata lain, sistem stabil bila entropi sistem merupakan fungsi konkaf

(cekung ke bawah) atau fungsi mempunyai gradien dengan nilai negatif. Untuk

proses dengan melibatkan 2 variabel, misalkan sistem 2 jenis partikel dimana

terjadi aliran partikel. Kriteria entropi sebagai fungsi konkaf (cekung ke bawah),

secara matematis disyaratkan,

∂2S

∂N2
1

≤ 0 dan
∂2S

∂N2
2

≤ 0,

∂2S

∂N2
1

∂2S

∂N2
2

− ∂2S

∂N1N2

∂2S

∂N2N1

> 0. (B.5)

B.3.1 Kestabilan Mekanik

Sistem dikatakan stabil secara mekanik, jika terjadi perubahan volume sis-

tem maka sistem akan kembali ke keadaan awal. Untuk mengetahui kestabilan

mekanik, maka hanya perlu diketahui fluktuasi perubahan entropi terhadap pe-

rubahan volume saja. Dari persamaan fundamental entropi

dS =
1

T
dU +

P

T
dV − µ1

T
dN1 −

µ2

T
dN2 (B.6)

Berdasarkan syarat stabil persamaan B.4, Maka untuk mengetahui kondisi sta-

bilitas mekanik perlu dievaluasi turunan kedua entropi terhadap volume.

d2S =
∂P

∂V

∣

∣

T,N
≤ 0

jika dinyatakan dalam densitas, dimana densitas berbanding terbalik terhadap

volume, maka kriterianya dapat ditulis sebagai

∂P

∂ρ

∣

∣

T,N
≥ 0. (B.7)
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B.3.2 Kestabilan Kimia

Sistem dikatakan stabil secara kimia, jika tidak terjadi lagi perubahan jumlah

partikel pada sistem. Untuk mengetahui kestabilan kimia, maka perlu diketahui

hanya fluktuasi atau perubahan entropi terhadap perubahan jumlah partikel-

nya. Dari persamaan fundamental entropi B.6, perlu dievaluasi turunan kedua

entropi terhadap jumlah partikel. Untuk sistem dengan 2 jenis partikel maka

syarat entropi konkaf dipenuhi jika :

∂2S

∂N2
1

< 0, dan
∂2S

∂N2
2

< 0, (B.8)

∂2S

∂N2
1

∂2S

∂N2
2

− ∂2S

∂N1N2

∂2S

∂N2N1

> 0,

sehingga dengan menggunakan persamaan B.6 didapat,

∂µ1

∂N1

> 0, dan
∂µ2

∂N2

> 0, (B.9)

∂µ1

∂N1

∂µ2

∂N2

− ∂µ1

∂N2

∂µ2

∂N1

> 0. (B.10)

Untuk kasus khusus dimana,

N1 +N2 = konstan,

dN1 = −dN2 dan dN2 = −dN1.

Dengan mensubstitusi dN1 ke persamaan B.6 maka diperoleh

dS =
1

T
dU +

P

T
dV −

(

−µ1

T
+
µ2

T

)

dN2,

kemudian dengan mensubstitusikan syarat B.7 didapat

∂2S

∂N2
2

=
∂µ1

∂N2

− ∂µ2

∂N2

< 0,

∂µ1

∂N2
<
∂µ2

∂N2
. (B.11)

Begitu juga bila kita mensubstitusi dN2 ke persamaan B.6,

dS =
1

T
dU +

P

T
dV −

(µ1

T
− µ2

T

)

dN1,

sehingga

∂2S

∂N2
1

= − ∂µ1

∂N1
+
∂µ2

∂N1
< 0,

∂µ2

∂N1
<
∂µ1

∂N1
. (B.12)
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Bila kondisi B.10 dan B.11 terpenuhi, maka kondisi B.9 juga terpenuhi . Dengan

demikian untuk kasus khusus dimana N1 + N2 =konstan, kondisi B.9 secara

otomatis terpenuhi. Jadi syarat kestabilan kimia adalah

∂µ1

∂N1
> 0 dan

∂µ2

∂N2
> 0

atau
∂µ1

∂ρ1

> 0 dan
∂µ2

∂ρ2

> 0.

B.4 Kondisi Gibbs

Syarat dimana fasa dapat exist bersama-sama dapat dikarakteristikan berdasarkan

fungsi Gibbs. Misal suatu sistem terdiri dari 2 partikel dan masing-masing mem-

punyai fase cair dan gas, maka fungsi Gibbs bisa ditulis

G = NL
1 g

L
1 +NG

1 g
G
1 +NL

2 g
L
2 +NG

2 g
G
2 , (B.13)

NL
1 +NG

1 = konstant, dan NL
2 +NG

2 = konstant, (B.14)

dimana N adalah jumlah molekul dan g adalah fungsi Gibss per molekul. Syarat

sistem stabil berdasarkan fungsi Gibbs adalah fungsi Gibbs harus minimum.

dG = gL
1 dN

L
1 + gG

1 dN
G
1 + gL

2 dN
L
2 + gG

2 dN
G
2 = 0,

(gL
1 − gG

1 )dNL
1 = 0,

(gL
2 − gG

2 )dNL
2 = 0,

karena dNL
1 = −dNG

1 dan dNL
2 = −dNG

2 . Jadi kondisi yang dibutuhkan untuk

fasa dapat exist bersama sama yaitu gL
1 = gG

1 dan gL
2 = gG

2

Misalkan gL
1 < gG

1 dan gL
2 < gG

2 , maka fungsi Gibbs menjadi

G = NL
1 g

L
1 +NL

2 g
L
2 , (B.15)

karena sistem stabil jika fungsi Gibbs minimum. Dalam kasus ini tidak terjadi fase

yang exist bersama-sama, karena fungsi Gibbs minimum bila semua partikel yang

berfasa gas berubah menjadi fasa liquid. Jadi syarat terjadinya sistem dengan

beda fase yaitu gL
1 = gG

1 dan gL
2 = gG

2 .
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Dari relasi fungsi Gibbs yaitu

dG = −SdT + V dP +
∑

i

µiNi

maka dapat kita simpulkan

µi =

(

∂G

∂Ni

)

T,P

,

µi = gi.

Jadi syarat sistem 2 jenis partikel dengan pada fasa yang berbeda berada dalam

kesetimbangan adalah

µL
1 = µG

1 ,

µL
2 = µG

2 ,

T1 = T2,

P1 = P2.
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