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LAMPIRAN

LAMPIRAN 1
Menunjukkan: 8 memaksimumkan L(6) « 6 memaksimumkan In L (6)

Bukti:

(=) karena 8 memaksimumkan L(6) maka
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() Terbukti bahwa jika & memaksimumkan L (&) maka &

memaksimumkan InL(6).

(«) karena 8 memaksimumkan In L (6) maka
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’L(6) 1

067 "L(6) "

’L(6) 1

7 .W.L(0)<O.L(0)
o°L(6
00°

<~

~—

© <0

(€) Terbukti bahwa jika & memaksimumkan InL(¢) maka &

memaksimumkan L(8).

.. Terbukti bahwa 6 memaksimumkan L(6) < 8 memaksimumkan In L (6)

LAMPIRAN 2
Menunjukkan : —log(x) adalah fungsi konveks

Suatu fungsi dikatakan fungsi konveks jika:
Vx,,x, e Domain(f) — untuk 4 €[0,1]
berlaku Af (x,)+(1-2)f(x,) 2 f(Ax, + (1= 1) x,)

Misalkan f(x) = —log(x),

Maka f'(x) = —i

1

Fe) =%

x2

Karena x° selalu bernilai positif, maka f"(x) = >0

xZ
Berdasarkan teorema: “Jika f(x) dapat diturunkan 2 kali dan f"(x) > 0 maka
f (x) adalah fungsi konveks”,

*. Dapat dinyatakan bahwa —log(x) adalah fungsi konveks.
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LAMPIRAN 3

Membuktikan pertidaksamaan Jensen :

“ Jika f adalah fungsi konveks, dan untuk 2, [0,1] sedemikian

sehingga zn:/I, =1, maka berlaku i/lif(x,.) > f(zn:/l,x,j “
i=1

i1 i1
Bukti:

Misalkan f fungsi konveks, maka berdasarkan definisi fungsi konveks,
V x,, X, € Domain(f) , maka untuk 4, €[0,1] berlaku

F(Ax, +(1=2) %, ) S AF (X)) +(1- 2)f(x,).

Pembuktian pertidaksamaan Jensen akan dilakukan dengan induksi
matematika.

e Akan dibuktikan untuk n=2 pertidaksamaan Jensen benar.

Adib: Jika ffungsi konveks dan untuk 4 [0,1] sedemikian sehingga

iz, =1, maka i/l,f(x,) > f(zzli,x,}
i=1 i=1 i=1

Bukti:
2

z/lif(xi) :ﬂif(xl)Jrﬂ“zf(xz)

i=1

= Af (%) +(1-4)f(x,) <—karenazn:/1, =1

i=1

> f( 4% +(1-4) x,) < karena f fungsikonveks
2

> f(z &ix,J
i=1

Jadi, terbukti bahwa untuk n=2 pertidaksamaan Jensen benar.
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e Misalkan pertidaksamaan Jensen benar untuk n.

Berlaku:

Jika f adalah fungsi konveks, dan untuk 7, €[0,1] sedemikian

sehingga » 4, =1, maka berlaku

i=1
n

zz,f(x,)zf(gl,xij

i=1

Af (X)) + 2 (X)) ++ -+ A,F (X)) = F (A%, + A%+ + A, X, )

e Akan dibuktikan untuk n+1 pertidaksamaan Jensen juga benar.

Adib: Jika f fungsi konveks dan untuk 4, € [0,1] sedemikian sehingga

f/l, =1, maka:

i=1

fﬂ,f(x,) > f[fﬂ,x,)
i=1

i=1

Af (X)) + 2oF (X, ) 4+ + A F (X, )+ Ay af (Xoia) = F(AX) H (A%, )+ +F(A,%, )+ F (A1 X,1)
Bukti:

Karena

n
n+l n Z /li

Y=l & di=1-1,¢ L—=1
= =

1_}‘n+l
/11+/12+---+ﬂn_1
1_/1n+1
> ! + % e+ 4 =1
1-4 1-4 1-4
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Maka
f(x)+Af(x,)+-+Af
Af (%) + 2F (%) of )= ! f(x,)+ & f(x,)++ #n f(x,)
1- ﬂ'I’H—l 1- ﬂ’nﬁ-l 1- ;i'n+1 1- ;i’n+1
>f ! X, + % X, +-+ % X,
1- ﬂ“n+1 1- ﬂ“n+1 1- /1n+1
Jadi
ﬂlf(xl)+ﬂzf(x2)+--~+/1nf(xn)Zf A . A X, 4ot A, X,
1- ﬂ’nﬁ-l 1- ﬂ’n+1 1- /?“n+1 1- ﬂ’ml
Kalikan kedua ruas dengan (1- 4,,,) didapatkan:
A
Af (%) + AF (X, ) + -+ A (X, ) = (1= ;t”*l)f[l—ﬂiml X1+1—/1;n+1 X, ++ .+1_/”1n+l xn]
Tambahkan kedua ruas dengan 4,.,f(x,,,):
A (%) + Af (X, )+ + A, F(X,) + Apaf (X,0) = (14, )f{ A v+ iy x}-r/l f(Xp.1)
n n n+1 n+l n+l 1_/1n+1 1 171,”1 2 l'~ - N+l n+l
n+l n A
atau DAF(%) = (1=2,0) F| D =% ||+ Ay (X,0)
i=1 i=1 1_ﬂ’n+1
Karena (1 A1)+ 2y =1 dan f adalah fungsi konveks, maka

berdasarkan definisi fungsi konveks, didapat:

n+l n
Zﬂ’if(x 2 n+1 (zl 2}“ X; j+ﬂ“n+1f( n+1)
i=1 i=1 n+l
> f (1_/1n+1) > 1 /z X; +/1n+1xn+1j
i=1 ="
= f Z(l /1n+1)LX +ﬂ’n+1xn+1}
i=1 1- ﬂ’n+l
= f Z/ﬁtx + A n+lj [f j
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Jadi:

—_
>
N—

\Y

niﬂ,f ,. f(niﬂ,x,]
j i=1

Jadi, terbukti bahwa untuk (n+1) pertidaksamaan Jensen benar.

. Karena untuk n = 2, n, dan (n+1) pertidaksamaan Jensen terbukti benar,

maka dapat disimpulkan pertidaksamaan Jensen benar untuk setiap n.

“Vn, jika f adalah fungsi konveks, dan untuk 4, €[0,1] sedemikian

sehingga Zn:/’t, =1, maka berlaku Zn:/i,f(x,) > f(zn:/l,x,.j “
i=1

i=1 i=1

LAMPIRAN 4
Pembuktian:
Jika u(x) adalah sebarang fungsi dari variabel random X dan u(x) adalah

fungsi konveks, maka berlaku:
E[u(x)]=u(E[X]
Bukti:

Misalkan X adalah variabel random diskret dan f(x) adalah pdf dari X.
Misalkan terdapat n observasi, maka » f(x;)=1.

i=1

Dan:

E[u(x)] = iu(x,).f(x,)
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Jika u(x) adalah fungsi konveks, maka berdasarkan pertidaksamaan Jensen,
E[u(x)] dapat dituliskan menjadi:
E[u(x)] =D u(x,)f(x;)
i=1
> u(i x,.f(x,)}
i=1
u(E[x])

Jadi: E[u(x)]=u(E[x]).

.. Terbukti bahwa Jika u(x) adalah sebarang fungsi dari variabel random X

dan u(x) adalah fungsi konveks, maka berlaku:

Elu(x)]zu(E[X])

LAMPIRAN 5
. Gd 0%l
Menunjukkan: ><0,Vr, dan > <0,VR,, .
a7Z.m klm
Bukti:
2
° 0 l2 <0,Vr,
or,,
K . -y
ol n HPk|myk' (1_Pk|m)
Diketahui bahwa: P T — untuk m=1,2,...M.
T i= ji i
' Z;”snpnsy (1—les)
s= j=
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Atau:
0 [P (1R
= = M K L
0y ﬁmEPklm (1-Py) +§7ZSHPKISV (1-Py)
n K 1y, K 1y, M K
= 1_[Pk|myk (1 Pklm) ”mHqum (1 Pklm) + ZHSHPKISW (1 Pkls
i=1 | k=1 k=1 gjn k=1
Maka:
— ki K ki
B R R T R
ol k=1 k=1
871',"2 R = M K 1y 2
x ;ﬂsEPmm” (1-Pym)
K Vi -y K y 1=y,
( ) lk_!qum (1_Pk|m) lk_!qum (1 Pk|m)
n 1 = &

Il
T
1
=
N
—
=0
3
~
—_—
[EEN
=0
3
SN——
-
=
| . N |
N
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Karena
M K J’k -y
;”slgpk k|m)
K y, 1=y ?
[];;!: Pklm i (l_ Pk|m) j

> pasti selalu positif, maka

pasti bernilai negatif.

n
Dengan perkataan lain, —»°
i=1

.. Jadi, terbukti bahwa

ol

<0.

e —— <0, VPklm
8Pklm
Diketahui:
P (1R 1) (1R R | T TR (1P
o A
— _ ,
aPkm i=1 Z;Z-SHlesyj,-(l Iajls)l)/ji
s=1 j=1

untuk m=1,2,...M;:k=12,... K
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Definisikan:

| Y (1_yki) K Vi (1. -y,
e et

klm

dan
M K ). 1y,
v=2x[IP" (1_les)
s=1 Jj=1
o°l ol uUv-v'u
oP, 7 dihitung dengan: &P, * Ve

Oleh karena itu, perlu dicari U’ dan V'’ terlebih dahulu.

o U

__ Yi (l_yki) £ Vi (q_ =y
U__Pkm, (l—Pmm)Mﬂm 2 Pim (1 lem) }

i 3 Vi 1- i K e £ i

i Vi -1 1=y ~Yii Vi 2 7 Iy
= ykiPklm (1_ Pklm) _(1_ yki)(l_Pklm) Pklm ; J[ﬁmqpﬂm : (1_P/'|'") ]
L j=

J#k

Definisikan:

Up=YPan™" U=y (Ye —)R

Vo= (L-Rn) V=1, (1-Py)

U2 = (1_ yk,' )(1_ Pk|m )_yki ; U2 '= _yki (1_ yki )(1_ Pk|m )*ka -1
v, = Pklmykf ;o V' = ykiPkImyki N
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Maka, U’ didapatkan dengan:

j=1
Jj#k

K i
U'=[(U,'V, +UV,) = (U,'V, + UV, ')][anlemyﬂ (1-P,, )1 & }
Jadi,

(yk,- (Vi ~D P’ “(1=Pum) " + VP (— (1-¥0)(1-Py) ))

_((_yki (1_ Yii )(1_Pk|m )%«. 1)Pk|myki +(1_yki)(1_Pk|m )7% yk,Pk|myH l)

K Vi -y
X ”mgpnm j (1_ an)

Jj#k

Ul:

(yki (yki - 1) Pklmyk, -2 (1— Pklm )l’yki Y, (yk,- _ 1) Pklmyk, -1 (1_ Pklm )—yk,- )

- (yki <yki B 1) (1_ Pk|m )_yki N PkImYki Y (1_ Yii ) (1_ Pklm )7yki Pklmyki l)

K v, 1y,
X ”m[l['Dnm : (1_ P/|m)

2k
Karena yi hanya bernilai 1 atau 0, untuk semua k dan i, maka

Y (¥ =1)=0, ¥y, =0,1. Oleh karena itu, U’ = 0.
V7

Moo Ko Ly,
V=> z]]P" (1-P)
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Definisikan:
U3 — ﬂ-mPkleki : U3 ' ﬂmykiPk|my“ -1
Ly & 7 -y | . Vi Vi 1-yj
Vs = (1_Pk|m) 1—1[Pj|m (1_ Pj|m) V= _(1_}/;«)(1_ Pk|m) l—l[Pj|m (1_ Pj|m)
j= j=

j#k jzk

maka, V' dapat dituliskan sebagai: V'=U,'V, +U,V,".

—V.: K _v.
V'= (ﬂ.mykipklmyk’1 (1_ Pklm )1 . HPJ]myﬂ (1_Pj|m )1 yﬂ]
j=

Jj#k

Vi —Yki K Vi -y
+[7Tmpk|m : [_(1 yk,.)(l— Pk|m) H'Djlm (1_ 'Dnm) U
i

Jj#k

- [7;m—)/m Bom* (1_ P )Hki ﬁ Piim * (1_ Pim )Hﬁ ]

k|lm j=1
Jj#k

kim 2k

T 1—}/,' ki o : " N
_[ﬁpkmy (:I-—'Dklm)1 ' Hlemy (1_ P/'Im)l ' J

T i Vi m 1- i K i Vi
- im—ymHanyﬂ (l_lem)l : J_[?l(_—,:,yk))ﬂpnmy’ (1_Pj|m)1 ' ]

klm

_ Yii . (1_yk/) oS Vi (1. 1y
) PkTm (1_Pkm)JﬂmHij (1 lem)

Latent Class..., Novianti, FMIPA Ul, 2008



57

Jadi:

o2l U'V-V'U

8Pkm2 v?
:O_VZU <« karenaU'=0
V4

N Y ( ki_l) s Vi (1 _ -y
[[Pkll(m (1Pk|m)Jﬂ.m/1Pj|m (1 lem) J

s=1 j=1
Yii (1 yki) K v, 1-y;
3 [Plﬂm (1 Pkm)JﬂmHlem (1 lem) }
2
Yii Yi _1) K 17 1y
[Pmkm (1Pk,m)JﬂmHP”m ) J

selalu bernilai positif,
Karena (

|m
maka - > selalu bernilai negatif
M K 1y,
(Z”SHPHSYJ (1_PJ|S) j
s=1 Jj=1
(> 0).
?l
. terbukti bahwa ><0
km )
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