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LAMPIRAN

LAMPIRAN 1

Bukti Lemma 2.18.

Misalkan matriks A berukuran nxn merupakan matriks definit positif.
Lemma 2.21 akan dibuktikan dengan menggunakan kontradiksi. Andaikan A

merupakan matriks yang singular atau secara ekuivalen, yaitu rank (A) <n.
Akibatnya, kolom A tidak bebas linier sehingga terdapat vektor tidak nol x.,

sedemikian sehingga Ax, =0. Oleh karena itu,

X.' AX, =x," (Ax.)=x."0=0.
Padahal A merupakan matriks definit positif, artinya

x" Ax >0, untuk setiap x #0.
Sedangkan, jika A merupakan matriks singular diperoleh bahwa:

x." Ax. =x."(Ax.)=x."0=0

Berarti kontradiksi dengan pengandaian yang digunakan sehingga

sembarang matriks definit positif adalah nonsingular.

69
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LAMPIRAN 2

Bukti (2.3.2.a), (2.3.2.b), dan (2.3.2.c).

Misalkan a, dinyatakan sebagai entri ke-i dari a danx, sebagai entri

ke-i dari x, sedangkan a, dinyatakan sebagai entri ke-ik dari A. Maka

a'x=>ax dan x" Ax =) a,XxXx,
i ik
Sebagai langkah awal akan didefinisikan:

o [1 jikai=]
ox, |0, jikai# ]

2x;, jikai=k=]
a(x, %) X;, jikak = jtetapii = j

OX; X, Jikai= ] tetapik # ]
0, lainnya.
sehingga diperoleh
ofa x) (Y, ax) ox.
- J = —L=a L2.1
oX. oX. 2.8 ox, 2.1

j j i j

dan

8(X'AX) B a(zi,kawxixk)

OX. OX.

J ]
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( i J+z au i J+Zk¢jajkxjxk+Zi¢j,k¢jaikxixk)

OX;

X ( ) ( ) (X %)
—a” ax ; i +;ajk J iﬂ%ija'ik 6XJ
=2a;X; + Y aX + Y. a;X +0

i#] k#j
—Zau X+ D aX,. (L2.2)
k

Persamaan (L2.1) dapat dibentuk dalam notasi vektor sebagai

71

Sedangkan persamaan (L2.2) dapat dibentuk dalam notasi matriks sebagai:

8(xTAx)

% =(A+AT)x

dengan’ a,x, adalah entri ke-j dari vektor kolom Ax dan Za x, adalah

ij 7N

entri ke-j dari AT x
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LAMPIRAN 3

Bukii (2.3.3.a).

Misalkan L =aF +bG . Elemen ke-is dari L adalah sebagai berikut:
Iis = afis +bgis'

Fungsi f, dan g, continuously differentiable di ¢ sehingga | juga

continuously differentiable di x =c, yakni:

oo oy 00,

oX. OoX.  OX.

] J ]

Oleh karena ol /ox; , of/ox;, dan ag; /0x; masing-masing
merupakan elemen ke-is dari dL/ox; , oF/dx;, dan 6G/dx; , berarti L juga

continuously differentiable di x =c, yaitu:

oL oF 0G
—=a—+b—.
axj axj 6xj
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LAMPIRAN 4

Bukti (2.3.3.b).

Misalkan H = FG . Elemen ke-it dari H adalah sebagai berikut:

q
hit = Z fisgst )
s=1

73

Fungsi f, dan g, continuously differentiable di ¢ sehingga f_g, juga

continuously differentiable di x =c, yakni:

afisgst — f agst _{_%
OX. B OX. OX,

J J ]

9s: -

Oleh karena itu, h, continuously differentiable di x =c atau dapat ditulis

ah't d a( fisgst) < ag _ af
it _ — f —JIst is .
X le X, le e +Z1:axj 9s

] 5=

Oleh karena " f, (g, /ox;) dan Y"' (&f,/ox;)g, masing-masing
adalah elemen ke-it dari F(6G/ox; ) dan (aF/éx;)G ), dapat disimpulkan

bahwa H juga continuously differentiable di x =c, yaitu:

OFG _pdG  oF o
8xj axj 8xj
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LAMPIRAN 5

Bukti (2.3.7.a), (2.3.7.b), dan (2.3.7.c).

Berdasarkan (2.3.3.b), (2.3.4.a), dan (2.3.6.c) didapatkan bahwa

o det(F) o{|Fltr(F oF/ox; )|
OX;0X; - OX;

=|F| tr| F* F | Epr b
OX;OX; oX;  OX,
+|Fltr S
oX OX;
I OF oF oF )]
tr| F* +tr| F— |tr| F'=—
OX;0X; OX; OX;

[ Epa
OX. OX i

dan dengan menggunakan (2.3.3.c) dan (2.3.6.e) didapatkan pula bahwa

oFt O -F(oF/ox,)F ]

OX,0X; - OX;
_ _F_lﬁaF‘l _pt oF 1 aF‘lfF_l
OX; OX; OX;0X; 0X;  OX;
:_Fflﬁ _Fflﬁpfl _Fflipfl
OX; oX OX;0X;
—_ _Fflﬁpfl fpfl
OX; OX;

Penggunaan Metode..., Tri Handhika, FMIPA-UI, 2008



75

—pt P e g P OF
OX;0X; OX; OX;
+F* 9F F* &* F.
OX; OX;

i i

Selanjutnya, berdasarkan (2.3.4.a), (2.3.6.d), dan (2.3.6.e) didapatkan bahwa

o*logdet(F) atr[lr-l(aF/axj )]
OX;0X; - OX,

B =S SR [ PSS
OX,0X; ox  0X

e e e o
OX0X; % OX;
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LAMPIRAN 6

Bukti & memaksimumkan L (&) <> & memaksimumkan InL(8).

Keterangan: 8=(6,,6,....,6,).

Bukti:

(—) Oleh karena @ memaksimumkan L (@), maka:

. aL(o)zo,
a0,
. O,
00,
. 8"(0):0,
00,
2
° 0 L(2 )<0, i:1,2,...,n,
06,

2 2 2 2
p- L) TLO) [TLO)] i1 =12 i% ]
00, 00, 06,00,

Akan ditunjukkan bahwa 6 juga memaksimumkan InL (@), yaitu:
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olnL(8) L)
00,

00, L(8) o6, L(8)

oln L(¢9)_O

00,

od, L(8) o6, L(6)
_oInL(0)

B

2
QJE%GQ<Qi:L2qu

00
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a'nL(0) i[a'”L(é’)J:i L%J

~0°InL(8) &°InL(#) (o*InL(6
-0 of 06,00,

aL(#)
’InL(8) o (oinL(8)) & | oq —
092 oo\ o6 ) 06| L(e) | T

8’L(6) L(e)_aL(a)_aL(e)
_ g 06, a6
) L*(9)

oL(0)

o’L(8) L(a)_aL(a)_aL(a)
o 00, 06,
. L*(6)
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-0y 00’ 06,00,

o _2'nL(8) @*InL(6) _(az In L(@)JZ
o

L
RiE

rL(f)'L(e)aLw)'a(e) 2L(0)_L(0)_8L(0)_8L(0)
| 08 a0, | .

1 |[oL(e) 2L(8) ., oL(8) aL(0))
LA(O){ agiz ’ 'L(0)+[ ' ]

06?

_azaLe(izo).(a;g) _L(g)_aZL(a).EaL(a)J ~L(0)]
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()] &L (&L(9))
e 692 aez 20,00,

L(e) ) L) L) (a(e))
>[2 ( J
(9)

0606, o6, 06, o | a6,

62L

{5 H
1 | &L(9) @L(9) (o°L(8))
TL2(9)| 067 o0& {aaaej]

1 &L () o°L(6) , o OL(6) , .
L3(0){2' 06,00, 'O'O_a—af'(m (0) }

4% {OZL(H)'(’}ZL(O)[82L(0)J2]> L 0o
(9)| 067 00”0606, | |T P (0)

_|_

2 2 2 2
~p=2nL(e) o InL(0)_(6 '”L(a)] 50, i=12,...nj=L12,....n,i#]

06>  00; 06,00,

Dengan perkataan lain terbukti bahwa @ juga memaksimumkan InL(8).
(«)Oleh karena & memaksimumkan InL(8), maka

. oln L(a):

00,

. oln L(G):

00,
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oln L(6?)_0

00,

n

2
° LL(O)<O, i:1,2,...,n,
06?

2 2 2 2
. p_ZML(O) L) FINLO)) 6 iys  njot2..nizi
26 o0 26,00

Akan ditunjukkan bahwa @ juga memaksimumkan L (&), yaitu:
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o — 7=
06,
ae) _,
00,
° GZL( )<0 i=12
007 ’
L(6)
aZL(o)_a( a0 j
06> 06,
aInL
ae( )
_ 6InL(0)+L( ).azlnL(e)
ae a0 00?
1 (oL(e)) o InL(6)
:TG)' 5—9.j +L(6’)-a—6i2
1 [fae)Y .. a%inL(9)
‘L<e>'_[ )L }
1 > d*InL(0)
_m{(o) +L1%(6)- o7 }
~L(6) 82'2;2(0) L(8)-0=0

Penggunaan Metode..., Tri Handhika, FMIPA-UI, 2008



83

2 2 2 ?
. p 2L(e) o L(6’)_{a '—(9)] >0,i=12,...,nj=12,...,n,i#]

00 = 00 | 2900,
2 2
2’L(8) [a;(j)] +L2(9)'a|2;_2(0)
= =121
o0 L(6)
2
oL(6 2InL (6
2 { ag )J ") aez( )
0 L(a)_ i j J—12 r
06; L(9) =42
L) 2L(O), 2 () & INLLO)
e.0)_a % O 12 =12
06000, L(0) A=12,..nj=12..,

o TL(0) FL(6) _[azl_(a)j2

06! 561.2 006,00,

[MJZE(Q).M@ [aLw)lezw)_azInL(e)

L o8, 06; 00; 067
- L(6) L(6)
8L(0)_8L(0)+L2(0).62In L(6))
06, 06, 0600, | . : -
— A=12,....n,J=12,....,n,i# ]
L(6)
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1 .[(GL(G).OL(G)2+L4(0).82InL(a).azlnL(e)Jr
067 00°

i j i

N Lz(e)'[aL(a) 2InL(o) Lz(e)'LaL(G)J 2’ L(a)}

00, 00? 00. 007

J ] i

L? (6) 00, 00, 06,00, 00, 06,00,

1 _HaL(a).aL(a)]2 N L4(0).(az In |_(9)J2 . Lz(a).aL(o) 0L(9) &I L(a)]
_L(9)
)

002 00? 86,00,

'[az InL(8) &InL(9) _(02 In L(e)ﬂ

00, 6z9j2 00. 06?

j i

.[(aL(e)T 3 InL(e) +(8L(9)J2 FinL(6)

—2.

oL(6) oL(8) &*InL(e)
00, 86, 0006,

()| EINL(O) FInL(8) (InL(8))
-L(6) 002 008 | 0606,

&*InL(6 ?InL(6 ?InL(6
+l-{(0)2-7()+(0)2.7()_2.0.0. ae_ag()_ )}
J i j

_ Lz(a)‘{az InL(#) & In L(é?)_[a2 In L(Q)H> o

007 86’12 06,00,

2 2 2 2
p-TLO) TLO) {ZLO) | o ii1p 12,0z
067 06" | 0606,

Dengan perkataan lain, terbukti bahwa 6 juga memaksimumkan L(8).
Terbukti bahwa @ memaksimumkan L(8)<«> & memaksimumkan In L(a),

0=(6,6,,....6,).

n

Penggunaan Metode..., Tri Handhika, FMIPA-UI, 2008



85

LAMPIRAN 7
Metode Newton-Raphson.

Misalkan & adalah vektor dari g-buah parameter yang tidak diketahui, yaitu

8=(5,,8,....5,) , 1(8) adalah fungsi log-likelihood dari vektor 8. s(3)

q

adalah vektor turunan parsial pertama dari () dengan elemen

al(3)
SO (8) %50
26,

ol(d
5;(8)=0l(8)/06;,j=0.1,...,q, yaitu s(8) = 81(58) = (y

5,(8)

H(8) menyatakan matriks turunan parsial kedua dari () dengan elemen

, Sedangkan

_1(3)
05,00,

Hi (8) 1,k=0,1...,0.

H(S):as(a):(as(s) os(3) @J

08" 95, = 06, a5,
05,(8) 05,(8) 05,(8)) (o°1(8) o%(d) 0°1(8)
a5, a9, a5, 05, 00,06, 05,00,
0s,(8) 0s.(8)  os(3)| | &U(8) o%(3) o%1(3)
=| 05, 00, 05, |=| 05,06, 05 06,06,
05,(8) 0s,(8)  0s,(3)| | &%(8) ©°I(8) o%1(8)
05, 9, a6, 05,08, 96,00, o6,
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Hoo H01 HOq
_ H10 H11 qu
HqO qu qu

Dengan menggunakan Metode Newton-Raphson akan dicari taksiran

dari 8 yang merupakan penyelesaian dari 3(8) = 0. Jika diberikan taksiran

awal dari &, yaitu 5, maka dapat diperoleh pendekatan Deret Taylor Orde

Pertama dari vektor s(3) sekitar & =8, yaitu:

(3)

A 0s(3) ~ 2 A
s(8)~s(8)+ Sy—0s) ) + 5= ) o+ —2 (5, -5"
( ) ( ) 06, 53‘;(0)( v ) 1 5—8@)( T4 ) 00, 58 y )
(5,-5")
<s(8)+ &s(3) 2s(3) 0s(8) (6,-5”)
08, |5g0 08, |50 08, | o :
(8, =51
65,(8) 23,(8)  5,(8)
88, 06, 00,
s,(8)  0s,(8) 2s,(8)
~s(89)+| a5, og e, (5-8)
0s,(8) 0s,(3) s, (8)
85, 06, 05, ). o
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o(8)  o(8) &2 (3)
052 95,05, 86,05,
AE) AB) B
~s(8%)+| 80,05, o] o500, | (8-87)
F1(3) (s) ()
06,05, 05,00, 05, ).
Hoo (6) H01(6) HOq (8)
zs(é(o))+ HlO.(S) Hﬂ'(S) qu.(fi) (8—8(0))
Ho (8) qu(S) " Hg (8) 5-50

atau

w
—

[e7]
~

Q

5(8%)+H(5)(5-57)
dengan

5(8(0)) adalah vektor turunan parsial pertama dari 1(8) dengan elemen

s,(8)=20l(8)/05, dihitung pada 5=5"".

adalah matriks turunan parsial kedua dari I(8) dengan
5=5%

A(5) :
elemen H. (8)=—— dihitung pada & =8 .

k=]

Oleh karena ingin dicari penyelesaian dari s(8) =0, maka dapat ditulis
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0=5(8)~s(8)+H(5)(5-5)
H(8)(8-8)=-s(5").

Jika matriks H(S(O)) nonsingular maka

(6-37)=-(H(3")) "s(6")

0)) (0)
©) _(H(g(m))ls(gm).
Nilai 8 menjadi taksiran baru yang kemudian dinotasikan dengan 59, yaitu:
50 ~§© _(H (g(o)))‘ 3(3(0))

Jika 8% ~ 8 (misalkan

8 —5© H <10°) maka hentikan proses iterasi dan

kemudian ambil 5 sebagai taksiran & . Sebaliknya, lanjutkan iterasi.

Jika diberikan 8, maka dapat diperoleh pendekatan Deret Taylor Orde

Pertama dari vektor s(8) sekitar 8 = 5%, yaitu:

(8) ~s(8)+H(8")(s-5")
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dengan

S(S(l)) adalah vektor turunan parsial pertama dari 1(8) dengan elemen

5;(8)=2l(3)/06; dihitung pada & =89,

H(s(l)) =5 adalah matriks turunan parsial kedua dari |(3) dengan
3-8

o1 (3 5
elemen H,, (5):% dihitung pada & =8".
06,

J
Dengan menyelesaikan 0=5(8)~ 3(8(1>)+ H (8(1) )(5 _8(1>)
diperoleh H (S(” )(8 - S(l)) = —S(S(l) )

Jika matriks H(S(l)) nonsingular maka

(H (3(1)))1 H(80)(5-5%)= _(H (gm))l s(89)

o5} (o) (5"

5=8"-(H (8(”))_1 s(3%).

89

Nilai 8 menjadi taksiran baru yang kemudian dinotasikan dengan 59, yaitu:
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Dengan mengulang langkah yang sama dapat diperoleh taksiran 8%, 8,
dan seterusnya. Secara umum dapat ditentukan taksiran dari & pada iterasi

ke-m+1, yaitu 5™V secara iteratif menggunakan formula:

~ A~

g — §(m —(H (a“”))_1 s(8™);m=01,...

dengan

s(g(m)) adalah vektor turunan parsial pertama dari I(6) dengan elemen

s,(8)=01(8)/0s, dihitung pada §=35".
H(S(m))adalah matriks turunan parsial kedua dari 1(8) dengan elemen

o A
H, (8) :Wf(;?- dihitung pada & =8 .

]

Hentikan proses iterasi jika 5™ ~8™ (misalkan ‘S(m“’ — 5

<10™), lalu

ambil 8™ sebagai taksiran dari & .
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LAMPIRAN 8

Bukti (2.7.3.b).

(—) Diketahui T(y)=c+1"y dan E(T(y))= E(xTa+wa) maka

E(T(y))= E(c+ITy)
—E(c)+E(I"(Xa+Zb+e))
=c+E(I"Xa)+E(1"Zb)+E(I"e)
=c+1"Xa+I"ZE(b)+1"E(e)

=c+1"Xa [karena E(b)=0 dan E(e)=0] (L8.1)
sedangkan

E()J(x+ O)Tb) = E(kTa) or E((oTb)
=A"o+ 0 E(b)

=ATa [karena E(b)=0]. (L8.2)
Oleh karena T(y) unbiased terhadap A"a+ @B, terlihat bahwa persamaan

(L8.1) akan sama dengan (L8.2) jika c=0 dan A" =1"X.

(«) Diketahui bahwa ¢ =0 dan A" =1"X maka

T(y)=c+I'y
=1" (Xa+Zb+e)
=1"Xa+1"Zb+1"e.
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Berikut ini akan dibuktikan bahwa T (y) dapat mengestimasi kombinasi linier

AMa+o B

E(T(y))=E(I"Xa+1"Zb+1"e)
—E(I"Xa)+E(I"2b)+E(I"e)
=1"Xa+1"ZE(b)+1"E(e)

=1"Xa [karena E(b)=0 dan E(e)=0]
=A'a  [karena A" =1"X].

Jadi, terbukti bahwa T (y) unbiased terhadap kombinasi linier AMa+o' .
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa T (y) merupakan penaksir yang linier,

yaitu: T (ay, +by,)=aT (y,)+bT(y,) dengan T(y)=1"y.

T (ay,+by,)=1" (ay, +by,)
=1"ay, +1by,

:a(ITy1)+b(ITy2)
=aT (y,)+bT (y,) (L8.3)

Terlihat dari (L8.3) bahwa T (y) merupakan penaksir yang linier terhadap
kombinasi linier Ao+ ®'B . Oleh karena T (y) merupakan penaksir yang

linier dan unbiased terhadap kombinasi linier A"a.+®'B, maka terbukti bahwa

Ao+@'B dapat diestimasi oleh T(y) .
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LAMPIRAN 9

Bukti (3.1.2).

E(ylb=B)=E(Xa+Zb+e|b=p)
— E(Xo.|b=B)+E(Zb[b=B)+E(e|b=P)
= Xa.+ZP [karena E(e)=0]

Var(y|b:[3):E((y—Xoc—Zb)(y—Xoc—Zlg)T |b=[3)

~E(ee’ [b=B)
=R.

Oleh karena b dan e berdistribusi normal, maka y|b pun berdistribusi

normal atau dari (2.4.b) ditulis sebagai y |b ~ N(Xa + ZB,R) sehingga dari

(2.4.a) pdf-nya adalah sebagai berikut:

1 1 T

=—— ——exp| ——(y=-Xa—ZB) R (y—Xa—-Z

S01P)- i o[-y =Xa-2B) R (y=Xa-2p)|

1 1

=————exp| ——&'R* ]

(2x) R S

=9(e).
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LAMPIRAN 10

Bukti (3.1.3).

InL(a.B;y)=-In(27)" (|G||R|)% —;(aTR’ls+BTG'1B)
——In(27) (G||R])? - (y Xa-Zp) R (y—Xa-2p)+p'G"B)

=-In(27)" (|G||R])™2 —%((yT —a' X' —BTZT)R'l(y—Xa—Z]S)+]3TG'1]3)

=—In(2r) (|GHR[) y RYy-y'"R™Xa -y R'ZB-a' X'Ry +a' X' R*Xa.+a' X' R*ZB

—[3 "Z'RYy +B'Z R Xa+B'Z R ZB+B G B)
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LAMPIRAN 11
Bukti (3.1.4) dan (3.1.5).

Dengan menggunakan (2.1.3.a), (2.3.2.a), dan (2.3.2.b) didapat

olnL(a,B;y)
oo

=0

& —(y'R™X) =XRYy + X'R*Xa.+ (6" X'R*X)" +X'R*Zp+(B'Z'RX) =0
o -X"RYy = X'Ry + X'R™Xa + X'R*™Xa+X'R*ZB + X'R*ZB =0

o 2X"RYy + 2X'R*Xa+2X'R'ZB =0

o X'R'Xa + X'R*ZB = X"Ry

dlnL(a.p;y)
B

=0

= ~(y'R*Z) +(a'X'R'Z) ~Z'RYy +Z'R*Xa+ Z'R'Zp + ('Z'RZ) +GB+(p'G?) =0
& -Z'RYy+Z'RXa-Z'RYy+Z'R*Xa+Z'R*ZB+Z'R'ZB+GB+G'B=0

o 2Z'RYy +2Z'R'Xa+2Z"R*ZB+2G'B =0

& Z'R'Xa+(Z'R'Z+G*)p=2'RYy
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LAMPIRAN 12

Bukti (3.1.6) dan (3.1.7).

Taksiran parameter G dan f dengan asumsi b dan e berdistribusi

normal didapat dengan mengeliminasi p dari (3.1.4) dan (3.1.5), yaitu
mengalikan (3.1.4) dengan I dan mengalikan XTR‘lz(ZTR‘lz+G‘1)7l

dengan (3.1.5), kemudian kedua perkalian tersebut dikurangkan. Hasil

eliminasinya adalah sebagai berikut:
X'RXa-X'R'Z(Z'R'Z+G*) Z'R*Xa=X'R'y - X'R'Z(Z'R'Z+G*) Z'R'y

o X (R'l ~-R'Z(Z'R'Z+ (3'1)‘l ZTR'l)xa = X' (R'l -R'Z(Z'R"Z+ c;-l)‘1 zTR'l)y

sehingga

-1 = -1
d:(XT(R'l—R'lz(ZTR'12+G'1) ZTR'l)X) xT(R'l—R'lz(zTR'lz+G'l) ZTR'l)y
sedangkan

B=(Z'R'Z+G*) Z'R*(y - Xa).
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LAMPIRAN 13

Bukti bahwa W=Q™.

QW = (R +ZGZ' )(R'l -R'Z(Z'R'Z+ G‘l)*l zTR'l)
=RR'-RR'Z(Z'R'Z+G") Z'R*+2GZ'R*~ZGZ'R'Z(Z'R"Z+G*) Z'R?
=1-1Z(Z’R'Z2+G') Z'R*+ZGZ'R*-ZGZ'R'Z(Z'R'Z+G*) Z'R*
=1+2ZGZ'R*-Z(GZ'R*Z+1)(Z'R 'z + G'l)*1 Z'R?
=1+2ZGZ'R*-2G(Z'R"'Z+G")(Z'R'Z+ G'l)*l Z'R?
—1+ZGZ'"R' ~ZGIZ'R"

=1+ZGZ'R"-ZGZ'R™
=1
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LAMPIRAN 14

Bukti bahwa (Z'RZ + (3'1)‘1 Z'R'=GZ'Q".

(ZR'z+GY) 'ZR'=((Z'Rz+G* ’+GzT 1z(zTR-12+G'1)’1—GzTR'lz(zTFe'lz+G'1)’1)ZTR'l

(z'R
((I +GZ'R R'Z+G') ~GZ'R'Z(Z'R'Z+ G'l)’l)zT R?
(

GG1+GZ'R )(zTR-lz + G'l)’1 ~GZ'R'Z(Z'RZ+ G'l)’l)zTR'l

(G G'+Z'R )(ZTR'IZ+G'1)'1—GzTR'lz(zTFe'lz+G‘1)’1)ZTR'1

(G GZ'RZ zTR'lerG'l)‘l)zTR'1

( GZ'R'-GZ'R 1z(zTFe'lz+G-1)’1zTR-1)
G

z" (Rl Rlz(ZTR'12+G’1)_lzTR'1)
GZ'Qt [karena (3.2.1)]
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LAMPIRAN 15

Bukii (3.3.1).

E(y)=E(Xa+Zb+e)
= E(Xa)+E(Zb)+E(e)
=Xa + ZE(b)+E(e)

= Xa [karena E(b)=0 dan E(e)=0]

Var(y)

Il
—_—
—~~

E((v - Xa)(y - Xa)")

Zb+e)(Zb +e)T)

I
m

— o~ — —

Zb+e)(bTZT +eT))
Zbb"Z" + Zbe' +eb'Z" + eeT)
beTzT)+ E(ZbeT)+ E(ebTZT)+ E(eeT)

=7ZGZ" +R [karena E(be’)=E(eb")=0]

=0 [karena Q=R +ZGZ" ]
Oleh karena b dan e berdistribusi normal, maka y pun berdistribusi

normal atau ditulis sebagai y ~ N (Xa,Q) di mana pdf-nya adalah sebagai

berikut:

f(y) exp(—%(y—Xa)T 9'1(5)(y—x(x)}

() [o)
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LAMPIRAN 16

Bukti (3.3.3).

s (a,5)= " L(e8ry) _ a(c_;('”(\ﬂ(s)\)ﬂy— Xa) Q1 (8)(y - xa))j

03, &,
¢ 10In(|Q(3) L 007 (8
s T T Sl Sy
:—;tr[ﬂ'l(s)%f—)}r%(y—Xa)T (Q'l(s)aggéfs)ﬂ'l(fi)](y—Xa)
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LAMPIRAN 17

Bukti (3.3.5).

Akan dicari Y(8) sehingga Scoring Algorithm dapat digunakan. Misalkan

Y, (8) adalah elemen ke-jk dari Y(8), yaitu:

sedangkan Q=

ij (8):_

=-E

Penggunaan Metode...,

&*In L(a,8:y)

Y, (8)=-E|—————
() ( 05,08, J

2Q(3)
dan €, = 58,05, :

0]
00,

]

(¢~ (in(jQ])+ (y - Xa) Q*(y - Xa
7o nlesb-xa) 22 xa)

08,08,

o%c _iazln(|Q|)_£( e o’Q? —a R
06,06, 2 05,00; 2 06,00 ;

2
B P o R s oSN P SRt Y Vo
2 88,35, 8, 35, | 2

2
0t TR 01,1 g1 E 51, 1 8. K2 Ly —Xa)
08,08, 05, 63, 08, 85,

J ]

1

(e, )-r(e'q,e'q,))-5 -
(-0, +a', 070,07 +Q’Q,,07Q, 0% (y - Xa)

. -Q'Q; Q"
(e, )-r(ee, 09, ))-Jtr| (v-xa) | s2'9,0'9, 0" |(y-Xa)
0,070, 07
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_Q—lgz(j'k)g—l
1 ] ) . 1 ] ] .
-E —E(tr(g 1Q(jvk))_tr(g Q0 19(1)))_?“ +Q'Q, Q"0 Q" |(y - Xa)(y - Xa)'

Q70,70 Q"
-0'q,,Q°

_ _ _ _ R - T
=-E| - tr(Q 1Q(jyk))—tr(§2 0,0 1(2(j))+tr +Q'0, 00, 0 |(y - Xa)(y - Xa)
+Q°Q;0°Q, Q"
_Q-lg}(j‘k)g-l
tr Q‘lqj'k)—g'lqk)g'l%ﬁu +Q'1Q(k)§2'1Q(DQ'1 (y—Xa)(y - Xa)'
+Q'Q 00 o

-Q'Q,, Q"+ Q'Q, Q"0 o
+Q70, 070, 0"

=Etr(glg(j‘k)—Q1%919(1.)+(—ng(j,k)g1+ng(k)g1:2(J.)Ql+szlg(j)glqk)gl)g)

Il

|
m
|

\

- %tr [Qlﬂ(j,k) - Q'lﬂ(k)g_lg(i) + ] - ((y e XOL)T )J

i (Q_lgn,m —0 X+ (‘Q'lg(j,k)Q_lQ 0, Q70,07 QlQ(J')Q_lQ(kP_lQ))
r(Q,, -97'q,0'q, -9, ,~Q'Q,0'q, +0'q,0'q, )
tr (Q‘lﬂ( oo )

NI, NP N
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LAMPIRAN 18

Bukti bahwa f(é(y),y) Tetap Unbiased untuk Mengestimasi 7 =A"a+o'p.

Dengan menggunakan (2.7.3.c) dan (2.7.3.d) maka didapatkan

ATa(8,y)-Ala=A"(a(8,y)-a)
27 ((xTQl(s)x)‘l XTQL(8)y (X' (8)X) XTgl(S)Xa)
=AT(X'Q (8)X) T X' (8)(y ~ Xa)

=27 (X'Q(8)X) ' X'Q(8)(Zb +e) (L18.1)

[XqX(xTQl 8)X) X'Q*(8)Xa+2Zb+e
=G (s)zTQ-l(s)(Xa—Xa+(| -X(X'?(8)X)” XTQ‘l(S))(ZbJre))
:G(a)zTQ-l(s)(l-x(xTQ-l(s)x)‘lxTQ-l(a))(Zb+e). (L18.2)

Dengan memisalkan P(8)=1- X(XTQ’l(ES)X)_1 X'Q™(8) maka persamaan

(L18.2) dapat ditulis menjadi
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B(8,y)=G(8)Z"Q*(8)P(8)(Zb +e). (L18.3)
Berdasarkan (L18.1) dan (L18.3) maka

B(8(y),y)-ATa-o'b

p
) Q™(3(y))(zb+e)
{

3(y))P(8(y))(Zzb+e)-a'b.

f(S(y) y) t=A"a ( )+w
=T (X" (8())x
A

+0'G(3(y))Z"
Dengan menggunakan (3.4.2) dan memisalkan

(b,e)=A" (XTQ‘l(S(Zb +e))x)1 X'Q*(5(zb+e))(Zb+e)

+0'G(8(Zb +¢))Z7Q ™ (§(2b+e))P(8(Zb+e))(zb +e)

maka f(S(y),y)—t =¢(b,e)-w'b. Berdasarkan (3.4.2) juga didapat

#(-b,—e) =" (X' (§(~(2b +e)))X)_1 X'Q*(8(~(Zb+e)))(-(zb+e))
+mTG(8(—(Zb+e))) Tsz*l(z§(—(2b+e))) (3(=(zb+e)))(~(Zb+e))
= A" (X0 (8(2Zb+e) )1 8(zb-+e))(Zb+e)

~0'G(8(zb+e)) 20 (§( Zb+e)( (Zb+e))(Zb+e)

-1

M} (3(zbre))x) X (8(zb+e))(Zb+e)
| o'e(8(zb+e)) 70t (3 Zb+e) (8(zb+e))(2b+e)
=—¢(b.e)
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sehingga dari (2.8.1.b) diketahui bahwa ¢(b,e) merupakan fungsi ganjil dari
b dan e. Dengan asumsi bahwa b dan e berdistribusi normal (simetris)

dengan mean nol, maka berdasarkan lemma 3.1 ¢(b,e) berdistribusi simetris

di sekitar nol. Dengan demikian E(¢(b,e)) =0 dan

E(7(3(¥),v)-t)=E(¢(bie)-ab)
—E(g(b.e))-E(a'b)
=0-'E(b)

-0
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LAMPIRAN 19

Data llustrasi Penggunaan Metode EBLUP pada General Linear Mixed Model
serta Bentuk Matriks X dan Z.

No. | Location [ Champaign | Sales($)
1 1 3 267.80
2 1 2 248.84
3 1 2 247.89
4 1 2 251.21
5 1 1 276.48
6 2 1 229.77
7 2 1 231.92
8 2 1 232.52
9 2 3 219.36
10 2 3 212.42
11 3 3 181.26
12 3 1 201.34
13 3 2 143.37
14 3 2 144.46
15 3 3 186.87

Penggunaan Metode..., Tri Handhika, FMIPA-UI, 2008

No. [ Location | Champaign | Sales($)
16 4 1 225.26
17 4 1 218.27
18 4 2 181.10
19 4 3 228.91
20 4 3 208.66
21 5 2 198.30
22 5 3 232.66
23 5 2 207.18
24 5 1 237.22
25 5 1 245.47
26 6 2 178.58
27 6 2 170.05
28 6 1 208.67
29 6 2 169.16
30 6 3 185.52
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1
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Pengujian Kenormalan.

LAMPIRAN 20

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnova Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. Statistic df Sig.
SALES .089 30 .200* .978 30 778

*. This is a lower bound of the true significance.

a. Lilliefors Significance Correction

Histogram

Frequency

140.00

Penggunaan Metode..., Tri Handhika, FMIPA-UI, 2008
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Mean = 212.3507
Std. Dev. = 33.67466
N = 30
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Penaksiran Parameter pada General Linear Mixed Model Menggunakan

Software MATLAB 7.0.1.

Editor - D:'\papa'Tugas Akhir'T Aapaan.m

File Edit Ted Deskiop Window Help
O = v & #f,
1 olear;
2 tic:
3 syms 0 dil;
4 X=[001;: 010 010010 10
& 1o00; 100 100:001; 00
= ooil; 1 00; 01 0;010; 00
7 100 100010, 001; OO0
g o10; 001; 010 1 00; 10
Q 010;010; 100; 010; 00
10 ¥ = [267.80; z45.84; 247.89; 251.21:;
11 229.77; 231.9&; 23Z.3532; Z19.36;
12 151.26; 201.34; 143.37; 144.46;
13 225.26; 218.27; 181.10; 228.591;
14 195.30; 232.686; 207.18; 237.22»
15 175.58; 170.05; 205.87; 169.16;
1a Z=[100000; 100000100
17 Ooi10000; 010000 010
15 ool1000001000 001
19 ooo0100;000100: 0000
20 oooo010; 000010000
Z1 ooooo0il1l; 00000 1; OO0
22 delta = [0.01; 0.01]:
23 epsilon = [0.01; 0.01]:
24 err = [1; 1]:
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156,

g7,
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wa

L

LY
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e

L

LY
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'

e

o T e O s Y o Y o Y S

o T o T o Y o Y S o
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R =1 7 .
A=

HIOHZO
e,
-

oo o: -

ooao0;

ooan0o;

10 0;

o10;

oo 1]:
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Zeé R = dO%ewye(30];

27 G = dlvevye (6]

28 O = R 4+ ZFGFE';

29 a_cap = inv (X' *inv(0) *X) ¥ (X' *inv (0) *T) ;

30 diffy(l,:,:) = diff(o, dO):

31 diffg(2,:,:) = diff(<, dl1):

32

33 for j=1:2

34 p = diffy(j,:,:);:

35 p = reshape(p, 30, 30):

36 303) = —1/2%crace(inv Q) *pl + 1/2% (¥ - Lta cap)'¥...
37 [imw (O] *p*inw (0] ) * (Y-X%a cap);

=] for k=1:2

39 g = diffyik,:,:1;

40 f = reshape (g, 30, 30):

41 Lij, k) = 1/2%trace((inv (O] *p) * (inwv(O) *g)):
4z end

43 encd

45 while normierr,inf) >= epsilon

46 n3 = sub=s(3, {d0, 41}, {deltail), delta(Z) ):
47 nL = subs(L, {do, dil}, {delta(l), deltaiz)}):
45

49 del = delta;

50 delta = del + inwvinL) *n3':

51

52 err = asbs(delta - del):

53 end

55 = delta(l) *eye (30) ;

R
=1 G = deltal(2) feve 6]
57 O =R + Z%G%Z':

58 a cap = inv (X' Finw(0) ¥E) * (X' *inw (O] *T)
59 b _map = GF2'#inv (0] * (T - Z*a cap)

&0 ¥ cap = E¥a cap + Z¥h cap

61 T - ¥ _cap

G2 L = toc;

63 fprintf('WMaktu: %£', t):

takziranmamatn = MAMAM = cobam = apaantm =

=cript Ln 1 Cal
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Tabel Perbandingan antara y dan y.

111

Sales dari Data Sales dari Taksiran
267.80 271.979
248.84 2445921
247.89 2445921
251.21 2445921
276.48 283.512
229.77 229.8142
231.92 229.8142
232.52 229.8142
219.36 218.2811
212.42 218.2811
181.26 180.5283
201.34 192.0614
143.37 153.1415
144.46 153.1415
186.87 180.5283
225.26 224.8945
218.27 224.8945
181.10 185.9746
228.91 213.3615
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208.66 213.3615
198.30 202.9899
232.66 230.3768
207.18 202.9899
237.22 241.9098
245.47 241.9098
178.58 169.3754
170.05 169.3754
208.67 208.2953
169.16 169.3754
185.52 196.7623
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Tabel Error.

Error

-4.179

4.2479

3.2979

6.6179

-7.032

-0.0442

2.1058

2.7058

1.0789

-5.8611

0.7317

9.2786

-9.7715

-8.6815

6.3417
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Error

0.3655

-6.6245

-4.8746

15.5485

-4.7015

-4.6899

2.2832

4.1901

-4.6898

3.5602

9.2046

0.6746

0.3747

-0.2154

-11.2423
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