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ABSTRAK 

 

Nama              : Aini Suri Talita 

Program Studi: Matematika 

Judul               : Ciri-ciri Polinomial Permutasi atas Finite Field 

 

Polinomial atas finite field ܨܩሺݍሻ memiliki aplikasi yang cukup luas mencakup area 
seperti coding theory, cryptography, combinatoric, konstruksi dari error-correcting 
codes maupun teknologi terkini seperti telepon seluler CDMA. Area-area tersebut 
sering menggunakan suatu polinomial dengan sifat khusus yang disebut polinomial 
permutasi. Polinomial ݂ atas finite field ܨܩሺݍሻ merupakan polinomial permutasi jika 
pemetaan ݂: ሻݍሺܨܩ ՜  ሻ adalah pemetaan satu-satu. Pada tugas akhir ini akanݍሺܨܩ
dibahas ciri-ciri dari suatu polinomial atas finite field ܨܩሺݍሻ sehingga menjadi 
polinomial permutasi. Hingga saat ini, belum didapatkan suatu ciri-ciri umum yang 
berlaku untuk sembarang polinomial atas finite field sehingga polinomial tersebut 
menjadi polinomial permutasi. Akan tetapi, untuk beberapa polinomial telah 
didapatkan ciri-cirinya agar menjadi polinomial permutasi atas finite field. 

 

Kata kunci: 

Finite field, polinomial, polinomial permutasi 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Finite field maupun polinomial atas finite field memiliki aplikasi yang cukup luas 

sehingga menarik untuk dibahas.  

Aplikasi tersebut mencakup area seperti coding theory, cryptography, combinatoric, 

konstruksi dari error-correcting codes maupun teknologi terkini seperti telepon 

seluler CDMA (Blake et al. 1-4). 

Area-area di atas sering melibatkan suatu polinomial atas finite field dengan sifat 

khusus yang disebut polinomial permutasi. 

Polinomial ݂ atas finite field ܨܩሺݍሻ merupakan polinomial permutasi jika pemetaan 

݂: ሻݍሺܨܩ ՜   .ሻ adalah pemetaan satu-satu (Mollin and Small 535)ݍሺܨܩ

Suatu polinomial yang merupakan polinomial permutasi di suatu finite field belum 

tentu merupakan polinomial permutasi di finite field yang lain. Sebagai contoh, 

݂ሺݔሻ ൌ ଶ merupakan polinomial permutasi pada Ժଶ karena ݂ሺሾ0ሿଶሻݔ ൌ ሾ0ሿଶ dan 

݂ሺሾ1ሿଶሻ ൌ ሾ1ሿଶ. Namun, ݂ሺݔሻ ൌ  ଶ bukan polinomial permutasi pada Ժଷ, karenaݔ

݂ሺሾ1ሿଷሻ ൌ ሾ1ሿଷ ൌ ݂ሺሾ2ሿଷሻ. 

Polinomial permutasi atas finite field memiliki beberapa aplikasi khusus seperti 

modular enciphering dan Imai-Matsumoto system yang berkaitan dengan 

cryptosystem, latin square berkaitan dengan combinatoric, maupun pembentukan key 

berkaitan dengan cryptography (Lidl and  Pilz 243, 252, 398; Koblitz 80). 

Untuk menentukan apakah suatu polinomial atas finite field merupakan polinomial 

permutasi dapat digunakan cara yang paling sederhana yaitu dengan mendaftarkan 

semua hasil peta fungsi polinomial tersebut, kemudian memeriksa apakah himpunan 

peta yang didapat memuat semua anggota finite field. Akan tetapi, hal ini sulit 
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dilakukan apabila jumlah anggota finite field besar. Karena itu, diperlukan suatu 

kriteria sederhana untuk memeriksa apakah suatu polinomial atas finite field 

merupakan polinomial permutasi atau bukan.   

 

1.2 Permasalahan 

Apa ciri-ciri dari suatu polinomial atas finite field sehingga polinomial tersebut 

merupakan polinomial permutasi? 

 

1.3 Tujuan Penulisan 

Menentukan ciri-ciri polinomial permutasi atas finite field. 

 

1.4 Sistematika Penulisan 

Tugas akhir ini terdiri dari empat bab yang dimulai dengan Bab 1 yang menerangkan 

secara garis besar isi dari tugas akhir ini. Bab 2 berisi landasan teori tentang group, 

ring, dan field yang akan digunakan pada pembahasan tugas akhir ini. Pembahasan 

tentang ciri-ciri suatu polinomial permutasi atas suatu finite field ditunjukkan pada 

Bab 3. Bab 4 berisi kesimpulan dari tugas akhir ini. 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini dibahas landasan teori yang akan digunakan untuk menentukan ciri-ciri 

dari polinomial permutasi atas finite field. 

 

Hal ini dimulai dengan memberikan pengertian dari group beserta sifat-sifatnya. 

Definisi 2.1 

Suatu himpunan tak kosong ܩ dengan operasi כ , dinotasikan dengan ሺכ,ܩሻ, 

disebut group apabila memenuhi sifat berikut: 

a) ܽ, ܾ א ܽ mengakibatkan ܩ כ ܾ א  .ܩ

b) ሺܽ כ ܾሻ כ ܿ ൌ ܽ כ ሺܾ כ ܿሻ untuk ܽ, ܾ, ܿ א  .ܩ

c) Terdapat ࢋ א ܽ sedemikian sehingga ܩ כ ࢋ ൌ ࢋ כ ܽ ൌ ܽ, untuk setiap 

ܽ א   .ܩ merupakan elemen identitas pada ࢋ .ܩ

d) Untuk setiap ܽ א ܾ terdapat ,ܩ א ܽ sedemikian sehingga ܩ כ ܾ ൌ ܾ כ

ܽ ൌ – biasa dinotasikan dengan ܾ ,ࢋ ܽ. 

(Herstein, Abstract 41) 

Untuk penyederhanaan tulisan, selanjutnya ሺכ,ܩሻ akan ditulis sebagai  ܩ saja. 

 

Selanjutnya akan ditampilkan beberapa penamaan atau istilah dari group yang 

berkaitan dengan sifat yang dimiliki oleh anggota group. 

Definisi 2.2 

a) Finite group merupakan group dengan banyak anggotanya berhingga 

(Herstein, Abstract 42).  
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b) Untuk ܩ finite group, banyaknya anggota ܩ disebut order ܩ 

(Herstein, Abstract 42). 

c) Abelian group merupakan group yang memenuhi sifat ܽ כ ܾ ൌ ܾ כ ܽ 

untuk setiap ܽ, ܾ anggota group (Herstein, Abstract 43).  

d) Misalkan ܩ suatu finite group. ܽ א  Bilangan bulat positif terkecil .ܩ

݉ sedemikian sehingga ܽ௠ ൌ  disebut order ܽ (Herstein, Abstract ࢋ

60). 

 

Berkaitan dengan definisi finite group diperoleh teorema berikut. 

Teorema 2.3 

Misalkan ܩ merupakan finite group dengan order ݊, ݊ א Գ, maka ܽ௡ ൌ  ,ࢋ

untuk setiap  ܽ א  .(Herstein, Abstract 60) ܩ

 

Berikut ini diberikan pengertian dari suatu group dengan bentuk khusus. 

Definisi 2.4  

Misalkan ܩ suatu group. ܩ disebut cyclic group jika terdapat sebuah anggota 

݉ misalkan ܽ, sedemikian sehingga untuk setiap ,ܩ א  dapat dinyatakan ܩ

sebagai ݉ ൌ ܽ௜, untuk suatu bilangan bulat ݅.  

Akibat dari Definisi 2.4 diperoleh bahwa order dari ܽ adalah banyaknya anggota ܩ 

dan ܽ disebut generator ܩ (Herstein, Abstract 55). 
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Berkaitan dengan sifat dari cyclic group diperoleh Lemma 2.5. 

Lemma 2.5 

Cyclic group merupakan abelian group (Herstein, Abstract 55). 

 

Suatu finite abelian group dapat dikaitkan dengan bilangan prima yang membagi 

order group tersebut. Hal ini ditunjukkan oleh teorema berikut. 

Teorema 2.6  

Misalkan ܩ adalah suatu finite abelian group dan ݌ adalah bilangan prima 

yang membagi order ܩ, maka terdapat suatu anggota ܩ, sebut ܽ ്  ,ࢋ

sedemikian sehingga order ܽ adalah ݌ (Herstein, Abstract 80). 

 

Sebelumnya telah dibahas bahwa group adalah suatu struktur aljabar dengan satu 

operasi, berikut ini akan dibahas suatu struktur aljabar dengan dua operasi yang 

dikenal dengan sebutan ring. 

Definisi 2.7 

Suatu himpunan tak kosong ܴ dengan operasi ൅ dan ·, dinotasikan dengan 

ሺܴ, ൅,·ሻ, disebut ring apabila memenuhi sifat berikut: 

a) ሺܴ, ൅ሻ merupakan abelian group dengan elemen identitas ૙. 

b) ܽ, ܾ א ܴ  mengakibatkan ܽ · ܾ א ܴ. 

c) ܽ · ሺܾ · ܿሻ ൌ ሺܽ · ܾሻ · ܿ untuk ܽ, ܾ, ܿ א ܴ. 

d) ܽ  · ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ  ܽ  · ܾ ൅ ܽ · ܿ dan ሺܾ ൅ ܿሻ · ܽ ൌ ܾ · ܽ ൅ ܿ  · ܽ untuk 

ܽ, ܾ, ܿ א ܴ. 

(Herstein, Abstract 126) 
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Untuk pembahasan selanjutnya ሺܴ,൅,·ሻ ditulis sebagai ܴ saja dan ܽ · ܾ ditulis ܾܽ 

saja. 

 

Sifat dari operasi perkalian pada ring berkaitan dengan elemen identitas terhadap 

operasi penjumlahan diberikan pada Lemma 2.8. 

Lemma 2.8 

Misalkan ܴ suatu ring dan ܽ א ܴ. Maka ܽ૙ ൌ ૙ܽ ൌ ૙ (Herstein, Abstract 

137).  

 

Istilah-istilah berikut berkaitan dengan ring beserta sifat yang dimilikinya. 

Definisi 2.9 

Misalkan ܴ suatu ring dan ݑ א  disebut elemen unit dari ܴ jika untuk ݑ .ܴ

setiap ݒ א ܴ berlaku ݒݑ ൌ ݑݒ ൌ   .ݒ

Untuk selanjutnya, elemen unit dinotasikan dengan 1. 

 

Definisi 2.10 

a) Misalkan ܴ suatu ring. ܴ disebut commutative ring jika berlaku 

ܾܽ ൌ ܾܽ, untuk ܽ, ܾ א ܴ.  

b) Suatu commutative ring ܴ disebut integral domain jika ܾܽ ൌ ૙ 

mengakibatkan ܽ ൌ ૙ atau ܾ ൌ ૙, untuk ܽ, ܾ א ܴ.  

c) Suatu ring ܴ dengan elemen unit 1 disebut division ring jika untuk 

setiap ܽ ് ૙ א ܴ terdapat ܾ א ܴ sedemikian sehingga ܾܽ ൌ ܾܽ ൌ ૚, 

dengan ܾ biasa dinotasikan ܽିଵ. 
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(Herstein, Abstract 127). 

 

Berdasarkan pengertian ring dan sifat-sifat yang berlaku pada ring, diperoleh 

pengertian dari field berikut ini.  

Definisi 2.11 

Suatu ring ܴ disebut field jika ܴ merupakan commutative division ring 

(Herstein, Abstract 127). 

 

Selanjutnya diberikan hubungan antara suatu field dengan suatu integral domain. 

Teorema 2.12 

Suatu field ܨ merupakan integral domain (Herstein, Abstract 133). 

 

Suatu field yang mempunyai sejumlah berhingga anggota dinamakan finite field atau 

yang dikenal juga sebagai Galois field. Suatu finite field dengan banyaknya anggota ݍ 

dinotasikan dengan ܨܩሺݍሻ. 

 

Pada field dikenal suatu istilah karakteristik yang pengertiannya diberikan oleh 

definisi berikut. 

Definisi 2.13 

Misalkan ܨ suatu field. ܨ memiliki karakteristik ݌ ് 0 jika ݌ merupakan 

bilangan bulat positif terkecil dimana berlaku ݔ݌ ൌ ૙, untuk setiap ݔ א  ܨ

(Herstein, Abstract 178).  
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Berkaitan dengan karakteristik dari suatu field dan jumlah anggotanya diperoleh 

teorema berikut. 

Teorema 2.14 

Misalkan ܨ suatu finite field. Maka ܨ memiliki ݌௠ anggota, dimana bilangan 

prima ݌ merupakan karakteristik dari ܨ, untuk suatu bilangan asli ݉ 

(Herstein, Topics 357). 

 

Terdapat suatu sifat dari operasi penjumlahan anggota dari suatu field apabila 

dipangkatkan dengan karakteristik dari field yang memuatnya. 

Teorema 2.15  

Misalkan ܨ suatu field dengan karakteristik bilangan prima ݌. Untuk 

ܽ, ܾ א  :berlaku ܨ

ሺܽ ൅ ܾሻ௣ ൌ ܽ௣ ൅ ܾ௣ 

(Koblitz 58) 

 

Berikut ini diberikan teorema yang menghubungkan suatu finite field dengan cyclic 

group. 

Teorema 2.16  

Misalkan ܨ suatu finite field. ܨ െ ሼ૙ሽ merupakan cyclic group terhadap 

operasi perkalian pada ܨ (Lidl and Pilz 138). 

Berdasarkan Teorema 2.16 diperoleh bahwa untuk finite field ܨ  ,ܨ െ ሼ૙ሽ merupakan 

cyclic group. Sesuai dengan definisi cyclic group, diperoleh bahwa ܨ െ ሼ૙ሽ 

mempunyai paling sedikit satu generator. 
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Definisi 2.17 

Misalkan ܨ suatu finite field. Generator dari cyclic group ܨ െ ሼ૙ሽ disebut 

elemen primitive dari ܨ (Lidl and Pilz 139).  

 

Sebelum membahas sifat-sifat dari elemen primitive suatu finite field lebih lanjut, 

diperlukan Definisi 2.18 yang berkaitan dengan sifat bilangan bulat yaitu apabila 

diberikan dua buah bilangan bulat maka dapat ditentukan suatu bilangan yang 

merupakan greatest common divisor (gcd) dari dua buah bilangan bulat tersebut.  

Definisi 2.18 

Diberikan dua buah bilangan bulat ܽ, ܾ, tidak keduanya nol, maka greatest 

common divisor (gcd) dari ܽ dan ܾ adalah ܿ jika dipenuhi: 

a) ܿ ൐ 0 

b) ܿ membagi ܽ dan ܿ membagi ܾ. 

c) Jika ݀ membagi ܽ dan ݀ membagi ܾ maka ݀ membagi ܿ.  

(Herstein, Abstract 23) 

 

Berkaitan dengan Teorema 2.16 dan Definisi 2.17 diperoleh teorema berikut. 

Teorema 2.19 

Misalkan ߙ adalah elemen primitive dari finite field ܨܩሺݍሻ dengan banyak 

anggota ݍ ,ݍ א Գ. Maka: 

a) ܨ ൌ ሼ૙, ૚, ,ߙ ,ଶߙ ,ଷߙ … ,  .௤ିଶሽߙ

b) ߙ௤ିଵ ൌ ૚. 
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c) ߙ௞ juga merupakan elemen primitive jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ

1ሻ ൌ 1. 

(Lidl and Pilz 139) 

 

Jumlah dari pangkat masing-masing anggota field dapat dibatasi menjadi dua 

kemungkinan nilai saja. Hal ini diberikan pada Lemma 2.20. 

Lemma 2.20 

Misalkan ܨܩሺݍሻ suatu finite field dengan banyak anggota ݍ ,ݍ א Գ, dan 

ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௤ିଵ א  ሻ. Makaݍሺܨܩ

a) ∑ ܽ௜௧
௤ିଵ
௜ୀ଴ ൌ ૙, untuk 1 ൑ ݐ ൑ ݍ െ 2.  

b) ∑ ܽ௜௧
௤ିଵ
௜ୀ଴ ൌ െ૚, untuk ݐ ൌ ݍ െ 1. 

(Lidl and Pilz 150). 

 

Salah satu contoh dari finite field adalah Ժ௡, ݊ bilangan prima. Berikut ini diberikan 

definisinya.  

Definisi 2.21 

Untuk ܽ, ܾ א Ժ, ݊ tertentu di Ժ, ݊ ൐ 1 

a) Didefinisikan suatu relasi ekivalen kongruen modulo ݊ pada 

himpunan bilangan bulat Ժ . ܽ kongruen modulo ݊ ke ܾ, dinotasikan 

dengan  ܽ ؠ jika ݊ membagi ሺܽ ,݊ ݀݋݉ ܾ െ ܾሻ. 

b) Kumpulan semua bilangan bulat yang mempunyai sisa ܽ jika dibagi 

oleh ݊ disebut kelas ekivalen dari ܽ dan dinotasikan dengan ሾܽሿ௡. 

ሾܽሿ௡ ൌ ሼܾ|ܾ ൌ  ܽ ൅ ݊݇, ݇ א Ժሽ.  
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c) Definisikan Ժ௡ ൌ ሼሾ0ሿ௡, ሾ1ሿ௡, ሾ2ሿ௡,ڮ , ሾ݊ െ 1ሿ௡ሽ. 

d) Didefinisikan dua buah operasi pada Ժ௡, operasi ൅ dan · yaitu untuk 

sembarang ሾܽሿ௡, ሾܾሿ௡ א  Ժ௡, ሾܽሿ௡൅ሾܾሿ௡ ൌ ሾܽ ל ܾሿ௡ dan ሾܽሿ௡ · ሾܾሿ௡ ൌ

ሾܽ כ ܾሿ௡, dimana ל merupakan operasi penjumlahan pada bilangan 

bulat dan כ merupakan operasi perkalian pada bilangan bulat. 

(Herstein, Abstract 60-61) 

 

Berkaitan dengan definisi Ժ௡, diperoleh Lemma 2.22. 

Lemma 2.22 

Untuk setiap ሾܽሿ௡, ሾܾሿ௡ א  Ժ௡, ሾܽሿ௡ ൌ ሾܾሿ௡ jika dan hanya jika ݊ membagi 

ሺܽ െ ܾሻ (Herstein, Abstract 61). 

 

Ժ௡ merupakan salah satu contoh field, namun hal ini tidak berlaku apabila ݊ bukan 

bilangan prima. 

Teorema 2.23 

Ժ௡ merupakan field jika dan hanya jika ݊ merupakan bilangan prima 

(Herstein, Abstract 133). 

 

Berikut ini akan dibahas mengenai definisi polinomial atas finite field. 

Definisi 2.24 

a) Pandang ܨ suatu field dan ݔ א ܺ ك ሻݔሺ݌ suatu ekspresi formal ,ܨ ൌ

∑ ܽ௜ݔ௜,   ݊ ൒ 0௡
௜ୀ଴ , dinamakan polinomial dalam ݔ.  
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b) Jika ܽ௜, ݅ ൌ 0,1,2,… , ݊, koefisien dari polinomial  ݌ሺݔሻ merupakan 

anggota ܨ maka ݌ሺݔሻ disebut polinomial  dalam ݔ atas ܨ. 

Kumpulan semua polinomial  dalam ݔ atas ܨ dinotasikan dengan ܨሾݔሿ. 

 

Berikut ini akan didefinisikan suatu anggota field dengan sifat khusus.  

Definisi 2.25 

Misalkan ܨ suatu field. ݔ௡ െ ૚ א   .ሿݔሾܨ

a) Nilai ߙ א ௡ݔ yang memenuhi ܨ െ ૚ ൌ ૙ disebut nth root of unity.  

b) Order dari suatu nth root of unity ߙ adalah bilangan bulat positif 

terkecil ݇ sedemikian sehingga ߙ௞ ൌ ૚.  

c) Suatu nth root of unity yang memiliki order ݊ disebut primitive nth 

root of unity. 

(Lidl and Pilz 144) 

 

Definisi 2.26 dan Definisi 2.27 diperlukan untuk pendefinisian suatu jenis polinomial 

yang akan diberikan pada Definisi 2.28. 

Definisi 2.26 

a) Misalkan ܯ suatu field dan ܨ himpunan bagian dari ܨ .ܯ disebut 

subfield dari ܯ jika ܨ merupakan field dengan operasi yang berlaku 

di ܯ. 

b) Misalkan ߙ anggota field ܯ dan ܨ subfield ܨ .ܯሺߙሻ merupakan 

irisan dari semua subfield dari ܯ yang mengandung ܨ dan ߙ (Lidl 

and Pilz 129). 
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Definisi 2.27 

Fungsi Euler ߮ሺ݊ሻ didefinisikan dengan ߮ሺ1ሻ ൌ 1, dan untuk ݊ ൐ 1 א

Գ,߮ሺ݊ሻ adalah banyaknya bilangan bulat positif ݉ dengan 1 ൑ ݉ ൏ ݊ 

sedemikian sehingga ݉ dan ݊  saling relatif prima yaitu ݃ܿ݀ሺ݉, ݊ሻ ൌ 1 

(Herstein, Abstract 62).  

 

Berikut ini diberikan definisi dari suatu polinomial yang berkaitan dengan nth root of 

unity. Pada bab 3 akan dibahas ciri-ciri dari polinomial tersebut sehingga menjadi 

polinomial permutasi atas finite field. 

Definisi 2.28 

Misalkan ݊ adalah suatu bilangan bulat positif dan ܨ suatu field yang 

karakteristiknya tidak membagi ݊. Misalkan ߙ merupakan primitive nth root 

of unity dan ߮ሺ݊ሻ merupakan Fungsi Euler. Polinomial  

ܳ௡ ؔ ሺݔ െ …ଵሻߙ ሺݔ െ ఝሺ௡ሻሻߙ א  ሿݔሻሾߙሺܨ

dengan ߙଵ, ,ଶߙ … ,  ሻ, disebutߙሺܨ ఝሺ௡ሻ adalah primitive nth root of unity padaߙ

nth cyclotomic polynomial atas ܨ (Lidl and Pilz 145). 

 

Berikut beberapa teorema yang berkaitan dengan cyclotomic polynomial.  

Teorema 2.29 

Misalkan ܳ௡ merupakan nth cyclotomic polynomial atas field ܨ yang 

karakteristiknya bukan ݌. 

Jika ݌ prima dan ݌ tidak membagi ݉, maka 

Ciri-ciri Polinomial..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2008
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a) ܳ௠௣ೖ ൌ ܳ௣௠ ל ሺݔ௣ೖషభሻ 

b) ܳ௣௠ ൌ  ொ೘לሺ௫
೛ሻ

ொ೘
 

(Lidl and Pilz 151) 

 

Teorema 2.30 

Misalkan ݌ prima dan ܳ௡ merupakan nth cyclotomic polynomial atas field ܨ 

yang karakteristiknya bukan ݌. Misalkan pula ݉ bilangan bulat positif. Maka 

a) ܳ௣೘ ൌ ૚ ൅ ௣೘షభݔ ൅ ൅ڮ  ሺ௣ିଵሻ௣೘షభݔ

b) ܳ௣೘ ൌ ௫೛೘ି૚
௫೛೘షభି૚

 

(Lidl and Pilz 146) 

 

Pada Definisi 2.18 diberikan definisi dari ݃ܿ݀ dari dua buah bilangan bulat. Teorema 

2.31 berikut ini berisi jaminan bahwa ݃ܿ݀ dari dua bilangan dapat dinyatakan sebagai 

kombinasi linier dari dua bilangan tersebut. 

Teorema 2.31 

Jika ܽ, ܾ merupakan bilangan bulat yang tidak keduanya 0, maka terdapat 

tepat satu greatest common divisor (gcd) dari ܽ dan ܾ, misal ܿ, dimana 

ܿ ൌ ݉ܽ ൅ ܾ݊, untuk suatu bilangan bulat ݉ dan ݊ (Herstein, Abstract 23). 

 

Karena pada tulisan ini akan dibahas ciri-ciri polinomial permutasi atas finite field 

yang membutuhkan fungsi satu-satu, maka berikut ini diberikan lemma mengenai 

sifat dari komposisi fungsi satu-satu. 
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Lemma 2.32 

Jika ݃: ܵ ՜ ܶ dan ݂: ܶ ՜ ܷ merupakan fungsi satu-satu maka ݂ ל ݃: ܵ ՜ ܷ 

juga fungsi satu-satu (Herstein, Abstract 12). 

 

Teorema 2.33 berisikan jaminan bahwa setiap bilangan asli yang lebih dari satu dapat 

dinyatakan sebagai perkalian dari pangkat bilangan prima. 

Teorema 2.33 

Diberikan ݊ א Ժ, ݊ ൐ 1. Maka terdapat tepat satu cara untuk menyatakan ݊ 

dalam bentuk ݊ ൌ ଶ௔మ݌ଵ௔భ݌ ଵ݌ ௞௔ೖ, dengan݌… ൏ ଶ݌ ൏ ଷ݌ … ൏ -௞ bilangan݌

bilangan prima, dan ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ bilangan bulat positif (Herstein, Abstract 

27). 

 

Teorema 2.34 menerangkan bentuk dari koefisien penjumlahan anggota commutative 

ring apabila dipangkatkan dengan bilangan bulat nonnegatif. 

Teorema 2.34 

Jika ݔ,  anggota commutative ring dan ݊ bilangan bulat nonnegatif. Maka ݕ

ሺݔ ൅ ሻ௡ݕ ൌ෍ቀ
݊
݆ቁ ݔ

௡ି௝ݕ௝
௡

௝ୀ଴

 

(Rotman 118) 
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BAB 3 

CIRI-CIRI POLINOMIAL PERMUTASI ATAS FINITE FIELD 

 

 

Pada bab ini akan dibahas ciri-ciri dari polinomial permutasi atas suatu finite field.  

 

Pembahasan ini dimulai dengan pengertian polinomial permutasi atas suatu finite 

field.   

Definisi 3.1 

Suatu polinomial  ݂ሺݔሻ א  ሿ merupakan polinomial permutasi jikaݔሻሾݍሺܨܩ

pemetaan ݂: ሻݍሺܨܩ ՜  ሻ adalah pemetaan satu-satu (Mollin and Smallݍሺܨܩ

535).  

 

Sebagai contoh, diambil polinomial ݂ሺݔሻ ൌ  .ଶ atas finite field Ժ௡, ݊ bilangan primaݔ

Untuk ݊ ൌ 2, ݂ሺݔሻ ൌ ଶ merupakan polinomial permutasi pada Ժଶ karena ݂ሺሾ0ሿଶሻݔ ൌ

ሾ0ሿଶ dan ݂ሺሾ1ሿଶሻ ൌ ሾ1ሿଶ. Sedangkan untuk ݊ ൌ 3, ݂ሺݔሻ ൌ  ଶ bukan polinomialݔ

permutasi pada Ժଷ, karena ݂ሺሾ1ሿଷሻ ൌ ሾ1ሿଷ ൌ ݂ሺሾ2ሿଷሻ. 

 

Selanjutnya akan dicari syarat agar suatu monomial ݂ሺݔሻ ൌ ௠ݔ א ݉,ሿݔሻሾݍሺܨܩ א

Գ,݉ ൏  .ሻݍሺܨܩ menjadi polinomial permutasi atas ,ݍ

Teorema 3.2 

݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔ א ݇ ,ሿݔሻሾݍሺܨܩ ൏  adalah polinomial permutasi jika dan hanya ,ݍ

jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. 

Bukti 
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(՜) 

Jika ݂ሺݔሻ ൌ  ௞ adalah polinomial permutasi maka akan dibuktikanݔ

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. Pembuktian dilakukan dengan kontradiksi. Andaikan 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1 maka terdapat bilangan prima ݌ yang membagi 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ. Hal ini mengakibatkan ݌ membagi ݍ െ 1 dan ݌ membagi ݇. 

Karena ݌ membagi ݇ maka ݇ ൌ  .ݑ untuk suatu bilangan bulat ,ݑ݌

Berdasarkan Teorema 2.16 dan Lemma 2.5, ܨܩሺݍሻ െ ሼ૙ሽ merupakan finite 

abelian group terhadap operasi perkalian di ܨܩሺݍሻ, dengan ݍ െ 1 buah 

anggota. Berdasarkan Teorema 2.6, terdapat ܽ ് ૚ anggota ܨܩሺݍሻ െ ሼ૙ሽ 

sedemikian sehingga ܽ௣ ൌ ૚. Maka ܽ௞ ൌ ܽ௣௨ ൌ ሺܽ௣ሻ௨ ൌ ૚௨ ൌ ૚ ൌ ૚௞. 

Akan tetapi ܽ ് ૚. Sehingga didapat ܽ ് ૚ א  ሻ dan ૚ yang dipetakanݍሺܨܩ

ke ૚. Didapat ݂ bukan fungsi satu-satu. Hal ini kontradiksi dengan yang 

diketahui bahwa ݂ሺݔሻ polinomial permutasi. Jadi, pengandaian bahwa 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1 salah. Terbukti bahwa jika ݂ሺݔሻ ൌ  ௞ adalah polinomialݔ

permutasi maka ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. 

 (՚) 

Jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 maka akan dibuktikan bahwa ݂ሺݔሻ ൌ   ௞ݔ

adalah polinomial permutasi. Karena ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 maka berdasarkan 

Teorema 2.31 terdapat bilangan bulat ݉ dan ݊, sedemikian sehingga 

݊݇ ൅݉ሺݍ െ 1ሻ ൌ 1. Untuk ݔଵ, ଵሻݔሻ, jika berlaku ݂ሺݍሺܨܩ ଶ anggotaݔ ൌ

݂ሺݔଶሻ maka akan dibuktikan ݔଵ ൌ   .ଶݔ

Pembuktian dibagi menjadi dua kasus yaitu jika ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ ൌ ૙ dan jika 

݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ ് ૙. 

Kasus 1: 

Jika ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ ൌ ૙. ݔଵ௞ ൌ ଶ௞ݔ ൌ ૙. Karena ܨܩሺݍሻ merupakan integral 

domain maka didapat ݔଵ ൌ ૙ ൌ  .ଶݔ

Ciri-ciri Polinomial..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2008
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Kasus 2: 

Untuk kasus kedua, jika ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ ് ૙. Jelas ݔଵ dan ݔଶ keduanya 

bukan ૙. Karena berlaku ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ. 

ଵ௞ݔ ൌ  ଶ௞ݔ

ଵ௡௞ݔ ൌ  ଶ௡௞ݔ

ଵ௡௞૚ݔ ൌ   ଶ௡௞૚ݔ

Karena ݔଵ, ଶݔ ് ૙ א ሻݍሺܨܩ െ ሼ૙ሽ, berdasarkan Teorema 2.16 dan Teorema 

ଵሺ௤ିଵሻݔ ,2.3 ൌ ૚ ൌ ଵ௠ሺ௤ିଵሻݔ ଶሺ௤ିଵሻ. Sehinggaݔ ൌ ૚ ൌ   ଶ௠ሺ௤ିଵሻ. Didapatݔ

ଵ௠ሺ௤ିଵሻݔଵ௡௞ݔ ൌ  ଶ௠ሺ௤ିଵሻݔଶ௡௞ݔ

ଵ௡௞ା௠ሺ௤ିଵሻݔ ൌ  ଶ௡௞ା௠ሺ௤ିଵሻݔ

Karena ݊݇ ൅݉ሺݍ െ 1ሻ ൌ 1 maka 

ଵݔ ൌ  ଶݔ

Didapat ݔଵ ൌ  ሻݔଶ. Sehingga ݂ adalah fungsi satu-satu. Terbukti ݂ሺݔ

polinomial permutasi. 

 

Berikut ini akan ditunjukkan suatu syarat yang harus dipenuhi oleh suatu polinomial 

derajat ݉௡ agar menjadi polinomial permutasi. Syarat tersebut adalah syarat dari 

fungsi-fungsi yang apabila dikomposisi menghasilkan polinomial derajat ݉௡. 

Lemma 3.3 

Misalkan ݂ሺݔሻ ൌ  ∑ ܿ௜ݔ௠೔௡
௜ୀଵ  anggota dari  ܨܩሺݍሻሾݔሿ dimana ݉௡ ൐ ݉௡ିଵ ൐

ڮ ൐ ݉ଵ ൒ 1 dan ∏ ܿ௜௡
௜ୀଵ ് ૙ dan misalkan pula ݁ ൌ ݃ܿ݀ ሼ݉௜,   1 ൑ ݅ ൑ ݊ሽ. 
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Maka ݂ሺݔሻ polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻሾݔሿ jika dan hanya jika 

݃ܿ݀ ሺ݁, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ∑ ܿ௜ݔ௠೔/௘௡
௜ୀଵ adalah polinomial permutasi. 

Bukti 

Sebut:  

݃ሺݔሻ ൌ  ௘ݔ

݄ሺݔሻ ൌ෍ܿ௜ݔ௠೔/௘
௡

௜ୀଵ

 

(՚) 

Jika diketahui ݃ܿ݀ ሺ݁, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ݄ሺݔሻ polinomial permutasi maka akan 

dibuktikan ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻሾݔሿ. 

Karena ݃ܿ݀ሺ݁, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 maka berdasarkan Teorema 3.2, ݃ሺݔሻ merupakan 

polinomial permutasi sehingga ݃ adalah fungsi satu-satu. Karena ݄ሺݔሻ 

polinomial permutasi maka ݄ fungsi satu-satu. Sesuai Lemma 2.32, ݄ሺݔሻ ל

݃ሺݔሻ merupakan fungsi satu-satu. Karena ݄ ל ݃ ൌ ݂, didapat ݂ juga fungsi 

satu-satu. Didapat ݂ሺݔሻ polinomial permutasi.  

(՜) 

Jika diketahui ݂ሺݔሻ polinomial permutasi maka akan ditunjukkan bahwa  

݃ܿ݀ሺ݁, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ݄ሺݔሻ polinomial permutasi. Pembuktian dilakukan 

dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

  ,ሻ merupakan polinomial permutasiݔሺ݂ :݌

,ሺ݁݀ܿ݃ :ݏ ݍ െ 1ሻ ൌ 1,  

Ciri-ciri Polinomial..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2008
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  .ሻ merupakan polinomial permutasiݔሺ݄ :ݎ

Akan dibuktikan ݌ ՜ ݏ ר ݌ dimana ,ݎ ՜ ݏ ר ݎ ؠ ሺ~ݏ ՜ ሻ݌~ ר ሺ׽ ݎ ՜  .ሻ݌~

Akan ditunjukkan ሺ~ݏ ՜ ,ሻ. Diketahui ݃ܿ݀ሺ݁݌~ ݍ െ 1ሻ ് 1. Akan 

dibuktikan ݂ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. Karena ݃ܿ݀ሺ݁, ݍ െ 1ሻ ് 1 

maka berdasarkan Teorema 3.2, ݃ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. Sehingga 

݃ bukan fungsi satu-satu. Diketahui ݄ሺݔሻ ל ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ. Karena ݃ bukan 

fungsi satu-satu maka terdapat ݖ, ݖ ሻ, denganݍሺܨܩ anggota ݕ ്  ,ݕ

sedemikian sehingga ݃ሺݖሻ ൌ ݃ሺݕሻ. Didapat ݄൫݃ሺݖሻ൯ ൌ ݄ሺ݃ሺݕሻሻ karena ݄ 

merupakan fungsi. Maka ݂ሺݖሻ ൌ ݂ሺݕሻ, dimana ݖ ്  sehingga ݂ bukan ,ݕ

fungsi satu-satu. Terbukti ݂ሺݔሻ bukan polinomial permutasi.  

Berikutnya akan ditunjukkan ሺ׽ ݎ ՜  ሻ bukanݔሻ. Jika diketahui ݄ሺ݌~

polinomial permutasi maka akan ditunjukkan bahwa ݂ሺݔሻ bukan polinomial 

permutasi. Karena ݄ሺݔሻ bukan polinomial permutasi maka ݄ bukan fungsi 

satu-satu. Pembuktian dibagi menjadi dua kasus, jika ݃ሺݔሻ polinomial 

permutasi dan jika ݃ሺݔሻ bukan polinomial permutasi.  

 

Kasus 1:  

Bila ݃ሺݔሻ polinomial permutasi. Pembuktian dilakukan dengan kontradiksi. 

Andaikan ݂ሺݔሻ polinomial permutasi. Diketahui ݂ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ ל ݃ሺݔሻ, karena 

݃ fungsi satu-satu, maka terdapat ݃ିଵሺݔሻ sedemikian sehingga ݂ሺݔሻ ל

݃ିଵሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ. Berdasarkan Lemma 2.32 didapat ݄ fungsi satu-satu, hal ini 

kontradiksi dengan yang diketahui bahwa ݄ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. 

Jadi pengandaian bahwa ݂ሺݔሻ adalah polinomial permutasi salah. Dapat 

disimpulkan ݂ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. 

Kasus 2: 

Ciri-ciri Polinomial..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2008
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Bila ݃ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. Diketahui ݂ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ ל ݃ሺݔሻ. 

Karena ݃ bukan fungsi satu-satu maka terdapat ݖ,  ሻ, denganݍሺܨܩ anggota ݕ

ݖ ് ሻݖsedemikian sehingga ݃ሺ ,ݕ ൌ ݃ሺݕሻ. Karena ݄ adalah fungsi maka 

݄൫݃ሺݖሻ൯ ൌ ݄ሺ݃ሺݕሻሻ. Didapat ݂ሺݖሻ ൌ ݂ሺݕሻ, padahal ݖ ്  ݂ Sehingga .ݕ

bukan fungsi satu-satu. Dapat disimpulkan ݂ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. 

Dari pembuktian ሺ~ݏ ՜ ׽ሻ dan ሺ݌~ ݎ ՜ ݌ ሻ maka݌~ ՜ ݏ ר  terbukti. Dengan kata ݎ

lain terbukti: 

Jika ݂ሺݔሻ adalah polinomial permutasi maka ݃ܿ݀ሺ݁, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ݄ሺݔሻ adalah 

polinomial permutasi. 

 

Pembahasan selanjutnya adalah pembahasan ciri-ciri dari suatu trinomial derajat ݇ 

untuk tidak menjadi polinomial permutasi.  

Teorema 3.4 

Misalkan ݇, ݆ bilangan bulat positif sedemikian sehingga ݍ ൐ ݇ ൐ ݆ ൒ 1 dan 

݃ܿ݀ሺ݇ െ ݆,  ݍ െ 1ሻ ൌ 1. Maka ܽݔ௞ ൅ ௝ݔܾ  ൅  ܿ dengan ܽ ് ૙ adalah 

polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan 

ܾ ൌ ૙. 

Bukti 

Sebut:  

݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ 

݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ ൅ ܽିଵܾݔ௝ 

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  
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 ,ሻ adalah polinomial permutasiݔሺ݂ :݌

 ,ሻ adalah polinomial permutasiݔሺ݃ :ݏ

,ሺ݇݀ܿ݃ :ݎ ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  

Karena ݌ ՞ ݏ dan ݏ ՞ ݌ mengakibatkan ݎ ՞ ݌ maka pembuktian ,ݎ ՞  dimulai ݎ

dengan pembuktian ݌ ՞  .ݏ

Dengan perkataan lain akan dibuktikan bahwa ݂ሺݔሻ polinomial permutasi  jika dan 

hanya jika  ݃ሺݔሻ polinomial permutasi.  

(՜) 

Jika diketahui ݂ሺݔሻ polinomial permutasi. Akan dibuktikan  ݃ሺݔሻ polinomial 

permutasi. Karena ݂ሺݔሻ polinomial permutasi maka ݂ fungsi satu-satu. Jika 

terdapat ݖ, ሻݖሻ sedemikian sehingga ݃ሺݍሺܨܩ anggota ݕ ൌ ݃ሺݕሻ, maka 

ܽିଵሺ݂ሺݖሻ െ ܿሻ ൌ ܽିଵሺ݂ሺݕሻ െ ܿሻ, ሺ݂ሺݖሻ െ ܿሻ ൌ ሺ݂ሺݕሻ െ ܿሻ, sehingga 

݂ሺݖሻ ൌ ݂ሺݕሻ. Karena ݂ fungsi satu-satu maka ݖ ൌ  ݃ Sehingga didapat .ݕ

fungsi satu-satu. Terbukti ݃ሺݔሻ polinomial permutasi.  

(՚) 

Jika diketahui ݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi. Maka  ݃ fungsi satu-satu. 

Jika terdapat ݖ, ሻݖሻ sedemikian sehingga ݂ሺݍሺܨܩ anggota ݕ ൌ ݂ሺݕሻ, didapat 

ܽିଵሺ݂ሺݖሻ െ ܿሻ ൌ ܽିଵሺ݂ሺݕሻ െ ܿሻ, atau ݃ሺݖሻ ൌ ݃ሺݕሻ. Karena ݃ fungsi satu-

satu maka ݖ ൌ  Dapat disimpulkan bahwa ݂ fungsi satu-satu. Terbukti .ݕ

݂ሺݔሻ polinomial permutasi.  

Terbukti ݌ ՞  .ݏ

Selanjutnya akan dibuktikan ݏ ՞  ሻݔDengan perkataan lain akan dibuktikan  ݃ሺ .ݎ

polinomial permutasi jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙. 
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(՚) 

Jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙ maka akan dibuktikan ݃ሺݔሻ 

polinomial permutasi. Berdasarkan Teorema 3.2, ݃ሺݔሻ adalah polinomial 

permutasi. 

 (՜)  

Jika diketahui ݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi akan ditunjukkan 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

,ሺ݇݀ܿ݃ :ݐ ݍ െ 1ሻ ൌ 1,  

ܾ :ݑ ൌ ૙. 

Akan ditunjukkan ݏ ՜ ݐ ר   Karena .ݑ

ݏ ՜ ݐ ר ݑ ؠ ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜  ሻݏ~

maka akan dibuktikan ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜  .ሻݏ~

Untuk bagian pertama (~ݐ ՜  (ݏ~

Jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1, akan ditunjukkan ݃ሺݔሻ bukan polinomial 

permutasi. Pembuktian dibagi menjadi dua kasus yaitu jika ܾ ൌ ૙ dan ܾ ് ૙.  

Kasus 1:  

Jika ܾ ൌ ૙. Untuk kasus pertama jelas dari Teorema 3.2 bahwa jika 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1 dan ܾ ൌ ૙ maka ݃ሺݔሻ bukanlah polinomial permutasi. 
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Kasus 2: 

Jika ܾ ് ૙. Misalkan ߙ ൌ െܽିଵܾ ് ૙. Maka ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ  ௝, denganݔߙ

ߙ א ሻ. Dari premis diketahui bahwa ݃ܿ݀ሺ݇ݍሺܨܩ െ ݆, ݍ െ 1ሻ ൌ 1, maka 

berdasarkan Teorema 2.31, terdapat ݉ , ݊ א Ժ sedemikian sehingga ݉ሺ݇ െ

݆ሻ ൅ ݊ሺݍ െ 1ሻ ൌ 1. 

ଵߙ ൌ  ߙ

௠ሺ௞ି௝ሻା௡ሺ௤ିଵሻߙ ൌ  ߙ

௡ሺ௤ିଵሻߙ௠ሺ௞ି௝ሻߙ ൌ  ߙ

Karena ߙ א ሻݍሺܨܩ െ ሼ૙ሽ, berdasarkan Teorema 2.3 dan Teorema 2.16 maka 

௡ሺ௤ିଵሻߙ ൌ ૚, sehingga 

௠ሺ௞ି௝ሻߙ ൌ  ߙ

ሺߙ௠ሻ௞ି௝ ൌ  ߙ

Sebut ߙ௠ ൌ ݕ א ݕ ሻ. Maka terdapatݍሺܨܩ א  ሻ sedemikian sehinggaݍሺܨܩ

ߙ ൌ ,௞ି௝ݕ ݕ ് ૙. Diketahui ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ ௝ݔߙ ൌ ௞ି௝ݔ௝൫ݔ െ ൯ߙ ൌ

௞ି௝ݔ௝൫ݔ െ ሻݕ௞ି௝൯. Jadi ݃ሺݕ ൌ ૙ ൌ ݃ሺ૙ሻ, padahal ݕ ് ૙. Jadi, ݃ bukan 

fungsi satu-satu. Dapat disimpulkan bahwa ݃ሺݔሻ bukan polinomial 

permutasi.  

Untuk bagian kedua (~ݑ ՜   .(ݏ~

Untuk ܾ ് ૙ telah dibuktikan di atas bahwa ݃ሺݔሻ bukan polinomial 

permutasi.  

Telah terbukti ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜ ݏ ሻ. Makaݏ~ ՜ ݐ ר ݐ terbukti. Dimana ݑ ר ݑ ؠ

ݎ Sebelumnya telah dibuktikan .ݎ ՜ ݏ Jadi terbukti pula .ݏ ՞  .ݎ
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Sebelumnya telah dibuktikan ݌ ՞ ݌ Sehingga terbukti .ݏ ՞  Dengan perkataan lain .ݎ

terbukti ݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ adalah polinomial permutasi jika dan hanya jika 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  

 

Berdasarkan Teorema 3.4 didapat Akibat 3.5 yang membahas ciri-ciri polinomial 

derajat dua untuk menjadi polinomial permutasi. 

Akibat 3.5 

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ, ሺܽ ് ૙ሻ  adalah polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ jika dan 

hanya jika ܾ ൌ ૙ dan karakteristik dari ܨܩሺݍሻ adalah 2. 

Bukti 

Analog dengan Teorema 3.4 untuk ݇ ൌ 2 dan ݆ ൌ 1. ݃ܿ݀ሺ1, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. Maka 

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ, dengan ܽ ് ૙, merupakan polinomial permutasi jika dan hanya jika 

ܾ ൌ ૙ dan ݃ܿ݀ሺ2, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. Haruslah ݍ െ 1 ganjil. Atau ݍ genap. Berdasarkan 

Teorema 2.14, maka karakteristik ܨܩሺݍሻ adalah  2. 

 

Akibat 3.6 merupakan akibat lain dari Teorema 3.4 yang berisikan ciri-ciri dari suatu 

binomial derajat 8 dengan syarat tertentu untuk menjadi polinomial permutasi.  

Akibat 3.6 

Misalkan ݍ െ 1 tidak habis dibagi 3, 5, atau 7. Maka ଼ݔ ൅  ganjil ݐ ௧ untukݔܽ

dan ݐ  ൏ 8 , adalah polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ jika dan hanya jika 

ܽ ൌ ૙ dan ܨܩሺݍሻ memiliki karakteristik  2. 

Bukti      
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݃ܿ݀ሺ8 െ ,ݐ ݍ െ 1ሻ ൌ 1 karena ݍ െ 1 tidak habis dibagi 3, 5, 7. Maka syarat Teorema 

3.4 terpenuhi. Didapat ଼ݔ ൅ ܽ ௧ polinomial permutasi jika dan hanya jikaݔܽ ൌ ૙ dan 

݃ܿ݀ሺ8, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 yaitu ݍ െ 1 ganjil atau ݍ genap. Berdasarkan Teorema 2.14, maka 

karakteristik ܨܩሺݍሻ adalah  2. 

 

Ciri-ciri dari suatu trinomial derajat ݇ untuk tidak menjadi polinomial permutasi telah 

dibahas pada Teorema 3.4. Teorema 3.7 membahas ciri-ciri dari suatu trinomial 

derajat ݇ yang memenuhi syarat tambahan tertentu untuk menjadi polinomial 

permutasi. 

Teorema 3.7 

Misalkan ݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ merupakan polinomial atas ܨܩሺݍሻ dengan 

ܽ ് ૙ dan െܾܽିଵ merupakan pangkat ke ሺ݇ െ ݆ሻ dari suatu anggota dalam 

ܾ ሻ polinomial permutasi jika dan hanya jikaݔሻ. Maka ݂ሺݍሺܨܩ ൌ ૙ pada 

,ሻ dan ݃ܿ݀ሺ݇ݍሺܨܩ ݍ െ 1ሻ ൌ 1 . 

Bukti 

Sebut: 

݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ ൅ ܽିଵܾݔ௝ 

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

 ,ሻ adalah polinomial permutasiݔሺ݂ :݌

 ,ሻ adalah polinomial permutasiݔሺ݃ :ݏ

,ሺ݇݀ܿ݃ :ݎ ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  
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Karena ݌ ՞ ݏ dan ݏ ՞ ݌ mengakibatkan ݎ ՞ ݌ maka pembuktian ,ݎ ՞  dimulai ݎ

dengan pembuktian ݌ ՞  .ݏ

Pada pembuktian Teorema 3.4 telah dibuktikan  ݂ሺݔሻ adalah polinomial permutasi 

jika dan hanya jika ݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi. Dengan demikian ݌ ՞  telah ݏ

terbukti. 

Selanjutnya akan dibuktikan ݏ ՞   .ݎ

(՚) 

Jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙. Berdasarkan Teorema 3.2, 

݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi.  

(՜)  

Sebaliknya jika diketahui ݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi. Akan 

ditunjukkan ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

,ሺ݇݀ܿ݃ :ݐ ݍ െ 1ሻ ൌ 1,  

ܾ :ݑ ൌ ૙. 

 Maka akan ditunjukkan ݏ ՜ ݐ ר   Karena .ݑ

ݏ ՜ ݐ ר ݑ ؠ ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜  ሻݏ~

maka akan dibuktikan ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜  .ሻݏ~

Untuk bagian pertama (~ݐ ՜  (ݏ~
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Jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1 maka akan ditunjukkan ݃ሺݔሻ bukan 

polinomial permutasi. Akan dibagi menjadi dua kasus yaitu jika ܾ ൌ ૙ dan 

ܾ ് ૙.  

 

Kasus 1: 

Jika ܾ ൌ ૙. Berdasarkan Teorema 3.2, didapat jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1 dan 

ܾ ൌ ૙ maka ݃ሺݔሻ bukanlah polinomial permutasi.  

Kasus 2: 

Untuk ܾ ് ૙. Misalkan ߙ ൌ െܾܽିଵ ് ૙. Maka ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ  ௝, denganݔߙ

ߙ א ߙ ሻ. Dari premis diketahui bahwaݍሺܨܩ ൌ െܾܽିଵ merupakan pangkat ke 

ሺ݇ െ ݆ሻ dari suatu anggota dalam ܨܩሺݍሻ. Maka terdapat ݕ א  ሻݍሺܨܩ

sedemikian sehingga ߙ ൌ ,௞ି௝ݕ ݕ ് ૙. Diketahui, ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ ௝ݔߙ ൌ

௞ି௝ݔ௝൫ݔ െ ൯ߙ ൌ ௞ି௝ݔ௝൫ݔ െ ሻݕ௞ି௝൯. Jadi ݃ሺݕ ൌ ૙ ൌ ݃ሺ૙ሻ, padahal ݕ ് ૙. 

Jadi, ݃ bukan fungsi satu-satu. Dapat disimpulkan bahwa ݃ሺݔሻ bukan 

polinomial permutasi.  

Untuk bagian kedua (~ݑ ՜  (ݏ~

Untuk ܾ ് ૙ telah dibuktikan di atas bahwa ݃ሺݔሻ bukan polinomial 

permutasi.  

Telah terbukti ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜ ݏ ሻ. Makaݏ~ ՜ ݐ ר ݐ terbukti. Dimana ݑ ר ݑ ؠ

ݎ Sebelumnya telah dibuktikan .ݎ ՜ ݏ Jadi terbukti pula .ݏ ՞  .ݎ

Juga telah dibuktikan ݌ ՞ ݌ Jadi terbukti .ݏ ՞  Dengan perkataan lain terbukti .ݎ

݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ adalah polinomial permutasi jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ

1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  
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Akibat 3.8 merupakan akibat dari Teorema 3.7. Terdapat sedikit perbedaan dalam 

premis yang harus dipenuhi pada Akibat 3.8 dibandingkan dengan Teorema 3.7. 

Akibat 3.8 

Misalkan ݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ merupakan polinomial atas ܨܩሺݍሻ dengan 

ܽ ് ૙ dan െܾܽିଵ merupakan pangkat ke ݀ dari suatu anggota dalam ܨܩሺݍሻ, 

dimana ݀ ൌ ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ݇ െ ݆ሻ, maka ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi 

jika dan hanya jika ܾ ൌ ૙ dan ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. 

Bukti  

Karena െܾܽିଵ merupakan pangkat ke ݀ dari suatu anggota dalam ܨܩሺݍሻ, dimana 

݀ ൌ ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ݇ െ ݆ሻ, maka terdapat ݕ א ௗݕ ሻ sedemikian sehinggaݍሺܨܩ ൌ

െܾܽିଵ. Pembuktian dibagi 2 kasus yaitu jika ݕ ൌ ૙ dan ݕ ് ૙.  

Kasus 1: 

Jika ݕ ൌ ૙. Didapat  െܾܽିଵ ൌ ૙. Karena ܽ ് ૙ dan ܨܩሺݍሻ integral domain maka 

ܾ ൌ ૙. Sehingga ݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ܿ. Namun ݂ሺݔሻ polinomial permutasi jika dan hanya 

jika ݔ௞  polinomial permutasi. Berdasarkan Teorema 3.2, ݂ሺݔሻ polinomial permutasi 

jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. 

Kasus 2 : 

Jika ݕ ് ૙. Karena ݀ ൌ ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ݇ െ ݆ሻ, berdasarkan Teorema 2.31, terdapat 

bilangan bulat ݉, ݊ sedemikian sehingga ݀ ൌ ݉ሺݍ െ 1ሻ ൅ ݊ሺ݇ െ ݆ሻ. Didapat 

െܾܽିଵ ൌ  ௗݕ

െܾܽିଵ ൌ  ௠ሺ௤ିଵሻା௡ሺ௞ି௝ሻݕ

െܾܽିଵ ൌ  ௡ሺ௞ି௝ሻݕ௠ሺ௤ିଵሻݕ
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Karena ݕ א ሻݍሺܨܩ െ ሼ૙ሽ dan berdasarkan Teorema 2.3 dan Teorema 2.16, maka 

ሺ௤ିଵሻݕ ൌ ૚. Sehingga 

െܾܽିଵ ൌ  ௡ሺ௞ି௝ሻݕ

െܾܽିଵ ൌ ሺݕ௡ሻሺ௞ି௝ሻ 

Sebut ݕ௡ ൌ ݖ א ሻ. Maka െܾܽିଵݍሺܨܩ ൌ ݖ ,ሺ௞ି௝ሻݖ א  ሻ. Berdasarkan Teoremaݍሺܨܩ

3.7, ݂ሺݔሻ polinomial permutasi jika dan hanya jika ܾ ൌ ૙ dan ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. 

 

Seperti Teorema 3.7 maupun Akibat 3.8, Teorema 3.9 membahas ciri-ciri trinomial 

derajat ݇ agar menjadi polinomial permutasi. Namun pada Teorema 3.9, pangkat 

tertinggi kedua dari trinomial membagi derajat trinomial tersebut. 

Teorema 3.9 

Misalkan ݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ א ܽ ,݇ ሿ dimana ݆ membagiݔሻሾݍሺܨܩ ് ૙, 

݃ܿ݀ ቆቀ௞
௝
ቁ െ 1, ݍ െ 1ቇ ൌ ݀, dan ݃ܿ݀ሺ݆, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. Misalkan pula 

െܾܽିଵିߚଵ merupakan pangkat ke ݀ dari suatu anggota pada ܨܩሺݍሻ, dimana 

ߚ ൌ ቀݖ
ೖ
ೕቁିଵ ൅ ቀݖ

ೖ
ೕቁିଶ ൅ ൅ڮ ૚ untuk suatu ݖ א ,ሻݍሺܨܩ ݖ ് ૚. Maka ݂ሺݔሻ 

merupakan polinomial permutasi jika dan hanya jika ܾ ൌ ૙ dan ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ

1ሻ ൌ 1. 

Bukti 

Sebut: 

݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ ൅ ܽିଵܾݔ௝ 

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  
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 ,ሻ adalah polinomial permutasiݔሺ݂ :݌

 ,ሻ adalah polinomial permutasiݔሺ݃ :ݏ

,ሺ݇݀ܿ݃ :ݎ ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  

Karena ݌ ՞ ݏ dan ݏ ՞ ݌ mengakibatkan ݎ ՞ ݌ maka pembuktian ݎ ՞  dimulai ݎ

dengan pembuktian ݌ ՞  .ݏ

Pada pembuktian Teorema 3.4 telah dibuktikan  ݂ሺݔሻ adalah polinomial permutasi 

jika dan hanya jika ݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi. Dengan demikian ݌ ՞  telah ݏ

terbukti. 

Selanjutnya akan dibuktikan ݏ ՞  .ݎ

(՚) 

Jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙. Berdasarkan Teorema 3.2, 

didapat ݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi.  

(՜) 

Jika diketahui ݃ሺݔሻ adalah polinomial permutasi maka akan dibuktikan 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  

Pembuktian akan dilakukan dengan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

,ሺ݇݀ܿ݃ :ݐ ݍ െ 1ሻ ൌ 1,  

ܾ :ݑ ൌ ૙. 

Maka akan ditunjukkan ݏ ՜ ݐ ר   Karena .ݑ

ݏ ՜ ݐ ר ݑ ؠ ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜  ሻݏ~
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maka akan ditunjukkan  ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜  .ሻݏ~

Untuk bagian pertama (~ݐ ՜  (ݏ~

Jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1, akan ditunjukkan ݃ሺݔሻ bukan polinomial 

permutasi. Pembuktian dibagi menjadi dua kasus yaitu jika ܾ ൌ ૙ dan ܾ ് ૙.  

Kasus 1: 

Jika ܾ ൌ ૙. Berdasarkan Teorema 3.2, didapat bahwa jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1 

dan ܾ ൌ ૙ maka ݃ሺݔሻ bukanlah polinomial permutasi. 

Kasus 2: 

Jika ܾ ് ૙.  

Sebut:  

݄ሺݔሻ ൌ ݔ
௞
௝ ൅ ܽିଵܾݔ 

݅ሺݔሻ ൌ  ௝ݔ

Dari premis diketahui bahwa ݃ܿ݀ሺ݆, ݍ െ 1ሻ ൌ 1, maka berdasarkan Teorema 

3.2, ݅ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. Sehingga ݅ merupakan fungsi 

satu-satu. 

Misalkan proposisi: 

:ݒ ݄ሺݔሻ adalah polinomial permutasi. 

Akan dibuktikan bahwa ݃ሺݔሻ polinomial permutasi jika dan hanya jika ݄ሺݔሻ 

polinomial permutasi. Atau akan dibuktikan ݏ ՞   .ݒ
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ሺ՜ሻ 

Jika diketahui ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. Akan dibuktikan 

bahwa ݄ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. Telah diketahui bahwa 

݅ሺݔሻ merupakan fungsi satu-satu, dimana ݃ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ ל ݅ሺݔሻ. Karena 

݅ሺݔሻ fungsi satu-satu maka terdapat ݅ିଵሺݔሻ fungsi invers dari ݅ሺݔሻ yang 

merupakan fungsi satu-satu pula. Sehingga didapat ݃ሺݔሻ ל ݅ିଵሺݔሻ ൌ

݄ሺݔሻ. Dimana ݃ሺݔሻ dan  ݅ିଵሺݔሻ merupakan fungsi satu-satu. Sehingga 

berdasarkan Lemma 2.32, ݄ሺݔሻ merupakan fungsi satu-satu. Terbukti 

bahwa ݄ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. 

ሺ՚ሻ 

Jika diketahui ݄ሺݔሻ adalah polinomial permutasi maka akan dibuktikan 

bahwa ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi pula. Telah diketahui 

bahwa ݅ merupakan fungsi satu-satu, dimana ݃ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ ל ݅ሺݔሻ. 

Sehingga berdasarkan Lemma 2.32, ݃ merupakan fungsi satu-satu pula. 

Terbukti ݏ ՞  ሻ polinomial permutasi jika dan hanya jikaݔAtau terbukti ݃ሺ .ݒ

݄ሺݔሻ polinomial permutasi.  

Karena telah terbukti ݃ሺݔሻ polinomial permutasi jika dan hanya jika ݄ሺݔሻ 

polinomial permutasi maka selanjutnya untuk membuktikan ݃ሺݔሻ bukan 

polinomial permutasi jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1 dan ܾ ് ૙, cukup 

dibuktikan ݄ሺݔሻ bukan polinomial permutasi jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ്

1 dan ܾ ് ૙. 

Akan dibuktikan ݄ሺݔሻ bukan polinomial permutasi jika diketahui ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ

1ሻ ് 1 dan ܾ ് ૙. 

Misalkan ௞
௝
ൌ ݇ᇱ. Dimana ݇ᇱ merupakan bilangan bulat karena dari premis 

diketahui bahwa ݆ membagi ݇. Dari premis diketahui െܾܽିଵିߚଵ merupakan 
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pangkat ke ݀ dari suatu anggota pada ܨܩሺݍሻ, dimana ߚ ൌ ቀݖ
ೖ
ೕቁିଵ ൅ ቀݖ

ೖ
ೕቁିଶ ൅

൅ڮ ૚ untuk suatu ݖ א ,ሻݍሺܨܩ ݖ ് ૚. Misalkan ߙ ൌ െܾܽିଵ ് ૙. Maka 

didapat ିߚߙଵ ൌ ଵௗݕ ് ૙, untuk ݕଵ suatu anggota ܨܩሺݍሻ െ ሼ૙ሽ dan ݀ ൌ

݃ܿ݀ሺ݇ᇱ െ 1, ݍ െ 1ሻ. Berdasarkan Teorema 2.31, terdapat bilangan bulat ݉, ݊ 

sedemikian sehingga ݉ሺ݇ᇱ െ 1ሻ ൅ ݊ሺݍ െ 1ሻ ൌ ݀. Sehingga  

ଵିߚߙ ൌ  ଵ௠൫௞ᇲିଵ൯ା௡ሺ௤ିଵሻݕ

ଵିߚߙ ൌ  ଵ௡ሺ௤ିଵሻݕଵ௠൫௞ᇲିଵ൯ݕ

Karena ݕଵ א ሻݍሺܨܩ െ ሼ૙ሽ maka berdasarkan Teorema 2.3 dan Teorema 2.16, 

didapat ݕଵ௡ሺ௤ିଵሻ ൌ ૚. Sehingga 

ଵିߚߙ ൌ  ଵ௠൫௞ᇲିଵ൯ݕ

ଵିߚߙ ൌ ሺݕଵ௠ሻሺ௞
ᇲିଵሻ 

Misalkan ݕଵ௠ ൌ ݕ ് ૙ suatu anggota ܨܩሺݍሻ. Sehingga ߙ ൌ  .ߚ௞ᇲିଵݕ

Diketahui  

ߚ ൌ ௞ᇲିଵݖ ൅ ௞ᇲିଶݖ ൅ ௞ᇲିଷݖ ൅ ൅ڮ ૚. 

Misalkan ݔ ൌ ݔ) .ݖݕ ് ݖ karena ݕ ് ૚) 

ߙ ൌ  ߚ௞ᇲିଵݕ

ߙ ൌ ௞ᇲିଵݖ௞ᇲିଵሺݕ ൅ ௞ᇲିଶݖ ൅ ௞ᇲିଷݖ ൅ ൅ڮ ૚ሻ 

ߙ ൌ ௞ᇲିଵݖ௞ᇲିଵݕ ൅ ௞ᇲିଶݖ௞ᇲିଵݕ ൅ ௞ᇲିଷݖ௞ᇲିଵݕ ൅ ൅ڮ  ௞ᇲିଵݕ

ߙ ൌ ௞ᇲିଵݔ ൅ ݕ௞ᇲିଶݔ ൅ ଶݕ௞ᇲିଷݔ ൅ ൅ڮ  ௞ᇲିଵ (3.1)ݕ

 

Ciri-ciri Polinomial..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2008

 
 
 

 



35 
 

Universitas Indonesia 
 

ݔሺߙ െ ሻݕ ൌ ݔߙ െ  (3.2) ݕߙ

Substitusi (3.1) pada (3.2): 

ݔሺߙ െ ሻݕ ൌ ൣ൫ݔ௞ᇲିଵ ൅ ݕ௞ᇲିଶݔ ൅ ଶݕ௞ᇲିଷݔ ൅ ൅ڮ ൧ݔ ௞ᇲିଵ൯ݕ െ ൣ൫ݔ௞ᇲିଵ ൅

ݕ௞ᇲିଶݔ ൅ ଶݕ௞ᇲିଷݔ ൅ ൅ڮ   ൧ݕ௞ᇲିଵ൯ݕ

ݔሺߙ െ ሻݕ ൌ ௞ᇲݔൣ ൅ ݕ௞ᇲିଵݔ ൅ ଶݕ௞ᇲିଶݔ ൅ ൅ڮ ௞ᇲିଵ൧ݕݔ െ ሾݔ௞ᇲିଵݕ ൅

ଶݕ௞ᇲିଶݔ ൅ ଷݕ௞ᇲିଷݔ ൅ ൅ڮ   ௞ᇲሿݕ

ݔሺߙ െ ሻݕ ൌ ௞ᇲݔ െ  ௞ᇲݕ

ݔߙ െ ݕߙ ൌ ௞ᇲݔ െ  ௞ᇲݕ

௞ᇲݕ െ ݕߙ ൌ ௞ᇲݔ െ  ݔߙ

Karena ݇ᇱ ൌ ௞
௝
 dan ߙ ൌ െܽିଵܾ maka didapat 

ݕ
௞
௝ ൅ ܽିଵܾݕ ൌ ݔ

௞
௝ ൅ ܽିଵܾݔ 

݄ሺݕሻ ൌ ݄ሺݔሻ 

Didapat ݄ሺݕሻ ൌ ݄ሺݔሻ padahal ݔ ്  .Jadi ݄ bukanlah fungsi satu-satu .ݕ

Terbukti ݄ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. Sebelumnya telah dibuktikan 

݃ሺݔሻ polinomial permutasi jika dan hanya jika ݄ሺݔሻ polinomial permutasi. 

Sehingga terbukti ݃ሺݔሻ bukan polinomial permutasi jika diketahui 

݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ 1ሻ ് 1. Atau terbukti bagian pertama yaitu (~ݐ ՜  .(ݏ~

Untuk bagian kedua (~ݑ ՜   .(ݏ~

Untuk ܾ ് ૙ telah dibuktikan di atas bahwa ݃ bukan polinomial permutasi.  

Telah terbukti ሺ~ݐ ՜ ሻݏ~ ר ሺ~ݑ ՜ ݏ ሻ. Makaݏ~ ՜ ݐ ר ݐ terbukti. Dimana ݑ ר ݑ ؠ

ݎ Sebelumnya telah dibuktikan .ݎ ՜ ݏ Jadi terbukti pula .ݏ ՞  .ݎ
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Juga telah dibuktikan ݌ ՞ ݌ Jadi terbukti .ݏ ՞  Dengan perkataan lain terbukti .ݎ

݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ adalah polinomial permutasi jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ݇, ݍ െ

1ሻ ൌ 1 dan ܾ ൌ ૙.  

 

Teorema 3.10 membahas syarat perlu dari suatu trinomial agar menjadi polinomial 

permutasi. Namun trinomial pada Teorema 3.10 dibatasi pada trinomial yang selisih 

antara derajatnya dengan pangkat tertinggi keduanya adalah dua. 

Teorema 3.10  

Jika ݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௞ିଶݔܾ ൅ ܿ (dimana ܽ ് ૙ dan ݇ ൒ 2) merupakan 

polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ maka ݍ ء േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ atau ܾ ൌ ૙. 

Bukti 

Sebut: 

݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ ൅ ܽିଵܾݔ௞ିଶ 

Pada pembuktian Teorema 3.4 telah dibuktikan  ܽݔ௞ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ adalah polinomial 

permutasi jika dan hanya jika ݔ௞ ൅ ܽିଵܾݔ௝ adalah polinomial permutasi. Misalkan 

݇ െ 2 ൌ ݆, maka terbukti bahwa ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi jika dan 

hanya jika ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. Sehingga selanjutnya akan 

dibuktikan jika ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ maka ݍ ء

േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ atau ܾ ൌ ૙. Pembuktian dilakukan dengan kontradiksi. Sebut ߙ ൌ

െܽିଵܾ, maka  

݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ  ௞ିଶݔߙ

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  
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 ሻݍሺܨܩ ሻ polinomial permutasi atasݔሺ݃ :ݎ

ݍ :ݏ ء േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ atau ܾ ൌ ૙ 

Akan dibuktikan ݎ ՜  ݏ

Diketahui ݃ሺݔሻ polinomial permutasi, andaikan ݍ ؠ േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ dan ܾ ് ૙. 

Misalkan ݊ ൌ ௤േଵ
௞

. Akan dibuktikan ݊ ് ݍ െ 1. Pembuktian dengan kontradiksi 

dibagi menjadi dua kasus. 

Kasus 1: 

Jika ݊ ൌ ௤ିଵ
௞

. Andaikan ݊ ൌ ݍ െ 1. Maka ݇ ൌ 1. Kontradiksi dengan premis bahwa 

݇ ൒ 2.  

Kasus 2: 

Kasus kedua jika ݊ ൌ ௤ାଵ
௞

. Andaikan ݊ ൌ ݍ െ 1. Maka  

ݍ െ 1 ൌ
ݍ ൅ 1
݇  

݇ሺݍ െ 1ሻ ൌ ݍ ൅ 1 

ݍ݇ െ ݇ ൌ ݍ ൅ 1 

ݍ݇ െ ݍ ൌ ݇ ൅ 1 

ሺ݇ݍ െ 1ሻ ൌ ݇ ൅ 1 

ݍ ൌ
݇ െ 1 ൅ 2
݇ െ 1  

ݍ ൌ 1 ൅
2

݇ െ 1 
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Karena ݍ merupakan bilangan bulat positif, maka haruslah ݇ ൌ 2 atau ݇ ൌ 3. Untuk 

kasus pertama jika ݇ ൌ 2 maka ݍ ൌ 3. Sehingga ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ ௞ିଶݔߙ ൌ ଶݔ െ  .ߙ

݃ሺݔሻ polinomial permutasi jika dan hanya jika ݔଶ polinomial permutasi. Namun 

berdasarkan Teorema 3.2, ݔଶ polinomial permutasi jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ2, ݍ െ

1ሻ ൌ 1. Namun, jika ݇ ൌ 2 maka ݍ ൌ 3 sehingga ݃ܿ݀ሺ2, 3 െ 1ሻ ൌ 2. Sehingga, ݔଶ 

bukan polinomial permutasi. Didapat ݃ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. Hal ini 

kontradiksi dengan yang diketahui di premis bahwa ݃ሺݔሻ polinomial permutasi. 

Untuk kasus kedua jika ݇ ൌ 3. Didapat ݍ ൌ 2. Maka anggota dari ܨܩሺݍሻ hanyalah ૚ 

dan ૙. Dan ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ ௞ିଶݔߙ ൌ ଷݔ െ ሺ૙ሻ݃ .ݔߙ ൌ ૙ ൌ ݃ሺ૚ሻ, sehingga ݃ሺݔሻ 

bukan polinomial permutasi. Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui di premis 

bahwa ݃ሺݔሻ polinomial permutasi.  

Karena pada kedua kasus terjadi kontradiksi, maka ݊ ് ݍ െ 1.  

Karena ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ െ -௞ିଶ merupakan polinomial permutasi maka ݃ fungsi satuݔߙ

satu, sehingga ∑ ݃ሺݔሻ௫ீאிሺ௤ሻ ൌ ∑ ிሺ௤ሻீא௫ݔ . Karena ݊ ് ݍ െ 1, berdasarkan Lemma 

2.20,  ∑ ݃ሺݔሻ௡௫ீאிሺ௤ሻ ൌ ∑ ሺݔ௞ െ ிሺ௤ሻீא௞ିଶሻ௡௫ݔߙ ൌ ∑ ிሺ௤ሻீא௡௫ݔ ൌ ૙. Berdasarkan 

Teorema 2.34, didapat  

૙ ൌ ෍ ෍ቀ݊݅ ቁ ݔ
௞ሺ௡ି௜ሻሺെݔߙ௞ିଶሻ௜

௡

௜ୀ଴௫ீאிሺ௤ሻ

 

૙ ൌ ෍ ෍ቀ݊݅ ቁ ݔ
௞ሺ௡ି௜ሻାሺ௞ିଶሻ௜ሺെߙሻ௜

௡

௜ୀ଴௫ீאிሺ௤ሻ

 

૙ ൌ ෍ ෍ቀ݊݅ ቁ ݔ
௞௡ିଶ௜ሺെߙሻ௜

௡

௜ୀ଴௫ீאிሺ௤ሻ

 

૙ ൌ෍ቀ݊݅ ቁ ሺെߙሻ
௜ ෍ ௞௡ିଶ௜ݔ
௫ீאிሺ௤ሻ

௡

௜ୀ଴
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Berdasarkan Lemma 2.20, ∑ ிሺ௤ሻீא௞௡ିଶ௜௫ݔ ൌ ૙ kecuali jika ݇݊ െ 2݅ ൌ ݍ െ 1. 

݇݊ െ 2݅ ൌ ݍ െ 1 terjadi ketika ݅ ൌ 0 (ketika ݊݇ ൌ ݍ െ 1) atau ݅ ൌ 1 (ketika ݊݇ ൌ

ݍ ൅ 1). Akan dilihat nilai dari ∑ ቀ݊݅ ቁ ሺെߙሻ
௜ ∑ ிሺ௤ሻீא௞௡ିଶ௜௫ݔ

௡
௜ୀ଴  pada kedua kasus 

tersebut. 

Kasus 1: 

Jika ݊݇ ൌ ݍ െ 1 ketika ݅ ൌ 0. 

૙ ൌ ∑ ቀ݊݅ ቁ ሺെߙሻ
௜ ∑ ிሺ௤ሻீא௞௡ିଶ௜௫ݔ

௡
௜ୀ଴ ൌ ቀ݊0ቁ ሺെߙሻ

଴ ∑ ிሺ௤ሻீא௞௡ି଴௫ݔ ൌ

∑ ிሺ௤ሻீא௤ିଵ௫ݔ   

Hal ini kontradiksi dengan ∑ ிሺ௤ሻீא௤ିଵ௫ݔ ൌ െ૚ berdasarkan Lemma 2.20.  

 

Kasus 2: 

Jika ݊݇ ൌ ݍ ൅ 1 ketika ݅ ൌ 1. 

૙ ൌ ∑ ቀ݊݅ ቁ ሺെߙሻ
௜ ∑ ிሺ௤ሻீא௞௡ିଶ௜௫ݔ

௡
௜ୀ଴ ൌ ቀ݊1ቁ ሺെߙሻ

ଵ ∑ ிሺ௤ሻீא௞௡ିଶ௫ݔ ൌ

݊ሺെߙሻ∑ ிሺ௤ሻீא௤ିଵ௫ݔ  (3.3)  

Karena ߙ ് ૙ maka 

૙ ൅ ߙ ് ૙ 

Berdasarkan Teorema 2.3 dan fakta bahwa finite field ܨܩሺݍሻ merupakan finite group 

terhadap operasi penjumlahan pada ܨܩሺݍሻ, maka 

ߙݍ ൅ ߙ ് ૙ 

ሺݍ ൅ 1ሻߙ ് ૙ 

ߙ݇݊ ് ૙ 
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ߙ݊ ് ૙ 

Karena ݊ߙ ് ૙ maka ݊ሺെߙሻ ് ૙. Dari (3.3): 

૙ ൌ ݊ሺെߙሻ ෍ ௤ିଵݔ
௫ீאிሺ௤ሻ

 

Karena ݊ሺെߙሻ ് ૙ dan ܨܩሺݍሻ merupakan integral domain maka haruslah 

∑ ிሺ௤ሻீא௤ିଵ௫ݔ ൌ ૙. Hal ini kontradiksi dengan ∑ ிሺ௤ሻீא௤ିଵ௫ݔ ൌ െ૚, berdasarkan 

Lemma 2.20. 

Telah dibuktikan terjadi kontradiksi pada kasus kedua yaitu kasus jika ݊݇ ൌ ݍ ൅ 1 

ketika ݅ ൌ 1. Telah dibuktikan pula terjadi kontradiksi pada kasus pertama yaitu 

kasus jika ݊݇ ൌ ݍ െ 1 ketika ݅ ൌ 0. Maka terbukti pengandaian awal ݍ ؠ

േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ dan ܾ ് ૙ salah. Jadi, apabila diketahui ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ  െ  ௞ିଶ , denganݔߙ

ߙ ൌ െܽିଵܾ, polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ maka ݍ ء േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ atau ܾ ൌ ૙. 

Dengan kata lain terbukti ݎ ՜ ሻݔKarena telah terbukti ݂ሺ .ݏ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௞ିଶݔܾ ൅ ܿ 

merupakan polinomial permutasi jika dan hanya jika ݃ሺݔሻ ൌ ௞ݔ ൅ ܽିଵܾݔ௞ିଶ 

merupakan polinomial permutasi maka terbukti pula jika ݂ሺݔሻ ൌ ௞ݔܽ ൅ ௞ିଶݔܾ ൅ ܿ 

merupakan polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ maka ݍ ء േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ atau ܾ ൌ ૙. 

 

Akibat 3.11 merupakan akibat dari Teorema 3.10, yaitu kasus khusus untuk 

polinomial derajat 3 atas finite field yang karakteristiknya bukan 3. 

Akibat 3.11 

Misalkan ܨܩሺݍሻ field dengan karakteristik tidak sama dengan 3. Maka 

݂ሺݔሻ ൌ ଷݔܽ ൅ ଶݔܾ ൅ ݔܿ ൅ ݀ dimana ܽ ് ૙ merupakan polinomial 

permutasi pada ܨܩሺݍሻ jika dan hanya jika ܾଶ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ. 

Bukti 
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Sebut: 

݃ሺݔሻ ൌ ଷݔ ൅ ܽିଵܾݔଶ ൅ ܽିଵܿݔ 

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

:݌ ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi, 

:ݎ ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. 

Akan dibuktikan bahwa ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi jika dan hanya jika 

݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. Atau akan dibuktikan ݌ ՞  .ݎ

(՜) 

Jika diketahui ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi maka akan dibuktikan 

bahwa  ݃ሺݔሻ polinomial permutasi. 

Misalkan terdapat ݓ, ሻݓሻ, sedemikian sehingga ݃ሺݍሺܨܩ anggota ݖ ൌ ݃ሺݖሻ. 

Maka ܽ݃ሺݓሻ ൌ ܽ݃ሺݖሻ. Dan ܽ݃ሺݓሻ ൅ ݀ ൌ ܽ݃ሺݖሻ ൅ ݀. Sehingga didapat 

݂ሺݓሻ ൌ ݂ሺݖሻ. Karena ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi, maka ݂ fungsi 

satu-satu. Karena ݂ fungsi satu-satu maka ݓ ൌ ,ݓ Terbukti jika terdapat .ݖ  ݖ

anggota ܨܩሺݍሻ,sedemikian sehingga ݃ሺݓሻ ൌ ݃ሺݖሻ maka ݓ ൌ  Terbukti .ݖ

bahwa ݃ fungsi satu-satu, sehingga ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi. 

(՚) 

Jika diketahui ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi akan dibuktikan bahwa 

݂ሺݔሻ polinomial permutasi. 

Misalkan terdapat ݓ, ሻݓሻ, sedemikian sehingga ݂ሺݍሺܨܩ anggota ݖ ൌ ݂ሺݖሻ. 

Maka ݂ሺݓሻ െ ݀ ൌ ݂ሺݖሻ െ ݀. Dan ܽିଵሺ݂ሺݓሻ െ ݀ሻ ൌ ܽିଵሺ݂ሺݖሻ െ ݀ሻ. 

Sehingga didapat ݃ሺݓሻ ൌ ݃ሺݖሻ. Karena ݃ሺݔሻ polinomial permutasi maka ݃ 
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fungsi satu-satu. Karena ݃ fungsi satu-satu maka ݓ ൌ  Terbukti jika .ݖ

terdapat ݓ, ሻݓሻ, sedemikian sehingga ݂ሺݍሺܨܩ anggota ݖ ൌ ݂ሺݖሻ maka 

ݓ ൌ  ሻ merupakanݔTerbukti bahwa ݂ fungsi satu-satu, sehingga ݂ሺ .ݖ

polinomial permutasi.  

Telah dibuktikan bahwa ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi jika dan hanya jika 

݃ሺݔሻ polinomial permutasi. Atau terbukti ݌ ՞  .ݎ

Rubah bentuk ݃ሺݔሻ ൌ ଷݔ ൅ ܽିଵܾݔଶ ൅ ܽିଵܿݔ menjadi bentuk ݃ሺݔሻ ൌ ଶݔሺݔ ൅

ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ. Pilih ݕ ൌ ݔ ൅ ܾሺ3ܽሻିଵ maka ݔ ൌ ݕ െ ܾሺ3ܽሻିଵ. Substitusi ݔ ൌ ݕ െ

ܾሺ3ܽሻିଵ pada ݔሺݔଶ ൅ ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ. Didapat 

ଶݔሺݔ ൅ ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ ൌ ݕ  െ ܾሺ3ܽሻିଵሾሺݕ െ ܾሺ3ܽሻିଵሻଶ ൅ ܽିଵܾሺݕ െ

ܾሺ3ܽሻିଵሻ ൅ ܽିଵܿሿ  

 Misal ݃ሺݔሻ ൌ ଶݔሺݔ Karena .ܮ ൅ ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ ൌ ݃ሺݔሻ. Maka 

ܮ ൌ ݕ െ ܾሺ3ܽሻିଵሾሺݕ െ ܾሺ3ܽሻିଵሻଶ ൅ ܽିଵܾሺݕ െ ܾሺ3ܽሻିଵሻ ൅ ܽିଵܿሿ 

ܮ ൌ ݕ െ ܾሺ3ܽሻିଵሾݕଶ െ ሺ3ܽሻିଵܾݕ2 ൅ ܾଶሺ3ܽሻିଶ ൅ ܽିଵܾݕ െ ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ ൅

ܽିଵܿሿ  

ܮ ൌ ሼݕଷ െ ଶܾሺ3ܽሻିଵݕ2 ൅ ଶሺ3ܽሻିଶܾݕ ൅ ܽିଵܾݕଶ െ ଵܾଶሺ3ܽሻିଵିܽݕ ൅

ଵܿሽିܽݕ ൅ ሼെܾሺ3ܽሻିଵݕଶ ൅ ଶሺ3ܽሻିଶܾݕ2 െ ܾଷሺ3ܽሻିଷ െ ܽିଵܾଶݕሺ3ܽሻିଵ ൅

ܽିଵܾଷሺ3ܽሻିଶ െ ܾሺ3ܽሻିଵܽିଵܿሽ  

ܮ ൌ ଷݕ ൅ ଶ ሼെ2ܾሺ3ܽሻିଵݕ ൅ ܽିଵܾ െ ܾሺ3ܽሻିଵሽ ൅ ሼܾଶሺ3ܽሻିଶ ݕ െ

ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܿ ൅ 2ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵሽ ൅ ሼെܾଷሺ3ܽሻିଷ ൅

ܽିଵܾଷሺ3ܽሻିଶ െ ܾሺ3ܽሻିଵܽିଵܿሽ  

Sebut െܾଷሺ3ܽሻିଷ ൅ ܽିଵܾଷሺ3ܽሻିଶ െ ܾሺ3ܽሻିଵܽିଵܿ ൌ ݀ᇱ , maka 

ܮ ൌ ଷݕ ൅ ଶ ሼെ2ܾሺ3ܽሻିଵݕ ൅ ܽିଵܾ െ ܾሺ3ܽሻିଵሽ ൅ ሼܾଶሺ3ܽሻିଶ ݕ െ

ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܿ ൅ 2ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵሽ ൅ ݀ᇱ (3.4)  
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Pandang koefisien dari ݕ. Sebut ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܿ ൅ 2ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ

ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ ൌ ܹ. Maka 

ܹ ൌ ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܿ ൅ 2ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ 

ܹ ൌ 3ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ 2ܽିଵܾଶሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ 3ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ 2ܾଶܽିଵሺܽ ൅ ܽ ൅ ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ 3ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ 2ܾଶሺሺܽ ൅ ܽ ൅ ܽሻܽሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ 3ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ 2ܾଶሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ 3ܾଶሺ3ܽሻିଶ െ 2ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ 3ܾଶሺሺܽ ൅ ܽ ൅ ܽሻଶሻିଵ െ 2ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ 3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ െ 2ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ (3.5) 

Pandang bentuk 3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ. Akan dibuktikan 3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ ൌ ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ. 

3ܾଶ ൌ 3ܾଶ 

3ܾଶ ൌ ܾଶ ൅ ܾଶ ൅ ܾଶ 

3ܾଶ ൌ ܾଶሾ૚ ൅ ૚ ൅ ૚ሿ 

3ܾଶ ൌ ܾଶሾሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻିଵሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻ ൅ ሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻିଵሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅

ܽଶሻ ൅ ሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻିଵሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻሿ  

3ܾଶ ൌ ܾଶሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻିଵሾሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻ ൅ ሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻ ൅ ሺܽଶ ൅

ܽଶ ൅ ܽଶሻሿ  

3ܾଶ ൌ ܾଶሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻିଵሺ9ܽଶሻ 

3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ ൌ ܾଶሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻିଵሺ9ܽଶሻሺ9ܽଶሻିଵ 

3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ ൌ ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ૚ 
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3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ ൌ ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ 

Terbukti 3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ ൌ ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ. 

Dari (3.5) 

ܹ ൌ 3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ െ 2ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

Karena 3ܾଶሺ9ܽଶሻିଵ ൌ ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ maka 

ܹ ൌ ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ െ 2ܾଶሺ3ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ െܾଶሺ3ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ (3.6) 

Pandang bentuk ܽିଵܿ. Akan dibuktikan ܽିଵܿ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿሻ. 

3ܽܿ ൌ 3ܽܿ 

3ܽܿ ൌ ܽܿ ൅ ܽܿ ൅ ܽܿ 

3ܽܿ ൌ ૚ܽܿ ൅ ૚ܽܿ ൅ ૚ܽܿ 

3ܽܿ ൌ ܽିଵܽܽܿ ൅ ܽିଵܽܽܿ ൅ ܽିଵܽܽܿ 

3ܽܿ ൌ ܽିଵܽଶܿ ൅ ܽିଵܽଶܿ ൅ ܽିଵܽଶܿ 

3ܽܿ ൌ ܽଶܽିଵܿ ൅ ܽଶܽିଵܿ ൅ ܽଶܽିଵܿ 

3ܽܿ ൌ ሺܽଶ ൅ ܽଶ ൅ ܽଶሻܽିଵܿ 

3ܽܿ ൌ ሺ3ܽଶሻܽିଵܿ 

ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿሻ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽଶሻܽିଵܿ 

ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿሻ ൌ ૚ܽିଵܿ 

ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿሻ ൌ ܽିଵܿ 

Terbukti ܽିଵܿ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿሻ. 
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Dari (3.6) dan ܽିଵܿ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿሻ. 

ܹ ൌ െܾଶሺ3ܽଶሻିଵ ൅ ܽିଵܿ 

ܹ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿ െ ܾଶሻ 

Substitusi ܹ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿ െ ܾଶሻ pada (3.4) dan dengan pemisalan bahwa ܹ 

merupakan koefisien dari ݕ. 

ܮ ൌ ଷݕ ൅ ଶ ሼെ2ܾሺ3ܽሻିଵݕ ൅ ܽିଵܾ െ ܾሺ3ܽሻିଵሽ ൅ ሼሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿ ݕ െ ܾଶሻሽ ൅

݀ᇱ (3.7)  

Pandang koefisien dari ݕଶ. Sebut െ2ܾሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܾ െ ܾሺ3ܽሻିଵ ൌ ܼ. Maka 

ܼ ൌ െ2ܾሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܾ െ ܾሺ3ܽሻିଵ 

ܼ ൌ െ3ܾሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܾ (3.8) 

Pandang bentuk 3ܾሺ3ܽሻିଵ. Akan dibuktikan 3ܾሺ3ܽሻିଵ ൌ ܾܽିଵ. 

3ܾ ൌ 3ܾ 

3ܾ ൌ ܾ ൅ ܾ ൅ ܾ 

3ܾ ൌ ܾ૚ ൅ ܾ૚ ൅ ܾ૚ 

3ܾ ൌ ܾܽିଵܽ ൅ ܾܽିଵܽ ൅ ܾܽିଵܽ 

3ܾ ൌ ܾܽିଵሺܽ ൅ ܽ ൅ ܽሻ 

3ܾ ൌ ܾܽିଵሺ3ܽሻ 

3ܾሺ3ܽሻିଵ ൌ ܾܽିଵሺ3ܽሻሺ3ܽሻିଵ 

3ܾሺ3ܽሻିଵ ൌ ܾܽିଵ૚ 

3ܾሺ3ܽሻିଵ ൌ ܾܽିଵ 
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Terbukti 3ܾሺ3ܽሻିଵ ൌ ܾܽିଵ. 

Dari (3.8) 

ܼ ൌ െ3ܾሺ3ܽሻିଵ ൅ ܽିଵܾ 

Substitusi 3ܾሺ3ܽሻିଵ ൌ ܾܽିଵ. Maka 

ܼ ൌ െܾܽିଵ ൅ ܽିଵܾ 

ܼ ൌ ૙ 

Dari (3.7) dan ܼ ൌ ૙. 

ܮ ൌ ଷݕ ൅ ሼሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿ ݕ െ ܾଶሻሽ ൅ ݀ᇱ 

Sebut ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿ െ ܾଶሻ ൌ ܿᇱ. 

Didapat 

ܮ ൌ ଷݕ ൅ ᇱܿ ݕ ൅ ݀ᇱ 

Karena ܮ ൌ ݃ሺݔሻ ൌ ଶݔሺݔ ൅ ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ, didapat ݔሺݔଶ ൅ ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ ൌ ଷݕ ൅

ᇱܿ ݕ ൅ ݀ᇱ, dimana  ܿᇱ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿ െ ܾଶሻ.  

Pada pembuktian Teorema 3.4 telah dibuktikan  ܽݔ௞ ൅ ௝ݔܾ ൅ ܿ adalah polinomial 

permutasi jika dan hanya jika ݔ௞ ൅ ܽିଵܾݔ௝ adalah polinomial permutasi. Misalkan 

ܽ ൌ ૚, ݇ ൌ 3, ݆ ൌ 1, ܾ ൌ ܿᇱ, dan ܿ ൌ ݀ᇱ maka ݕଷ ൅ ᇱܿ ݕ ൅ ݀ᇱ adalah polinomial 

permutasi jika dan hanya jika ݕଷ ൅ ܿᇱݕ adalah polinomial permutasi. Misalkan 

ܿᇱ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺ3ܽܿ െ ܾଶሻ ൌ െߙ. Sehingga ߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ. Jadi untuk 

membuktikan ݔሺݔଶ ൅ ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ merupakan polinomial permutasi cukup 

dengan membuktikan bahwa ݕଷ െ  merupakan polinomial permutasi, dimana ݕߙ

ߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ.  

Sebut: 
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݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ.  

Akan dibuktikan ݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, adalah 

polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ jika dan hanya jika ܾଶ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ. 

Pembuktian dilakukan dengan menggunakan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

 .ሻݍሺܨܩ ሻ polinomial permutasi padaݔଵ: ݄ሺ݌

ଶ: ܾଶ݌ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ. 

Maka akan dibuktikan ݌ଵ ՞  .ଶ݌

ሺ՜) 

Jika diketahui ݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, adalah 

polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻakan dibuktikan  ܾଶ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ

2 ሺ݉3 ݀݋ሻ. 

Pada Teorema 3.10 telah dibuktikan jika ܽݔ௞ ൅ ௞ିଶݔܾ ൅ ܿ (dimana ܽ ് ૙ 

dan ݇ ൒ 2) merupakan polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ maka ݍ ء

േ1 ሺ݉݀݋ ݇ሻ atau ܾ ൌ ૙. 

Pandang ݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ. Jika disesuaikan 

dengan Teorema 3.10, maka ܽ ൌ ૚, ݇ ൌ 3, ܾ ൌ െߙ, dan ܿ ൌ ૙.  

Didapat berdasarkan Teorema 3.10:  

jika ݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, polinomial permutasi 

maka ݍ ء േ1 ሺ݉3 ݀݋ሻ atau െߙ ൌ ૙ (3.9) 

Karena karakteristik dari ܨܩሺݍሻ bukan 3 dan karakteristiknya pasti bilangan 

prima (berdasarkan Teorema 2.14), maka ݍ pasti bukan kelipatan 3.  
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Misalkan proposisi: 

݆: ݍ ء േ1ሺ݉3 ݀݋ሻ. 

Karena ݍ bukan kelipatan 3 maka kemungkinan yang tersisa adalah: 

ݍ .1 ؠ 1ሺ݉3 ݀݋ሻ  

ݍ .2 ؠ 2ሺ݉3 ݀݋ሻ yang artinya sama dengan ݍ ؠ െ1ሺ݉3 ݀݋ሻ 

Maka kasus manapun yang terjadi, proposisi ݆ tidak berlaku. Sehingga 

berdasarkan (3.9), jika ߙ ് ૙ maka ݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ

ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, bukan polinomial permutasi. Maka hanya ada satu 

kemungkinan ߙ agar ݄ሺݔሻ menjadi polinomial permutasi yaitu ߙ ൌ ૙. Jika 

ߙ ൌ ૙ maka berdasarkan Teorema 3.2, ݄ሺݔሻ ൌ  ଷ adalah polinomialݔ

permutasi jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺ3, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. Maka ݍ െ 1 ء ሺ݉3 ݀݋ሻ, 

sehingga kemungkinan yang tersisa adalah ݍ ؠ 2ሺ݉3 ݀݋ሻ. Jadi jika ݄ሺݔሻ ൌ

ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, merupakan polinomial permutasi 

maka ߙ ൌ ૙ dan ݍ ؠ 2ሺ݉3 ݀݋ሻ.  

Namun ߙ ൌ ૙ berarti ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ ൌ ૙. Karena pada premis ܽ ് ૙ 

maka ሺ3ܽଶሻିଵ ് ૙. Sehingga agar ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ ൌ ૙ haruslah 

ሺܾଶ െ 3ܽܿሻ ൌ ૙. Hal ini terjadi karena ܨܩሺݍሻ merupakan field sehingga 

berdasarkan Teorema 2.12 ܨܩሺݍሻ juga merupakan integral domain. Didapat 

ሺܾଶ െ 3ܽܿሻ ൌ ૙ yakni ܾଶ ൌ 3ܽܿ. 

Terbukti jika ݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, merupakan 

polinomial permutasi maka ܾଶ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ 2ሺ݉3 ݀݋ሻ. 

Terbukti ݌ଵ ՜  .ଶ݌

(՚) 

Akan dibuktikan ݌ଶ ՜   ଵ݌
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Jika diketahui ܾଶ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ akan dibuktikan ݄ሺݔሻ 

polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ. 

Karena ܾଶ ൌ 3ܽܿ maka ܾଶ െ 3ܽܿ ൌ ૙. Karena ܾଶ െ 3ܽܿ ൌ ૙ maka ߙ ൌ

ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ ൌ ૙. Didapat ݄ሺݔሻ ൌ  ,ଷ. Berdasarkan Teorema 3.2ݔ

݄ሺݔሻ adalah polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ jika dan hanya ݃ܿ݀ሺ3, ݍ െ

1ሻ ൌ 1. Akan tetapi diketahui ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ, maka didapat ݃ܿ݀ሺ3, ݍ െ

1ሻ ൌ 1. Sehingga terbukti bahwa ݄ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ߙ dengan ,ݔߙ ൌ

ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, adalah polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ. 

Terbukti ݌ଶ ՜  .ଵ݌

Telah dibuktikan ݌ଵ ՜ ଶ݌ ଶ dan݌ ՜ ଵ݌ ଵ, maka terbukti݌ ՞ ሻݔଶ. Yaitu ݄ሺ݌ ൌ ଷݔ െ

ߙ dengan ,ݔߙ ൌ ሺ3ܽଶሻିଵሺܾଶ െ 3ܽܿሻ, adalah polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ jika 

dan hanya jika ܾଶ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ. Sehingga terbukti pula bahwa ݃ሺݔሻ ൌ

ଶݔሺݔ ൅ ܽିଵܾݔ ൅ ܽିଵܿሻ polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ jika dan hanya jika 

ܾଶ ൌ 3ܽܿ dan ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ. Karena telah dibuktikan ݂ሺݔሻ merupakan polinomial 

permutasi jika dan hanya jika ݃ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi (yaitu  ݌ ՞  ,(ݎ

maka terbukti ݂ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi jika dan hanya jika ܾଶ ൌ 3ܽܿ 

dan ݍ ؠ 2 ሺ݉3 ݀݋ሻ. 

 

Teorema 3.12 membahas ciri-ciri dari binomial agar menjadi polinomial permutasi. 

Namun binomial tersebut dibatasi pada binomial yang derajatnya merupakan pangkat 

dari karakteristik finite field. 

Teorema 3.12 

Misalkan karakteristik ܨܩሺݍሻ adalah ݌ dan ݂ሺݔሻ ൌ ௣ೞݔ െ ߙ dengan ݔߙ ് ૙ 

anggota ܨܩሺݍሻ dan ݏ ൐ 0. Maka: 
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a) ݂ሺݔሻ polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ jika dan hanya jika ߙ bukan 

pangkat ke ݌௦ െ 1 dari anggota ܨܩሺݍሻ.  

b) Jika ݂ሺݔሻ polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ maka ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ௦݌ െ

1ሻ ൐ 1. 

c) Jika ߙ merupakan elemen primitive pada ܨܩሺݍሻ maka ݃ܿ݀ሺݍ െ

1, ௦݌ െ 1ሻ ൐ 1 jika dan hanya jika ݂ሺݔሻ polinomial permutasi atas 

 .ሻݍሺܨܩ

Bukti 

Untuk a): 

Akan dibuktikan: ݂ሺݔሻ polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ jika dan hanya jika ߙ bukan 

pangkat ke ݌௦ െ 1 dari anggota ܨܩሺݍሻ. 

(՜) 

Jika diketahui ݂ሺݔሻ polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ maka akan dibuktikan 

dengan kontradiksi bahwa ߙ bukan pangkat ke ݌௦ െ 1 dari anggota ܨܩሺݍሻ.  

Andaikan terdapat ߚ ് ૙ anggota ܨܩሺݍሻ dimana ߚ௣ೞିଵ ൌ  Maka ݂ bukan .ߙ

fungsi satu-satu karena ૙ dan ߚ merupakan anggota ܨܩሺݍሻ yang berbeda 

namun sama-sama dipetakan oleh ݂ ke ૙. Karena ݂ bukan fungsi satu-satu 

maka ݂ሺݔሻ bukan polinomial permutasi. Hal ini kontradiksi dengan yang 

diketahui di premis bahwa ݂ሺݔሻ polinomial permutasi. Sehingga 

pengandaian bahwa terdapat ߚ ് ૙ anggota ܨܩሺݍሻ dimana ߚ௣ೞିଵ ൌ  .salah ߙ

Jadi tidak terdapat anggota ܨܩሺݍሻ sedemikian sehingga pangkat ke-݌௦ െ

1nya sama dengan ߙ. 

(՚) 
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Jika diketahui ߙ bukan pangkat ke ݌௦ െ 1 dari anggota ܨܩሺݍሻ maka akan 

dibuktikan dengan kontradiksi bahwa ݂ሺݔሻ polinomial permutasi pada 

 .ሻݍሺܨܩ

Andaikan ݂ሺݔሻ bukan polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ maka ݂ bukan 

fungsi satu-satu. Sehingga terdapat ݓ, ݓ ,ሻݍሺܨܩ anggota ݕ ്  sedemikian ,ݕ

sehingga ݂ሺݓሻ ൌ ݂ሺݕሻ. Didapat 

௣ೞݓ െ ݓߙ ൌ ௣ೞݕ െ  ݕߙ

௣ೞݓ െ ௣ೞݕ ൌ ݓߙ െ  (3.10) ݕߙ

Pandang bentuk berikut: 

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺሺݓ െ  ሻ௣ሻ௣ೞషభ (3.11)ݕ

Berdasarkan Teorema 2.14, ݌ merupakan bilangan prima. Dan ݓ,  anggota ݕ

ݓሻ sehingga berdasarkan Teorema 2.15, ሺݍሺܨܩ െ ሻ௣ݕ ൌ ௣ݓ െ    .௣ݕ

Dari (3.11) 

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺሺݓ െ  ሻ௣ሻ௣ೞషభݕ

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺݓ௣ െ  ௣ሻ௣ೞషభݕ

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺሺݓ௣ െ  ௣ሻ௣ሻ௣ೞషమ (3.12)ݕ

Berdasarkan Teorema 2.15, ሺݓ௣ െ ௣ሻ௣ݕ ൌ ௣మݓ െ  .௣మݕ

Dari (3.12) 

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺሺݓ௣ െ  ௣ሻ௣ሻ௣ೞషమݕ

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺݓ௣మ െ  ௣మሻ௣ೞషమݕ

 ڭ
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ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺݓ௣ೞ െ  ௣ೞሻ௣ೞషೞݕ

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺݓ௣ೞ െ  ௣ೞሻ௣బݕ

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ሺݓ௣ೞ െ  ௣ೞሻଵݕ

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ൫ݓ௣ೞ െ  ௣ೞ൯ (3.13)ݕ

Dari (3.10) 

௣ೞݓ െ ௣ೞݕ ൌ ݓߙ െ  ݕߙ

Berdasarkan (3.13) 

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ݓߙ െ  ݕߙ

Berdasarkan sifat distributif pada field: 

ሺݓ െ ሻ௣ೞݕ ൌ ݓሺߙ െ  ሻ (3.14)ݕ

Kalikan kedua ruas pada persamaan (3.14) dengan ሺݓ െ ݓሻିଵ. (ሺݕ െ  ሻିଵݕ

ada dan anggota ܨܩሺݍሻ karena ܨܩሺݍሻ adalah field dan ݓ െ ݕ ് ૙). 

Didapat: 

ሺݓ െ ሻ௣ೞିଵݕ ൌ  ߙ

Sehingga didapat sebuah anggota ܨܩሺݍሻ yaitu ሺݓ െ ݓሻ dimana ሺݕ െ

ሻ௣ೞିଵݕ ൌ  bukan ߙ Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui bahwa .ߙ

pangkat ke ݌௦ െ 1 dari anggota ܨܩሺݍሻ. Sehingga pengandaian bahwa ݂ሺݔሻ 

bukan polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ salah. Jadi haruslah ݂ሺݔሻ 

polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ.  
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Untuk b): 

Jika diketahui ݂ሺݔሻ polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ maka akan dibuktikan dengan 

kontradiksi bahwa ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ௦݌ െ 1ሻ ൐ 1. 

Andaikan ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ௦݌ െ 1ሻ ൌ 1. Maka berdasarkan Teorema 2.31 terdapat 

bilangan bulat ݉, ݊ sedemikian sehingga ݉ሺݍ െ 1ሻ ൅ ݊ሺ݌௦ െ 1ሻ ൌ 1. 

ଵߙ ൌ  ߙ

௠ሺ௤ିଵሻା௡ሺ௣ೞିଵሻߙ ൌ  ߙ

Karena ߙ א ሻݍሺܨܩ െ ሼ૙ሽ dan berdasarkan Teorema 2.3 serta Teorema 2.16, maka 

ሺ௤ିଵሻߙ ൌ ૚. 

௡ሺ௣ೞିଵሻߙ ൌ  ߙ

ሺߙ௡ሻሺ௣ೞିଵሻ ൌ  ߙ

Sebut ߙ௡ ൌ ௦݌ merupakan pangkat ke ߙ ሻ. Makaݍሺܨܩ suatu anggota ߛ െ 1 dari 

anggota ܨܩሺݍሻ. Sehingga berdasarkan bagian a) dari Teorema ini, ݂ሺݔሻ bukan 

polinomial permutasi. Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui bahwa ݂ሺݔሻ 

merupakan polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ. Sehingga pengandaian bahwa 

݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ௦݌ െ 1ሻ ൌ 1 salah. Jadi haruslah ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ௦݌ െ 1ሻ ൐ 1. 

 

Untuk c): 

Jika diketahui ߙ merupakan elemen primitive pada ܨܩሺݍሻ akan dibuktikan ݃ܿ݀ሺݍ െ

1, ௦݌ െ 1ሻ ൐ 1 jika dan hanya jika ݂ሺݔሻ polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ. 

(՚) 
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Jika diketahui ݂ሺݔሻ polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ akan dibuktikan 

݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ௦݌ െ 1ሻ ൐ 1. Hal ini sudah dibuktikan pada bagian b) dari 

Teorema ini.  

(՜) 

Jika diketahui ݃ܿ݀ሺݍ െ 1, ௦݌ െ 1ሻ ൐ 1 akan dibuktikan dengan kontradiksi 

݂ሺݔሻ polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ. 

Andaikan ݂ሺݔሻ bukan polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ. Berdasarkan bagian 

a) dari Teorema ini, maka terdapat ݕ anggota ܨܩሺݍሻ dimana ݕ௣ೞିଵ ൌ  .ߙ

Selanjutnya jika diketahui ߙ merupakan elemen primitive dari ܨܩሺݍሻ akan 

dibuktikan ݕ juga merupakan elemen primitive dari ܨܩሺݍሻ. Bukti: 

Ambil ݐ ് ૙ anggota ܨܩሺݍሻ. Karena ߙ merupakan elemen primitive 

dari ܨܩሺݍሻ maka terdapat bilangan bulat ݈ dimana ߙ௟ ൌ  Namun .ݐ

ߙ ൌ ௟ሺ௣ೞିଵሻݕ ௣ೞିଵ. Makaݕ ൌ ௦݌untuk suatu bilangan bulat ݈ሺ ݐ െ 1ሻ. 

Karena untuk sembarang anggota ܨܩሺݍሻ െ ሼ૙ሽ dapat dinyatakan 

sebagai pangkat dalam ݕ, maka ݕ juga merupakan elemen primitive dari 

    .ሻݍሺܨܩ

Didapat ݕ merupakan elemen primitive dari ܨܩሺݍሻ. Maka berdasarkan 

Teorema 2.19 bagian c), ݕ௣ೞିଵ ൌ  juga merupakan elemen primitive dari ߙ

௦݌ሻ jika dan hanya jika ݃ܿ݀ሺݍሺܨܩ െ 1, ݍ െ 1ሻ ൌ 1. Diketahui ߙ merupakan 

elemen primitive dari ܨܩሺݍሻ namun ݃ܿ݀ሺ݌௦ െ 1, ݍ െ 1ሻ ൐ 1. Hal ini 

merupakan kontradiksi. Sehingga pengandaian kita bahwa ݂ሺݔሻ bukan 

polinomial permutasi pada ܨܩሺݍሻ salah. Haruslah ݂ሺݔሻ polinomial permutasi 

pada ܨܩሺݍሻ.  
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Teorema 3.13 membahas ciri-ciri dari cyclotomic polynomial agar menjadi 

polinomial permutasi. 

Teorema 3.13 

mth cyclotomic polynomial ܳ௠ሺݔሻ atas ܨܩሺݍሻ yang karakteristiknya bukan 2 

merupakan polinomial permutasi jika dan hanya jika ݉ ൌ 2.  

Bukti 

Pembuktian akan dilakukan dengan bantuan logika proposisi. 

Misalkan proposisi:  

 .ሻݍሺܨܩ ሻ merupakan polinomial permutasi atasݔ௠ሺܳ :݌

݉ :ݎ ൌ 2. 

(՚) 

Akan dibuktikan jika ݉ ൌ 2 maka ܳ௠ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi 

atas ܨܩሺݍሻ.  

ଶݔ െ ૚ ൌ ૙ 

ሺݔ ൅ ૚ሻሺݔ െ ૚ሻ ൌ ૙ 

Didapat dua buah 2nd root of unity yaitu ૚ dan – ૚. Namun yang merupakan 

primitive 2nd root of unity hanyalah – ૚. Sehingga ܳଶሺݔሻ ൌ ݔ ൅ ૚, yang 

merupakan polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ. 

(՜) 

Akan dibuktikan jika ܳ௠ሺݔሻ merupakan polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ 

maka ݉ ൌ 2. Dengan kontrapositifnya. Jika diketahui ݉ ് 2 akan 

dibuktikan  ܳ௠ሺݔሻ bukan polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ. 
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Kasus 1: 

Jika ݉ pangkat dari bilangan prima selain 2. Misalkan ݉ ൌ ݈ ,௟݌ א Գ,  ݌

bilangan prima selain 2. Berdasarkan Teorema 2.30 bagian b), 

ܳ௣೗ ൌ
௫೛೗ି૚

௫೛೗షభି૚
. 

ܳ௣೗ሺെ૚ሻ ൌ ૚ ൌ ܳ௣೗ሺ૙ሻ 

Sehingga ܳ௠ bukan polinomial permutasi karena bukan fungsi satu-satu. 

Kasus 2: 

Jika ݉ ് 2 merupakan pangkat dari 2. Misalkan ݉ ൌ 2௟, ݈ ൐ 1 א Գ. 

Berdasarkan Teorema 2.30 bagian a), 

ܳଶ೗ ൌ ૚ ൅  ଶ೗షభݔ

Sehingga 

ܳଶ೗ሺ૚ሻ ൌ ૚ ൅ ૚ ൌ ܳଶ೗ሺെ૚ሻ 

Sehingga ܳ௠ bukan polinomial permutasi karena bukan fungsi satu-satu. 

Kasus 3: 

Untuk ݉ selain pada kasus-kasus sebelumnya.  

Berdasarkan Teorema 2.33, untuk ݉ bilangan bulat positif lebih dari 1, 

terdapat tepat satu cara untuk menyatakan ݉ dalam bentuk ݉ ൌ

ଶ௔మ݌ଵ௔భ݌ ଵ݌ ௞௔ೖ, dengan݌… ൏ ଶ݌ ൏ ଷ݌ … ൏  ௞ bilangan-bilangan prima, dan݌

ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ bilangan bulat positif. Sebut  ݌ଵ௔భ݌ଶ௔మ ௞ିଵ௔ೖషభ݌… ൌ  Maka .ܣ

݉ ൌ  .ܣ ௞ tidak membagi݌ ௞௔ೖ, dimana݌ܣ

ܳ௠ ൌ ܳ஺௣ೖೌೖ  
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Berdasarkan Teorema 2.29 bagian a),  

ܳ௠ ൌ ܳ஺௣ೖೌೖ ൌ ܳ஺௣ೖ ל ቀݔ
௣ೖ
ೌೖషభ

ቁ 

Berdasarkan Teorema 2.29 bagian b), 

ܳ஺௣ೖ ൌ
ܳ஺ ל ௣ೖݔ
ܳ஺

 

Sehingga  

ܳ௠ሺݔሻ ൌ
ܳ஺ሺݔ௣ೖ

ೌೖ
ሻ

ܳ஺ሺݔ௣ೖ
ೌೖషభ

ሻ
 

ܳ௠ሺݔሻܳ஺ሺݔ௣ೖ
ೌೖషభ

ሻ ൌ ܳ஺ሺݔ௣ೖ
ೌೖ
ሻ 

Substitusi ݔ ൌ ૙ dan ݔ ൌ ૚, didapat 

ሺܳ௠ሺ૙ሻ െ ૚ሻܳ஺ሺ૙ሻ ൌ ૙ (3.15) 

ሺܳ௠ሺ૚ሻ െ ૚ሻܳ஺ሺ૚ሻ ൌ ૙ (3.16) 

Karena ૙ dan ૚ bukan primitive Ath root of unity maka ܳ஺ሺ૙ሻ ് ૙ dan 

ܳ஺ሺ૚ሻ ് ૙. Berdasarkan (3.15) dan fakta bahwa ܨܩሺݍሻ integral domain 

maka ሺܳ௠ሺ૙ሻ െ ૚ሻ ൌ ૙ atau ܳ௠ሺ૙ሻ ൌ ૚. Berdasarkan (3.16) dan fakta 

bahwa ܨܩሺݍሻ integral domain maka ሺܳ௠ሺ૚ሻ െ ૚ሻ ൌ ૙ atau ܳ௠ሺ૚ሻ ൌ ૚. 

Didapat 

ܳ௠ሺ૙ሻ ൌ ૚ ൌ ܳ௠ሺ૚ሻ 

Sehingga ܳ௠ bukan polinomial permutasi karena bukan fungsi satu-satu. 

Jika ݉ ് 2, terbukti ܳ௠ሺݔሻ bukan polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ. Sehingga, jika  

ܳ௠ሺݔሻ polinomial permutasi atas ܨܩሺݍሻ maka ݉ ൌ 2. 
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