BAB Il

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan dibahas teori dasar pengambilan sampel yang
akan digunakan dalam pembahasan selanjutnya, yaitu tehnik pengambilan
sampel dengan cara simple random sampling, stratified random sampling,
dan double sampling untuk stratifikasi beserta formula untuk menaksir

proporsi populasi dan sampling error dari taksiran proporsi tersebut.

2.1 Simple Random Sampling

Simple random sampling adalah suatu cara pengambilan sampel,
dimana sampel berukuran n diambil dari populasi berukuran N dengan cara
sedemikian sehingga setiap sampel yang mungkin mempunyai probabilitas

yang sama untuk terpilih menjadi sampel.

Ada dua cara pengambilan dalam simple random sampling, yaitu:
a. Simple random sampling dengan pengembalian (SRSWR)
Elemen yang sama bisa terpilih lebih dari satu kali.

b. Simple random sampling tanpa pengembalian (SRSWOR/ SRS)
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Elemen yang sama tidak bisa terpilih lebih dari satu kali.

Dalam tugas akhir ini, simple random sampling yang dimaksud adalah simple
random sampling tanpa pengembalian (SRSWOR/ SRS) karena unit yang

sama tidak memberikan tambahan informasi.

Dalam subbab selanjutnya, akan dibuktikan taksiran rata-rata dan
proporsi dalam SRS. Akan tetapi, sebelumnya akan dibuktikan terlebih
dahulu suatu teorema yang menyatakan bahwa setiap unit memiliki

probabilitas yang sama untuk terpilih menjadi anggota sampel.

Teorema 2.1. Dalam SRS, probabilitas suatu unit terpilih menjadi

anggota sampel adalah %

Bukti:

Misalkan nilai-nilai dari populasi = {u,,u,,...,u, }

Definisikan p; = P(u, muncul pada pengambilan ke-j), dimana j =1, 2,

Untuk j=1, maka:

p, = P(u; muncul pada pengambilan ke-1) = %
Untuk j =2, maka:

p, = P(u, muncul pada pengambilan ke-2)
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p, = P(u, muncul pada pengambilan ke-2, tapi u, tidak muncul pada

pengambilan ke-1)

Karena kedua kejadian, yaitu kejadian u, tidak muncul pada pengambilan ke-

1 dan kejadian u, muncul pada pengambilan ke-2, saling bebas, diperoleh:

p, = P(u, tidak muncul pada pengambilan ke-1) P(u, muncul pada

pengambilan ke-2)

- ()l () RS)

0, = =
2 N

Untuk | = 3, maka:
p, = P(u, muncul pada pengambilan ke-3)
p, = P(u, muncul pada pengambilan ke-3, tapi u, tidak muncul pada

pengambilan ke-1 dan ke-2)

Karena kedua kejadian, yaitu kejadian u, tidak muncul pada pengambilan ke-

1 dan ke-2 dan kejadian u; muncul pada pengambilan ke-3, saling bebas,

diperoleh:

p, = P(u, tidak muncul pada pengambilan ke-1 dan ke-2) P(u, muncul pada

pengambilan ke-3)
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Karena kedua kejadian, yaitu kejadian u, tidak muncul pada pengambilan ke-

1 dan kejadian u, tidak muncul pada pengambilan ke-2, saling bebas,

Bl s (s )

Dengan demikian, diperoleh p; :%, dimanaj=1,2,..,n. (2.1.1)

Misalkan 7 = P (u; dalam sampel)
A, = kejadian u, muncul pada pengambilan ke-j

Sehingga:

7 =P(AUAUAU--UA,)

Karena n kejadian tersebut saling lepas, maka:

=P (A)+P(A)+P(A;)+...+(A,)

1 1 1
m=—t—t—+..+—
N N
n
=—. 2.1.2
m=z (2.1.2)
Hal yang sama juga berlaku untuk u,,i=1, 2, ..., N.
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Dengan demikian terbukti bahwa dalam Simple Random Sampling,

probabilitas suatu unit terpilih menjadi anggota sampel adalah %

2.1.1 Taksiran untuk Rata-Rata dalam Simple Random Sampling

Misalkan {u,,u,,...,u, } adalah nilai-nilai populasi dan x adalah rata-

rata populasi.

Misalkan {y,,Y,,...,y,}adalah simple random sample yang diperoleh
dari populasi {u,u,,...,uy } .
Definisikan taksiran rata-rata populasi, y , adalah:
ZYi

v — =l
Y n

Akan dibuktikan bahwa:

(a) y adalah taksiran yang tak bias untuk rata-rata populasi (E ,u) .
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N
N_n 0_2 Z(ul_ﬂ)z
[ j—,jika =
n N

_ 2
© V(y)= (NN njs_ adalah taksiran yang tak bias dari

_ N-n)o® . M (yi_y)z
V(y):[ jF,”kaS :MT.

Pembuktian:

(a) Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari rata-rata populasi (= x)

>,

adalah y :ElTyaitu dengan menunjukkan bahwa E () = .

Bukti:

Definisikan variabel random Z, dimana:

z, =1; ueS

©i=1,2, ..., N. (2.1.1.1)
z, =0; u ¢S

Akan dicari E(z,), yaitu:
E(2)=Y2P(Z =2)=0-P(Z =0)+1-P(Z =1)=P(Z, =1)

Dari definisi (2.1.1.1), diperoleh:

E(z,)=P(u, €S)
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Berdasarkan teorema 2.1: P (u, € S) =— , sehingga:

n
N

E(z)= (2.1.1.2)

n
N

==L Sehingga, E(Yy) adalah:
n

E(Y)="t—=u (2.1.1.3)

n

Zyi

Karena telah diperoleh E (y) = x, maka terbukti bahwa y :%

adalah taksiran tak bias untuk .
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_ 2
(b) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa adalah V () = (N nja

9 jika
n

> (v u)

2 =

o° =

V()T):%(iuiz\/(zi)+i2uiujCov(zi,zj)J (2.1.1.4)
Akan dicari V (z,), yaitu:

var(z,)=E(2°)-[E(2)] =E(2)-[E(2)]
Dari persamaan (2.1.1.2), diperoleh:

n n ? n n
Var(ZI)ZN—(Wj :N(l_ﬁj (2115)

Akan dicari kovariansi dari z; danz,, yaitu:

Cov(zi,zj):E(z.z.)—E(zi)E(zj) (2.1.1.6)

1]

Terlebih dahulu akan dicari E (zizj) , yaitu:

Taksiran Proporsi..., Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA Ul, 2008



14

E(zizj):P(zi =1z, :1)

Dari definisi (2.1.1.1), diperoleh:

E(zizj):P(ui €S,u; eS)

karena ada (N - 2) unit lainnya yang tersedia untuk sisa sampel dan di sisi
lain ada (n — 2) cara untuk menempatkan dalam sampel dan karena populasi
ada sebanyak N diantara n sampel. Sehingga probabilitas u; dan u; berada

dalam sampel adalah:

Lt

B(22) =" =N
[nj (N=n)!n!
_n(n-3)(n-2)t  (N-2)!
(n=2)1  N(N-1)(N=2)!
:n(n—l)
N(N—1)

(2.1.1.7)

Substitusikan persamaan (2.1.1.7) ke dalam persamaan (2.1.1.6). Sehingga:
n(n-1
Cov(zi,zj):N(—)—ﬂ-ﬂz —ﬂ(l—ﬂji (2.1.1.8)

Substitusikan persamaan (2.1.1.5) dan (2.1.1.8) ke (2.1.1.4). Sehingga:

V()= n—lz[%(l—%jiuf {_%(1_%])2,2%}
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_ 2
Dengan demikian terbukti bahwa V () = (I:I 2]6— jika
~-1)n
N
2, _:“)2
o2 — i
N

i 2
(c) Selanjutnya, untuk membuktikan V () :(NN njs_ dengan
n

Z(y‘ _y)z N-n)oc?
s? =1L—  adalah taksiran yang tak bias dari V (y) =( j— yaitu
n-1 N-1)n
dengan menunjukkan bahwa E[ A()T)} =V (y).
Bukti:
4 —\2
~ N-n)s? , ~ (vi-¥)
E — E >~ . — i=1
[ (y)} K N jn} ; dengan s =
E[“(y)}'\'_”E(sz) (2.1.1.9)
nN

Akan dicari E (sz) , yaitu:
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E(s®)= (Nl_ljo—? (2.1.1.10)

Substitusikan persamaan (2.1.1.9) ke (2.1.1.10). Sehingga:

S R C e )

— adalah taksiran
n

¥ ; ~ . (N=n)s®
Dengan demikian, terbukti bahwa V (y) =

n

N—n]o-z Z(yi—y)z-

yang tak bias dari V(V):[ N Y dengan s? = 1= -
_ n_

Sampling error dari taksiran rata-rata tersebut adalah:

B(Y)=2\V (¥) =2 /(NN_”jé

2y _37)2

dengan s® =12
n-1
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2.1.2 Taksiran untuk Proporsi dalam Simple Random Sampling

Misalkan dalam sebuah populasi berukuran N, diketahui nilai populasi

{upU,,...,uy | dengan:
u, =0; jika elemen ke-i tidak mempunyai karakteristik tertentu

u, =1; jika elemen ke-i mempunyai karakteristik tertentu

dimanai=1,2, ..., N.

Proporsi populasi, p, adalah:

dengan u adalah rata-rata populasi secara keseluruhan.

Misalkan{y,y,.....Y, | adalah simple random sample yang diambil dari
populasi {u,u,,...,uy -

Definisikan taksiran proporsi populasi, p, adalah:

Akan dibuktikan bahwa:

(a) p adalah taksiran yang tak bias untuk proporsi populasi (=p) .
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o —n\p(1-p
(c)Vv (p) = [N nJ P 1p) adalah taksiran yang tak bias dari

Pembuktian;

(a) Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari proporsi populasi (= p)

n

Zyi

adalah p =-=— yaitu dengan menunjukkan bahwa E(p)=p.
n

Bukti:

Karena p =Y, jika elemen populasi bernilai 0 dan 1, maka:

E(p)=E(Y)
Dari pembuktian pada butir 2.1.1, telah dibuktikan bahwa E (y) = x, maka

diperoleh:
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n

2V

Karena telah diperoleh E(f)) = p, maka terbukti bahwa p = ‘=1n

adalah taksiran tak bias untuk p.

~ - 1—
(b) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa V (p) = (N n} p(1-p)

N-1 n

Bukti:

Jika elemen populasi bernilai 0 dan 1, maka p =y . Sehingga:

Perhatikan bahwa:

O_Z L =1 _ =1
N N N
N
u.

— i N/,lz
_ =1 il — gy — g2

N N =
=p-p°=p(1-p)

Sehingga:
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Dengan demikian, terbukti bahwa V (p)

N-1 n

(N —n)p(l— p)

. _n\p(1-p _
(c) Selanjutnya, untuk membuktikan V (p) = (NN n} p(n lp) adalah taksiran

R - 1-
yang tak bias dari V (p) = (NN rllj p( p) yaitu dengan menunjukkan bahwa
- n

E[V(B)] = E[p-H*] =~ —[E(B)-E(5")] (2.1.2.1)

E(5°) =V (B)+[E(5)] {E,__Up(ln_p)wz (21.22)

Substitusikan persamaan (2.1.2.2) ke (2.1.1.1). Sehingga:

ol (Ve
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" - D(1-p
Dengan demikian, terbukti bahwa Vi () = (NN ”) Fz(n 1'3) adalah

taksiran yang tak bias dari V (p) :(

Sampling error dari taksiran proporsi tersebut adalah:

B(p) =2V (p) = 2\/(N|;n) IE)((rml:llf;)
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2.2 Stratified Random Sampling

Stratified random sampling adalah suatu cara pengambilan sampel,
dengan mengelompokkan elemen-elemen populasi ke dalam kelompok-
kelompok yang tidak overlapping, sebut strata, dan kemudian memilih secara
SRS dari tiap stratum. Pada prinsipnya, stratified random sampling
menjadikan populasi yang heterogen menjadi homogen dalam tiap stratum.

llusrasi stratified random sample seperti ditunjukkan oleh gambar berikut:

Gambar 2.2 Stratified Random Sample

Misalkan notasi yang akan digunakan:

N adalah ukuran keseluruhan populasi dan N =N, +N, +...+ N,
N, adalah ukuran populasi pada stratum ke-h

n, adalah ukuran sampel yang diambil pada stratum ke-h

P, adalah proporsi sampel pada stratum ke-h

dimanah =1, 2, ..., L.
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2.2.1 Taksiran untuk Proporsi dalam Stratified Random Sampling

Misalkan {ul,uz,...,uN} adalah nilai dari populasinya, dengan:
u, =0; jika elemen ke-i tidak mempunyai karakteristik tertentu

u, =1; jika elemen ke-i mempunyai karakteristik tertentu

dimanai=1,2, ..., N.

Proporsi populasi, p, adalah:

dimana u adalah rata-rata populasi secara keseluruhan

Misalkan {uhl,uhz,...,uhNh}adaIah nilai populasi dari stratum ke-h, h =
1,2, ..., Ldengan:
u, =0; jika elemen ke-i pada stratum ke-h tidak mempunyai karakteristik

tertentu

25

u, =1, jika elemen ke-i pada stratum ke-h mempunyai karakteristik tertentu

dimanai=1, 2, ..., Np.

Proporsi populasi pada stratum ke-h, p, , adalah:
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Nn
Zuhi
_ia

Py N,

:/'lh

dimana g, adalah rata-rata populasi pada stratum ke-h, h =1, 2, ..., L.

Dengan demikian, proporsi populasi, p, dapat dinyatakan sebagai:

1 N
p_ﬁéui

1
- u

1 L
pZNZthh

o
I
N

Misalkan {Y,.,Y s Y, | adalah simple random sample yang diambil
dari stratum ke-h yang mempunyai elemen {uhl,uhz,...,uhNh}.

Definisikan taksiran proporsi populasi, p, adalah:

A th‘ A ZNh
dimana p, =-=-—. Sehingga didapatkan p = h:?\l (
nh

i”zhym]_

nh i=1

Akan dibuktikan bahwa:
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(a) p adalah taksiran yang tak bias untuk proporsi populasi (= p) .

BV (p)=3 %T[Nh—nh p.(1-p,)

“N)(N-1) n,

N, —ny, ﬁh (1_ F3h)
N, (n, —1)

adalah taksiran yang tak bias dari

Il
Mr
=z |,Z
~—

(©) V()

=y
Il
=

o SNV (N, - 1-
V(p):z Whj I\Th_njlj ph( ph)

h=

=

Pembuktian:

(a) Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari proporsi populasi (= p)
L ~
2 N.B,

adalah p ="t N yaitu dengan menunjukkan bahwa E(p)=p.

Bukti:

L - 1 ~
E(Zthh] :N'hZ:NhE(ph)
-1

h=1

Z|-

karena pada stratum ke-h dilakukan pengambilan secara SRS dan pada butir

2.1.2 telah dibuktikan bahwa E(p,)=p,, h=1, 2, ..., L. Maka:

(A):%Z hPh =
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L
zNhﬁh

Karena telah diperoleh E(p, ) = p, maka terbukti bahwa p == N

adalah taksiran tak bias untuk p.
(b) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa variansi taksiran proporsi adalah

-3 [ R

L
h=1 nh

Bukti:

Karena pengambilan sampel pada stratum ke-h dilakukan secara SRS, dan

pada pembahasan sebelumnya telah dibuktikan bahwa

V(p,)= [Nh';h__nlh j Ph (: P.) . Sehingga diperoleh:

n, h=1 n,

v (p) zézNﬁ(Ngh—_nﬂph (1-py) :i(%]Z[NI\Th—_n;]ph (1-p.)

L 2 _ _
Dengan demikian terbukti bahwa V() :Z(mj N, n“\p“(l F%).
SNJIN-1) n
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' i 7(8 L (N, Y (N, =N P, (1_ f)h)
¢) Selanjutnya, untuk membuktikan V = —h h "h
(c) Selanjutny (P) ;(Nj( N j R

L 2 . _
adalah taksiran yang tak bias dari V(E)):Z(%J (I\Iillh rl‘}g‘(ih R yaitu dengan
h=1L -

A

menunjukkan bahwa E[ (ﬁ)} =V (p).

Bukti :

R
|

2% R e

h

karena pada stratum ke-h dilakukan pengambilan secara SRS dan

berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2, yaitu E(p, )= p, dan

- N, — 1- A A -
(5[ [P dantarena v (5, 5[ 5]

<v]-3 (e s (PR e
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Il
M-
pd |,Z
N
N
N\
=
o0
|
>
o
N—
—
H
—
=
|
N
=)
o
1
©
p
|
—_
©
p
N—
N
| I

o
1]
[a

1
=z | £
o0
I |
|2
N—
-
>
—
s |
= |
5o
0
N
1
H_J

[l
M-
= |jZ

oy
Il
3N

h _1)nh(nh -

Nhﬂwh—nhjph(l- P _v (5,

N)IN-1) n,

jZ[NhN_hnh J(N p, (1= p,) ; (N, ~2)n, =(N, =n,)]

Il
M-

=
Il
=

A L 2 _ 0, (1-p
Dengan demikian, terbukti bahwa V (f;) - Z %) (Nh n, ] pzr(] Fl’;)
-

Sampling error dari taksiran proporsi tersebut (sebut = B) adalah:

6127023 [ e

h=1 h

2.3 Double Sampling untuk Stratifikasi

Seringkali dalam stratified random sampling, strata tidak diketahui dari
awal tetapi baru terbentuk dari simple random sample yang diambil. Dalam

kasus seperti ini taksiran parameter dicari berdasarkan data yang didapat
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dari elemen-elemen simple random subsample yang diambil dari setiap strata
yang terbentuk. Metode pengambilan sampel dengan mengambil suatu
simple random sample untuk menentukan strata (sebut tahap pertama) dan
kemudian mengambil simple random subsample dari setiap stratum (sebut

tahap kedua) disebut metode double sampling untuk stratifikasi.

Misalkan N adalah ukuran populasi dan misalkan pada tahap pertama

suatu sampel ukuran n diambil secara SRS dan dari n" simple random

sample yang terambil dapat dibentuk L strata dengan ukuran masing-masing
sampel pada tiap strata adalah n, , dimanah =1, 2, ..., L. Kemudian pada

tahap kedua diambil subsampel dari masing-masing strata yang telah

terbentuk dengan ukuran sampel n, .

Misalkan N, adalah ukuran populasi pada stratum ke-h. Sebut

w, =n, /n", maka w, adalah taksiran yang tak bias untuk W, =N, /N .

llusrasi double sample untuk stratifikasi seperti ditunjukkan oleh gambar

berikut:

Gambar 2. 3 Double Sample untuk Stratifikasi
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Misalkan notasi yang akan digunakan:
N adalah ukuran keseluruhan populasi

N, adalah ukuran populasi pada stratum ke-h

n adalah ukuran keseluruhan sampel yang diambil pada tahap pertama

n, adalah ukuran sampel yang diambil pada tahap pertama stratum ke-h

n adalah ukuran keseluruhan sampel yang diambil pada tahap kedua

n, adalah ukuran sampel yang diambil pada tahap kedua stratum ke-h

dimanah =1, 2, ..., L.

2.3.1 Taksiran untuk Proporsi dalam Double Sampling untuk

Stratifikasi

Misalkan {u,,u,,...,uy} adalah nilai dari populasinya, dengan:
u, =0; jika elemen ke-i tidak mempunyai karakteristik tertentu
u. =1; jika elemen ke-i mempunyai karakteristik tertentu

dimanai=1,2, ..., N.

Misalkan {uhl,uhz,...,uhNh} adalah nilai populasi pada stratum ke-h,

dimana h =1, 2, ..., L, dengan:
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u,, =0; jika elemen ke-i pada stratum ke-h tidak mempunyai karakteristik
tertentu

u, =1, jika elemen ke-i pada stratum ke-h mempunyai karakteristik tertentu

dimanai=1, 2, ..., Np.

Misalkan p adalah proporsi populasi dengan karakteristik tertentu.

Proporsi populasi dengan karakteristik tertentu pada stratum ke-h , p,,

adalah:

Nh

Zuhi

p, =42
h N,

Dengan demikian, p dapat dinyatakan sebagai:

=1
P=N
1&
D=NZZUm
h=1 i=1
1 N
p—ﬁé hph
_<v Ny
p—é 3P
L
p:ZWhph
h=1

Taksiran Proporsi..., Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA Ul, 2008



34

Misalkan {yhl,yhz,...,yhnh } adalah simple random sample yang diambil

dari stratum ke-h yang mempunyai elemen {uhl,uhz,...,uhNh}.

Definisikan taksiran proporsi populasi dengan karakteristik tertentu
adalah:
. 18 . En . &L
P=—52 Py =2 Py = D WP
1

dimana p, adalah taksiran proporsi populasi dengan karakteristik tertentu

thi L thi
pada stratum ke-h, yaitu p, ==—. Sehingga didapatkan p = ZWh =

h h=1 Ny

Akan dibuktikan bahwa:

(@) p adalah taksiran yang tak bias untuk proporsi populasi (z p) .

(b) V(ﬁ)ZWL———}LiW sNnPy 11) ph)(kh ~1), dimana k,

suatu bilangan yang >1.

L
n h=1

YL
(%—E—“j +%th (Py - ﬁ)z} adalah taksiran yang tak bias dari
h=1

N-n
N-1°

V(p), dimana g =
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Pembuktian:

(a) Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari proporsi populasi (= p)

L
adalah p=> w,p, yaitu dengan menunjukkan bahwa E(p)=p.

h=1

L
E(B)=D W,p, =p
h=1

L
Karena telah diperoleh E(p)=p, maka terbukti bahwa p = > w,p,
h=1

adalah taksiran tak bias untuk p.

(b) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa

.~ Np(l-p)1 1) &W.N,p,(1-p :
V(p)z%(ﬁ_ﬁ}; h(l\t;h h—(l)n' h)(kh —1), dimana k, suatu

bilangan yang >1.

Bukti:
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Perhatikan bahwa:

L L L
p= zwhﬁh = ;Whﬁh +hZWh (ﬁh - ﬁh)
-1 -1

h=1

Sehingga:

L L L
V(p)=V hzwhﬁhj=v[hzwhﬁh+hzwh(ﬁh—ﬁh)}
=1 =1 =il

L L L L
V(p)=V thﬁg}+v {th (B, - ﬁg)}+200v[ZWhﬁ;,ZWh (By - ﬁh)}
| h=1 h=1 h=1 h=1

(2.3.1.1)

L
. Perhatikan bentuk V [ZWhﬁJ
h=1

Misalkan:

p adalah proporsi sampel yang diambil pada tahap pertama dengan
- o B
karakteristik tertentu, maka p =—.thi :
n =
p, adalah proporsi sampel yang diambil pada tahap pertama dengan
karakteristik tertentu stratum ke-h, maka p, =i.zh:yhi , dan
h i=1

w, =n, /n

Maka:

Taksiran Proporsi..., Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA Ul, 2008



~ 1
p ==
n

37

Karena pemilihan sampel berukuran n  yang diambil pada tahap

pertama dari populasi berukuran N dilakukan secara SRS, maka

berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2: V (f)) =(

karena itu:

L -
D w,p,
L h=1 i
L -
> w,p,
L h=1 i

- -
2 W, B,
L h=1 i

- i
th ﬁh
L h=1 i

Il. Perhatikan bentuk V{

V{Z{Wh(ﬁh —ﬁ;)} -EV

N-n
N-1

p(1-p)

n

Oleh

|

N-n

=V(|6

)z(

N-n

p(lj p)

N-1 n

|

p(1-p)

N-1

|

N

(

N -1)

L

2 W,

h

Il
=

VE

s

Np(1-p)

Nn

|

N —n
Nn’

(2.3.1.2)

1 1
n N

[

(ﬁh_

A

P
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—E| >w;[E(B,) ~2E(B,5,)+E(f)]
(BB ~2E(B)E(B) +(E(5)) |
Karena pemilihan sampel berukuran n, yang diambil pada tahap

kedua dari sampel berukuran n, yang diambil pada tahap pertama dilakukan
secara SRS, maka berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2 diperoleh
E(P,) = P, - Maka:

L

v{gwh(ﬁh - f)'h)} - E{ng .[E(f)h)2 —2EE(ﬁhﬁ;‘ﬁ;)+E(ﬁg)2}_

h=1

[[E(ﬁh)]z _2EE(r3h|ﬁ;)E(f’E){E(f’F)Tﬂ
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Karena p, adalah taksiran proporsi populasi dengan karakteristik tertentu

yang diambil pada tahap kedua stratum ke-h dan pada masing-masing strata

dilakukan pengambilan sampel secara SRS, maka dari pembuktian butir

A - 1- “ )
2.1.2 diperoleh V (p, ) = (N’\;‘ nlf‘) Py (1-Py) dan karena p, adalah taksiran
h n,

proporsi populasi dengan karakteristik tertentu yang diambil pada tahap

pertama stratum ke-h dan pada masing-masing strata dilakukan pengambilan
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sampel secara SRS, maka dari pembuktian butir 2.1.2 diperoleh

V(ﬁ,'j) = [Nh il } il (1._ P) . Sehingga:

' {iwh 56 )} . ZWE ( N,\T —_n1h ] Py (1]— Py ) _{N[\Th__nf ] P, (: Dh)ﬂ

1 h h

| Ywi| Nh‘”hjph(l‘ph)_
ho1 n,{ N,-1 n,

N, =N, | P (1-py)
N, —1 n,

“E ZL:WE _Iph(l—_ph)[Nhn;] -n.n, —(Nhnh - ”h”h)}:“

AL, (N, =1)n,

-E —zL:W,f _—,ph (1-ps) (Nhn;] ~N,n, ):H

[ e (N, =2)n,

ZE(EWZ—thh (1- ph)(n' )__

& (N, —Dn,

SIE ZLZWE | Nupy (1-Py) p“)(i—i. ]

h=1 L (Nh_) n,n,

karena n, adalah ukuran subsampel yang diambil dari n,, sehingga sebut

n, :kin,'1 , dengan k, >1, dan karena n, =w,n’, sehingga
h

n, :in,'1 :iwhn', dengan k, >1. Oleh karena itu:
kh I‘(h
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(k, —1) (2.3.1.3)
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h=1

(g (g
e (e} ()

:VLZL:W“IS"“)_V (iwhﬁ;jzo (2.3.1.4)

L L L
= {E (;Whﬁh 'hzwhf)hj_E(ZWhﬁhJ'
-1 -1

Substitusikan (2.3.1.2) dan (2.3.1.3) dan (2.3.1.4) ke (2.3.1.1), sehingga

diperoleh:

V(ﬁ)zw(___j+i;w "NoPy 11) Ioh)(kh—1) (2.3.1.5)

Dengan demikian terbukti bahwa

V(p) ZW(E_A} hilwhz\lﬁfi(l);ph)

: (k, —1), dimana k, suatu
n N

bilangan yang >1.

Perhatikan bahwa:

Np ( 1-p) >N,
h=1

L L
pP(1-p)=pD_ N, -p*D N,

h=1 h=1

L L L
P(1-p)=pD_ N, —2p*> N, +p>> N,

h=1 h=1 h=1
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L L
(hZ_;thhj ) (;thhj ] ]
Np(1-p)=-"= D N, —2p~= D N, +p*DN,
h=1 h=1 h=1
L L
[;thhj ] (hZ;thhj . ]
Np(1-p)=-"=F >N, —2p~"= >N, +p?D.N,
N h=1 N h=1 h=1
L Ly 5 L 2 L ) L
Np(l— p) = KZNhPhJ_ N, (ph) :|+|:2Nh (ph) _Zp(zthhj+ P ZNJ
h=1 h=1 h=1 h=1 h=1
L L
Np(1- p):Zthh (1- ph)+ZNh(ph —p)2 (2.3.1.6)
h=1 h=1

Sebut g :l\lll_—rl . Maka perkalian (2.3.1.6) dengan g'/n'N akan

menghasilkan:

AN N | & 2,
(éNi)nn')N Noli-0)- & SR ) |
((I\T:lr)]r? P(1- p)_%[ZNWE :iph (1- pmg%(ph —p)z}

MO BUop) gt N o) i, -y
e Lt Ll
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%;;))(ni_%j =%{§(wh _%j Nlh\lh—lp“ (=0 2 W (pn - p)z}
Np(l_—p>(; 1):%’2[%_%N_hph(l-phhg_.hjwh(ph—pf

N) (N,-1) n

T T N(N-Dn
1.9 :—(Nn—n')+(N—n)
n n N(N-1)n

1 g _-n(N-1) 1[(Nn'>}

T TN(N-Dn N | (N1
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) & (N,

R LkWNplp) LWNplp) 1 g
V — h h® “hi~h h hMh h -
(P)=2, (N, ~1)n 2 N-D) L non)

O

(N, =1) N ha

N nN
g_'L(_ijWN WPy (1~ ph)+g_LW A%
n'; N (Nh_) n'é h(ph p)

Sehingga diperoleh bentuk lain untuk V (p), yaitu:

-SRI )8 Sy
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(c) Untuk membuktikan

()R 3, ARk 1),

(n"-1)N n, -1 n N

v L _ '
(m—k—*}}rg—,ZWh (P — [3)2 ,dengan g = N-n adalah taksiran yang tak
N n n N-1

g_' S nh'ﬁh(l_ﬁh)
n'hZ:; n,—1

bias dari V (p).

yaitu dengan menunjukkan bahwa E[ (ﬁ)} =V (p).

Bukti:

e[v(p)]- TN D e jth(k_n_ij}

("=yN| = (n,-1) (n N

RIS G e o ou bl

n

L n - o 1- D
|. Perhatikan bentuk E{th M(ﬁ—iﬂ
bt n, -1 n N

E [iwh M (1P p“)[k—“.—%ﬂ = i(k—'?—%]EE {wh ML) r: (-p,) w
h=1

n, -1 n N
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Pandang:

thi
i=1

n, =1
;yhi

Ny

thi

Sebut: p,, == karena dilakukan pengambilan secara SRS maka
n

h

Np,

zuhi
p,, merupakan taksiran yang tak bias untuk p,, =-=— . Sehingga

h

Ny
;uhi 1

E{ My J Np -1 _No-1_ N, . Oleh karena itu:
n

— - Ny 1 N —1
h h
N,
el Tw M(k_ij :i(ﬁ_ijE o Nypy (1-p,)
=l n,—-1 n N ~\n N h (N, -1)

(k_r;_ljwh N, Pu (1-Py) (2.3.1.9)
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Il. Perhatikan bentuk E{

B

N, By (1-P ) (w
n —1)

L
h=1

Ro=Rt

I1l. Perhatikan bentuk E{

Pandang:

Taksiran Proporsi...

g3 hl-)

n

Ny - Py (1= P, ) (W
n —1)

h=1

kh

2

n

E

(3%

, Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA Ul, 2008

48

j (2.3.1.10)
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th(ﬁh - 5)2 :th(ﬁs _Zﬁhﬁ"‘ ﬁz)

h=1 h=1

>w, (B, - B) = ;whrss —z;whﬁhm;whﬁz

h

th (ﬁh - 5)2 = thﬁs -2pp+ 62
h h

L

L
> W (By = B) =2 W, B; = °
h-1

h=1
Sehingga:

E{g_fjwh(ﬁh—ﬁ)zH—fiE[wh(ﬁh—ﬁﬂ

nwa

karena pada stratum ke-h dilakukan pengambilan secara SRS maka

berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2: diperoleh E(p, )=p, dan

V(p,)= (NI\'I‘h__nlh ] P (: Ph) , dan telah dibuktikan sebelumnya E(p)=p.

Oleh karena itu:
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bl

i e |8 T
R |
[V ()+p"]}
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W(m+pﬂ} (2.3.1.11)
Substitusikan (2.3.1.9), (2.3.1.10), dan (2.3.1.11) ke (2.3.1.8), sehingga:
IOIN o e et
ey )
PR = RG]

SGIREC TR LS

(n"=2)N

—

I‘Q-

nt= (N,-1) UN n
g LR 2 v

o)L N B b2,

Taksiran Proporsi..., Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA Ul, 2008



52

Taksiran Proporsi..., Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA Ul, 2008



53

Dengan demikian, terbukti bahwa

—{iwh nhﬁh<1—ﬁh)(g__j g $ b (-5,

=i (n,—1) n = (n.-1

(m—k—*}j+g—,2wh(ﬁh - 6)2} dimana g :I\’L_—nl dan k, suatu bilangan

yang >1 adalah taksiran yang tak bias dari V (|6)

Sampling error dari taksiran proporsi tersebut adalah:

dimana g :I\’L_—nl dan k, suatu bilangan yang >1
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