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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 
 
 
 

Dalam bab ini akan dibahas teori dasar pengambilan sampel yang 

akan digunakan dalam pembahasan selanjutnya, yaitu tehnik pengambilan 

sampel dengan cara simple random sampling, stratified random sampling, 

dan double sampling untuk stratifikasi beserta formula untuk menaksir 

proporsi populasi dan sampling error dari taksiran proporsi tersebut. 

 
 
 

2.1   Simple Random Sampling 

 
 

Simple random sampling adalah suatu cara pengambilan sampel, 

dimana sampel berukuran n diambil dari populasi berukuran N dengan cara 

sedemikian sehingga setiap sampel yang mungkin mempunyai probabilitas 

yang sama untuk terpilih menjadi sampel. 

 
Ada dua cara pengambilan dalam simple random sampling, yaitu: 

a. Simple random sampling dengan pengembalian (SRSWR) 

Elemen yang sama bisa terpilih lebih dari satu kali. 

b. Simple random sampling tanpa pengembalian (SRSWOR/ SRS) 
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Elemen yang sama tidak bisa terpilih lebih dari satu kali. 

 
Dalam tugas akhir ini, simple random sampling yang dimaksud adalah simple 

random sampling tanpa pengembalian (SRSWOR/ SRS) karena unit yang 

sama tidak memberikan tambahan informasi. 

 
Dalam subbab selanjutnya, akan dibuktikan taksiran rata-rata dan 

proporsi dalam SRS. Akan tetapi, sebelumnya akan dibuktikan terlebih 

dahulu suatu teorema yang menyatakan bahwa setiap unit memiliki 

probabilitas yang sama untuk terpilih menjadi anggota sampel. 

 
Teorema 2.1. Dalam SRS, probabilitas suatu unit terpilih menjadi 

anggota sampel adalah n
N

. 

 
Bukti: 

Misalkan nilai-nilai dari populasi ={ }1 2, ,..., Nu u u  

Definisikan jp  = P( 1u  muncul pada pengambilan ke-j), dimana j = 1, 2, 

..., n. 

Untuk  j = 1, maka: 

1p  = P( 1u  muncul pada pengambilan ke-1) = 1
N

. 

Untuk  j = 2, maka: 

2p  = P( 1u  muncul pada pengambilan ke-2) 
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2p  = P( 1u  muncul pada pengambilan ke-2, tapi 1u  tidak muncul pada 

pengambilan ke-1) 

 
Karena kedua kejadian, yaitu kejadian 1u  tidak muncul pada pengambilan ke-

1 dan kejadian 1u  muncul pada pengambilan ke-2, saling bebas, diperoleh: 

2p  = P( 1u  tidak muncul pada pengambilan ke-1) P( 1u  muncul pada 

pengambilan ke-2)  

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
2

1 1 1 11
1 1

Np
N N N N

 

2p  = 1
N

. 

Untuk  j = 3, maka: 

3p  = P( 1u  muncul pada pengambilan ke-3) 

3p  = P( 1u  muncul pada pengambilan ke-3, tapi 1u  tidak muncul pada 

pengambilan ke-1 dan ke-2) 

 
Karena kedua kejadian, yaitu kejadian 1u  tidak muncul pada pengambilan ke-

1 dan ke-2 dan kejadian 1u  muncul pada pengambilan ke-3, saling bebas, 

diperoleh: 

3p  = P( 1u  tidak muncul pada pengambilan ke-1 dan ke-2) P( 1u  muncul pada 

pengambilan ke-3) 
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Karena kedua kejadian, yaitu kejadian 1u  tidak muncul pada pengambilan ke-

1 dan kejadian 1u  tidak muncul pada pengambilan ke-2, saling bebas, 

diperoleh: 

− − −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
3

1 1 1 1 1 1 11 1
1 2 1 2

N Np
N N N N N N

 

=3
1p
N

. 

 

Dengan demikian, diperoleh =
1

jp
N

, dimana j = 1, 2, ..., n. (2.1.1) 

 
Misalkan  ( )π =1 1 dalam sampelP u  

   A j = kejadian 1u  muncul pada pengambilan ke-j  

Sehingga: 

( )π = U U U U1 1 2 3A A A ... AnP  

 
Karena n kejadian tersebut saling lepas, maka: 

( ) ( ) ( ) ( )π = + + + +1 1 2 3A A A ... AnP P P   

π = + + + +1
1 1 1 1...
N N N N

  

π =1
n
N

 .         (2.1.2) 

 
Hal yang sama juga berlaku untuk iu , i = 1, 2, ..., N. 
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Dengan demikian terbukti bahwa dalam Simple Random Sampling, 

probabilitas suatu unit terpilih menjadi anggota sampel adalah n
N

.  

 
 

 
2.1.1 Taksiran untuk Rata-Rata dalam Simple Random Sampling 

 
 

Misalkan { }1 2, ,..., Nu u u adalah nilai-nilai populasi dan μ  adalah rata-

rata populasi. 

 

μ ==
∑

1

N

i
i

u

N
 

 
Misalkan { }1 2, ,..., ny y y adalah simple random sample  yang diperoleh 

dari populasi { }1 2, ,..., Nu u u .  

Definisikan taksiran rata-rata populasi, y , adalah: 

 

==
∑

1

n

i
i

y
y

n
 

 
Akan dibuktikan bahwa: 

(a) y  adalah taksiran yang tak bias untuk rata-rata populasi ( )μ≡  . 
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(b) ( ) σ−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2

1
N nV y
N n

, jika 
( )μ

σ =

−
=
∑ 2

2 1

N

i
i

u

N
. 

(c) ( ) −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
ˆ N n sV y

N n
adalah taksiran yang tak bias dari 

( ) σ−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2

1
N nV y
N n

, jika 
( )

=

−
=

−

∑ 2

2 1

1

n

i
i

y y
s

n
. 

 
Pembuktian: 

 
(a)  Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari rata-rata populasi ( )μ≡  

adalah ==
∑

1

n

i
i

y
y

n
yaitu dengan menunjukkan bahwa ( ) μ=E y . 

Bukti: 

 
Definisikan variabel random Z, dimana:  

= ∈

= ∉

 1  ;      
 0 ;      

i i

i i

z u S
z u S

 ;  i = 1, 2, ..., N.     (2.1.1.1) 

Akan dicari ( )iE z , yaitu: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

= = = ⋅ = + ⋅ = = =∑
1

0
0 0 1 1 1

i

i i i i i i i
z

E z z P Z z P Z P Z P Z  

Dari definisi (2.1.1.1), diperoleh: 

( ) ( )= ∈i iE z P u S  
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Berdasarkan teorema 2.1: ( )∈ =i
nP u S
N

 , sehingga:    

( ) =i
nE z
N

         (2.1.1.2) 

Perhatikan bahwa, = == =
∑ ∑

1 1

n N

i i i
i i

y u z
y

n n
. Sehingga, ( )E y  adalah: 

( ) 1

1

1

1

        

( )
        

.
        

n

i
i

N

i i
i

N

i i
i

N

i
i

y
E y E

n

u z
E

n

u E z

n

nu
N

n

=

=

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

∑

∑

∑

∑

 

 ( ) μ== =
∑

1

N

i
i

u
E y

N
         (2.1.1.3) 

 

Karena telah diperoleh ( ) μ=E y , maka terbukti bahwa ==
∑

1

n

i
i

y
y

n
 

adalah taksiran tak bias untuk μ . 
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(b)  Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa adalah ( ) σ−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2

1
N nV y
N n

, jika 

( )μ
σ =

−
=
∑ 2

2 1

N

i
i

u

N
. 

Bukti: 

 

( )
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑2

1 1 1

1 1 1= V
n N N

i i i i i
i i i

V y V y u z V u z
n n n

  

( ) ( ) ( )
= = ≠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∑2

2
1 1

1 Cov ,
N N

i i i j i j
i i j i

V y u V z u u z z
n

     (2.1.1.4) 

 
Akan dicari ( )iV z , yaitu: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 22var i i i i iz E z E z E z E z  

 
Dari persamaan (2.1.1.2), diperoleh:  

( ) ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

var 1i
n n n nz
N N N N

      (2.1.1.5) 

 
Akan dicari kovariansi dari iz  dan jz , yaitu: 

( ) ( ) ( ) ( )= −Cov ,i j i j i jz z E z z E z E z      (2.1.1.6) 

 
Terlebih dahulu akan dicari ( )i jE z z  , yaitu: 
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( ) ( )= = =1, 1i j i jE z z P z z   

Dari definisi (2.1.1.1), diperoleh: 

( ) ( )= ∈ ∈,i j i jE z z P u S u S  

 
karena ada ( )2N −  unit lainnya yang tersedia untuk sisa sampel dan di sisi 

lain ada ( )2n −  cara untuk menempatkan dalam sampel dan karena populasi 

ada sebanyak N diantara n sampel. Sehingga probabilitas iu  dan ju  berada 

dalam sampel adalah: 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

−−⎛ ⎞
⎜ ⎟ − −−⎝ ⎠= =
⎛ ⎞
⎜ ⎟ −⎝ ⎠
− − −

= ⋅
− − −

−
=

−

2 !2
! 2 !2
!

! !

1 2 ! 2 !
           

2 ! 1 2 !

1
           

1

i j

NN
N n nn

E z z NN
N n nn

n n n N
n N N N

n n
N N

 

(2.1.1.7) 

Substitusikan persamaan (2.1.1.7) ke dalam persamaan (2.1.1.6). Sehingga: 

( ) ( )
( )

− ⎛ ⎞= − ⋅ = − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 1Cov , 1
1 1i j

n n n n n nz z
N N N N N N N

    (2.1.1.8) 

Substitusikan persamaan (2.1.1.5) dan (2.1.1.8) ke (2.1.1.4). Sehingga: 

( ) 2
2

1 1

1 1 1
1

N N
i j

i
i i j i

u un n n nV y u
n N N N N N= = ≠

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑∑  
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( )

2
2

1 1

2

1 1

2
2

1 12

1

1       1
1

1       1
1

1       1
1

1       1

N N
i j

i
i i j i

N N
i j

i
i i j i

N N

i i
N i i

i
i

u un n u
n N N N

u un u
nN N N

u u
n u

nN N N

n
nN N

= = ≠

= = ≠

= =

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥−⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎣ ⎦= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎛= −

∑ ∑∑

∑ ∑∑

∑ ∑
∑

( ) ( )

( )

2
2

1 1

2
2

1 1

1 11
1 1

1 1       1
1

N N

i i
i i

N N

i i
i i

u u
N N

n N u u
nN N N

= =

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑   

2
2

1 1

2

12

1

1 1 1       1
1

1 1       1
1

N N

i i
i i

N

iN
i

i
i

n N u u
n N N N

u
n u

n N N N

= =

=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎢ ⎥= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑
∑

 

2

2 1

1

1 1       1
1

N

iN
i

i
i

u
n u N

n N N N
=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥− ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
∑  

( )2

1

1 1       
1

N

i
i

N n u
N n N

μ
=

− ⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑  
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( )2

11       
1

N

i
i

u
N n
N n N

μ
=

⎡ ⎤
−⎢ ⎥−⎛ ⎞ ⎢ ⎥= ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
 

2

       
1

N n
N n

σ−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

 

Dengan demikian terbukti bahwa ( ) σ−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2

1
N nV y
N n

, jika 

( )μ
σ =

−
=
∑ 2

2 1

N

i
i

u

N
. 

 

(c)  Selanjutnya, untuk membuktikan ( ) −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
ˆ N n sV y

N n
 dengan 

( )
=

−
=

−

∑ 2

2 1

1

n

i
i

y y
s

n
 adalah taksiran yang tak bias dari ( ) σ−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2

1
N nV y
N n

 yaitu 

dengan menunjukkan bahwa ( ) ( )⎡ ⎤ =⎣ ⎦
ˆE V y V y . 

Bukti: 

 

( ) ⎡ ⎤−⎛ ⎞⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2
ˆ N n sE V y E

N n
  ; dengan 

( )
=

−
=

−

∑ 2

2 1

1

n

i
i

y y
s

n
 

( ) ( )−⎡ ⎤ =⎣ ⎦
2ˆ N nE V y E s

nN
       (2.1.1.9) 

Akan dicari ( )2E s , yaitu: 
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( ) ( )22

1

1
1

n

i
i

E s E y y
n =

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑   

( ) ( ) ( )μ μ
=

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑ 2 22

1

1
1

n

i
i

E s E y n y
n

 

( ) ( ) ( )μ μ
=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦− ⎣ ⎦
∑ 2 22

1

1
1

n

i
i

E s E y nE y
n

 

( ) ( ) ( ) ( )μ μ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑

2 22

1 1

1
1

n N

ij j
i j

E s y P y nE y
n

 

( ) ( ) ( )μ μ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ 22 2 2

1 1

1 1
1

n N

ij
i j

E s y N nE y
n N

 

( ) ( ) ( )μ μ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑

2 22 2

1 1

1 1
1

n N

ij ij
i j

E s u z N nE y
n N

 

( ) ( )μ μ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ 22 2 2

1 1

1 1
1

n N

ij
i j

E s u N nE y
n N

 

( ) ( ) ( )μ μ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑

2 22

1 1

1 1
1

n N

ij
i j

E s u nE y
n N

 

( ) ( ) ( )
μ

μ
=

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥= − −⎣ ⎦⎢ ⎥−
⎣ ⎦
∑

2
22

1

1
1

N
j

j

n u
E s nE y

n N
 

( ) ( ) ( )
μ

μ
=

⎡ ⎤−
⎡ ⎤⎢ ⎥= − −⎣ ⎦⎢ ⎥−

⎣ ⎦
∑

2
22

1

1
1

N
j

j

u
E s n nE y

n N
 

( ) ( )( )σ⎛ ⎞= −⎜ ⎟−⎝ ⎠
2 21

1
E s n nV y

n
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( ) ( )
σσ

⎛ ⎞−⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

2
2 21

1 1
N nE s n n

n n N
 

( ) ( )
σ ⎛ ⎞−⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

2
2

1 1
N nE s n

n N
 

( ) ( )
σ − − +⎛ ⎞= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

2
2

1 1
nN n N nE s

n N
 

( ) ( )
( )σ ⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

2
2 1

1 1
N n

E s
n N

 

( ) σ⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
2 2

1
NE s

N
        (2.1.1.10) 

Substitusikan persamaan (2.1.1.9) ke (2.1.1.10). Sehingga:  

( ) ( )
( ) ( )σσ

− −⎛ ⎞⎡ ⎤ = = =⎜ ⎟⎣ ⎦ − −⎝ ⎠

2
2ˆ

1 1
N n N N nE V y V y
nN N N n

 

 

Dengan demikian, terbukti bahwa ( ) −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
ˆ N n sV y

N n
 adalah taksiran 

yang tak bias dari ( ) σ−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2

1
N nV y
N n

 dengan 
( )

=

−
=

−

∑ 2

2 1

1

n

i
i

y y
s

n
.  

 
Sampling error dari taksiran rata-rata tersebut adalah: 

( ) ( ) −⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
ˆ2 2 N n sB y V y

N n
 

dengan 
( )

=

−
=

−

∑ 2

2 1

1

n

i
i

y y
s

n
. 
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2.1.2 Taksiran untuk Proporsi dalam Simple Random Sampling 

 
 
Misalkan dalam sebuah populasi berukuran N, diketahui nilai populasi 

{ }1 2, ,..., Nu u u  dengan: 

= 0iu ; jika elemen ke-i  tidak mempunyai karakteristik tertentu  

= 1iu ; jika elemen ke-i  mempunyai karakteristik tertentu  

dimana i = 1,2, ..., N. 

 
Proporsi populasi, p, adalah: 

 

μ== =
∑

1

N

i
i

u
p

N
 

dengan μ  adalah rata-rata populasi secara keseluruhan. 

 
Misalkan{ }1 2, ,..., ny y y adalah simple random sample yang diambil dari 

populasi { }1 2, ,..., Nu u u . 

Definisikan taksiran proporsi populasi, p̂ , adalah:  

1ˆ

n

i
i

y
p y

n
== =
∑

 

 
Akan dibuktikan bahwa: 

(a) p̂  adalah taksiran yang tak bias untuk proporsi populasi (≡ p ) . 
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(b) ( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

p pN nV p
N n

. 

(c) ( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

p pN nV p
N n

adalah taksiran yang tak bias dari 

( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

p pN nV p
N n

. 

 
Pembuktian: 

 
(a)  Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari proporsi populasi ( )p≡  

adalah ==
∑

1ˆ

n

i
i

y
p

n
 yaitu dengan menunjukkan bahwa ( ) =ˆE p p . 

Bukti: 

 
Karena p̂ = y , jika elemen populasi bernilai 0 dan 1, maka:  

 
( ) ( )=ˆE p E y  

Dari pembuktian pada butir 2.1.1, telah dibuktikan bahwa ( ) μ=E y , maka 

diperoleh: 

 
( ) μ= =ˆE p p  
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Karena telah diperoleh ( ) =ˆE p p , maka terbukti bahwa ==
∑

1ˆ

n

i
i

y
p

n
 

adalah taksiran tak bias untuk p. 

 

(b)  Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa ( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

p pN nV p
N n

. 

Bukti: 

 
 Jika elemen populasi bernilai 0 dan 1, maka p̂ y= . Sehingga: 

( ) ( ) σ=

⎛ ⎞
⎜ ⎟ −⎛ ⎞⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 2
1ˆ

n

i
i

y
N nV p V V y

n N n
 

Perhatikan bahwa: 

( )

( )

μ μ μ
σ

μ μ μ

= = =

=

− − −
= = =

= − = −

= − = −

∑ ∑ ∑

∑

2 2 2 2

2 1 1 1

2
21

2

   

   1

N N N

i i i
i i i

N

i
i

u u N u N

N N N

u
N

N N
p p p p

 

 
Sehingga: 

( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

p pN nV p
N n
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Dengan demikian, terbukti bahwa ( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

p pN nV p
N n

. 

 

(c)   Selanjutnya, untuk membuktikan ( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

p pN nV p
N n

adalah taksiran 

yang tak bias dari ( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

p pN nV p
N n

 yaitu dengan menunjukkan bahwa 

( ) ( )⎡ ⎤ =⎣ ⎦
ˆ ˆ ˆE V p V p  

Bukti : 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

⎡ ⎤− −−⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎣ ⎦ − −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

ˆ ˆ1ˆ ˆ ˆ ˆ1
1 1

p p N nN nE V p E E p p
N n n N

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦− −
2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1
N n N nE V p E p p E p E p
n N n N

  (2.1.2.1) 

 
Selanjutnya, akan dicari ( )2ˆE p , yaitu: 

( ) ( ) ( )⎡ ⎤= − ⎣ ⎦
22ˆ ˆ ˆV p E p E p        , karena ( ) =ˆE p p . 

 
 Sehingga:  

( ) ( ) ( ) ( )−−⎛ ⎞⎡ ⎤= + = +⎜ ⎟⎣ ⎦ −⎝ ⎠

22 21ˆ ˆ ˆ
1

p pN nE p V p E p p
N n

    (2.1.2.2) 

Substitusikan persamaan (2.1.2.2) ke (2.1.1.1). Sehingga:  

( ) ( )
( )

( )⎧ ⎫⎡ ⎤− −−⎪ ⎪⎛ ⎞⎡ ⎤ = − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

21ˆ ˆ
1 1

N n p pN nE V p p p
n N N n
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( ) ( ) ( ) ( )⎧ ⎫⎡ ⎤−− −⎪ ⎪⎛ ⎞⎡ ⎤ = − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

2 1ˆ ˆ
1 1

p pN n N nE V p p p
n N N n

 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )⎧ ⎫⎡ ⎤− −− −⎪ ⎪⎛ ⎞⎡ ⎤ = − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ − − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

1 1ˆ ˆ 1
1 1 1

N n p pN n N nE V p p p
n N N n N n

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − −− ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎡ ⎤ = ⎨ ⎬⎣ ⎦ − −⎪ ⎪⎩ ⎭

1 1ˆ ˆ
1 1

Nn n p p N n p pN n
E V p

n N N n
 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )−−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦⎣ ⎦ − −
1ˆ ˆ

1 1
p pN nE V p Nn n N n

n N N n
 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )− −⎡ ⎤ = ⋅ −⎣ ⎦ − −

1ˆ ˆ
1 1

N n p p
E V p Nn N

n N N n
 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )− −⎡ ⎤ = ⋅ ⋅ −⎣ ⎦ − −

1ˆ ˆ 1
1 1

N n p p
E V p N n

n N N n
 

( ) ( )
( )

( ) ( )− −⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ −
1ˆ ˆ ˆ

1
N n p p

E V p V p
N n

 

 

Dengan demikian, terbukti bahwa ( ) ( )
( )

−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

p pN nV p
N n

 adalah 

taksiran yang tak bias dari ( ) ( )−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

p pN nV p
N n

 . 

 
Sampling error dari taksiran proporsi tersebut adalah: 

 

( ) ( ) ( )
( )

−−⎛ ⎞= = ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

ˆ ˆ1ˆˆ ˆ2 2
1

p pN nB p V p
N n
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2.2  Stratified  Random Sampling 

 
 

Stratified random sampling adalah suatu cara pengambilan sampel, 

dengan mengelompokkan elemen-elemen populasi ke dalam kelompok-

kelompok yang tidak overlapping, sebut strata, dan kemudian memilih secara 

SRS dari tiap stratum. Pada prinsipnya, stratified random sampling 

menjadikan populasi yang heterogen menjadi homogen dalam tiap stratum. 

Ilusrasi stratified random sample seperti ditunjukkan oleh gambar berikut: 

 

 

Gambar 2.2 Stratified Random Sample 

 
Misalkan notasi yang akan digunakan: 

N  adalah ukuran keseluruhan populasi dan = + + +1 2 L...N N N N  

hN  adalah ukuran populasi pada stratum ke-h 

hn  adalah ukuran sampel yang diambil pada stratum ke-h  

ˆhp  adalah proporsi sampel pada stratum ke-h 

dimana h =1, 2, ..., L. 
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2.2.1 Taksiran untuk Proporsi dalam Stratified Random Sampling 

 
 

Misalkan { }1 2, ,..., Nu u u  adalah nilai dari populasinya, dengan: 

0iu = ; jika elemen ke-i  tidak mempunyai karakteristik tertentu  

1iu = ; jika elemen ke-i  mempunyai karakteristik tertentu  

dimana i = 1,2, ..., N. 

 
Proporsi populasi, p, adalah: 

 

== =
∑

1

N

i
i

u
p

N
μ  

dimana μ  adalah rata-rata populasi secara keseluruhan   

 
Misalkan { }1 2, ,...,

hh h hNu u u adalah nilai populasi dari stratum ke-h, h = 

1,2, ...., L dengan: 

0hiu = ;  jika elemen ke-i pada stratum ke-h tidak mempunyai karakteristik 

tertentu 

1hiu = ;  jika elemen ke-i pada stratum ke-h mempunyai karakteristik tertentu 

dimana i = 1, 2, ..., Nh. 

 
Proporsi populasi pada stratum ke-h,  hp , adalah:  
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== =
∑

1

hN

hi
i

h h
h

u
p

N
μ  

dimana hμ adalah rata-rata populasi pada stratum ke-h, h =1, 2, ..., L.  

 
Dengan demikian, proporsi populasi, p, dapat dinyatakan sebagai: 

 

=

= =

=

=

=

=

∑

∑∑

∑

1

L

1 1
L

1

1

1

1

h

N

i
i

N

hi
h i

h h
h

p u
N

p u
N

p N p
N

 

 
Misalkan { }1 2, ,...,

hh h hny y y  adalah simple random sample yang diambil 

dari stratum ke-h  yang mempunyai elemen { }1 2, ,...,
hh h hNu u u . 

Definisikan taksiran proporsi populasi, p̂ , adalah:  

 
L

1

ˆ
ˆ

h h
h

N p
p

N
==
∑

 

 

dimana ==
∑

1ˆ

hn

hi
i

h
h

y
p

n
. Sehingga didapatkan 

L

1

1

1ˆ
hnh

h
hi

ih

N
p y

N n
=

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑
∑ . 

 
Akan dibuktikan bahwa: 
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(a) p̂  adalah taksiran yang tak bias untuk proporsi populasi (≡ p ) . 

(b) ( ) ( )2L

1

1ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ . 

(c) ( ) ( )
( )

2L

1

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ adalah taksiran yang tak bias dari 

( ) ( )2L

1

1ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ . 

 
Pembuktian: 

(a) Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari proporsi populasi ( )p≡  

adalah 

L

1

ˆ
ˆ

h h
h

N p
p

N
==
∑

 yaitu dengan menunjukkan bahwa ( )ˆE p p= . 

Bukti: 

 

( ) ( )
L L L

1 1 1

1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆh h h h h h
h h h

E p E N p E N p N E p
N N N= = =

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= = ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

 
karena pada stratum ke-h dilakukan pengambilan secara SRS dan pada butir 

2.1.2  telah dibuktikan bahwa ( )ˆh hE p p= , h =1, 2, ...., L. Maka: 

 

( )
L

1

1ˆ h h
h

E p N p p
N =

= =∑ . 
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Karena telah diperoleh ( ) =ˆstE p p , maka terbukti bahwa 

L

1

ˆ
ˆ

h h
h

N p
p

N
==
∑

 

adalah taksiran tak bias untuk p. 

 
(b)  Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa variansi taksiran proporsi adalah 

( ) ( )2L

1

1ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ . 

Bukti: 

 

( )
( )

L L
2

1 1
2

ˆ ˆ
ˆ

h h h h
h h

N p N V p
V p V

N N
= =

⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
 

 
Karena pengambilan sampel pada stratum ke-h dilakukan secara SRS, dan 

pada pembahasan sebelumnya telah dibuktikan bahwa 

( ) ( )1ˆ
1

h hh h
h

h h

p pN nV p
N n

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 . Sehingga diperoleh: 

 

( ) ( ) ( )2L L
2

2
1 1

1 11ˆ
1 1

h h h hh h h h h
h

h hh h h h

p p p pN n N N nV p N
N N n N N n= =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ .  

 

Dengan demikian terbukti bahwa ( ) ( )2L

1

1ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ . 
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(c) Selanjutnya, untuk membuktikan ( ) ( )
( )

2L

1

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  

adalah taksiran yang tak bias dari ( ) ( )2L

1

1ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  yaitu dengan 

menunjukkan bahwa ( ) ( )ˆ ˆ ˆE V p V p⎡ ⎤ =⎣ ⎦ . 

Bukti : 

( ) ( )

( )

( ) ( )

2L

1

2L

1

2L

1

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

ˆ ˆ1
             

1

1 ˆ ˆ             1
1

             

h hh h h

h h h

h hh h h

h h h

h h h
h h

h h h

h

p pN N nE V p E
N N n

p pN N nE
N N n

N N n E p p
N N n

N
N

=

=

=

⎡ ⎤−⎛ ⎞−⎛ ⎞⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ −⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛=

∑

∑

∑

( ) ( ) ( )
2L

2

1

1 ˆ ˆ
1

h h
h h

h h h

N n E p E p
N n=

⎛ ⎞−⎞ ⎡ ⎤−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

 

 
karena pada stratum ke-h dilakukan pengambilan secara SRS  dan  

berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2, yaitu ( ) =ˆh hE p p  dan 

( ) ( )1ˆ
1

h hh h
h

h h

p pN nV p
N n

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, dan karena ( ) ( ) ( ) 22ˆ ˆ ˆh h hV p E p E p⎡ ⎤= − ⎣ ⎦ maka: 

 

( ) ( )
( ) ( )

2L
2

1

11ˆ ˆ
1 1

h hh h h h h
h h

h h h h h

p pN N n N nE V p p p
N N n N n=

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎡ ⎤ = − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑  
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( )
( ) ( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

22L

1

2

11              
1 1

1
                    

1

1
              1

1 1

h h h hh h h

h h h h h

h hh h

h h

h hh h h
h h h h

h h h h

N n p pN N n
N N n N n

p pN n
N n

p pN N n N n N n
N N N n n

=

⎧ ⎡ ⎤− −⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎪ ⎣ ⎦= −⎨⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎩

⎫⎡ ⎤−⎛ ⎞− ⎪
⎬⎢ ⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭

−⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

( ) ( )

L

1

2L

1

1 ˆ              
1

h

h hh h h
st

h h h

p pN N n V p
N N n

=

=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑

 

 

Dengan demikian, terbukti bahwa ( ) ( )
( )

2L

1

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  

adalah taksiran yang tak bias dari ( ) ( )2L

1

1ˆ
1

h hh h h

h h h

p pN N nV p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑   

 
Sampling error dari taksiran proporsi tersebut (sebut = B) adalah: 

( ) ( ) ( )
( )

2L

1

ˆ ˆ1ˆˆ ˆ2 2
1

h hh h h

h h h

p pN N nB p V p
N N n=

−⎛ ⎞−⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑   

 
 
 

2.3   Double Sampling untuk Stratifikasi 

 
 

Seringkali dalam stratified random sampling, strata tidak diketahui dari 

awal tetapi baru terbentuk dari simple random sample yang diambil. Dalam 

kasus seperti ini taksiran parameter dicari berdasarkan data yang didapat 
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dari elemen-elemen simple random subsample yang diambil dari setiap strata 

yang terbentuk. Metode pengambilan sampel dengan mengambil suatu 

simple random sample untuk menentukan strata (sebut tahap pertama) dan 

kemudian mengambil simple random subsample dari setiap stratum (sebut 

tahap kedua) disebut metode double sampling untuk stratifikasi. 

 
Misalkan N adalah ukuran populasi dan misalkan pada tahap pertama 

suatu sampel ukuran 'n  diambil secara SRS dan dari 'n  simple random 

sample yang terambil dapat dibentuk L strata dengan ukuran masing-masing 

sampel pada tiap strata adalah '
hn  , dimana h = 1, 2, …, L. Kemudian pada 

tahap kedua diambil subsampel dari masing-masing strata yang telah 

terbentuk dengan ukuran sampel hn . 

 
Misalkan hN  adalah ukuran populasi pada stratum ke-h. Sebut 

= ' '
h hw n n , maka hw  adalah taksiran yang tak bias untuk h hW N N= . 

Ilusrasi double sample untuk stratifikasi seperti ditunjukkan oleh gambar 

berikut: 

 

 

Gambar 2. 3 Double Sample untuk Stratifikasi 
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Misalkan notasi yang akan digunakan: 

N  adalah ukuran keseluruhan populasi  

hN  adalah ukuran populasi pada stratum ke-h 

'n  adalah ukuran keseluruhan sampel yang diambil pada tahap pertama 

'
hn  adalah ukuran sampel yang diambil pada tahap pertama stratum ke-h 

n  adalah ukuran keseluruhan sampel yang diambil pada tahap kedua 

hn  adalah ukuran sampel yang diambil pada tahap kedua stratum ke-h 

dimana h =1, 2, ..., L. 

 
 
 
2.3.1 Taksiran untuk Proporsi dalam Double Sampling untuk 

Stratifikasi 

 
 
Misalkan { }1 2, ,..., Nu u u  adalah nilai dari populasinya, dengan: 

= 0iu ; jika elemen ke-i tidak mempunyai karakteristik tertentu  

= 1iu ; jika elemen ke-i mempunyai karakteristik tertentu  

dimana i = 1,2, ..., N. 

 
Misalkan { }1 2, ,...,

hh h hNu u u  adalah nilai populasi pada stratum ke-h, 

dimana h =1, 2, ..., L, dengan: 
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= 0hiu ;  jika elemen ke-i pada stratum ke-h tidak mempunyai karakteristik 

tertentu 

=1hiu ;  jika elemen ke-i pada stratum ke-h mempunyai karakteristik tertentu 

dimana i = 1, 2, ..., Nh. 

 
Misalkan p adalah proporsi populasi dengan karakteristik tertentu. 

 

==
∑

1

N

i
i

u
p

N
 

Proporsi populasi dengan karakteristik tertentu pada stratum ke-h , hp , 

adalah: 

==
∑

1

hN

hi
i

h
h

u
p

N
 

Dengan demikian, p dapat dinyatakan sebagai: 

=

= =

=

=

=

=

=

=

=

=

∑

∑∑

∑

∑

∑

1

L

1 1
L

1
L

1
L

1

1

1

h

N

i
i

N

hi
h i

h h
h

h
h

h

h h
h

u
p

N

p u
N

p N p
N

Np p
N

p W p
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Misalkan { }1 2, ,...,
hh h hny y y adalah simple random sample yang diambil 

dari stratum ke-h  yang mempunyai elemen { }1 2, ,...,
hh h hNu u u . 

 
Definisikan taksiran proporsi populasi dengan karakteristik tertentu 

adalah:  

'L L L
'

' '
1 1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆh
h h h h h

h h h

np n p p w p
n n= = =

= = =∑ ∑ ∑  

dimana ˆhp  adalah taksiran proporsi populasi dengan karakteristik tertentu 

pada stratum ke-h, yaitu ==
∑

1ˆ

hn

hi
i

h
h

y
p

n
. Sehingga didapatkan 

L
1

1

ˆ

hn

hi
i

h
h h

y
p w

n
=

=

=
∑

∑ . 

 
Akan dibuktikan bahwa: 

(a) p̂  adalah taksiran yang tak bias untuk proporsi populasi ( )p≡  . 

(b) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

L

' '
1

1 11 1ˆ 1
1 1

h h h h
h

h h

Np p W N p p
V p k

N n N N n=

− −⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ , dimana hk  

suatu bilangan yang 1≥ . 

(c) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

' 'L L

' ''
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 11 1ˆ ˆ
1 11

h h h h h hh
h

h hh h

n p p n p pn N k gV p w
n n N n nn N = =

⎡ − −− ⎛ ⎞= − +⎢ ⎜ ⎟− −− ⎝ ⎠⎢⎣
∑ ∑

( )
' L 2

' '
1

ˆ ˆh h
h h

h

w k g w p p
N n n =

⎤⎛ ⎞− + − ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎦

∑  adalah taksiran yang tak bias dari 

( )ˆV p , dimana −
=

−

'
'

1
N ng
N

. 
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Pembuktian: 

(a) Untuk membuktikan bahwa taksiran tak bias dari proporsi populasi ( )p≡  

adalah 
L

1

ˆ ˆh h
h

p w p
=

= ∑  yaitu dengan menunjukkan bahwa ( )ˆE p p= . 

Bukti: 

 

( )
L

1

ˆ ˆh h
h

E p E w p
=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑            

( )
L

1

ˆ ˆh h h
h

E p EE w p w
=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  

( )
L

1

ˆ h h
h

E p E w p
=

⎡ ⎤
= ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  

( )
L

1

ˆ h h
h

E p W p p
=

= =∑  

Karena telah diperoleh ( )ˆE p p= , maka terbukti bahwa 
L

1

ˆ ˆh h
h

p w p
=

= ∑  

adalah taksiran tak bias untuk p. 

 
(b)  Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

L

' '
1

1 11 1ˆ 1
1 1

h h h h
h

h h

Np p W N p p
V p k

N n N N n=

− −⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ , dimana hk  suatu 

bilangan yang 1≥ . 

Bukti: 
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Perhatikan bahwa: 

( )
L L L

' '

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆh h h h h h h
h h h

p w p w p w p p
= = =

= = + −∑ ∑ ∑  

Sehingga: 

( ) ( )
L L L

' '

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆh h h h h h h
h h h

V p V w p V w p w p p
= = =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= = + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑     

( ) ( ) ( )
L L L L

' ' ' '

1 1 1 1

 I  II III

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2cov ,h h h h h h h h h h
h h h h

V p V w p V w p p w p w p p
= = = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑

1442443 144424443 1444442444443

 

 
          (2.3.1.1) 

 

I. Perhatikan bentuk  
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑

L
'

1

ˆh h
h

V w p  

 
Misalkan: 

'p̂ adalah proporsi sampel yang diambil pada tahap pertama dengan 

karakteristik tertentu, maka 
'

'
'

1

1ˆ
n

hi
i

p y
n =

= ∑ , 

'ˆhp  adalah proporsi sampel yang diambil pada tahap pertama dengan 

karakteristik tertentu stratum ke-h, maka 
'

'
'

1

1ˆ
hn

h hi
ih

p y
n =

= ∑ , dan 

' '
h hw n n=  

 
Maka: 
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= = = = = =

= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
'' ' '' '

' '
' ' ' ' ' '

1 1 1 1 1 1

1 1ˆ ˆ
hnn n n L L

h h hi hi
hi hi h h h

i i i h i hh h h

n n y yp y y w w p
n n n n n n

 

 
Karena pemilihan sampel berukuran 'n   yang diambil pada tahap 

pertama dari populasi berukuran N  dilakukan secara SRS, maka 

berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2: ( ) ( )'
'

'

1ˆ
1

p pN nV p
N n

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

. Oleh 

karena itu:  

 

( ) ( )'L
' '

'
1

1ˆ ˆ
1h h

h

p pN nV w p V p
N n=

−⎛ ⎞−⎡ ⎤
= = ⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∑  

( )'L
'

'
1

1ˆ
1h h

h

p pN nV w p N
N Nn=

−⎛ ⎞−⎡ ⎤
= ⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∑  

( )
=

⎛ ⎞−⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∑

'L
'

'
1

ˆ 1
1h h

h

N N nV w p p p
N Nn

 

( )
( )=

−⎡ ⎤ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎢ ⎥ − ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑

L
'

'
1

1 1 1ˆ
1h h

h

Np p
V w p

N n N
     (2.3.1.2) 

  

II. Perhatikan bentuk ( )
=

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

L
'

1

ˆ ˆh h h
h

V w p p  

( ) ( )

( )

L L
' '

1 1

L
'

1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ                                

h h h h h h h
h h

h h h h
h

V w p p EV w p p w

VE w p p w

= =

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
− = ⋅ − +⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⋅ −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∑ ∑

∑
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( )

( ) ( )

L
2 '

1

L
'

1

ˆ ˆ

ˆ ˆ   

h h h
h

h h h h h h
h

E w V p p

V E w p w E w p w

=

=

⎡ ⎤
= ⋅ − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∑

∑
 

      
( ) ( )

L 222 ' '

1

L
' '

1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ   

h h h h h
h

h h h h
h

E w E p p E p p

V w p w p

=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − − − +⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∑

∑
 

      
( ) ( )

( ) ( ) ( )

L 222 ' '

1

L 222 ' '

1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

h h h h h
h

h h h h h
h

E w E p p E p p

E w E p p E p E p

=

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∑

∑
 

      
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

L 22 ' '

1

22 ' '

ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ  2

h h h h h
h

h h h h

E w E p E p p E p

E p E p E p E p

=

⎡ ⎡ ⎤= ⋅ − +⎢ ⎣ ⎦⎣

⎤⎡ ⎤− − + ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎦

∑
 

Karena pemilihan  sampel berukuran hn  yang diambil pada tahap 

kedua dari  sampel berukuran '
hn  yang diambil pada tahap pertama dilakukan 

secara SRS, maka berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2 diperoleh 

( ) 'ˆ ˆh hE p p= . Maka: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

L L 22' 2 ' ' '

1 1

22 ' ' '

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ                                2

h h h h h h h h h
h h

h h h h h

V w p p E w E p EE p p p E p

E p EE p p E p E p

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎡ ⎤− = ⋅ − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

⎤⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ − +⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎦

∑ ∑
  

Taksiran Proporsi..., Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA UI, 2008

 
 
 

 



  39   

 

       
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

L 222 ' ' '

1

22 ' ' '

ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ   2

h h h h h
h

h h h h

E w E p E p p E p

E p E p E p E p

=

⎡ ⎡ ⎤= ⋅ − + −⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣

⎤⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ − +⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎦

∑
 

       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

L 22 22 '

1

2 22 ' '

ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ   2

h h h h
h

h h h

E w E p E p E p

E p E p E p

=

⎡ ⎡ ⎤= ⋅ − + −⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣

⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ − +⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎦

∑
 

       

( ) ( )

( ) ( )

L 222 '

1

22 '

ˆ ˆ

ˆ ˆ   

h h h
h

h h

E w E p E p

E p E p

=

⎡ ⎡ ⎤= ⋅ − −⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣

⎤⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎦

∑
 

     
( ) ( )

( ) ( )

L 222

1

22' '

ˆ ˆ

ˆ ˆ   

h h h
h

h h

E w E p E p

E p E p

=

⎡ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ − −⎢ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣

⎤⎡ ⎤⎡ ⎤− ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎦

∑
 

     ( ) ( )
L

2 '

1

ˆ ˆh h h
h

E w V p V p
=

⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦⎦⎣
∑  

 
Karena ˆhp  adalah taksiran proporsi populasi dengan karakteristik tertentu 

yang diambil pada tahap kedua stratum ke-h dan pada masing-masing strata 

dilakukan pengambilan sampel secara SRS, maka dari pembuktian butir 

2.1.2 diperoleh ( ) ( )1ˆ
1

h hh h
h

h h

p pN nV p
N n

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 dan karena 'ˆhp  adalah taksiran 

proporsi populasi dengan karakteristik tertentu yang diambil pada tahap 

pertama stratum ke-h dan pada masing-masing strata dilakukan pengambilan 
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sampel secara SRS, maka dari pembuktian butir 2.1.2 diperoleh 

( ) ( )'

'
'

1ˆ
1

h hh h
h

h h

p pN nV p
N n

⎛ ⎞ −−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

. Sehingga: 

( ) ( ) ( )

( )

'L
' 2

'
1 1

'
2

'
1

1 1ˆ ˆ
1 1

1
                            

1

                          

L
h h h hh h h h

h h h h
h h h h h h

L
h hh h h

h
h h h h

p p p pN n N nV w p p E w
N n N n

p pn N nE w
n N n

= =

=

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞− −⎛ ⎞− −⎡ ⎤ ⎢ ⎥− = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟− −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎦⎣

⎡ ⎡ −⎛ ⎞−
= −⎢ ⎢ ⎜ ⎟−⎢ ⎝ ⎠⎣⎣

∑ ∑

∑

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

'

'

2 ' ' '
'

1

2 '
'

1
      

1

1
                            

1

1
                            

1

h hh h h

h h h

L
h h

h h h h h h h h h
h h h h

h h
h h h h h

h h h

p pn N n
n N n

p p
E w N n n n N n n n

n N n

p p
E w N n N n

n N n

=

⎛ ⎞ −−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎡ ⎤⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢= − − − ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦−⎢ ⎥⎥⎢ ⎦⎣ ⎦⎣

⎤⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

− ⎥⎢ ⎦⎣ ⎦

∑

( )
( ) ( )

( )
( )

1

2 '
'

1

2
'

1

1
                            

1

1 1 1                            
1

L

h

L
h h h

h h h
h h h h

L
h h h

h
h h h h

N p p
E w n n

n N n

N p p
E w

N n n

=

=

=

⎡
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣

⎡ ⎤⎡ ⎤−
⎢= − ⎥⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎥⎢ ⎦⎣ ⎦⎣

⎡ ⎤⎡ ⎤− ⎛ ⎞
⎢= − ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟−⎢ ⎥⎥⎢ ⎝ ⎠⎦⎣ ⎦⎣

∑

∑

∑

                                      

karena hn  adalah ukuran subsampel yang diambil dari '
hn , sehingga sebut 

'1
h h

h

n n
k

= , dengan 1hk ≥ , dan karena ' '
h hn w n= , sehingga 

' '1 1
h h h

h h

n n w n
k k

= = , dengan 1hk ≥ . Oleh karena itu:  
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( ) ( )
( )

2L L
'

' '
1 1

1 1ˆ ˆ
1

h h h h h
h h h

h h h h h

w N p p kV w p p E
N w n w n= =

⎡ ⎤− ⎛ ⎞⎡ ⎤
− = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  

( )
( ) ( )
2L

'
1

1
1

1
h h h h

h
h h h

w N p p
E k

N w n=

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

( )
( ) ( )

L

'
1

1
1

1
h h h h

h
h h

W N p p
k

N n=

−
= −

−∑    (2.3.1.3) 

 

III. Perhatikan bentuk ( )
= =

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑

L L
' '

1 1

ˆ ˆ ˆcov ,h h h h h
h h

w p w p p  

( )
L L L L L L

' ' ' ' '

1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov , cov , cov ,h h h h h h h h h h h h h
h h h h h h

w p w p p w p w p w p w p
= = = = = =

⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

                          
L L L L

' ' '

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆcov , cov ,h h h h h h h h
h h h h

w p w p w p w p
= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

             
L L L

' '

1 1 1

ˆ ˆ ˆcov ,h h h h h h
h h h

w p w p V w p
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑     

                        

L L L
' '

1 1 1

L L
'

1 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ   

h h h h h h
h h h

h h h h
h h

E w p w p E w p

E w p V w p

= = =

= =

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ − ⋅⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎭

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

  

L L L
' ' '

1 1 1

L L
' '

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ   

h h h h h h h
h h h

h h h h h
h h

EE w p w p p E w p

EE w p p V w p

= = =

= =

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= ⋅ − ⋅⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ −⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎝ ⎠⎭

∑ ∑ ∑

∑ ∑
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L L L
' ' '

1 1 1

L L
' '

1 1

22L L L
' ' '

1 1 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ   

ˆ ˆ ˆ

h h h h h h
h h h

h h h h
h h

h h h h h h
h h h

E w p w p E w p

E w p V w p

E w p E w p V w p

= = =

= =

= = =

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ − ⋅⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎭

⎫⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

  
L L

' '

1 1

ˆ ˆ 0h h h h
h h

V w p V w p
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑     (2.3.1.4) 

Substitusikan (2.3.1.2) dan (2.3.1.3) dan (2.3.1.4) ke (2.3.1.1), sehingga 

diperoleh: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

L

' '
1

1 11 1ˆ 1
1 1

h h h h
h

h h

Np p W N p p
V p k

N n N N n=

− −⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑  (2.3.1.5) 

 
Dengan demikian terbukti bahwa 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

L

' '
1

1 11 1ˆ 1
1 1

h h h h
h

h h

Np p W N p p
V p k

N n N N n=

− −⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ , dimana hk  suatu 

bilangan yang 1≥ . 

 
Perhatikan bahwa:  

( ) ( )

( )

( )

L

1

L L
2

1 1

L L L
2 2

1 1 1

1 1

1

1 2

h
h

h h
h h

h h h
h h h

Np p p p N

Np p p N p N

Np p p N p N p N

=

= =

= = =

− = −

− = −

− = − +

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑
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( )

( )

( ) ( ) ( )

L L

L L L
1 1 2

1 1 1

L L

L L L
1 1 2
L L

1 1 1

1 1

L L L
2 2

1 1 1

1 2

1 2

1 2

h h h h
h h

h h h
h h h

h h h h
h h

h h h
h h h

h h
h h

h h h h h h h h
h h h h

N p N p
Np p N p N p N

N N

N p N p
Np p N p N p N

N N

Np p N p N p N p p N p

= =

= = =

= =

= = =

= =

= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠− = − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠− = − +

⎡ ⎤⎛ ⎞
− = − + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑
L L

2

1 1
h

h
p N

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑

 

( ) ( ) ( )
L L

2

1 1
1 1h h h h h

h h
Np p N p p N p p

= =

− = − + −∑ ∑     (2.3.1.6) 

 

Sebut 
'

'

1
N ng
N
−

=
−

 . Maka perkalian (2.3.1.6) dengan ' 'g n N  akan 

menghasilkan: 

 

( ) ( ) ( )
= =

⎡ ⎤
− = − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑

' ' L L
2

' '
1 1

1 1h h h h h
h h

g gNp p N p p N p p
n N n N

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

= =

− ⎡ ⎤
− = − + −⎢ ⎥− ⎣ ⎦

∑ ∑
' ' L L

2
' '

1 1
1 1

1
h h

h h h
h h

N n N NgNp p p p p p
N n N n N N

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

= =

− ⎡ ⎤−
− = − + −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∑ ∑
' ' L L

2
' '

1 1

11 1
1 1

h h h
h h h

h hh

N n N N Ngp p p p p p
N n n N N N

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

' ' L L
2

' '
1 1

' ' L L
2

' '
1 1

1 1 1
1 1

1 1 1
1 1

h h h
h h h

h hh

h h h
h h h

h hh

N n p p N N NN g p p p p
N n N n N N N

N nNp p N N Ng p p p p
N Nn n N N N N

= =

= =

− − ⎡ ⎤−
= − + −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

−− ⎡ ⎤⎛ ⎞= − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

 

Taksiran Proporsi..., Nandya Ratna Eva Mutia, FMIPA UI, 2008

 
 
 

 



  44   

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

' L L
2

' '
1 1

' 'L L
2

' ' '
1 1

1 1 1 1 1
1 1

1 11 1 1
1 1

h
h h h h h

h hh

h h h
h h h

h hh

Np p Ng W p p W p p
N n N n N N

Np p N p pg gW W p p
N n N n N N n

= =

= =

− ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
 

 
Sehingga (I) menjadi: 

( ) ( )
( ) ( )

' 'L L
2

' '
1 1

11ˆ
1

h h h
h h h

h hh

N p pg gV p W W p p
n N N n= =

−⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑ ∑  

( )
( ) ( )

L

'
1

1
1

1
h h h h

h
h h

W N p p
k

n N=

−
−

−∑      (2.3.1.7)  

karena dimisalkan ( ) ( )' ' 1g N n N= − −  , maka: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

''

' ' ' '

''

' ' ' '

' '

' ' '

''

' ' '

' '

' ' '

' ' ''

' ' '

'''

' ' ' '

1 1
1

11
1 1

1 1
1

11
1

1
1

1
1

11 1
1 1

N ng
n n n N n

N nNg
n n N n N n

g n
n n N n

ng N
n n N N n

g Nn N
n n N N n

Nn n N ng
n n N N n

N nn Ng
n n N N n Nn N

−
− + = − +

−

−−
− + = − +

− −

−
− + =

−

−
− + =

−

− +
− + =

−

− − + −
− + =

−

⎡ ⎤−− −
⎢ ⎥− + = +

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
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' '

' ' '

1 1g g
n n N n N

− + = − +  

 
Oleh karenanya, (2.3.1.7) dapat ditulis sebagai : 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

' 'L L

' '
1 1

L L

' '
1 1

1 11 1ˆ
1 1

1 1
           

1 1

h h h h h h
h h

h hh h

h h h h h h h h h

h hh h

N p p N p pg gV p W W
n N N n N N

k W N p p W N p p
n N n N

= =

= =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −
−

− −

∑ ∑

∑ ∑
 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

'L L

' ' '
1 1

' 'L L
2

' '
1 1

1 1 1ˆ
1 1

11            
1

h h h h h h h h h

h hh h

h h h h
h h

h hh

k W N p p W N p p gV p
N n N n n

W N p pg g W p p
n N N n

= =

= =

− − ⎛ ⎞
= + − + +⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

−⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
  

( ) ( )
( )

( )
( )

'L L

' '
1 1

1 1 1ˆ
1 1

h h h h h h h h h

h hh h

k W N p p W N p p gV p
N n N N n N= =

− − ⎛ ⎞
= + − + +⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
∑ ∑   

( )
( ) ( )

' 'L L
2

' '
1 1

11
1

h h h h
h h

h hh

W N p pg g W p p
n N N n= =

−⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑ ∑  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

' 'L L

' ' '
1 1

' L
2

'
1

1 11ˆ
1 1

           

h h h h h h hh h

h hh h

h h
h

W N p p N p pk W g gV p
N n N N n N n N

g W p p
n

= =

=

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

∑ ∑

∑
  

 
Sehingga diperoleh bentuk lain untuk ( )ˆV p , yaitu: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

'L L

' '
1 1

' L
2

'
1

1 11ˆ 1
1 1

            

h h h h h h hh
h

h hh h

h h
h

W N p p N p pk gV p W
N n N n N N

g W p p
n

= =

=

− −⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

−

∑ ∑

∑
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(c) Untuk membuktikan 

( ) ( )
( )

( ) ( )' 'L L

' ''
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 11 1ˆ ˆ
1 11

h h h h h hh
h

h hh h

n p p n p pn N k gV p w
n n N n nn N = =

⎡ ⋅ − ⋅ −− ⎛ ⎞= − +⎢ ⎜ ⎟− −− ⎝ ⎠⎢⎣
∑ ∑

( )
' L 2

' '
1

ˆ ˆh h
h h

h

w k g w p p
N n n =

⎤⎛ ⎞− + − ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎦

∑ , dengan −
=

−

'
'

1
N ng
N

 adalah taksiran yang tak 

bias dari ( )ˆV p . 

yaitu dengan menunjukkan bahwa ( ) ( )ˆ ˆ ˆE V p V p⎡ ⎤ =⎣ ⎦ . 

Bukti: 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

' 'L L

' ''
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 11 1ˆ ˆ
1 11

h h h h h hh
h

h hh h

n p p n p pn N k gE V p E w
n n N n nn N = =

⎡ ⎡ − −− ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎢= − +⎢ ⎜ ⎟⎣ ⎦ − −−⎢ ⎝ ⎠⎢⎣⎣
∑ ∑  

                      ( )
' L 2

' '
1

ˆ ˆh h
h h

h

w k g w p p
N n n =

⎤⎤⎛ ⎞− + − ⎥⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎦⎦

∑  

( ) ( )
( )

( )
( )

' L

''
1

I

ˆ ˆ11 1ˆ ˆ
11

h h h h
h

h h

n p pn N kE V p E w
n n Nn N =

⎧
⎪ ⎡ ⎤⋅ −− ⎛ ⎞⎪⎡ ⎤ = − +⎢ ⎥⎨ ⎜ ⎟⎣ ⎦ −− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦
⎪⎩

∑
144444424444443

   

         
( )

( ) ( )
' 'L L 2

' ' '
1 1

IIIII

ˆ ˆ1
ˆ ˆ

1
h h h h h

h h
h hh

n p p w kg gE E w p p
n n N n n= =

⎫
⎪⎡ ⎤⋅ − ⎤⎡⎛ ⎞ ⎪− + −⎢ ⎥ ⎬⎥⎢⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪⎣ ⎦
⎪⎭

∑ ∑
14444244443144444424444443

 

          (2.3.1.8) 
 

I. Perhatikan bentuk 
( )

=

⎡ ⎤⋅ − ⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

L

'
1

ˆ ˆ1 1
1

h h h h
h

h h

n p p kE w
n n N

 

( ) ( )
( )= =

⎡ ⎤⎡ ⎤⋅ − ⋅ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

L L

' '
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 11 1
1 1

h h h h h hh h
h h h

h hh h

n p p n p pk kE w EE w w
n n N n N n
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Pandang:  

1

11
1

h h

h

h

n nE E
n

n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

    

1

1

1

h

h

n

hi
i

h
n

hi
i

h

y

nE
y

n

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
 

Sebut: 1
1ˆ

1

hn

hi
i

h
h

y
p

n
==
−

∑
 karena  dilakukan pengambilan secara SRS maka 

1ˆhp  merupakan taksiran yang tak bias untuk 1
1 1

hN

hi
i

h
h

u
p

N
==
−

∑
. Sehingga 

1

1

1
1 1

11 1

h

h

N

hi
i

h h h h
N

h h
hi

hi

h

u

n N N NE
n Nu N

N

=

=

⎡ ⎤ − −
= = =⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∑

∑
. Oleh karena itu: 

 
( ) ( )

( )
L L

' '
1 1

ˆ ˆ1 11 1
1 1

h h h h h hh h
h h

h hh h

n p p N p pk kE w E w
n n N n N N= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑  

                    ( )
( )

L

'
1

11
1

h h hh
h

h h

N p pk W
n N N=

⋅ −⎛ ⎞= −⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑  (2.3.1.9) 
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II. Perhatikan bentuk 
( )

( )=

⎡ ⎤⋅ − ⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

' L

' '
1

ˆ ˆ1
1

h h h h h

h h

n p p w kgE
n n N n

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

' 'L L

' ' '
1 1

' L

' '
1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1
1 1

ˆ ˆ1
                                                       

1

h h h h h hh h h

h hh h

h h hh

h h

n p p n p pw k wg gE E
n n N n n N n

n p pkgE
n n n

= =

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ −⎛ ⎞− = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⋅ −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑
    

( )
( )

( )
( )

' L

'
1

' L

' '
1

ˆ ˆ1
1

ˆ ˆ1
  

1

h h h h
h

h h

h h hh

h h

w n p pg EE w
n N n

n p pkg E
n n n

=

=

⎡ ⎤⋅ −
= −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⋅ −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
 

( )
( )

( )
( )

' L

'
1

' L

' '
1

1
1

1
  

1

h h h h

h h

h h hh

h h

w N p pg E
n N N

N p pkg
n n N

=

=

⎡ ⎤⋅ −
= −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅ −
−

∑

∑
 

( )
( )

( )
( )

' L

'
1

' L

' '
1

1
1

1
  

1

h h h h

h h

h h hh

h h

W N p pg
n N N

N p pkg
n n N

=

=

⋅ −
= −

−

⋅ −
−

∑

∑
 

( )
( )

' L

' '
1

1
1

h h h h h

h h

N p p W kg
n N N n=

⋅ − ⎛ ⎞= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑  (2.3.1.10) 

 

III. Perhatikan bentuk ( )
' L 2

'
1

ˆ ˆh h
h

gE w p p
n =

⎤⎡
− ⎥⎢

⎣ ⎦
∑  

Pandang: 
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( ) ( )

( )

( )

( )

L L2 2 2

1 1

2 2 2

2 2 2

L L2 2 2

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ

h h h h h
h h

h h h h h h h
h h h h

h h h h
h h

h h h h
h h

w p p w p p p p

w p p w p w p p w p

w p p w p pp p

w p p w p p

= =

= =

− = − +

− = − +

− = − +

− = −

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

 
Sehingga: 

( ) ( )

( ){ }

' 'L L2 2

' '
1 1

' L
2 2

'
1

' L
2 2

'
1

'

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ                                

ˆ ˆ                                

                                

h h h h
h h

h h
h

h h
h

g gE w p p E w p p
n n

g E w p p
n

g E w p E p
n

g

= =

=

=

⎤⎡ ⎤⎡− = −⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎤⎡= −⎣ ⎦

⎤⎡= −⎣ ⎦

=

∑ ∑

∑

∑

( ){ }L
2 2

'
1

ˆ ˆh h h
h

EE w p w E p
n =

⎤⎡ −⎣ ⎦∑

 

 
karena pada stratum ke-h dilakukan pengambilan secara SRS maka 

berdasarkan pembuktian pada butir 2.1.2: diperoleh ( ) =ˆh hE p p  dan  

( ) ( )−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1ˆ
1

h hh h
h

h h

p pN nV p
N n

, dan telah dibuktikan sebelumnya ( )ˆE p p= . 

Oleh karena itu: 
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( ) ( ) ( )

( ) }

' 'L L2 2
' '

1 1

2

1ˆ ˆ
1

ˆ                                     

h hh h
h h h h

h h h h

d

p pN ng gE w p p E w p
n n N n

V p p

= =

⎧ ⎤⎡ ⎡ ⎤⎤ −⎛ ⎞⎡ −⎪− = + −⎥⎢⎨ ⎢ ⎥⎥ ⎜ ⎟⎢ − ⎥⎣ ⎢ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤+⎣ ⎦

∑ ∑
 

  

( )

( ) ( ) ( )

'

'
1

2 2

1
1

1 ˆ  
1

L
h hh

h
h h h

h hh
h

h h

p pNg E w
n N n

p pn p V p p
N n

=

⎧ ⎡ ⎡ −⎛ ⎞⎪= −⎢⎨ ⎢⎜ ⎟−⎢ ⎝ ⎠⎣⎪ ⎣⎩

⎫⎤⎤⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎪⎡ ⎤+ − +⎥⎥⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎣ ⎦− ⎥⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪⎦⎦ ⎭

∑
 

  

( )

( ) ( ) ( )

'

'
1

2 2

1
1

1 ˆ  
1

L
h hh

h
h h h

h h
h

h

p pNg E w
n N n

p p
p V p p

N

=

⎧ ⎡ ⎡ −⎛ ⎞⎪= −⎢⎨ ⎢⎜ ⎟−⎢ ⎝ ⎠⎣⎪ ⎣⎩

⎫⎤⎤⎛ ⎞− ⎪⎡ ⎤+ − +⎥⎥⎜ ⎟ ⎬⎣ ⎦− ⎥⎥⎝ ⎠ ⎪⎦⎦ ⎭

∑
 

    

( )

( ) ( ) ( )

' L

'
1

2 2

1
1

1 ˆ  
1

h hh
h

h h h

h hh
h

h h

p pNg E w
n N n

p pN p V p p
N N

=

⎧ ⎡ ⎡ −⎛ ⎞⎪= −⎢⎨ ⎢⎜ ⎟−⎢ ⎝ ⎠⎣⎪ ⎣⎩

⎫⎤⎤−⎛ ⎞ ⎪⎡ ⎤+ − +⎥ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦− ⎥⎝ ⎠ ⎦ ⎪⎦ ⎭

∑
 

    
( ) ( )

( ) }

' L
2

'
1

2

1 11
1

ˆ  

h
h h h h

h h h h

Ng E w p p p
n N n N

V p p

=

⎧ ⎤⎡ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= − − + −⎥⎢⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎥⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤+⎣ ⎦

∑
 

( ) ( )

( ) }

' L
2

' '
1

2

11
1

ˆ  

h h
h h h h

h h h h

N kg E w p p p
n N w n W N

V p p

=

⎧ ⎤⎡ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= − − + −⎥⎢⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎥⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤+⎣ ⎦

∑
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( ) ( )
' L

2
' '

1

11
1

h h
h h h h

h h h h

N kg W p p p
n N W n W N=

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= − − + −⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩
∑  

    ( ) }2ˆV p p⎡ ⎤+⎣ ⎦      

( ) ( )
' L

2
' '

1

11
1

h h
h h h h

h h

N kg p p W p
n N n WN=

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= − − + −⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠⎩
∑  

    ( ) }2ˆV p p⎡ ⎤+⎣ ⎦      (2.3.1.11) 

 
Substitusikan (2.3.1.9), (2.3.1.10), dan (2.3.1.11) ke (2.3.1.8), sehingga: 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

' L

''
1

' L

' '
1

' L L
2 2

' '
1 1

1 1 1ˆ ˆ
11

1
                 

1

1 1 ˆ                 
1

h h h h
h

h h

h h h h h

h h

h h h h
h h

h h h

n N N p p kE V p W
N n Nn N

N p p W kg
n N N n

N p p kg W p p V p
n N n N

=

=

= =

⎧− − ⎛ ⎞⎪⎡ ⎤ = − +⎨ ⎜ ⎟⎣ ⎦ −− ⎝ ⎠⎪⎩

− ⎛ ⎞− +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

⎫⎡ ⎤− ⎛ ⎞ ⎪− + − −⎢ ⎥⎬⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

∑

∑

∑ ∑

            

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

' L

''
1

' L

' '
1

' L L
2

' '
1 1

1 1 1ˆ ˆ
11

1
                  

1

1 1 ˆ                 
1

h h h h
h

h h

h h h h h

h h

h h h h
h h

h h h

n N N p p kE V p W
N n Nn N

N p p W kg
n N N n

N p p kg W p p V p
n N n N

=

=

= =

⎧− − ⎛ ⎞⎪⎡ ⎤ = − +⎨ ⎜ ⎟⎣ ⎦ −− ⎝ ⎠⎪⎩

− ⎛ ⎞− +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

⎫⎡ ⎤− ⎛ ⎞ ⎪− + − −⎢ ⎥⎬⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

∑

∑

∑ ∑

   

( ) ( )
( )

( )
( )

' L

''
1

1 1 1ˆ ˆ
11

h h h h
h

h h

n N N p p kE V p W
N n Nn N =

⎧− − ⎛ ⎞⎪⎡ ⎤ = − +⎨ ⎜ ⎟⎣ ⎦ −− ⎝ ⎠⎪⎩
∑    
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           ( )
( )

' L

'
1

1 1
1

h h h h

h h

N p p Wg
n N N N=

− ⎛ ⎞− +⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑  

          ( )
( ) ( ) ( )

' 'L L
2

' ' ' '
1 1

1 ˆ
1

h h h h h
h h

h hh

N p p k kg g W p p V p
n N n n n= =

− ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞− + + − − ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎭
∑ ∑  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

' 'L L

' ''
1 1

'' 'L
2

' ''
1

1 1 1ˆ ˆ 1
11

1 1 ˆ                  
1 1

h h h h
h h

h hh

h h h
h h

hh

n N N p p k gE V p W W
N n N n Nn N

N p p n Ng gW p p V p
N n nn N

= =

=

⎧− − ⎛ ⎞⎪⎡ ⎤ = − + − ⋅⎨ ⎜ ⎟⎣ ⎦ −− ⎝ ⎠⎪⎩

− −⎫⎡ ⎤
+ − −⎬⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎭

∑ ∑

∑
     

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
' ' '

'' '

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ
1 1

n N n N gE V p V p V p
nn N n N

− −⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ − −
  

( ) ( )
( ) ( )

' '

''

1ˆ ˆ ˆ1
1

n N gE V p V p
nn N

− ⎛ ⎞⎡ ⎤ = −⎜ ⎟⎣ ⎦ − ⎝ ⎠
 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

''

''

1ˆ ˆ ˆ1
11

N nn N
E V p V p

N nn N

⎛ ⎞−−⎡ ⎤ ⎜ ⎟= −⎣ ⎦ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

' ''

''

11ˆ ˆ ˆ
11

N n N nn N
E V p V p

N nn N

⎛ ⎞− − −−⎡ ⎤ ⎜ ⎟=⎣ ⎦ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

' '

''

1ˆ ˆ ˆ
11

n N Nn NE V p V p
N nn N

⎛ ⎞− −⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠
 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

''

''

11ˆ ˆ ˆ ˆ
11

N nn N
E V p V p V p

N nn N

⎛ ⎞−−⎡ ⎤ ⎜ ⎟= =⎣ ⎦ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠
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Dengan demikian, terbukti bahwa 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

' 'L L

' ''
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 11 1ˆ ˆ
1 11

h h h h h hh
h

h hh h

n p p n p pn N k gV p w
n n N n nn N = =

⎡ − −− ⎛ ⎞= − +⎢ ⎜ ⎟− −− ⎝ ⎠⎢⎣
∑ ∑

( )
' L 2

' '
1

ˆ ˆh h
h h

h

w k g w p p
N n n =

⎤⎛ ⎞− + − ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎦

∑  dimana −
=

−

'
'

1
N ng
N

 dan hk  suatu bilangan 

yang 1≥  adalah taksiran yang tak bias dari ( )ˆV p .  

 
 Sampling error dari taksiran proporsi  tersebut adalah: 

 

( ) ( )ˆˆ ˆ2B p V p= =  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

' ' 'L L L 2

' ' ' ''
1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 11 1 ˆ ˆ2
1 11

h h h h h hh h h
h h h h

h h hh h

n p p n p pn N k w kg gw w w p p
n n N n n N n nn N = = =

⎡ ⋅ − ⋅ −− ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎦⎣
∑ ∑ ∑

 

 dimana −
=

−

'
'

1
N ng
N

 dan hk  suatu bilangan yang 1≥    
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