LAMPIRAN



Lampiran 1

Hubungan semivariogram dengan kovariogram
7(h)=C(0)-C(h)

Bukti:

y(h) =L/ 2E{[Z(s +h)-Z(s)I’}
= (U 2)E{[Z(s+ M+ Z[($)F — 2AZ (s + hI[Z ()1}
= (U 2){E[Z (s +h))* + E[Z(s)]* —2E{[Z (s + h)][Z(s)]}}
=(1/2)[o? + o -2C(h)]
=C(0)=C(h)
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Lampiran 2

Setiap peubah teregional yang memenuhi asumsi stasioner orde dua pasti

memenuhi asumsi stasioner intrinsik.

Bukti:

Misalkan Z(s) adalah peubah teregional yang memenuhi asumsi stasioner

orde dua. Pilih sembarang Z(s), maka:

1. E[Z(s+h)-Z(s)]=u-p=0
2. %E[(Z(s+h)—2(s))2]

=%E[Z(s+h)Z(s+h)]+%E[Z(s)Z(s)]—%E[Z(s+h)Z(s)]

:;E[Z(s+ h)Z(s+ h)]+% E[Z(5)Z(5)]-Cov[Z (s + M)Z(S)]- E[Z(s+ )]E[Z(5)]

%E[Z(s+ h)Z(s+h)] adalah suatu nilai yang konstan

%E[Z(S)Z(S)] adalah suatu nilai yang konstan

E[z(s+h)]E[Z(s)] adalah suatu nilai yang konstan

Sedangkan Cov|[Z(s+h),Z(s)|merupakan fungsi dari h.
Sehingga %E[(Z (s+ h)—Z(s))z] hanya bergantung pada jarak h.

Terbukti bahwa untuk setiap Z(s), Z(s) memenuhi asumsi stasioner intrinsik.
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Lampiran 3
Var{Z (so) — Z(so)} = cov{Z (So)Z (So)} — 2coV{ Z (S0)Z(So)} + COV{Z(S0)Z(So)}
Bukti:

Var {Z (so) - Z(so)} )

= E[{Z(s,) — Z(5o)Y*1-{EIZ (35) = Z(s,)1¥*

= E[Z%(3,) — 2Z(35)Z (Sy) + Z° (o)1 —{EIZ (5,) — Z(s,)T¥

= E[Z7(5,)] = 2E[Z (,)Z(5,)]+ E[Z7 (5,)]- E[Z (s,)I*
—E[Z(s,)] +2E[Z(5,)IE[Z(,)]

= E[Z°(5,)]— E[Z(55)Z (54)]- E[Z (5,)Z (s,)]+ E[Z%(s,)]
—~E[Z(s,)F = E[Z(5,)1* = E[Z (s))IEIZ (5,)] - E[Z(8,)IE[Z (5,)]

={E[Z° (o)1 - EIZ (o)) | + {E[Z* (5] + E[Z(5)]'}
—{E[Z(5,)Z(s,)1 - EIZ (5,)]ELZ (5,)]}
~{E[Z(5,)Z (3,)] - EIZ(8,)IEIZ (s,)]}

coV{Z ($)Z(5,)} = E {[Z ()] | = E[Z (s,)]
COV{Z (54)Z (85} = E {IZ(so)I } — E[Z (5,)]°
COV{Z (5,)Z (5,)} = E {[Z(5,)Z (o)1} ~ EIZ(8,)IEIZ (s,)]
COV{Z (5,)Z(5,)} = E{[Z(8,)Z(5,)]} ~ E[Z (s,)IEZ (5]

maka
Var{Z (so) — Z(So)} = cov{Z (So)Z (o)} — 2COV{Z (S0)Z(So)}*+COV{Z(S0)Z(So0)}
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Lampiran 4

Var{R(S,)} = COV{Z (3,)Z (3,)} ~ 2COV{Z (55)Z (55)}+ COV{Z (5,)Z (5, )}

or=0"+>.> AAC; —2_2:‘/1,(;0

i=1 j=1
Bukti:

Var{R(s,)} = COV{Z (8,)Z (S,)}— 2 COV{Z (S )Z (o)} + COV{Z (5,)Z (5, )}

Karena 2(50) =Z&Z(Si), maka diperoleh

cov{Z(s,)Z(s,)} =Var{Z(s,)}
=Var{) 4,2 (s}

COUZ ()2 (5} = Y DAAC, ®

i=1 j=1
Pembuktian persamaan (1) dapat dilihat pada lampiran 8.
cov{Z(s,)Z(s,)} adalah kovariansi dari peubah teregional Z(s,). Jika

diasumsikan bahwa setiap peubah teregional mempunyai variansi yang

sama, o?, maka:

COV{Z (50 )Z (So )} = Var{Z (So)}
cov{Z(s,)Z(sy)}= o’ 2)
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200W{Z ()2 (5,)} = 200V{), AZ(5)Z(5)}
_ 2E{iZl: AZ(8)Z(5 )} 2E{g AZ(5)YERZ (5,)}
- 221 AE{Z(s)Z(s,)}- 221 AE{Z(s)}E{Z(s)}
_ 221: ATEAZ (5,)Z (50)}— E{Z (5, )}E4Z (5,)}]
260W{Z(5,)2(5,)} = 23 4C.q ©

i=1

Substitusikan persamaan (1), (2), (3) pada persamaan variansi dari

residual penaksiran:
Var{R(S,)} = cov{Z (5,)Z(3,)} — 2C0V{Z (5,)Z (5,)} + COV{Z (5,)Z (5}

o2 =Zn:2n:/1,zjcij —zg4cio +o°

i=1 j=1
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Lampiran 5
Hasil turunan parsial pertama untuk A,

2 n
low) _ 25" 4,C,, —2C,, +2m =0
o) =

2> 2,C,;+2m=2C,,

j=1

D> 2,C;;+m=Cy
j=1

>
>

ol=0"+ AACy —2> A4C,+2m(> 4 -1)
i i=1 i=1

maka
o> 3 14C,) - AAC, 4243 4,Cy)
o) o(4)
24, +2> 1.C,
OIETH
= 12 =2>"A4,C,, (1)
o02)
LA aaac,)
o o)
023 AC,)
= =2C,, ()
o)
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am(3 4 -1)
o(%)

=2m (3)

Dengan menggabungkan ketiga persamaan (1), (2), dan (3), maka

akan diperoleh persamaan dibawah ini:

2 n
A%) _ 32 5¢, —2C,+2m=0
o(4) =i
22 A4iCy+2m = 2C
=1
Z;zjcij+m =G
J:
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Lampiran 6

&~N (0,1)

Bukti:

Ingin dibuktikan & berdistribusi normal dengan mean nol dan variansi 1.

Diasumsikan bahwa residual, r(s,)=2(s,)—z(s,) berdistribusi normal,

2(s)=2(s) _r(s)

sehingga ¢, = — =——==, juga berdistribusi normal.
Oy Oy

E[e]=0, k=2,...,n
Bukti :
E[ek]=0 jelas merupakan sifat ketidakbiasan dari kriging.

E[ek&]=0 jika k=l, k,1=2,3,...,n
=il jika k=1, k 1=23,...,n

Bukti :
E[eke]=1, merupakan konsekuensi dari normalisasi

Asumsikan k > | dan kovariansi C didefinisikan, maka

kO

E[eks|]=oiE{[z(so—fﬂkiz(soj[[z(s.)—'Zlm,»z(s,-)m

- &{ {[C(z(su,z(s.))—Zﬂm-C(z(sk),z(s,-»j—Zﬂki ([C(z(si),z(s.))—ZfAjC(z(si>,z(sj»ﬂ}

kO

Misalkan untuk sembarang i, i<l, terdapat hubungan
1-1
Z%C(Z(Si), 2(s;))+v, =C(z(s), z(s,))

j-1

maka

E[ek,e.]=%[v.—§zﬁvlj:o

0,0
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Lampiran 7

1
Ql"N(O’EJ
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Lampiran 8

Var{) 42 (s )} =3 44C,

Bukti:
Var{A,Z(s,)+..+ 4,Z(s,)}
= E{[AZ(S) + ot A Z(S )P} —LELAZ(S,) + ..+ A Z(s,)]F
= A" E[Z°%(s)]+ AAEIZ(8,)Z (5,)]-- + 4, E[Z%(s,)]
A E[Z(s)]+ ALEIZ(S)IEIZ(S,)]-+ 2, E"[Z(s,)]}
={A°E[Z°(s)]- A"E*[Z(s)I}+{AAEIZ(S,)Z (5,)] - ALELZ(S)IE[Z ()]}

+o. +{AE[Z%(s,)] - A4 E’[Z ()1}

Jadi
VarAZ(s) +..+ 4 Z(5)k= 3 Y AAC,
Var{Zn:ﬂ,,Z(si)}: Zn“zn:i,/ljcij
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Lampiran 9

Sifat-sifat Kovariogram

1. C(0) = &*
Bukti :
C(h) = E{[Z(s+h)— u].[Z(s) - p1}
Untuk h=0

C(0) = E{IZ(s) ~ p1.[Z(8) = u1}
C(0) = E{[Z(s) - uI'}

C(0)=0o"
2. C(-h) = C(h)
Bukti:

C(h) =E{[Z(s+h) - p].[2(s) - p1}
C(=h) =E{[Z(s—h) = u].[Z(s) - 1}

Misalkan t = s-h, maka

C(=h)=E{[Z(t) — p].[Z(t+N) —u]}
C(~h)=C(h)

3. |C(h)] < C(0)
Bukti:
> Adib C(h)<C(0)
Buki :

E{[Z(s+h)-Z(s)]"}>0

E{[Z(s+h)— u]* +[Z(s) - )’ —[Z(s+h) = ][Z(s) - 1]} >0
2.C(0)-2.C(h) =0
C(h) <C(0)
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= Adib C(h)>-C(0)
Bukti:

E{[Z(s+h)+Z(s)]}>0

E{[Z(s+h)— u]* +[Z(s) - T’ +2[Z (s +h) - u][Z(s) - ]} =2 0
2.C(0)+2.C(h)>0
C(h)>-C(0)
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Lampiran 10

Pengujian Asumsi Stasioner Orde Dua

Untuk mengetahui data spasial memenuhi asumsi stasioner orde dua atau

tidak, dapat dilakukan dengan:

a. Buat plot nilai pengamatan, z(s;), terhadap lokasinya, s;. Jika plot
permukaan tersebut tidak menunjukkan trend atau pola dalam mean dan
tidak terdapat fluktuasi, berarti kemungkinan data memenuhi asumsi
stasioner orde dua.

b. Buat plot nilai pengamatan, z(s;), terhadap absis (sumbu X) dari koordinat
lokasi data. Kemudian juga buat plot nilai pengamatan, z(s;), terhadap
ordinat (sumbu Y) dari koordinat lokasi data. Jika salah satu plot nilai
pengamatan, z(s;), terhadap absis (sumbu X) atau plot nilai pengamatan,
z(sj), terhadap ordinat (sumbu Y) membentuk trend atau pola dan tidak

terdapat fluktuasi, berarti data tidak memenuhi asumsi stasioner orde dua.
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Lampiran 11
Sifat-sifat semivariogram

1. »(0)=0
Bukti :
y(h) =@/ 2)E{[Z(s+h)-Z ()]}
Untuk h=0 maka
y(0) = 1/ 2)E{[Z (s +0) - Z(s)I}
7(0) =@/ 2)E{[Z(s) - Z(s)I'}
7(0) = (1/2)E{0}
7(0)=0

2. y(h)>0
Bukti:

Dari sifat diketahui:
E{[Z(s+h)=Z(s)]’}=0
L/ 2)E{[Z(s+h)=Z(s)’}=0
ry(h) >0

3. y(-h)y=y(h)
Bukti:

y(h) =W 2)E{[Z(s+h) - Z(s)I’}

y(=h) = W/ 2)E{[Z(s —h)-Z(s)I'}
Misalkan t = s-h, maka

y(=h)=W2)E{[Z(t)-Z(t+ )]}
y(=h)=y(h)
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Lampiran 12

Suatu penaksir dikatakan terbaik jika mempunyai variansi residual yang

minimum
Bukti:

- Penaksir terbaik adalah penaksir tidak bias yang mempunyai variansi

penaksir minimum (unbiased minimum variance estimator).

Penaksir z disebut unbiased minimum variance estimator dari parameter
4 jika 4 tidak bias, yaitu E( &)=, dan jika variansi g kurang atau sama
dengan variansi dari penaksir tak bias lain dari parameter x. (Hogg dan

Craig, 1995).

- Misalkan, @ adalah penaksir yang tidak bias dari parameter 6.
Variansi dari penaksir 0, dapat dinyatakan sebagai berikut
Var(6) = E{[0 -E(O)F}

Karena 6 adalah penaksir yang tidak bias dari parameter ¢ maka
E(8) =6, sehingga

Var(0) = E{[0-E(O)I"}
Var(0) = E{[0 - 61}

- Misalkan R adalah residual yang didefinisikan sebagai selisih antara

penaksir 6 dan parameter ¢, yang dapat dinyatakan sebagai berikut

~

R=6-6.
Variansi dari residual R dapat dinyatakan sebagai berikut

Var(R) = E{[R - E(R)]}
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Karena @ adalah penaksir yang tidak bias dari parameter ¢ maka

E(0) =0, sehingga

E(R)=E(6-0)
=E(9)-E(0)
=0-6
=0

Jadi variansi dari residual R dapat juga dinyatakan sebagai berikut
Var(R) = E{[R-E(R)]'}
= E{[(0-0)-0F
B[O —O1 e e,
")

- Persamaan (*) disebut juga dengan mean square predictor error, atau

dapat dinyatakan
MSPE = E{[0- 6]’}

- Karena 6 adalah penaksir tidak bias maka variansi dari penaksir 0 dapat

~

juga dinyatakan sebagai variansi dari residual, R, dimana R=60-46, yaitu
Var(6) = E{[0 - E(O)I'} = E{[6 - 6F}= E{[R- E(R)I'}=Var(R)

- Jadi, penaksir terbaik yaitu penaksir tidak bias yang mempunyai variansi
penaksir minimum atau penaksir tidak bias yang mempunyai variansi

residual minimum.
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