BAB llI

(a,d)-PTSAA DARI GRAF MATAHARI

Dalam bab ini akan diberikan konstruksi (a,d)-PTSAA dari gabungan
tak-terhubung sejumlah berhingga graf matahari yang tidak harus isomorfik.
Nilai-nilai d yang mungkin pada (a,d)-PTSAA dari sembarang graf matahari
akan dibahas juga dalam bab ini.

Pada bab 2 telah diberikan nilai d yang mungkin untuk sembarang graf
dengan derajat terkecil 6 dan derajat terbesar A (2.8). Karena graf matahari
memiliki =1 dan A=3, maka dengan mensubstitusikan nilai ini ke (2.8)

diperoleh batasan nilai d sebagai berikut

(3+1)(2(2n+2n)-3)—(1+1)(1+2)
2(2n-1)

atau
d<7,

artinya nilai d yang mungkin untuk sembarang graf matahari adalah 0, 1, ...,
dan 7. Nilai-nilai d yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah d €{0, 1, 2, 3,
4, 6}. Untuk nilai-nilai d yang lain merupakan masalah terbuka yang diberikan
pada bab kesimpulan.

Pada bagian selanjutnya akan dijelaskan mengenai (a,d)-PTSAA serta
pembentukan pelabelannya untuk gabungan tak-terhubung sejumlah

berhingga graf matahari, dimulai dari nilai d=0.

18
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3.1 PTSA dari Graf Matahari

Suatu (a,d)-PTSAA dengan d=0 disebut pelabelan total simpul ajaib
(PTSA). Suatu pelabelan disebut PTSA dari graf G=G(V,E) bila terdapat
suatu konstanta k sehingga semua bobot simpul bernilai k. Slamin dkk.
[SPSRS08] telah membuktikan bahwa gabungan tak-terhubung 2 graf
matahari tak-isomorfik, S, US, dengan m>=3 dan n >3 memiliki PTSA
dengan k =(m+n)+1, dan gabungan tak-terhubung t graf matahari S, yang
saling isomorfik dengan n >3 dan t > 1 memiliki PTSA dengan k = 6nt + 1.
Rahim dkk. [RS08] membuktikan bahwa gabungan tak-terhubung t graf
matahari Snj yang tidak harus saling isomorfik dengan n, >3 untuk setiap

t
j=12,...,t dan t >1 memiliki PTSA dengan k=62n, +1.
=

Berikut ini akan diberikan teorema yang menyatakan tentang PTSA
untuk gabungan tak-terhubung t graf matahari yang tidak harus saling
isomorfik dengan pembuktian yang lebih sederhana dari pembuktian yang

telah diberikan pada [RS08].
Teorema 3.1.1 Gabungan tak-terhubung t graf matahari Sn/_ memiliki suatu

t
PTSA dengan k :6Zn, +1, dimana n; >3 untuk setiap j=12,....t dant>1.

1=1

Pelabelan Total..., Andrea Parestu, FMIPA Ul, 2008



Bukti. Jika v/ dan u/ menyatakan simpul dalam dan simpul luar ke-i dari

graf matahari ke-j (j =1,2,...,t) didefinisikan A, sebagai berikut,
j-1
2> 'n +2 i =1
1=1

J
2> N -2(i-2) ;i=23,...n,
=1

A (uf) 4Zn,—2gn,+2i i=12,...,n

A(vivi,) 22n,—22n,+2i—1 i=12,...,n
1=1 1=1

A(uivl) = 22n,+22n,—2i+1 i=12...n,
=1 1=1

b
dengan catatan Zn, =0 untuk b < a. Label dari semua simpul dan busur

I=a

t
yang diperoleh dari pelabelan 4, ialah 4,(V)={24,...,4> n} dan
1=1

t
/11(E) = {1,3,...,4Zn, —1} merupakan himpunan yang saling melengkapi.
/=1
Terlihat bahwa pelabelan 1, merupakan pemetaan satu-satu dan pada dari

himpunan V(S, US, U...uUS§,JUE(S, US, U...US, ) ke himpunan

t
bilangan {1, 2, ...,4> ' n,}.

1=1
Bobot dari sembarang simpul dalam v/ dan sembarang simpul luar u/

pada graf S,,j terhadap pelabelan A, adalah,

w,, (v/) = & (v])+ A (viw] )+ 4 (vivE) + 2 (ulv])

Pelabelan Total..., Andrea Parestu, FMIPA Ul, 2008
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dan

w, (uf)= 2 (ul)+ A (ulv]).

t
Dapat dibuktikan bahwa bobot dari v/ dan u’ adalah konstan (GZn, +1).

=1

Pertama-tama akan ditunjukkan untuk simpul v/, j=12,...t, i=12,..,n..

Karena label dari simpul dalam v/ dibedakan menjadi dua kasus, maka

pembuktian juga akan dibedakan menjadi dua kasus, yaitu untuk / = 1 dan i

>1 (i =23,...,n; ). Untuk / =1 diperoleh,

J

w, (vi)= /11(v{)+/11(V,{_v{)+/11(v{vé)+/11(u{v{)

t J t J
KZZn, 2> n +2- 1} [22n,+22n,—2+1)
=t =1
t J= /

6 n,+(2 n,—22n,j+2nj+1

sedangkan untuk i =1, 2, ..., n; diperoleh,
w ( ) (,.f)+l(vf_vf)+/‘t(v,v/+1) A(u/v/)
(22n,—2/+4j {22n,—22n,+2(i—1)—1)+
= 1=1
{ZEn, 22n,+2/ j+(22n,+22j:n,—2i+1j
=1 =1
=6 n+4-2i+2i-2-1
A
=62+

=1
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Selanjutnya untuk simpul luar v/, i=1,2,...,n;,j=1,2, .., t
()= A () 2]
=(4/Zt1:n, —ZZn, +2ij+[2/§t1“n, +2lzj1:n, —2i +1 j
:6gn,+(—22n,+22n,)+1

=62t:n,+1.
=

56 58
35 33
25
8 6
23 27
2 4
29
37 31
54 60

Gambar 3.1.1: PTSA dari S; dengan k = 37 (a); PTSA dari S, uS, US;
dengan k=91 (b).
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Terlihat bahwa untuk i =1,2,...,n

w, (v{)=6/z;:n,+1

dan
w, (u/')=62n, +1.
1=1

Karena w, (v/) dan w, (u/) untuk setiap i=12,...,n, dan j=12,...,t bernilai

t
konstan (6Zn, +1), maka pelabelan A, adalah PTSA dengan konstanta ajaib
=

k:62n,+1. N

1=1

1
Pada Gambar 3.1.1.a diberikan PTSA Sg dengan k =6 n, +1=
1=1
6(6)+1=37 dan Gambar 3.1.1.b diberikan PTSA dari gabungan tak-
3
terhubung 3 graf matahari S, US; US, dengan k = GZn, +1=6(n,+n, +
I=1

n,)+1=6(4+6+5)+1=91.

Telah dibuktikan bahwa gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga
graf matahari memiliki PTSA. Perlu dicatat bahwa urutan graf tidak

berpengaruh pada konstruksi pelabelan, sehingga urutan S, US, U S,
ataupun S, U S, U S, tetap akan diperoleh PTSA dengan nilai k yang sama,

meskipun labelnya berbeda. Pada bagian selanjutnya akan diberikan (a,d)-
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PTSAA, d €{1, 2, 3, 4, 6} dari gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga

graf matahari.

3.2 (a,d)-PTSAA dari Graf Matahari

Suatu pelabelan A disebut (a,d)-PTSAA dari graf G(V,E) bila himpunan
semua bobot simpul adalah W = {w, (x)|x eV} ={a,a+d,....a+(n-1)d|

untuk suatu bilangan bulat positif a dan d, dimana a > 0 dan d > 0. Dalam
teorema berikut akan diberikan suatu (a,1)-PTSAA untuk gabungan tak-

terhubung t graf matahari yang tidak harus saling isomorfik.

Teorema 3.2.1 Jika n; >3 untuk setiap j=12,...,t dan {>1, maka

gabungan tak-terhubung t graf matahari Snj memiliki suatu (a,1)-PTSAA

t
dengan a=4>n,+2.
1=1

Bukti. Semua simpul dalam v/ dan simpul luar u/ dari graf matahari Sy,

j=1,2,...,t didefinisikan 4, sebagai berikut,
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b
dimana Zn, =0 untuk b < a. Label dari semua simpul dan busur yang

I=a

t t t
diperoleh dari pelabelan 4, ialah 4,(V)={2>_n, +12) n,+2,..,4> n} dan
=1 1=1 1=1

t

2, (E)={12,...,2>_n;} dan kedua himpunan tersebut saling melengkapi.
1=1

Sehingga pelabelan 4, merupakan pemetaan satu-satu dan pada dari

himpunan V(S, vS, U...US, JUE(S, US, U...US, ) ke himpunan

t
bilangan {1, 2, ..., 4>.n,}.

1=1

Berdasarkan pelabelan A, diperoleh bahwa bobot dari sembarang
simpul dalam v/ dan sembarang simpul luar u’ pada graf S,,j_ ialah sebagai

berikut,

W, (V/)= A (v])+ A (Viwv! )+ A (vIV]) + 2 (uiv])

dan

w, (ul) =2 (ul)+ 2 (uiv]).
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Dapat dibuktikan bahwa bobot dari v/ dan sembarang simpul luar u’
membentuk suatu barisan aritmatika dengan beda d = 1. Label dari simpul
dalam v/ dibedakan menjadi dua kasus, yaitu untuk i =1dani=2, 3, ..., n;.
Oleh karena itu, pembuktian bobot dari simpul dalam v/ dibedakan menjadi
dua kasus. Pertama, saat / = 1 diperoleh,
w, (v{) = /12(v{)+ﬂz(v,{jv{)+ﬂz(v{vé)+22(u{v{)
:(3Zt:n, —Zj:n, +1j+(§n, +njj+
= = =

Kedua, untuk / =2, 3, ..., n; diperoleh,
W, (V)) = A (V) 2 (v )+ 2 (Vi) 2 ()
:[3Zn, -y, +2—ij+(in, +(i—1)j+

=1

Selanjutnya bobot dari simpul luar «/, i=1, 2, ..., n;, j=1, 2, ..., tadalah

sebagai berikut,
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w,, (uf) =2 (u])+ 2, (ulv))
t j—1 t j—1
:(3Zn, +> N +i J+(Zn, +>°n, +i}
=1 1=1 1=1 1=1
t j—1
=4>"n,+2) n, +2i
=1 =1
Sehingga diperoleh bahwa untuk i=1, 2, ..., n;,

j—1
w, (v/) = 4,2”’ +2;Z_1:n, +2i +1

dan
j—1
w, (uf)= 4Zt:n, +2,an +2i
1=1 1=1

t
dengan bobot terkecil muncul pada simpul u;, yaitu 4Zn, +2. Himpunan
1=1

bobot dari semua simpul ialah W ={w, (u/)|u/ eV} {w, (v/)|v]eV}=
t t t t t t

{4>.n,+24> n,+4,..6>.n}yu{4> n +34> n +5..6> n +1. Terlihat
=1 1=1 =1 =1 =1 =1

bahwa bobot dari semua simpul membentuk barisan aritmatika dengan suku

t
awal a = 42 n, +2 dan beda d =1. Jadi, pelabelan A, adalah pelabelan

1=1

t
(4Zn, +2,1)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung t graf matahari Snj .0
1=1
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59 60 75

21 22 37

57 56 41

54 55

20 23 38

58 61 76

(b)

Gambar 3.2.1: (22,1)-PTSAA dari S, (a); (78,1)-PTSAA dari S, US, US, US, (b).

1
Pada Gambar 3.2.1.a diberikan (a,1)-PTSAA Ss dengan a=4) n, +
k=1
2=4(5)+2=22. Gambar 3.2.2.b diberikan (a,1)-PTSAA dari gabungan tak-
4
terhubung 4 graf matahari S, VS, LS, US, dengan a= 4Zn, +2=4(19)+
1=1

2=78.

Gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga graf matahari mempunyai
(a, 2)-PTSAA. Pada teorema berikut akan dijelaskan mengenai (a, 2)-PTSAA
dari gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga graf matahari beserta

konstruksi pelabelannya.

Pelabelan Total..., Andrea Parestu, FMIPA Ul, 2008



29

Teorema 3.2.2 Apabila n;, > 3,j=1,2,...,t dan t >1, maka gabungan tak-

t
terhubung t graf matahari Sn/_ memiliki (a,2)-PTSAA dengan a = 4an +3.

k=1

Bukti. Jika label dari simpul dalam dan simpul luar ke-/, v,f dan u,f,j= 1, 2,

..., t didefinisikan pelabelan 4, sebagai berikut,

ZZth,—ZZ/:n,H =1
=1 1=1

t j
2> n, =2 n+2n,+3-2i ;i=23,...,n,
1=1 1=1

o})
—
<
—
Il

J

i1
23 n 25 n 1420 5i=12..un,
1=1 1=1
1
ﬂg(v/vifﬂ) = Z:Z_;n, +2i3i=12,..,n,

7 t =
K(ulvl) =2 n +2) n +2i i =12,....n,
=1 /=1
b
dengan catatan Zn, =0 bila b<a. Dengan pelabelan 4, diperoleh 4, (V)=
I=a

t t t t
{13...,4>.n,-3,4> ' n -1y dan 4, (E)={2,4,....,4> n,-2,4> n}. Karena
1=1 1=1 =1 I=1
label dari semua simpul dan semua busur pada graf Snj membentuk

himpunan yang saling melengkapi, maka pelabelan A, merupakan pemetaan

satu-satu dan pada dari himpunan V(S, vS, u..US JUE(S, VS, U..US))

t
ke himpunan bilangan {1, 2, ..., 4> n,}.

1=1
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Bobot dari sembarang simpul dalam v/ dan sembarang simpul luar u’

pada graf Snj terhadap pelabelan 4, adalah,

w, (V])= A (v])+ A5 (V! )+ A (vivD,) + 2 (uiv])
dan
w, (ul)= A (u! )+ 4 (uivh).

Dapat dibuktikan bahwa bobot dari v/ dan u/ membentuk suatu barisan

aritmatika dengan beda d = 2. Pembuktian bobot simpul dalam v/, j =1, 2,

..., t dibedakan menjadi dua kasus. Hal ini dikarenakan label dari simpul

dalam v/ tersebut juga dibedakan menjadi dua kasus, yaitu i =1 dan

i=23,...,n;. Pada saat i =1, bobot dari simpul dalam v,f bernilai,
w, (v{) :ﬂ,&(v{)+ﬂ,3(v,{jv{)+/13(v{v§)+ﬂa(u{v{)
t J j—1 j=1
={22n, -2>'n, +1)+[22n, +2njj+(22n, +2j+
=1 1=1 1=1 1=1
t j—1
(ZZn, +2>'n, +2j
1=1 1=1
t j—1
=4>'n,+4> n/+5,
1=1 =1
sedangkan saat i =2, 3, ..., nj, bobot simpul v/ bernilai,
W (V1) = A (V) 2y (v )4 2 (VAL 2 ()

t j j—1
= [22n, -2) n,+2n, +3—2i] +(22n, +2(i —1)j+
1=1 1=1 1=1
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j—1 t j—1
(ZZn, + 2ij + (ZZn, +2) 0+ 2ij
1=1 1=1 1=1

i—1
=4Zt:n, +412n, +4i+1.

1=1 =1

Selanjutnya untuk simpul luar «/, i=1,2, ..., n;, j=1,2, .., t.
()= ) o )
t j—1 t Jj—1
:[ZZn, +2) 0, —1+2i j+(22n,+22n, +2iJ
1=1 1=1 1=1 1=1
t j—1
=4>'n,+4) n +4i-1.
11 1=1
Terlihat bahwa untuk i=1, 2, ..., n;

i1
w, (v/) = 4Zt:n, +4lZn, +4i+1
1=1 1=1

dan

W, (u,.f')=4i“n,+4jz1:n,+4i—1
I=1 1=1

t
dengan bobot terkecil muncul pada simpul uj, yaitu 4Zn, + 3. Himpunan
1=1

bobot dari semua simpul ialah W = {w, (u/) |u/ eV, j=12.. t}u{w, (v,.f)|

t t t t t
v/ eV, j=12..t}= {42 n,+3,4> ' n +7,..,8> n,-58> n -1 u{4> n +5,
1=1 1=1 1=1 =1 =1

t t t
4%°n,+9,...,8> " n,-3,8> n,+1}. Terlihat bahwa bobot dari semua simpul
= =

=1

t
membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a = 4Zn, +3 dan beda
=1
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t
d = 2. Jadi, pelabelan A, adalah pelabelan (4Zn, +3, 2)-PTSAA dari
1=1

gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga graf matahari. [

33 35

34 36

29 27

23 25

32 38

31 37

(b)
Gambar 3.2.2: (23,2)-PTSAA dari S; (a); (63,2)-PTSAA dari S, US, U S, (b).

Pada Gambar 3.2.2.a diberikan contoh (a,2)-PTSAA dari graf Ss,

1
dimana a = 4Zn, +3=4(5)+3 =23. Contoh (a,2)-PTSAA dari gabungan tak-
1=1

3
terhubung 3 graf matahari S, U S, U S, dengan nilai a = 42 n +3=4(4+6+
k=1

+5)+3 =63, dapat dilihat pada Gambar 3.2.2.b.
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Dalam teorema berikut akan diberikan konstruksi pelabelan (a,3)-
PTSAA untuk gabungan tak-terhubung t graf matahari berderajat ganjil yang

tidak harus saling isomorfik.

Teorema 3.2.3 Gabungan tak-terhubung t graf matahari Snj memiliki suatu

t
(a,3)-PTSAA dengan a = 2Zn, +3, dimana n, >3 merupakan bilangan
1=1

ganjil untuk setiapj=1, 2, ..., tdant 2 1.

Bukti. Jika didefinisikan label dari semua simpul dalam v/ dan simpul luar v’

pada graf matahari Snj, J=12,...,t sebagai berikut,

/14(v,.’) = 32n,+zjln,—i+1 i=12,..n,
1=1 1=1
Ay (uf) = 32n,—zj:n,+i i=12...n,
1=1 =1
1
2> n +i 1 =13,...,0;
A (Vijvijn) = -

i—1
2}Zn,+nj+i i=24,....n -1
1=1
A (uivl) = 22n/—22nl+2i ji=12,...,0;,

maka diperoleh himpunan label dari semua simpul dalam dan simpul luar
t

t t t t
2 (E)={12..,22"n,-12)"n} dan 2,(V)={22n, +123 0, +2,..,4 n, -1
=1 1=1 1=1 1=1

1=1

Pelabelan Total..., Andrea Parestu, FMIPA Ul, 2008



34

t
4Zn,}. Himpunan tersebut saling melengkapi, maka pelabelan 4,
1=1

merupakan pemetaan satu-satu dan pada dari himpunan V(S, US, U...U

t
S, )VV(S, US, u...uS, ) ke himpunan bilangan {1, 2, ..., 4Zn, }.

1=1

Pelabelan 1, menghasilkan bobot dari sembarang simpul dalam v/ dan

sembarang simpul luar »/ pada graf S,,/ sebagai berikut,

i ()= ) 2 (vt Vi) 2 (e

i+
dan
w, (u/) =1, (u{)+ A, (u/v/) :
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa bobot dari v/ dan u/ membentuk suatu
barisan aritmatika dengan selisih setiap bobotnya adalah 3. Karena label dari
busur dalam v/v/ , dibedakan menjadi dua kasus, maka pembuktian bobot

untuk simpul v/, j=1,2, ..., t juga akan dibedakan menjadi dua kasus, yaitu
untuk /1 =13,...,n, dan i=24,..,n, —1. Untuk / = 1, 3, ..., njdiperoleh,
w,, (v/) =2, (v,.f)+/14 (v,{1v,f)+ﬂ,4 (v/v/'+1)+ A, (u/v/)
t j j—1
:(3Zn, +y.n, —i+1j+(22n, +n; +(i—1)]+
1=1 1=1 1=1
j=1 t j
(ZZn, +ij+(22n, -2>'n, +2i]
1=1 1=1 1=1

t Jj—1

=5>"n,+3> n +3i,

=1 1=1
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sedangkan untuk i = 2, 4, ..., ni-1 diperoleh,

w, (v.f) =1, (v,.f)+/14 (v/'_1v/)+ A4 (vaf )+/’t4 (u/v/)

i i i+

t Jj j—1
= (3Zn, +>'n, —i+1j+(22n, +(i —1)j+
=] = =

1=1

» ,
EZJZn, +n; + i} +[22n, — ZZj:n, + 2ij
=1 =1
t j=1
=5 n,+3>.n, +3i.
I=1 I=1

Bobot dari simpul luar u/ =1,2,...n;, j=1,2, .., tialah sebagai

berikut,
w, (ul) =2 (u])+ 4, (u/v)

= [3Zt:n, = Zj“n, o i] + [2Zt:n, X 22n, + ZIJ
1=1 1=1 1=1 1=1
= 5Zt:n, F 3ZI:n, + 3i.
I=1

1=1

Terlihat bahwa untuk i =1, 2, ..., n;

: t i
w, (u/):5;n,—3;n,+3i

dan
i1
w, (v/)= SZt“n, + 3]Zn, +3i
1=1 1=1

t
dengan bobot terkecil muncul pada simpul uj, yaitu ZZn, +3. Sehingga
1=1

bobot dari semua simpul dalam dan simpul luar membentuk himpunan bobot

sebagai berikut W ={w, (u/)|u! eV, j=12...thu{w, (v/)|v/ eV, j=12,
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t

oot = {ZZt“n, +3,22t:n, +6,...,5)_n, —3,5Zt:n,}u{52t:n, +3,52t:n, +6,...,
1= 1=1 1=t = 1=1

1=1

t t
82 n, —3,82n,}. Bobot dari semua simpul membentuk barisan aritmatika
1=1 1=1

t
dengan suku awal a = ZZn, +3 dan beda d = 3. Jadi, pelabelan 4, adalah

1=1

t
pelabelan (ZZn, +3, 3)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung t graf

=1

matahari. [

Gambar 3.2.3: (13,3)-PTSAA dari S, (a); (33,3)-PTSAA dari S, U S, US, (b).
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Pada Gambar 3.2.3.a diberikan contoh (a,3)-PTSAA dari graf Ss dengan

1
a= Zan +3=2(5)+3 =13 dan Gambar 3.2.3.b diberikan contoh (a,3)-

k=1

PTSAA dari gabungan tak-terhubung 3 graf matahari S, U S, U S, dengan
3

a=2)n +3=25+7+3)+3=33.
k=1

Apabila bobot semua simpul dalam dan simpul luar, v/ dan u’

membentuk suatu barisan artmatika dengan beda d = 4, maka pelabelan
tersebut merupakan (a,4)-PTSAA. Dalam teorema berikut akan dibuktikan
bahwa gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga graf matahari memiliki

(a,4)-PTSAA.

Teorema 3.2.4 Apabilan;>3,j=1,2, ..., tdan t >1, maka gabungan tak-

t
terhubung t graf matahari Sn, memiliki (a,4)-PTSAA dengan a = ZZn, +3.

1=1

Bukti. Jika pada simpul dalam dan simpul luar, v/ dan v’/ dari graf matahari

ke-j Snj ,j=1,2, ..., t didefinisikan pelabelan A, sebagai berikut,

4Zt:n,—22j:n,+2 =1
1=1 1=1

t j
4> n,-2>n, +4+2n,-2i ;i=23,.,n

1=1 1=1

j—1
A (ul)= 23 n +2i i=12...n,

1=1
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i
lS(Vi Vi+1) J

t j
2>, -2>n+2i-1;i=12...n,
1=1 1=1

t j—1
2Y ' n 423 0 +2i -1 5i=12,...,n,
1=1 =1

J

2 (ulv})
maka label dari semua simpul dan busur yang diperoleh dari pelabelan A,

t
adalah A, (E)={1 3, ..., 4in, -3, 4Zt:n, —fp dan A(V)={2 4, ...,4>.n -2,
=1 =1

1=1

t
4Zn,} yang merupakan himpunan yang saling melengkapi. Pelabelan A
=1

merupakan pemetaan satu-satu dan pada dari himpunan V(Sn1 USn2 V)

t
~US )VE(S, uS, U...US, ) ke himpunan bilangan {1, 2, ..., 4> n,}.

1=1
Bobot dari sembarang simpul dalam v/ dan sembarang simpul luar u’

pada graf Sn/_ terhadap pelabelan A, adalah,

w,, (vI)= 2 (v] )+ 25 (Vi) A (Vv ) + 2 (uiv])
dan

w, (ul) =2 (ul)+ 2 (ulv]).
Label dari simpul dalam vlzi dibedakan menjadi dua kasus, yaitu untuk j = 1
dani=2, 3, ..., n. Oleh karena itu, pembuktian bobot dari simpul dalam v/
juga dibedakan menjadi dua kasus. Apabila i = 1, maka bobot simpul dalam

v/ ialah,
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1OZt:n, +[ GZJ:n j+22n +3
n,—42n,+3.
1=1

1=1
Apabila i =2, 3, ..., n, maka akan diperoleh bobot simpul dalam v/

sebagai berikut,
w, (v/ (v')+ﬂ5(v’1v’)+/15(v,v,’+1)+ﬂ5(u/v,’)
(4Zt:n, ZZJ:n +4+2n, —2/j (22n,—2‘2n,+2(i—1)—1j+

1=1 1=1

(2/ n, - ZZn +21—j (ZZn +22n +2i - j

(4Zt:n, +22n, + ZZt:n, + 22n,j+(—22n, —22n, —22n,j+
i 1=1 =1 1=1 =1 =1 1=1

=1
Jj—1

(+2Zn +2nJ+4 2i +2i =1+ 2(i = 1)-1+2i - 1)

_1OZn +[ GZj:n J+22n,+4i—1

1=1 1=1

:10in,—42n,+4i—1.
=

=1
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Bobot simpul luar «/, i=1, 2, ..., n;, j=1, 2, ..., t ialah sebagai berikut,

w,, () = 4 (u] )+ s (V]

t

j—1 j—1
= (ZZn, +2i]+[22n, +2) n,+2i —1j
1=1 1=1 1=1
t -1 1
=2>'n, +(22n, + 22n,j+ 2i +2i —1
1=1 1=1 1=1
t j—1
=2>"n+4>.n +4i-1.
1=1 1=1

Bobot dari semua simpul dalam dan simpul luar yang diperoleh adalah,

t

w, (v/)=103"n, —4zjln, +4i—1

1=1 1=1

dan
1
w, (u/) = ZZth, +412n, +4i-1
1=1 1=1

t
dengan bobot terkecil muncul pada simpul luar u],yaitu ZZn, +3 . Sehingga
1=1

himpunan bobot dari semua simpul dalam dan simpul luar, v/ dan v/ dari

graf matahari ke S, ialah W ={w, (u/)|u/ eV, j=12...ttu{w, (V)]

} ‘ ‘ t j t
vl eV,j=12,..,t}={2> n+32> n+7,..2> n+4> n-52>n+
=1 1=1 1=1 =1 1=1

, : , »
42n, -1} u{ZZt:n, +42n, +3,22n, +4Z/:n, +7,...,102t:n, —412n, -5,
1=1 =1 1=1 1=1 =1 =1 =1

t -1
10> _n,—4> n, -1} . Terlihat bahwa bobot dari semua simpul membentuk

=1 =1

t
barisan aritmatika dengan suku awal a = ZZn, +3 dan beda d = 4. Jadi,
1=1
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t
pelabelan A, adalah pelabelan (ZZn, + 3 ,4)-PTSAA gabungan tak-
=1

terhubung t graf matahari Sn,- O

33

25
60

23

54
29

31

Gambar 3.2.4: (13,4)-PTSAA dari S, (a); (33,4)-PTSAA dari S, US, U S, (b).

Contoh (a,4)-PTSAA dari graf Ss dapat dilihat pada Gambar 3.2.4.a,

]

dimana a = ZZ n, +3=2(5)+3=13. Pada Gambar 3.2.4.b diberikan (a,4)-
=1

PTSAA dari gabungan tak-terhubung 3 graf matahari S, US, US; dengan

3
a=2)n+3=24+6+5)+3=33.
1=1
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Dalam teorema berikut akan diberikan (a,6)-PTSAA untuk gabungan

tak-terhubung t graf matahari berderajat ganijil yang tidak harus saling

isomorfik beserta konstruksi pelabelannya.

Teorema 3.2.5 Gabungan tak-terhubung t graf matahari Snj memiliki suatu

(a,6)-PTSAA dengan a=5, dimana n; >3 merupakan bilangan ganjil untuk

setiap j=12,....,t dant=1.

Bukti. Jika v/ dan u/ menyatakan simpul dalam dan simpul luar ke-/ dari

graf matahari ke-j (j =1,2,...,t) didefinisikan A, sebagai berikut,

j-1
4% n, +2i
=

j=1
437N, +2n, +2i

1=1

Jg(ufvl) = 4in,—4in,+4i
/=1 1=1

(vl = 2Zt:n,+2in,—2i+1
=1 1=1

do(uf) = 22n,—22n,+2i—1
1=1 1=1

i =13,...

=24,...

=12,

i =12,...

=12,

N

Label dari semua simpul dan busur yang diperoleh dari pelabelan 4 ialah

t t t t
46(V)={13,...,4> n,-3,4> ' n, -1} dan A4 (E)={24,...,4>.n,-24> n}
1=1 =1 1=1 1=1

merupakan himpunan yang saling melengkapi. Pelabelan 4, merupakan
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pemetaan satu-satu dan pada dari himpunan V(S, US, U..US JUE(S, U

t
S,, U...uS, )ke himpunan bilangan {1, 2, ..., 4Zn, }

=1
Bobot dari sembarang simpul dalam v/ dan sembarang simpul luar u/

pada graf Snj terhadap pelabelan 4, adalah,

w, (v/) = A (v/ ) + A (v/;1v/ ) + A (v,’v,ﬁ1 ) + /I(u{v/)
dan

w, (u!) =2 (u])+ 25 (ulV]).
Dapat dibuktikan bahwa bobot dari v/ dan v/ membentuk suatu barisan
aritmatika dengan beda d = 6. Karena label dari busur dalam v/v/ .
dibedakan menjadi dua kasus, maka pembuktian juga akan dibedakan
menjadi dua kasus, yaitu untuk i ganjil (i =1,3,...,n,) dani genap
(i =2,4,...,nj —1). Untuk / =1.3,...,n,, bobot dari simpul dalam v,.’ adalah
sebagai berikut,

w, (v.f) =75 (V! )+ (v,{1v[)+ Jg (VIV] )+ A (u/v/)

i P71

t j j—1
= (ZZn, +2>.n,-2i +1j +(4Zn, +2n; +2(i —1)j+
1=1 1=1 1=1

g .
4jZn, + 2ij +(4Zt:n, —4ZJ:n, +4iJ
1=1 1=1 1=1
t t j—1 j-1
= (ZZn, + 4Zn,j+(42n, +4Zn,j +
1=1 1=1
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(22n, —4Zj:n, +2nj]+(—2i+1+2i+2i—2+4i)
=1

t j—1 j—1
=6>'n,+8> n, 4{—2 n,j+6i—1

1=1

sedangkan untuk i =2,4,...,n, —1 diperoleh bobot simpul dalam v/ sebagai

berikut,
w (v’) ( ’)+/16(v/'_1v/)+/16(v,v/+1)+l6(uifv,’)
(2Zt:n, + ZZjln, —2i+ 1) + £4§n, +2(i - 1)} +
=1

1=1 1=1
(4Zn +2n. +2/]+(4Zn —4Zn +4/J
‘ j=1 j1 J J
(2 n,+4Zn,j+(42n,+42n,}+(22n,—4Zn,+2njj+
1=1 1=1 1=1 1=1 1=1 1=1
(=2 +1+ 2/ + 2i — 2+ 4i)
t 1 -1
=6>.n, +8> n, +(—2Zn,j+6i—
1=1 1=1 1=1
t 1
=6>'n +6> n +6i-
1=1 1=1
Selanjutnya untuk simpul luar u/, i=12, .., n,j=12,.., .
w, (ul) =2 (ul)+ 25 (ulv))

= [22n, —22n, +2i —1} +(4in, —4ijn, +4ij
I=1 I=1 I=1 =1

Pelabelan Total..., Andrea Parestu, FMIPA Ul, 2008



45

= [2in, +4in,}+{—22n, —42n,j+(2i —1+4i)
1=1 1=1 1=1 =1

t i
=6>.n —-6> n +6i-1.
1=1 1=1
Terlihat bahwa untuk i=1, 2, ..., n;

w, (ul)= 6lzt;n, —6/211:n, +6i -1

dan
1
w, (v/) = 6Zt:n, - 612n, +6i—1
1= 1=1

dengan bobot terkecil muncul pada simpul u}, yaitu 5. Himpunan bobot dari

Gambar 3.2.5: (5,6)-PTSAA dari S, (a); (5,6)-PTSAAdari S, US, US, (b).
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semua simpul ialah W ={w, (u/)|u/ eV,,j=12 .., tyu{w, (v/)|v/ eV,

t

t t t
J=1 20, ={5,11, ..., 630, -7, 630, - U6 N, +5 6> n +11, ..,
1=1 1=1 I=1

1=1

t

1230, -7, 123, ~ 1.
=1

1=1
Bobot dari semua simpul membentuk barisan aritmatika dengan suku

awal a =5 dan beda d =6. Jadi, pelabelan 4, merupakan pelabelan (5,6)-

PTSAA dari gabungan tak-terhubung t graf matahari Sn/. O

Pada Gambar 3.2.5.a diberikan (5,6)-PTSAA Ss. Pada Gambar 3.2.5.b
diberikan (5,6)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung 3 graf matahari
S,uS,US,.

Dalam bab ini telah dijelaskan mengenai (a,d)-PTSAA dari gabungan
tak-terhubung sejumlah berhingga graf matahari untuk nilai d € {0,1,2,4}
untuk semua nilai n >3 dan d < {3,6} untuk bilangan ganjil n > 3.

Pada bab berikutnya akan dibahas mengenai (a,d)-PTSAA dari
gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga graf Petersen diperumum untuk

beberapa nilai d.
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BAB IV

(a,d)-PTSAA DARI GRAF PETERSEN DIPERUMUM

Dalam bab ini akan dijelaskan mengenai konstruksi (a,d)-PTSAA dari
graf Petersen diperumum. Konstruksi pelabelan dilakukan pada gabungan
tak-terhubung sejumlah berhingga graf Petersen diperumum untuk nilai-nilai
d yang mungkin.

Graf Petersen diperumum merupakan graf teratur berderajat 3, artinya
8 = A = r = 3. Sehingga dengan mesubstitusikan nilai-nilai tersebut ke (2.8)

akan diperoleh batasan nilai d ialah sebagai berikut:

J< (3+1)(2(2n+3n)-(3))=(3+1)(3+2)
B 2(2n-1)

atau
d<9,
artinya nilai-nilai d yang mungkin dari (a,d)-PTSAA graf Petersen diperumum
adalah 0,1,..., dan 9.
Pembahasan selanjutnya ialah konstruksi (a,d)-PTSAA dari gabungan
tak-terhubung sejumlah berhingga graf Petersen diperumum, dimana nilai-

nilai d yang dibahas dalam skripsi ini adalah d €{0,2,3}. PTSA gabungan

tak-terhubung sejumlah berhingga graf Petersen diperumum akan dibahas

terlebih dahulu, dan dilanjutkan untuk nilai-nilai d yang lainnya.

47
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4.1 PTSA dari Graf Petersen Diperumum

Suatu pelabelan disebut PTSA dari graf G = G(V,E) bila terdapat suatu
konstanta k sehingga semua bobot simpul bernilai k. [Slamin dkk. 2008] telah
membuktikan bahwa gabungan tak-terhubung 2 graf Petersen diperumum
yang isomorfik 2P(n,m) memiliki PTSA dengan konstanta ajaib k= 19n + 2
dan k = 21n + 2. Masalah gabungan yang tak-isomorfik diberikan sebagai
masalah terbuka dalam makalah [Slamin dkk. 2008]. Pada bagian ini akan
diberikan konstruksi PTSA (atau (a,0)-PTSAA) dari gabungan tak-terhubung
t buah graf Petersen diperumum yang tidak harus saling isomorfik. Konstruksi
ini memberikan jawaban pada masalah terbuka yang diberikan pada makalah
[Slamin dkk. 2008].

Dalam teorema berikut akan diberikan suatu PTSA dengan disertai

konstruksi pelabelannya.

n, -1
Teorema 4.1.1 Untuknj=23,1sm;< { ’2 J dan t >1, gabungan tak-
terhubung t graf Petersen diperumum P(n,,m,)u P(n,,m,)v---0P(n,,m,)

t
memiliki suatu PTSA dengan konstanta ajaib k = 102n, +2.
1=1

Bukti. Setiap simpul dalam dan simpul luar, v/ dan v’/ dari graf matahari ke-j

(j=1,2, ..., t) didefinisikan pelabelan A; sebagai berikut,
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%WD%W+FOWU—HH+§M

1=1

M-~
>

+
M
)

A (vl)=(m;+1=i)a(i,m,)+(n, +m +1=i)a(m; +1i)+4

2 uul _/+4Zn Zj:n,
=1

t j—1

A(uivl)=(n+1=0)+2)"n+ 3",
1=1 1=1

t J
ﬂ’7(‘/1 /+m I+22nl_znl
1=1 1=1

1 x<y

dimana a(x,y) = {0
X > V.

Berdasarkan pelabelan tersebut diperoleh bahwa setiap simpul dan

busur memiliki label yang berbeda, yaitu:/17( ={1, 2, Zn }u{32n +1,

t t t t t t
3> N +2,...,4> 0 0{d> n +14> n,+2,...,5> n} dan 4, (E)={>.n +1,
=1 =1 =1 =1 = =
t t t t t
don+2, ., 2> npu{2> n +1, 2> n,+2, ..., 3> n}. Sehingga pelabelan
1=1 1=1 1=1 1=1 1=1

A7 merupakan pemetaan bijektif dari V UE ke 1, 2,..., SZn,.

Berdasarkan pelabelan 17, bobot dari sembarang simpul dalam v/ dan

sembarang simpul luar u’ pada Uj-:1 P(n;,m;) dinyatakan sebagai berikut,

W, (v!)= 20 (V) 2 (v vl )+ 2y (viVE, )+ 2 (V]

dan
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w, (ul) =20 (] )+ 2 (! )+ 20 (uful ) + 2 (ulv] ).

Dengan demikian dapat ditunjukkan bahwa bobot semua simpul bernilai

t
sama, yaitu 102n, + 2. Pertama-tama akan ditunjukkan terlebih dahulu
1=1

bobot dari simpul dalam v/. Karena nilai dari fungsi o pada label simpul v/
terbagi menjadi dua kasus, maka dalam pembuktian bobot simpul dalam v/
juga akan dibedakan menjadi 2 kasus, yaitu kasus i < m;dan i > m;. Untuk
kasus i:1,2,...,m/., nilai dari a(i,mj):1 dan a(mj +1,i)=0 , dimana indeks
simpul merupakan modulo n;, sehingga diperoleh,

w, () =20 (V] )+ 2 (vl )+ 20 (L, ) 20 (1))
:((mj +1—i)+4zt:n, +§n,j+((nj -m, +i)+2zt:n, —zj:n,j+

=1 1=1

(I—I—ZZ::I’) Zn,]+((nj+1—i)+22t:n,+j_1n,j

_102n,+[212n, 2Zn 0, ]+2
I=j+1

t
=10 n, +2.
1=1

Sedangkan untuk kasus i =m; +1 m,+2, ..., n, nilai a(m; +1i)=1 dan

a(i,mj) =0. Dengan demikian diperoleh bobot simpul v/ sebagai berikut,
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w,, (v!) = 20 (v!)+ 20 (VLI )+ 20 (VIVE 0, )+ 20 (V)

=((n,+mj +1—i)+4/2;:n, +jz1:n,]+((i—m,)+22t:n, —in,j+

1=1
t j t j—1
(i +2)°n, —Zn,j +((nj +1—i)+22n, +Zn,j
1=1 1=1 1=1 1=1
t j-1 J
=10>_n, +(22n, +2n; —22n,j+2
1=1 1=1 1=1
t
=10 n, +2.
1=1
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa bobot simpul luar v’/ bernilai

konstan untuk setiap i =1, 2, ..., njdanj =1, 2, ..., t. Pada label bobot u/,
terdapat dua kasus pelabelan, yaitu untuk /i = 1 dan /i = 2, 3, ..., n;. Nilai

a(1,i=1)=0 saat i = 1. Dengan demikian bobot dari simpul v/ ialah,
) = 2 o 2 () 2 () 2 ()

N : :
:(1+/Zn,j+(nj +4Zt:n, —Z/:n,]+(1+4in, —Z]:n,j+
/=1 1=1 1= =1 =1

t j1 J
=10>n, +(22n, +2n, —22n,j+2
1=1 1=1 1=1
t
=103 n, +2.
1=1

Apabilai=2,3, ..., n; nilai «(1i-1)=1. Sehingga bobot dari simpul u/

adalah,
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w, (u,’) =4, (U,-j)+ A (U,-j,1U,-j)+ (U,-jU,-jn)Jf A (U/V/)
n/

2,
:[(nj+14)+1+2n,}+((i—1)+4i —Zj:n

=1 1=1

N
+

:1OZt:n,+2.

=1

Terlihat bahwa bobot semua simpul dalam v/ dan simpul luar v’

t
bernilai konstan, yaitu 102n, + 2. Pelabelan A7 merupakan PTSA gabungan
1=1

Gambar 4.1.1: PTSA dari P(8,2) (a); PTSA dari P(7,2)u P(8,3) U P(6,2) (b).
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tak-terhubung t graf Petersen diperumum. Dengan demikian telah terbukti

gabungan tak-terhubung t graf Petersen diperumum P(n,,m,)u P(n,,m,)w
t

-+ P(n,,m,) memiliki PTSA dengan konstanta ajaib k = 1OZn, + 2, dimana
I=1

n. -1
n=3,1sms { ’2 J untuk setiap j=12,....,f dan t >1. [l

Pada Gambar 4.1.1.a diberikan contoh PTSA dari graf P(8,2) dengan
konstanta ajaib k = 10(8) + 2 = 82. Gambar 4.1.1.b merupakan contoh PTSA
dari gabungan 3 graf Petersen diperumum P(7,2) U P(8,3)uU P(6,2) dengan
konstanta ajaib kK = 10(7+8+6) + 2 = 212.

Pada bagian selanjutnya akan dibahas (a,d)-PTSAA dari gabungan tak-
terhubung sejumlah berhingga graf Petersen diperumum untuk nilai-nilai d =

2 dan 3.

4.2 (a,d)-PTSAA dari Graf Petersen Diperumum

Suatu pelabelan disebut (a,d)-PTSAA dari graf G(V,E) bila himpunan
semua bobot simpul membentuk suatu barisan aritmatika dengan suku awal
a dan beda d, dimana a > 0 dan d > 0. Konstruksi (a,0)-PTSAA telah

diberikan pada pembuktian teorema 4.1.1. Dalam bagian ini akan dibahas
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teorema mengenai konstruksi (a,d)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung t
graf Petersen diperumum yang tidak harus saling isomorfik.
Teorema berikut menyatakan bahwa gabungan gaf Petersen diperumum

memiliki (a,d)-PTSAA untuk d = 2.

n.
Teorema 4.2.1 Untukn;j23,1<m;< { ’2

J dan t > 1, gabungan tak-

terhubung t graf Petersen diperumum P(n,,m,) v P(n,,m,)w---wP(n,,m,)

t
memiliki suatu (a,2)-PTSAA untuk a=8%"n, +3.

Bukti. Misalkan v/ merupakan simpul dalam, u/ merupakan simpul luar,

v/v/ _merupakan busur dalam, u’/v/ merupakan jeruji, dan u/u’, merupakan

i i+m i i+

busur dalam. Didefinisikan pelabelan Ag pada semua simpul dan semua

busur P(n,,m,)u P(n,,m,)u---0 P(n,,m,) sebagai berikut,

Z(ul)=(n; +1—i)a(1,i—1)+1+4zt:n, —Zj:n,

1=1

ﬂg(v/):(mj +1—i)a(i,mj)+(nj +m, +1—i)a(mj +1,i)+2

M-
=)
I
-
=)

1
XB(U/ u/+1 =1+ znl
=1
o Il t
(u/v/):i+Zn,+4Zn,
AoV _I+Zn +22n
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1 x<y

dimana a(x,y):{o :
X >y

Berdasarkan pelabelan ig dapat dibuktikan bahwa gabungan tak-terhubung

t
graf Petersen diperumum memiliki (a,2)-PTSAA dengan nilai a = 82 n +3.
1=1

Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa pelabelan Ag merupakan pemetaan

t
bijektif dari V UE ke 1,2,...,52n, . Berdasarkan pelabelan Ag diperoleh
I=1

bahwa label semua simpul dan semua busur dari gabungan tak-terhubung t

graf Petersen diperumum P(n,,m,)u P(n,,m,)u---u P(n,,m,) adalah
t t t t t t
V)= n+1>.n+2,...,2> n}u{d> n +13> n +2,...,4>'n} dan
1=1 1=1 1=1 =1 1=1 1=1
t t t
A (E)={12,. Zn}u{ZZn +122n +2,..,8). 0} 4> n+14> ' n +2,
/=1 1=1 1=1

t
..,SZn,} . Terlihat bahwa label dari semua simpul dan busur adalah berbeda
=1

dan kedua himpunan saling melengkapi, sehingga telah terbukti bahwa
pemetaan bijektif dari V UE ke 1, 2,..., SZn, .

Bobot dari sembarang simpul dalam v/ dan sembarang simpul luar u’

atas pelabelan Ag dinyatakan sebagai berikut,

W, (V1) = 75 (V] )+ 2 (Vi VI )+ 26 (VIVE, g, ) + 25 (U]

dan
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W, (ul) =2 (ul )+ 2 (ul !l ) + 2 (ulul) + 2 (ulv]).
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa semua bobot simpul dalam dan simpul

t
luar membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a = SZn, +3 dan
1=1

beda d = 2.

Pembuktian untuk bobot dari semua simpul luar dibedakan menjadi
dua kasus, yaitu kasus i < m; dan / > m;. Hal ini dikarenakan label dari simpul
dalam juga dibagi menjadi dua kasus, yaitu kasus i < m; dan i > m;. Untuk
kasus i = mj, nilai a.(i,m;) = 1 dan a(m;+1,i) = 0, sehingga bobot dari simpul

dalam v/ adalah sebagai berikut,

Wy (V1) = 2 (V1) 2 (V] )+ 2 (Vs )+ 2 ()

: 1
=10>.n,+2> n, +1+2i.
1=1 1=1

Untuk kasus i > m; diperoleh nilai a(i,m;) = 0 dan a(m;+1,i) = 1. Sehingga

bobot dari simpul dalam v/ adalah sebagai berikut,
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Wﬂe(v) ia(vf)+ﬂs(,m ,) ﬂa(v,v/+m) ﬂa(u,fv/)

t

:((nj+mj+1—i)+22n,—§n,j+((i—mj)+ ”/+2Zt:”/j+

=1

(/+Zn +22nj [/+jin +4in,)

=1 1=1

1
Zn +22n +(—Zn,+12n,+njj+1+2i
1=1

t j—-1
=10>'n,+2> " n, +1+2i
1=1 1=1

Selanjutnya pembuktian untuk bobot simpul luar dibedakan menjadi dua

kasus pelabelan, yaitu untuk i =1 dani= 2, 3, ..., n;. Nilai a(1,i—1):0 bila i

= 1, dan dengan demikian bobot dari simpul u{ ialah,

t j—1
=8> N +2>'n +3.
1=1 1=1
Apabila i=2, 3, ..., nj, maka nilai &(1,i—1)=1 dan bobot dari simpul v/

adalah,
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t Jj—1
=8>'n +2) n, +1+2i.
=1 1=1

Dengan demikian diperoleh bahwa untuk /=1, 2, ..., n;

j—1
w, (v/) =1OZt:n, +2]Zn, +14+2i
1=1 1=1
dan

w, (u) :8Zt:n, +2§n, +1+2i,

=1 =1

t
dimana bobot terkecil terdapat pada simpul u;, yaitu 82 n, + 3. Himpunan
=1

bobot dari semua simpul ialah W ={w, (v/)|v/ eV }uiw, (u/)|u/ eV} =

t t t t t t
{1OZn, +3, 102n, +5,..., 122n, +1} u{SZn, +3,82n, +5,...,1OZn, +1}.

1=1 1=1 1=1 /=1 1=1 1=1
Terlihat bahwa bobot dari semua simpul membentuk barisan aritmatika

t
dengan suku awal a=8)"n, +3 dan beda d = 2. Jadi, pelabelan i adalah
=1

t
pelabelan (82n, + 3, 2)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung t graf Petersen
1=1

diperumum. [
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(b)

Gambar 4.2.1: (59,2)-PTSAA dari P(7,2) (a); (171,2)-PTSAA
dari P(7,2) U P(8,3) UP(6,2) (b).

Gambar 4.2.1.a merupakan (59,2)-PTSAA dari graf P(7,2). Dan
Gambar 4.2.1.b merupakan (171,2)-PTSAA dari gabungan 3 graf Petersen

diperumum P(7,2) U P(8,3)u P(6,2). Pada teorema berikut akan diberikan

(a,3)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga graf Petersen

diperumum beserta konstruksi pelabelannya.
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Teorema 4.2.2 Gabungan tak-terhubung t graf Petersen diperumum

P(n,m,)u P(n,,m,)u---UP(n,,m,) memiliki (a,3)-PTSAA dengan

t n-1| .

a=7) n+3 untukn;23,1<m;< 12 ,j=1,2, .., tdan t >1.
1=1

Bukti. Pada semua simpul dan busur pada graf Petersen diperumum ke-j

didefinisikan pelabelan Ag sebagai berikut,
. j t
Jo(ul)=2(n; +1=i)a(Li-1)+2-2)"n +5Y n,
1=1 I=1

Ao(vl)=2(m +1=i)a(i,m;)+2(n, +m +1=i)a(m, +1,i)—2in, +2Zt:n,

1=1 1=1

Jj1

lg(uijuijm) F- (2i _1)+ 22”/

AV, )=(2i =1)+23 n,+3> n,

1 ,x<y

dimana a(x,y) = {0 .
X >y

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa pelabelan Ag merupakan (a,d)-PTSAA

dari gabungan tak-terhubung sejumlah berhingga graf Petersen diperumum,

t
dimana a = 7Zn, +3 dan d = 3. Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa

1=1

t
pelabelan Ag merupakan pemetaan bijektif dari V UE ke 1,2,...,5Zn .
1=1

Berdasarkan pelabelan Ag diperoleh bahwa label semua simpul dan semua
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busur dari gabungan tak-terhubung t graf Petersen diperumum adalah

2 (V)= {2,4,...,22t:n,}u{32t:n, +2,32t:n, +4,...,52t:n,} dan 4, (E)={13,...,

ZZt:n, —1}u{22t:n, +1,22t:n, +2,...,3Zt:n,}u{32n, +1,3in, +3,...,52t:n, -1}.
1=1 =1 1=1 1=1 1=1 1=1 1=1

Semua simpul dan busur memiliki label yang berbeda dan saling melengkapi.

Sehingga dapat disimpulkan bahwa pelabelan Ag merupakan suatu pemetaan

t
bijektif dari V UE ke 1,2,...,52n, . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa bobot
1=1

semua simpul dalam dan simpul luar berdasarkan definisi pelabelan Ag

t
membentuk barisan aritmatika dengan suku awal 7Zn, + 3 dan beda 3.
1=1

Pelabelan As menghasilkan bobot dari sembarang simpul dalam v/
dan sembarang simpul luar u/ sebagai berikut,

W, (V) =2 (v!) + g (Vi VI )4 25 (VIV L, )+ 2 (Vi)
dan

w, (u/) = 29(u/)+ﬂ,9(u/_1u/)+/19(u/u/'+1)+ﬂg(u/v/).
Karena label dari simpul dalam dibagi menjadi dua kasus, yaitu kasus i < m;
dan i > m;, maka pembuktian untuk bobot simpul dalam akan dibedakan
menjadi dua bagian. Ketika i < m; diperoleh nilai a(i,m;) = 1 dan a(m;+1,i) = 0.

Sehingga diperoleh bobot simpul dalam v/ adalah sebagai berikut,
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W, (V1) = 2 (V1) g (i ) 20 (VI ) 6 (V)

:(Z(nj +m, +1—i)—22j:n, +Zin,j+((2(nj -m, +i
1=1 /=1

N —
|
—
N —
_I_
N
>
+

g .
3Zt:n,)+((2i —1)+212n, + BZt:n,j +(i + jZn, +22n,)
1=1 =1 =1 1=1 1=1
! 1 j =
=10>'n,+3>.n, +[—22n, +2) n, +2n/]+3i
1=1 1=1 1=1 1=1

t j—1

=10 n,+3> n, +3i.

1=1 1=1
Sedangkan ketika i > m; diperoleh nilai a(i,m;) = 0 dan a(m;+1,i) = 1. Dengan

demikian bobot dari simpul dalam v/ adalah sebagai berikut,
W, (v))= 20 (v} )+ 2 (vE )+ 20 (VW) ) 4 (V)
:[2(mj +1—i)—2/2j1:n, +2/Zt;n,j+((2(i—mj)—1)+22n, +
3;n,j+((2i—1)+22n, +3’Zt1:n,j+[i+jz11:n, +Zzt:n,)

= 1=1
t I i i
=10>'n,+3> n, +[—22n, +2>°n, +2n/.j+3i
=1 1= = =

t 1
=10 n,+3> n, +3i.
1=1 1=1

Untuk pembuktian bobot simpul luar dibedakan menjadi dua kasus pelabelan,

yaitu untuk i=1dani=2, 3, ..., njsebab label simpul luar juga dibedakan

sesuai dengan kedua kasus tersebut. Apabila i = 1, maka nilai «(1,i—1)=0.

Sehingga diperoleh bobot dari simpul luar u/ sebagai berikut,
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i—1 i i—1
= 7Zt:n, + SIZn, +(—22n, +212n, +2njj+3
=1 1=1 =1 =1
t j—1
=7>'n,+3>.n,+3.
=1 1=1

Sedangkan bilai= 2, 3, ..., n;, maka nilai a(1,i—1) =1 dan bobot dari simpul

u/ adalah,
W, ()= 2 (u! ) + 26 (ulul ) + A (ulul, ) + 2 (ulv])
=[2(n/. +1—i)+2—2Z]:n, +52n,]+[(2(i—1)—1)+2§n,j+
=1 =1
-1 -1 t
[(2/—1)+22n,j+(i+2n, +22n,j
1=1 1=1 1=1
t = j =
=7>.n+3>n, +(—22n, +2).n, +2njj+3i
1=1 1=1 =1 =1

Sehingga bobot dari semua simpul dalam dan simpul luar, v/ dan u’

untuk i =1, 2, ..., n;, dapat dinyatakan sebagai berikut ,

i1
w, (v/)= 102,7/ +3/Zn, +3i
1=1 1=1

dan
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w, (u/) = 7Zt:n, +3§n, +3i
1=1 1=1

t
dengan bobot terkecil terdapat pada simpul u;, yaitu 72n, + 3. Himpunan
1=1

bobot semua simpul dalam dan simpul luar dari gabungan tak-terhubung ¢

graf Petersen diperumum atas pelabelan A;adalah W ={w, (v/)|v/ eV;}u
) ) t t t t t
w, (u/)lu! eV} ={103"n,+3,10% n, +6,..,13> n} {7 n,+3,73 n, +6,.
= = = = =

t
..,10>_n,} . Terlihat bahwa bobot dari semua simpul membentuk barisan
=1

Gambar 4.2.2: (59,3)-PTSAA dari P(8,3) (a); (171,3)-PTSAA
dari P(8,3)U P(8,1)u P(8,2)(b).
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t
aritmatika dengan suku awal a = 7Zn, +3 dan beda d = 3. Jadi, pelabelan Ag
1=1

t
adalah pelabelan (YZn, +3,3)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung t graf
1=1

Petersen diperumum. [

Contoh dari (a,3)-PTSAA dapat dilihat pada Gambar 4.2.2. Pada
Gambar 4.2.2.a merupakan contoh dari (a,3)-PTSAA pada graf P(7,2). Dan
Gambar 4.2.2.b merupakan contoh (171,3)-PTSAA dari gabungan 3 graf
Petersen diperumum P(8,3)u P(8,1) U P(8,2).

Pada bab ini telah dibahas (a,d)-PTSAA dari gabungan tak-terhubung
sejumlah berhingga graf Petersen diperumum untuk nilai d € {0,2,3}. Hasil
rangkuman pembahasan dari skripsi ini akan disimpulkan pada bab

berikutnya.
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