BAB llI
ESTIMASI PARAMETER PADA MODEL REGRESI

ORDINAL DUA LEVEL

Model untuk variabel respon berskala ordinal sangat diperlukan pada
banyak bidang penelitian, karena seringkali subjek penelitian diklasifikasikan
atau mungkin memberikan respon berskala ordinal. Sebagai contoh dalam
bidang pendidikan, siswa mungkin memberikan respon untuk suatu item
kuesioner: sangat tidak setuju, tidak setuju, netral, setuju, sangat setuju.
Contoh lainnya dalam studi biomedis, subjek pasien diklasifikasikan terhadap
suatu penyakit dalam kategori: parah, tidak terlalu parah, tidak menunjukkan
gejala penyakit. Pada individu atau subjek amatan, seringkali subjek-subjek
yang diamati bersarang dalam cluster-cluster (seperti siswa dalam sekolah,
pasien dalam klinik, dll.), atau subjek diamati berulang kali pada periode
waktu tertentu.

Pada bab 2 telah dibahas mengenai model regresi dua level untuk
data hirarki atau bersarang dengan variabel respon kontinu y. Dalam bab ini
akan dibahas mengenai pengembangan model regresi dua level untuk
variabel respon berskala ordinal, biasa dikenal dengan model regresi ordinal
dua level, serta membahas mengenai estimasi parameter pada model
tersebut dengan menggunakan metode estimasi maximum marginal

likelihood.
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3.1 MODEL REGRESI ORDINAL DUA LEVEL

3.1.1 Konsep Threshold

Dalam menjelaskan model regresi dua level untuk variabel respon
berskala ordinal, digunakan konsep threshold, yaitu diasumsikan bahwa
variabel respon ordinal yang diketahui dibentuk dari suatu variabel laten
kontinu yang tidak diketahui nilainya dengan memberikan nilai batas
kategorik (threshold) tertentu.

Misalkan Y merupakan variabel ordinal dengan C kategori terurut,
dimanac =1, ..., C. Maka, terdapat C+1 nilai threshold 7,,7,,75,.+7c
dengan y, =—©, y. =+, dan y, <y, <y, <...<y..Nilai y,,c=1,.,C,
didefinisikan sebagai batas antara interval yang bersesuaian dengan kategori
c-1 dan c. Untuk identifikasi, diasumsikan y, =0 .

Berdasarkan konsep threshold, variabel respon laten kontinu (y) dan
variabel respon ordinal (Y) didefinisikan sebagai berikut:

1  jka —oo<y<y

2, jika y<y<y, (3.1.1.1)

C, Jka y.,<y<owo
Dengan perkataan lain, variabel ordinal Y akan berada pada kategori c (Y =

c),c=1,2,..0C, jikay lebih besar dari nilai threshold y, ,, tapi tidak

melebihi nilai threshold y, .
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3.1.2 Model Regresi Ordinal Dua Level melalui Pendekatan Variabel

Laten Kontinu

Berdasarkan pendefinisian hubungan antara variabel respon ordinal Y
dan variabel laten kontinu y pada subbab 3.1.1 di atas, selanjutnya ingin
dilihat hubungan antara variabel respon laten kontinu y dengan variabel-
variabel penjelas di setiap level. Misalkan notasi | =1, 2, ... , N menyatakan
unit-unit di level duadan k =1, 2, ..., nj menyatakan unit-unit di level satu
yang bersarang dalam tiap unit level-2. Secara umum, model regresi dua

level untuk variabel respon laten kontinu y, dapat ditulis sebagai berikut:

e Untuk model level-1:

’
Yik = Xayibi + Wiy Oy + & (3.1.2.2)
by, Xy
b, a
R 0i (1)2
- (1 X(l)lik ¥ X(l)Rik ) + (W(l)lik W(1)2ik § W(l)Sik ) + &
by Xys
dengan,

yik = variabel respon laten kontinu untuk unit ke-k level-1 dalam unit ke-i
level-2,i=1,..., N, k=1,...,n.

b. = vektor ukuran (R+1) x 1 dari koefisien random yang tidak diketahui

untuk unit ke-i level 2.
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a, = vektor ukuran S x 1 yang berisi koefisien dari variabel penjelas

level satu, diasumsikan mempunyai nilai yang fixed untuk setiap

unit level dua.
Xy = Vvektor ukuran 1 x (R+1), berisi variabel penjelas fixed level satu

yang mempunyai efek yang berbeda untuk setiap unit ke-i level

dua.
wi = Vektor ukuran 1 x S, berisi variabel penjelas fixed level satu yang
mempunyai efek yang fixed untuk setiap unit level dua.

error dari model level-1 ke-ik, i =1, 2,..., N; k=1, 2, ..., n

e Untuk model level-2:

b, =p+w,a, +95, (3.1.2.3)
b 5
b0[ Hy \ o

i H 9 i

21 — | % +(W(2)li W(Z)Qi) : + l , rr=01,...,R

Q It
bRi Hr (2rQ 5Ri
dengan,

M = vektor ukuran (R+1) x 1 berisi intercept level-2

o, = vektor ukuran Q x 1 berisi koefisien dari variabel penjelas level
dua diasumsikan bernilai fixed.

w(,, = vektor ukuran 1 x Q berisi fixed kovariat atau variabel penjelas

fixed level-2 .
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8. = vektor ukuran 1 x (R+1) berisi efek random.
Asumsi: - g, berdistribusiiid N(0,5?%)

- 8, berdistribusi multivariat normal N,, (0,Z; )

- Vektor &, dan residual level-1 ¢, saling bebas

Model (3.1.2.2) dan (3.1.2.3) dapat digabung menjadi combined model

sebagai berikut:

! ! !
Yic = Xk M+ Wi Q) + 6i) + Wi Ay t &

Ho Aoy Oy Qay
= (1 o XRrik ) Pt (W(Z)li © Wi ) + + (W(l)lik  Wipsic ) Do i
Hr Aoyg Ori Ays
Hy Aoy
=(L o Xgmd)| | [1(W(2>1i © Wiy ) Xk Wi Wi )]
L %2)Q
Oy Ay
+ (1 o X(l)Rik ) + (W(l)lik F W(l)sik ) : + &
Ori Aoys
Hy %21 %
= (1 o Xorik ) e [1' wEZ)i Xrik * WEZ)i } : + (1  Xrik ) :
Hg %oyq O
Qay
+ (W(l)lik  Wisik ) Dot e
Ouys
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!

! ' ' i
Yic = Xl + (x(l)ik ® W 5, )a(z) + x(l)ik6i+w(l)ikq(l) + &

!

’ ' '
= x(1)ik (l‘l + 6i ) + (x(l)ik ® W(Z)i )q(Z) + W(l)ikq(l) + gik

a
@)
' [ ' | [
= X (M+8;)+ [x(l)ik @ Wiy | Wiy ] [ -- ] +&, \(3.1.2.4)
' &
dengan,
X(y ® Wi, merupakan kronecker product dari vektor x;,, dan w,,.

[xgl)ik ® Wy, wgl)ik] merupakan partisi vektor X, ® w,. dan w,, .

a
@ .

L] merupakan partisi vektor a, dan a,.
&

Untuk memperingkas penulisan, model regresi ordinal dua level di

atas juga dapat dinyatakan dalam:

Vi =Xy B + W, 0+ ¢, (3.1.2.5)
B oy
By a
= (1 X = XRik) ;l + (Wlik Wo = WPik) ;2 + &k
ﬁRi ap

dengan, x; = design vector untuk R + 1 efek random
w;, = vektor ukuran 1x P berisi fixed kovariat.
B, = vektor ukuran (R+1) x 1 dari efek random yang tidak diketahui

untuk unit ke-i level-2, i =1, ..., N, diasumsikan berdistribusi

NR+1 (p’zﬁ )
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a = vektor ukuran P x 1 dari fixed koefisien regresi yang tidak
diketahui

&g, = residual model level-1 ke-ik, i=1, 2,..., N; k=1, 2, ..., nj,

diasumsikan berdistribusi iid N(0,57)

Hubungan antara model (3.1.2.4) dan (3.1.2.5) adalah :
x;k 3 le)ik
B, =mu+d,

’

! ’ o ’
Wi = lx(l)ik QW : w(l)ikJ

3F F('(f)'] E [“Ea : “El)]

Ay

Dari model (3.1.1.1) dan (3.1.2.5), maka dapat dicari probabilitas
bahwa variabel respon kategorik Y akan berada pada kategoric (c =1, ...,

C), bersyarat pada B dan a, adalah sebagai berikut:

Pr(Yik =C|B, G) = Pr(;/c_l <VYi < 7(;)

Pr(y., < X, B, + W, a+¢, < 7,.)

Pr(j/c—l - (XB +wia) < g < ¥, — (XB +W;kq))

<
(o} O (o}

— Pr(Vcl_ (xiB; +w; a) < Sic 7o — (xB, +Wi,ku)j

= pr| &k Ve T (xiB; +w, Q) _pr| Sk T T (xiB; +w, Q)
o o o o
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Karena ¢, diasumsikan berdistribusi normal, maka pertidaksamaan di atas

dapat dituliskan:
PrY, =c|B, a) :q{u} - q{Vc—fzik} (3.1.2.6)
(o)

dimana, z, =X, B, +w;,a (3.1.2.7)
®(-) menyatakan fungsi distribusi kumulatif normal standar.

Tanpa menghilangkan sifat keumuman, jika diasumsikan bahwa o =1, maka

model (3.1.2.6) menjadi:

Pr(Yik =c|B.a) = q)[?/c _Zik] a (D[Vc—l_zik] (3.1.2.8)

3.2 ESTIMASI PARAMETER PADA MODEL REGRESI ORDINAL

DUA LEVEL
3.2.1 Metode Estimasi Maximum Marginal Likelihood

Misalkan Y;, i =1,...,N menyatakan vektor dari variabel respon ordinal

dari unit ke-i level-2, untuk n; unit level-1 yang bersarang di dalamnya.
Yi = |:Yil Yi2 Yini:'
Karena variabel respon Y ordinal, maka variabel Y juga dapat dinyatakan

sebagai barisan dari variabel dummy (McKelvey and Zavoina, 1975).

Dengan perkataan lain, dapat didefinisikan
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1 jika Y, =c
* 10 jika Y, #c

untuk c =1, 2, ..., C. Jadi, vektor Y; di atas dapat ditulis kembali menjadi:
Y ':dlll d dlCi di21 dizz"' diZCi i dinil diniz"' dinic:|
= [dilc di2C din‘c:'
Dari persamaan (3.1.2.8), maka probabilitas bersama dari n; variabel

respon level-1 dalam sembarang unit ke-i level-2 , i =1,...,N., bersyarat pada

B dan a, adalah sebagai berikut:

(qucj
(VI8 Q) = [T = PY =18 o] [P, =2IB @) - [Pt =CIB o

ca dld,, ! !
= f_l[ .kl'd.kz' L [Pr(Y, =118, o)™ [Pr(Y, =218, o] ** - - -[Px(Y, =C|B, )]
= kfnll [Pr(Y, =118, o)™ [Pr(Y, =2|B, a)[**- - -[Pr(Y, =C|B, o) *
- lrj[@(%—ék)— o3,z ) [ (@5 -2)~ (rn-2) T o [P —2)~ Pres—2)]

=~

1

Secara umum, persamaan di atas dapat ditulis:

(Y IB, a) = H [ ®(r. — O(yoa—2) ]“““ (3.2.1.9)

Persamaan (3.2.1.9) merupakan fungsi likelihood bersyarat untuk sembarang

unit level dua ke-i.

P.d.f marginal dari Y; dinyatakan sebagai berikut :

h(Y,) = | (Y. IB, a) g(B) dB (3.2.1.10)
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di mana, g(B) merupakan p.d.f dari vektor B .

Umumnya fungsi distribusi dari efek random diasumsikan merupakan

fungsi distribusi normal standar (Johnson and Albert, 1999). Oleh karena itu,

vektor B yang berdistribusi Ny, (u,Z; ) akan distandarisasi menjadi vektor 0

yang berdistribusi multivariat normal standar N, (0, 1) dengan cara

melakukan transformasi berikut:
B=TO+p
TO=B-p

8=T"'(B-u)

dimana T T'=Z, adalah dekomposisi Cholesky dari Z;.

o, 0 0 0
0
2 2 2
5,0 0505 =~ 05ss, 0
2

2 2 2 2 2
\/(0-51 )(0-50 ) (0-5R50 + 05R51 + + O-5R5R—l )

Dapat ditunjukkan bahwa vektor @ berdistribusi multivariat normal standar
Ng.: (0, 1). (Bukti dapat dilihat di lampiran 3)
Berdasarkan transformasi ini, maka persamaan (3.1.2.7) menjadi
z, =X, (TO+u) + W, a (3.2.1.11)

dan p.d.f marginal pada (3.2.1.10) menjadi:
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h(Yi):L ¢(Y,18,a) g(8) de
(3.2.1.12)

e [1”—[ ﬁ [CD(Vc_Zik)_q)(Vc—l_Zik)]dikcjg(e) de

di mana, g(8)= p.d.f multivariat normal standar.

Konsekuensi dari mentransformasi dari B ke 8 yaitu bahwa parameter dalam
model yang akan diestimasi adalah faktor cholesky T dan bukan matriks
kovariansi Zj.

Misalkan v(T) adalah vektor ukuran (R +1)(R+2)/2 x 1 yang berisi

elemen-elemen di diagonal utama dan elemen-elemen di bawah diagonal

utama dari matriks segitiga bawah T. Untuk mempermudah notasi, misalkan
v(T) =[ty, t, - tw], dengan t., adalah elemen ke (R+1)(R+2)/2.
Jadi, berdasarkan pendefinisian vektor v(T) di atas, dan berdasarkan

persamaan (3.2.1.11) dan (3.2.1.12), terlihat bahwa parameter-parameter

dalam model yang akan diestimasi adalah 7, (c =2,...,.C -1),

!

M=, ul---,uR]', a=[q az---ap]', dan v(T) =ty t,,- tes] -
Untuk mencari estimasi atau taksiran parameter-parameter tersebut,

diperlukan suatu metode estimasi. Dalam tugas akhir ini, metode estimasi

yang diperlukan adalah metode estimasi Maximum Marginal Likelihood

(MMLE). Prinsip dari metode ini adalah mencari taksiran parameter

Ve @, M, dan v(T) yang memaksimumkan fungsi marginal likelihood. Fungsi

Estimasi Parameter..., Nuri Rahmawati, FMIPA Ul, 2008



32

marginal likelihood untuk keseluruhan N unit level dua diperoleh sebagai hasil

kali dari p.d.f marginal setiap unit level dua, atau dapat ditulis:
N
L= Hh(Y)

lﬁ[U Y, |8, g(B)de} (3.2.1.13)

i=1
Untuk mempermudah perhitungan dalam mendapatkan taksiran maximum

marginal likelihood dari parameter y,, a, p, dan v(T) digunakan bentuk

logaritma dari fungsi marginal likelihood pada persamaan (3.2.1.13), yaitu:

log L = Iog(]ﬁ[ h(Y, )j

= |Og(h(Y1) ’ h(Yz)' ’ 'h(YN ))
=log h(Y,)+log h(Y,)+---+log h(Y,)

B img h(Y,) (3.2.1.14)

Persamaan (3.2.1.14) disebut juga fungsi marginal log-likelihood.

Taksiran maximum marginal likelihood dari parameter y_, a, i dan v(T)
diperoleh dari turunan parsial pertama fungsi marginal log-likelihood terhadap
parameter y,, a, 4, dan v(T), dan kemudian menyamakannya dengan nol.
Misalkan ,

ef(}/cfzik )2/2

¢(7c _Zik) = %

dan,
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1 jika c=c’
5cc’=
0 jika c=c’
Maka,
0 0
D - = -7 -7
[ ] 87/(:' (7/(; Z|k) ¢(7c Z|k )|:67/C’ (70 Z|k )j|
0 ; )
- ¢(7/c—zik){87 (;/c—(xik (T9+p)+wika))}
_ by — 7V
- ¢(}/c Zlk ) a]/c'
= #(y.-2,)0,, €€ =2..,C-1 (3.2.1.15)
0 0
° aﬂr.CD(y/c_Z'k) = _¢(7c_zik)|:a’ur'(_zik):'
_- O(x} (TO+u)+w;a)
= ¢(7/c Zik) .
>
0 X M
L O(XiM) (r_o ™ J
= —¢(r. - z) P #(7. —z) o
X ou _— ,
= =#(r,—2,)D X —— , bernilai 1 jika r =r
r=1 alur
= _¢(7/c Zuk)Xr " r'=01%...,R (3.2.1.16)
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0 (X (TO +p) +w).a)
o L o(y-z) =4(r. -2
oa,. (7/C Zlk) ¢(}/c ZIk) oa,,
>
0 W . o
= ¢(}/c ik ) aap’ = ¢(}/c Zik ) aap’
P
= —H(r.—2) 2 W % bemilai 1 jika p = p
=™ da,
= — (Ve =2 )Wanor p'=12..P (3.2.1.17)
o(x; TO
* ‘CD(;/C—ZIk) =_¢(7c_zik)_-(akt )
th i
tw O 016,

>
-
)

.s EH
(@)
D

3 _¢(7c —Zy )%(tooeo + X (tlogo +t1161) e X (tRogo +tng1 +ee +tRR9R ))

th

0
= _¢(7c —Z )_(toogo +t10X1ik00 +- "+tR0XRik90 +t11X1ik6.1 e +tR1X1ik‘91 +e '+tRRXRik9R)
th

:*¢(7/c_zik)9hxrik’ 0<h<r<R (32118)

Selanjutnya, dari persamaan (3.2.1.9) dan dari sifat perkalian logaritma,

diperoleh:
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n;

k=1 c=1

it ot ]

log ((Y, 16, ) = og{
-tog [0 -2.)- 0l -2 = [@{1-2,)-0{-2, )]
([0t -2) =002 [0(r,-2,)-0(r, -2, )" ) -
([0 =)0z “{@fe -2, )-0(re1-2) ] )|
= (0usloaf@(7; ~2,) (762, v+ + 8y @112 )-0(70-2, )]
+(dy [1000(7, = 2,) =0, ~2,) ]+ -+, o[ (7, - 2 )-0(1, - 2, )})+...
#0100 @(re —2,) = (7 4 ~20) [+ o[ @1 =2 ) -0 -2, )

n

7S d log[® (7 -2, )72~ 2] (3.2.1.19)

k=1 C=1l

Persamaan (3.2.1.15), (3.2.1.16), (3.2.1.17), (3.2.1.18), dan (3.2.19) dapat

digunakan untuk mencari turunan parsial pertama fungsi log L terhadap
parameter-parameter y, (¢'=2,..,C-1), 4. (r'=01..,R), a,(p'=1...,P),
dant, (0<h<r <R). Jadi, berdasarkan persamaan-persamaan tersebut,

diperoleh turunan parsial pertama fungsi marginal log likelihood terhadap

parameter-parameter di atas adalah:
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ayc i=1 67/{:

3 gy 2(0O)

_g h (YI) ayc’

‘Z h(Y) L [z 16, a ]J g(e) do

:i h(Y) L (Y18, a)]] /(Y |8, a) g(8) d8

-$2000 [ Z[35 ddofotr— )00 (v 100) aowe

= heY) [, ZZ O af (log[@(7, =2, ) -D(7. ;% )])j ((Y, |6,0) g(6)de
N he) [ S | 2 (obe) 002 Y 16,0 g(8)08

= LY ke cl 1 i 19,d
; | J‘O éé I (7/c_zik)_ (70»1_Zik) ( | )g

0

N n c a}/ (]/C_Zik)]_a]/ [(D(j/c—l—zik):l

=S Y d c c /(Y |8,a) g(8)dd
; %) 'L kzzl:czzl: e (D(Vc —Zik)_®(7c—1_zik) ( | q) 9©
g & ¢(7/c_Zik)5m'_¢(7/c—1_zik)é::—],c’ B

=3 hiY d, (Y, |6,a) g(8)d8 =0
; (YI) L ;; I cI)(7/c_Zik)_q)(j/c—l_zik) ( | G) g( )

(3.2.1.20)

Estimasi Parameter..., Nuri Rahmawati, FMIPA Ul, 2008



.alogL

Ol

Untuk
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N9
- o (log h(Y))

i=1

=2 (Y)

L i O(00Y)
Ot
:i hi(Y) jea%[f(vi 16, o)] g(6) 8

:iZi: ' (Y) L aa—lurl[logf(Yi |6, q)]) (Y8, a)g(6) dd

0
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=§h'1(Yi)j —(ii O l0g] (7, ~7, ) - (m—ak)]D (Y18, o)g(8) 0B

Ot

k=1 c=1

=i hl(Yl) I ii d|kc

([ ~2.)-(7..-2,)]

=Z::h-1(vi)j iﬁ:d, Ot (

@ Ve —;k)_q)(yc—l_zik)

:i ) [ i

] 1 - ( Z|k) (D(%l Z|k)

idlkc (¢( Z|k Xrik) <_¢ Y 1—Z|k)xr1k)

('Og[q’ Ve=Zi) - (m—ak)])] /(Y |8, a)g(8) dB

/(Y 18, o)g(8) 0B

B /(Y 16, a)g(6) de

:i hl(Yl) J.e "izc dikc ¢(7/c—1_zik)_¢(7/c _Zik) ]Xrik} E(YI |9, a)g(e) de=0

k=1 c=L q)(7c _Zk)_q)(j/c—l_zik)

rr=01.,R.
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N h
i j —[z 16,0) | g(8) @
:i Y 2—[Iog£(Yi 16, a)]J ((Y,18, a)g(6) d
i=1l (of
N . a n C
$00 [ 2{55 . 2002 (v10 dooe
S [ >, f(log[cbm—ak)—cb(yc_l—ak)])] (%18 a)o(@) e
0
nC (I:q)(yc_zik)_q)(]/c—l_zik)])
=3 Y d | ((Y.18, a)g(8) B
Z (YI)I kﬂ; | CD(%: _Zik)_q)(yc—l_zik) ( | q)g()
:ih-l(Y)J. n C d _(¢(}/c _Zik)Wp'ik)_(_¢(7/cfl_Zik)Wp’ik) K(Y|9 q)g(e) d9
ia i = e q)(7c_zik)_q)(7c-1_zik) o
v RS ¢<yc_1—ak>—¢<yc—ak>J J
_N Y d. | (Y18, a)g(8) dB =
; (Y|).[ kzzllc:l i [q)(%_zik)_q)<%1_zik> ( | G) ©)
(3.2.1.22)
Untuk p'=12,...,P.
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Y |6, a)]g(8)de

:i hi(Y) J'e ;_[Iogf(Yi |8, a)]j (Y8, a)g(8) dé

:Z h(Y) _[ ; [ZZ Oy Iog[ ( 7c 174 ] J ( 18, a g(e) de

:i hl(Y') J. nZCZ dlkc (logl:q) Ve Zlk 7/(: il i J |e a g(e) de
N nc ([QJ 7/c =] Z|k

=" h'(Y d 0, 0) do
; (YI) J.e kzzllé = (D(}/c |k 7/(: =l |k | q g( )

:i h(Y) J‘e ii d,, (¢(7/c71_zik)0hxrik)_(¢(7c _Zlk)ehxnk)D ((YI I8, a)g(e) de

k=L o1 cD(?’c_Zik)_(D(%—l_Zik)

k=L o1 (D(% Z) (D(7c1 i)

:ih‘l(Yi) [, Zi Ay e =) =07 = )JexnkJ (Y18, a)g(8) d8 =0

(3.2.1.23)
Untuk 0<h<r <R.
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3.2.2 Metode Fisher Scoring

Persamaan-persamaan (3.2.1.20), (3.2.1.21), (3.2.1.22), dan (3.2.1.23)
disebut persamaan marginal likelihood. Terlihat bahwa persamaan-

persamaan marginal likelihood di atas tidak linier dalam y., «,, 4., dant,,
(¢'=2..,C-1 r'=01..,R; p'=1...,P; 0<h<r <R), maka untuk mencari

taksiran dari 7, @, f., dan t, digunakan suatu metode numerik. Metode

numerik yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode Fisher Scoring.
Dalam statistik, metode Fisher Scoring adalah bentuk lain dari metode
Newton-Raphson yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan
maximum likelihood secara numerik.
Misalkan © adalah vektor dari parameter-parameter yang tidak

diketahui, yaitu:

!

G:(/,[O,...,,UR Qs Ay VoreosVeq too,...,tRR)

Metode Newton-Raphson adalah suatu metode untuk mencari estimasi

parameter secara numerik menggunakan algoritma:

A

6 =6 —[H (ém)]lu (6,). m=01..

dengan:

A

©,, = taksiran dari parameter © pada iterasi ke-m

U ((:)‘m)) = vektor turunan parsial pertama dari log L dihitung pada © = om.
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H ((:)(m)) = matriks turunan parsial kedua dari log L dihitung pada © = @™ .

Bukti dari algoritma ini diberikan di lampiran 4.

Karakteristik metode Fisher scoring adalah penggantian matriks

Hessian H (ém) pada algoritma Newton Raphson dengan ekspektasi dari

matriks Hessian, E[H (C:)m)]
Dalam model regresi ordinal dua level, penggunaan metode Fisher
Scoring untuk mendapatkan taksiran 7, a,, ., dan frh dilakukan dengan

tahapan-tahapan berikut:

1. Pilih taksiran awal dari parameter ©, yaitu

5(0) 5(0)

~ ~ ~ 4
©_(750 50 50) 20 {(0) )
() —(,uo O A~ AUl > SN, /S fox ,...,tRR) , dan anggap

parameter-parameter tersebut diketahui.
2. Tentukan taksiran dari ® pada iterasi ke-m+1 (m =0, 1, ...), yaitu C:)m+1

secara iteratif menggunakan formula:
~ ~ ~ _1 ~
O - @™ —[E H (o‘m)ﬂ U(é™), m=o1.. (3.2.2.24)

di mana ekspektasi dari matriks turunan parsial kedua diberikan oleh:

E[H (é(m))} __ i h-2 (Yl)ﬁh(Y')(éh(Y')J'

0™ | 60™

3. Jika®@™! ~ @™ (misalkan H(:)(’“*l) ~O™| <10™*), maka hentikan proses

iterasi dan kemudian ambil @™ sebagai taksiran dari ©.
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Dari langkah kedua pada metode iteratif Fisher scoring di atas terlihat
bahwa pada setiap iterasi, diperlukan penghitungan dari persamaan marginal
likelihood. Persamaan marginal likelihood tersebut sulit untuk dihitung karena
mengandung bentuk integral. Oleh karena itu, untuk mencari solusi dari

persamaan marginal likelihood tersebut, integrasi secara numerik dapat

digunakan pada ruang 0 = (6’0,92,...,9R). Dalam tugas akhir ini, digunakan

Gauss-Hermite Quadrature untuk mengaproksimasi integral di atas.
Dalam Gauss-Hermite Quadrature, integral diaproksimasi oleh suatu
penjumlahan dari Q titik quadrature (quadrature point) tertentu untuk setiap

dimensi dari integrasi sehingga untuk ruang 8 dengan R+1 dimensi, akan

R+1

terdapat sumasi dari Q"™ titik. Jadi, pada setiap iterasi algoritma Fisher

scoring dan untuk setiap unit level-2, solusi persamaan marginal likelihood

R+1

diperoleh dari sumasi Q™" quadrature point.

Untuk pdf. Univariate normal standard, quadrature point dan bobotnya
dinotasikan dengan Bq dan A(By), 9 = 1, ..., Q. Untuk pdf multivariate normal

standar dengan R+1-dimensi, R+1-dimensi dari quadrature point dinotasikan
dengan B, = (qu,Bql,...,BqR), dan bobot yang bersesuaian dengan

guadrature point tersebut diberikan oleh:

A(B,)=TA(B,).

r=0
Probabilitas bersyarat K(Yi |6,0() diperoleh dengan mensubstitusikan

vektor dari efek random 0 dengan vektor dimensi R+1 dari quadrature point
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B, .dan p.d.f multivariate normal standard g(@) disubstitusi oleh bobot dari

guadrature point A(Bq). Kemudian pdf marginal untuk setiap unit level-2

diaproksimasi dengan:

ziiif(Y |B,. a)A(B,,)A(B,, ) A(By ) (3.2.2.25)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.2.25) ke dalam persamaan

(3.2.1.20), (3.2.1.21), (3.2.1.22), dan (3.2.1.23) maka diperoleh.

HIEN (Wc ~2) 0 = H(res =2 )‘;}(v 1B,.a)A(B,)

q)(}/c_zik)_q)(yc—l_z

Untuk c'= 2,...,C —1

.8IogL i )QM n‘id ( (7c1_zik)_¢(7/c_zik))J B (Y|B d) (B)

OH,. i1 q=1 k-1 7e _Zik)_(D(VH—Zik
Untuk r"=01...,R

Untuk p'=12,...,P

alog L~§:h (Y)(giid ( (7c1—zi )Py -2 )JB Ko (Y 1B, @) A(B,)

rh q=1 k=1 c=1 yc_zik) CD(;/cl—z )
Untuk 0<h<r <R

Dari ke empat persamaan di atas dan berdasarkan persamaan
(3.2.2.24), pada setiap iterasi metode Fisher scoring, penghitungan dari

turunan parsial pertama dan ekspektasi dari matriks turunan parsial kedua
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diproses dengan menjumlahkan unit-unit level dua dan titik-titik quadrature.

R+1

Dalam penjumlahan terhadap Q™" quadrature point, vektor efek random 0

disubstitusi oleh vektor dari quadrature point B, dan p.d.f multivariate

normal standard g(®) disubstitusi oleh bobot dari quadrature point A(Bq).

Dengan menjumlahkan unit-unit level dua dan titik-titik quadrature tersebut,
taksiran parameter pada iterasi ke-m, m=0,1,2,... diperoleh dari persamaan

(3.2.2.24), keseluruhan prosedur tersebut diulang sampai konvergen.
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