BAB Il

MODEL REGRESI DENGAN VARIABEL DEPENDENT ORDINAL YANG
DIBENTUK OLEH SUATU VARIABEL KONTINU

YANG TIDAK DIKETAHUI NILAINYA

Pada bab Il ini akan dibahas mengenai model regresi dimana data
variabel dependent yang diketahui merupakan data ordinal yang dibentuk
oleh suatu variabel kontinu yang tidak diketahui nilainya.

Umumnya, nilai dari variabel penjelas dan variabel dependent pada
model regresi didapatkan dari pengukuran. Apabila variabel dependent
berupa variabel kategorik, maka model regresi logistik dapat diterapkan. Data
yang dibutuhkan untuk melakukan analisis logistik adalah data dari variabel
penjelas dan data dari variabel dependent yang bersifat kategorik. Jika data
variabel dependent yang diketahui merupakan data dari variabel ordinal yang
dibentuk dari suatu variabel kontinu yang nilainya tidak diketahui dan variabel
kontinu tersebut diperhitungkan sebagai variabel dependent dalam model,
maka analisis regresi logistik tidak dapat digunakan.

Karena itu dalam tulisan ini akan dicari suatu model regresi antara
variabel penjelas dengan variabel dependent kontinu dimana data yang

dimiliki adalah data dari variabel penjelas dan data ordinal yang dibentuk dari

27
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variabel kontinu tersebut. Sedangkan nilai dari variabel dependent kontinu

tidak diketahui.

3.1 Model

Misalkan Y merupakan variabel dependent yang berupa variabel

kategorik bersifat ordinal dengan M kategori yaitu misalkan C,,C,,...,C,, dan

berasal dari suatu variabel kontinu Z yang nilainya tidak diketahui, dimana :

yeC, Jjka y,<Z<y
yeC, Jka y<Z<y,
yeC, jka y,<Z<y,

yeC, Jka y,,<Z<py
Yor Vi ¥ @dalah M +1 bilangan real yang memenuhi
Vo <71 <V, <Vs<..<yy dengany,=0 dan Y =%

Misalkan hubungan antara variabel Z sebagai variabel dependent dan

X (X4, X,y X, ) sebagai variabel penjelas dapat dituliskan dalam model

sebagai berikut :

Z=XB+e ; dimana e ~N(0,02I)
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Z=|:|, X= 2 2,
Zn 1 X, an
Y

=" e=|:

8, &

Tujuan analisis ini adalah untuk mencari taksiran g. Misal Y; adalah nilai

dari Y (variabel kategori ordinal yang dibentuk dari variabel Z ) untuk individu
ke-j.
Definisikan :

[ 1v,ec,

- _ j=12..,n k=12..M
. 0, yang lainnya

Nilai Y, untuk seluruh pengamatan dapat dituliskan dalam bentuk matriks

sebagai berikut :

Yll Y12 Y1M
Y — Y21 Y22 Y2M
Ynl Yn2 YnM
Karena:

1. Z=XB+e ;dimana e ~N(0,02I).

2.Y, € C, apabila Y1 <Zj <% ]=212,...,n
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Fungsi probabilitas dari Y dapat ditulis sebagai berikut :
Pr(Y, =1)=Pr(Y, €C,)

=Pr(y1<Z;<7)

=Pr(y,,<xB+e<y,)

:Pr(yk—1<2ﬂixij +€,<%,)

:Pr(kal_ZﬂiXij <€ = _Zﬂixij)
o o

O

dimana X,; =1, dengan o merupakan deviasi standar dari error e.

Karena diasumsikan e berdistribusi multivariat normal, dapat

diperoleh :

PriY, =1}=Pr{y, cC,} =@ -

Yk _Zﬂixij kal_zﬁixu
o o

dengan ¢ adalah cdf dari distribusi normal standar.

Tanpa kehilangan perumuman, diasumsikan o =1 maka dapat dituliskan :
Pr{Y, =1} =@y — > 53X |- ®|yes — 2.8 X;)
Misalkan Q menyatakan jumlah parameter yang akan ditaksir.

Q=M+D+(p+2
=(M+p+2)

Karena telah ditentukan y, =0 dan y,, =« , maka banyak parameter yang

akan ditaksir menjadi :

Q=M+p+2)-2
=M+p
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Nilai-nilai (7,..... 7y, By B B, ) @kan ditaksir dengan menggunakan

penaksiran maximum likelihood.

3.2 Penaksiran Parameter pada Model

Sebagaimana telah disebutkan sebelumnya, pada sub bab ini akan

dibahas mengenai penaksiran parameter (yl,...,yM _1,,6’0,ﬂ1,...,,8p) dengan

menggunakan penaksiran maximum likelihood.

Untuk mempermudah notasi, sebut :

p

Zj,k = Yk _Zﬂixi,j
i=0

;) =cp(zjyk)

Dari Pr{Y, =1} =&y, =Y BX;|-®[v_,—>_5X;| dapat ditulis sebagai
berikut :

Priy, =1}=2,, -2, ,
Fungsi likelihood L dari Y adalah sebagai berikut :

L=L(By Bueees BorVireror Vs

n M

=T1ITPrY, =D (3.2.1)
j=1 k=1
n M Y

-1 H((DLK ‘(DJ,k—l) |

I
uN
=~

I
uN
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Penaksir untuk parameter-parameter tersebut diperoleh dengan cara
memaksimumkan fungsi likelihood. Akan tetapi, penaksir yang sama dapat
juga diperoleh dengan memaksimumkan fungsi log likelihood, maka dari
persamaan 3.2.1 diperoleh :

L' =logL

n M
=33, log(®,, D, )

j=1 k=1

(3.2.2)

Fungsi log likelihood L* merupakan fungsi dari (7/1""’7/M—1’ﬂ0’ﬁ1’""ﬂp) dan

akan dicari nilai taksiran dari (7/17""7M—11ﬂ0'181""7ﬂp) yang memaksimumkan
L*.

Definisikan N, :iexp(—zﬁk/z) untuk j=12,...,n dan

NPT

didefinisikan pula ¢, ; Kroneker Delta, sebagai berikut :

L

1 jika i=j
0 jika i#j

Maka didapatkan persamaan berikut :

0 _8(1)”( Z;
op, " oz, op,
1 Z,’
e )
:Nj,k _Xu,j
=-N;, X, u =0,12,....P

Model Regresi..., Eva Rida Meilyna Simatupang, FMIPA Ul, 2008



33

0 oD, oz,
— @, =
oy, c'?ZLk 0y,
= iexp JZul ] 1 , ketikau=k (3.2.4)
= 5 : 2.
=N, 3, U=123,.,M =1

dan
8, N, 8z,
op, "z, R
27 1 Z.’
ik Lk
1 ; exp| — S S
Pl f e
_ zj‘kvak}Xu'j
:Zi,kNi,quJ ,u=012..P
O N =M P
oy, Moz, 0%,
27. Z’
— ik ’ 1 exp _ ik . 1 , ket|kau:k
2 N2 2
:{_Zj,kNj,k}é‘u,k

=-Z,N,8, ,u=123..,M-1

(3.2.6)

Persamaan-persamaan 3.2.3 — 3.2.6 dapat digunakan untuk

menyelesaikan turunan parsial dari persamaan 3.2.2 terhadap masing-
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masing parameter. Metode untuk memaksimumkan fungsi L* adalah dengan
menggunakan turunan pertama. Ada sebanyak Q parameter yang akan

ditaksir, maka harus diselesaikan Q persamaan berikut secara simultan :

oL _ oL 0,
aﬁu acl)j,k aﬂu
Y ]
1
= N, Xy = (=Njy X,
_Jz—;kz—; ]kq)i,k_q)i,k—l_ [ . ( bt ')]
- - (3.2.7)
B ”iY 1 [(N N )X }
| =1 k=1 ]k(Djyk—(Dj'k*l_ k=l TRk T
n M N. -N T
= Zijk j.k-1 j.k XUJ ’u:o’lz,."’p
j=1 k=1 (Dj’k _®j,k—1_
dan
o oL 0P,
aj/u 8d>j‘k 8;/u
Y 1 7
= Y, N.o.-N. .0
_;kz; Ik D — Dy [ j.k Cuk j k-1 u,k—1i|
- : (3.2.8)
» 1 N. 8. =N, .6 ]
= Y [ . i - )
_J_lkZ_; jk (I)j,k_cDjkfl l: 1k“k,u i k=1%-1u

M N O, — N, 16
=X | = u=123, M -1
j ('Dj,k_(Dj,k—l

Taksiran maximum likelihood dari Q parameter tersebut diperoleh

oL =0 dan oL =
op, oy,

0.

dengan menyelesaikan
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Persamaan 3.2.7 dan 3.2.8 tidak linear terhadap parameter yang tidak

diketahui yaitu g dan vy, sehingga tidak dapat diselesaikan secara analitis.

Oleh karena itu akan digunakan penurunan dengan metode Newton Raphson.

Dalam metode Newton Raphson dibutuhkan matriks turunan kedua.
Sehingga dari persamaan 3.2.7 dan 3.2.8 akan dicari turunan parsialnya

terhadap p dan terhadap vy, sehingga diperoleh turunan kedua sebagai

berikut :
i o)
ABA  B\R,
O [ Nt =N
0B, [Jz—llkzlxk L)J K (DLKJ X,,j
T (((ZjkalekalXu,j ) —(Z,,kN,,k Xaj ))q)j,k _(Dj,k—l) _((—vakxu,j —(—NLHXM ))(Ni‘k—l_Nivk))
-3, ; X
[ET= i (q)j,k _(Diyk—l)
:ii\ﬁ . (@, D) X, ((Zj,k—le,kz—l)_(Zj,kvak)) X (N *(*Nj.k—l))('\z'J,k—l‘NJ,k) X,
=1 k=L i (q)j,k _(Dj,k—l) ((Dj.k _CDJ'JH)
:ii\c ) Xu.i (q)j.k _q)i,k—l)(Nj,k—lzjék—l'Nj.kzj,k) _ XU.J (Nwl‘Ni,k)(Niv';—l_Ni’k)})Q’j
e | ((D,,k —CDJ-IH) (q)j,k _(Dj,m)
_ < iyjk ((Dj,k_q)j,kfl)(Nj‘klej‘k—;_Nj,kzi,k) _(Ni.k»l_Ni,k)(NLk12_Nivk)]xulj X/.j
S ((I)j’k —ijkal) (q)j,k _(Dj,k—l)
L D, ~ D -1)(N‘ wiZi k—l_N'kZ'k) (N' k—l_N'k)z
:ZZY* ( ik ik i j - ikTik) b > Xu,%,j
Er= | (‘D,-,k _cDj,kfl) (q)j,k _(Dj,k—l)
(3.2.9)
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oot

RBx, nA
_i[i*]
oy \oA

a L N]kl N]k
5(2%@ %}*J

DM (( N Jklé;kl) (_% ey ))((D q)jkl) ((Nj,ké\‘/,k)_(l\lj,k—l5v,k—1>)(Nj,k—l_l\lj,k)
%g‘v'k (0, ~,,) &

oy | (B Jkl)((zx Ny )7 N Jklvkl))

(NJ k1 )(( )_(NJ',kflé\‘/,kfl))
kL ( 1)

&

D)

2 XJJ

n M ( ,k 1)((2, N,kdw) (Z|kl Jklé;lv)) lel )(( Jké‘W) ( Jklé;lv)):

:%kzl)(,k e s X,
:ﬁy (q) q)Jkl)( ]kz|ké<v ik 1Z|k1é‘< lv) ( k1T )( ]ké‘(v ]kl@—lv) .
mia L (q) q)l k 1) ((I) (DJ k 1) VI

(3.2.10)

o)

U T\

_ofe¥, NG Nida
a}/u j= k4 J'k cDj,k _(Dk—l

i (BN {2 N e ) J,k<I>,,kH(N,k@kHN,ké;kJ)(NmzvNkmq

Tk ((DJK _q)ivk‘l)z

i (00 (2Nt s 2N AN N, u“)(Nk@V—N,klcilv)]

jk
=k ((DJ K Tk 1)

e (0,0, NuZidia NZddi) (N Nkléu,kl)(Nkcm,kl@,kl)}

Lk (CD —(DJ K 1) (cD]k _cDj,k—l)z

(3.2.11)
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Untuk mendapatkan parameter-parameter (yl,...,j/M 71,,6’0,ﬂ1,...,,8p)

digunakan metode Newton-Raphson sebagai berikut :

1. Pilih taksiran awal dari 6 =(p®,v).
2. Tentukan taksiran dari e pada iterasi ke-m+1 (m=0,1,2,3,...), yaitu
6™, secara iteratif menggunakan formula :
9(mD _ gm) —(H‘l (é(m) )fv(é(m) ))
dengan :
o™ - adalah taksiran dari ¢ pada iterasi ke-m.
f'(é(’”)) : adalah vektor turunan parsial pertama dari L*(8) dihitung
pada =0 .
H(6™ ) : adalah matriks turunan parsial kedua dari L*(9) dihitung pada
0=0".
3. Hentikan proses iterasi apabila 6™ =6 (misalkan [ -] <10°).

Kemudian ambil 6™ sebagai taksiran dari 6.

Untuk mendapatkan hasil akhir dari proses iterasi ini, pada umumnya

digunakan software matematika seperti Matlab atau yang lainnya.
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3.3 Pengujian Hipotesis

Setelah diperoleh taksiran parameter-parameter dalam model,
selanjutnya dilakukan pengujian hipotesis terhadap parameter dalam model.
Pengujian terbagi ke dalam dua bagian yaitu pengujian kegunaan model dan

pengujian terhadap setiap parameter dalam model.
3.3.1 Pengujian kegunaan model

Pengujian signikansi model bertujuan untuk menguiji apakah ada
hubungan linear antara variabel dependent dan variabel penjelas

Xy, Xy,..., X, dalam model. Pengujian dilakukan dengan menggunakan uji
rasio likelihood.

Misalkan parameter (7,...., ¥y 4. By Bur-s B, ) berada dalam suatu ruang
parameter Q dan parameter (yl,...,;/M_l,ﬂo,ﬂl,...,ﬂp) berada dalam ruang
parameter ® yang merupakan subset dari Q.

Misal L(®) adalah nilai dari fungsi likelihood dibawah H, dan L(f)) adalah

nilai dari fungsi likelihood secara keseluruhan dimana @ merupakan taksiran
maximum likelihood untuk mdan & merupakan merupakan taksiran

maximum likelihood untuk Q.
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Hipotesis sebagai berikut :
Hy: =B, =..=B, =0
H,:38 #0, untuki=12..,p
Jika H, ditolak, berarti paling tidak ada satu dari variabel penjelas
Xy, Xy, X, mempunyai kontribusi yang signifikan pada model. Atau dengan

perkataan lain setidaknya ada satu variabel penjelas yang dapat digunakan
untuk memprediksi variabel dependent.

Misal r, menyatakan jumlah seluruh observasi dengan Y €C, .

=Y
j=1
Dibawah hipotesis H, benar diperoleh :

I

£ k=12..,M
n

Pr(YJ,k =1)=Pr(Yj Eck):q)(7’k _ﬁo)_q)(7k—1_ﬂo):

dan fungsi likelihood sebagai berikut :

L(5) - k (%k} .

Statistik uji yang digunakan untuk pengujian di atas adalah statistik uji rasio

likelihood :

L(o
G =-2log (a))

L(0)

= —Z(irk logr, —nlogn — IogL(f))j
k=1

dengan G akan mendekati distribusi y* dan derajat bebasnya sebesar p.
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Aturan keputusan : H, akan ditolak pada tingkat signifikansi « apabila

G> ;(j;p.

Apabila keputusannya H, ditolak menyatakan bahwa pada tingkat
signifikansi « ada paling sedikit satu parameter diantara (ﬂl,ﬂz,...,ﬂp) yang
tidak sama dengan nol, yang artinya paling tidak ada satu dari variabel
penjelas X,,X,,...,X, mempunyai kontribusi yang signifikan pada model.

Atau dengan perkataan lain setidaknya ada satu variabel penjelas yang dapat
digunakan untuk memprediksi variabel dependent dalam model pada tingkat

signifikansi « .

3.3.2 Pengujian terhadap masing-masing koefisien regresi (/3 )

Setelah dilakukan pengujian model, selanjutnya dilakukan pengujian
untuk tiap-tiap parameter dalam model. Pengujian ini dilakukan dengan
tujuan untuk menentukan variabel penjelas mana yang signifikan
memberikan kontribusi pada model atau dengan perkataan lain memberikan
kontribusi yang signifikan dalam memprediksi variabel dependent.

H adalah matriks berukuran QxQ dengan entri berupa turunan parsial

kedua dari log-likelihood dan H™ inverse dari matriks H. Matriks variansi-

kovariansi dapat ditaksir dari -[H]™ (bukti dapat dilihat dalam lampiran).

Taksiran matriks variansi-kovariansi dinyatakan dalam bentuk \7(@) (dapat
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dilihat dalam lampiran). Elemen diagonal utama taksiran matriks variansi-

kovariansi \7(@) menunjukkan taksiran variansi dari ,[;’, yang dinyatakan
dengan Var (,5’,) dan juga taksiran variansi dari 7, yang dinyatakan dengan

Var ( 7 ) Taksiran standar error dari ,Bi dinyatakan dengan

Std(f,) =, [Var ( ﬂA’I) sedangkan taksiran standar error dari 7. dinyatakan

dengan Std(y.) = W. Nilai S(Bi) dan s(j;) akan digunakan dalam
pengujian ini.
Hipotesis sebagai berikut :
H,: 3 =0
Variabel X, tidak memberikan kontribusi yang signifikan dalam
memprediksi variabel dependent.
H:B #0
Variabel X. memberikan kontribusi yang signifikan dalam

memprediksi variabel dependent.

untuk i=12,...,p.

Karena \7((3)) :—[H’l] adalah matriks variansi-kovariansi maka :
Std (,B, ) - _I:Hil]i i

dengan —[H’llj adalah entri ke i,j dari matriks varians-kovarians.
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Dalam jumlah sampel yang besar :

Z=M—>N(O,l).

R,

Maka untuk pengujian di atas digunakan statistik uji :

B -0

-[h,

A

-
dengan z akan berdistribusi N(0,1).
Aturan keputusan : H, akan ditolak pada tingkat signifikansi o apabila
z|>2,,,.
Apabila keputusannya H, ditolak menyatakan bahwa pada tingkat
signifikansi « parameter A tidak sama dengan nol, yang artinya variabel

penjelas X, memberikan kontribusi informasi yang signifikan untuk

memprediksi nilai variabel dependent.

3.3.3 Pengujian terhadap »

Pengujian ini bertujuan untuk melihat apakah taksiran untuk y, yang

diperoleh sesuai dengan suatu nilai y;, yang telah ditetapkan oleh peneliti.
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Hipotesis sebagai berikut :
Ho 7 =700
H v # 7,
untuk i=2..,M-1.
Apabila H, ditolak menyatakan bahwa taksiran y, yang diperoleh tidak sama

atau berbeda dengan suatu nilai tertentu y, , yang ditetapkan oleh peneliti.

\7((3)) :—[H‘1] merupakan matriks variansi-kovariansi dengan :

st ()= - [H"]

dengan —[H’llj adalah entri ke i,i dari matriks varians-kovarians.

Dalam jumlah sampel yang besar :

~

i)

Maka untuk pengujian di atas digunakan statistik uji :

z2= SN(0,2).

~

Vi = 7Vio

R,

dengan z akan berdistribusi N(0,1).

Z =

Aturan keputusan : H, akan ditolak pada tingkat signifikansi « apabila

7| >z,,,.
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Apabila keputusannya H, ditolak menyatakan bahwa pada tingkat
signifikansi o parameter y; tidak sama dengan suatu nilai tertentu y, , yang
ditetapkan oleh peneliti. Atau dengan perkataan lain, taksiran y, berbeda
dengan nilai y;, yang ditetapkan oleh peneliti.

Untuk skripsi ini nilai y; , tidak diketahui sehingga tidak dilakukan pengujian

terhadap y.

3.4 Koefisien Determinasi

Selain melakukan pengujian seperti di atas, ada beberapa metode
untuk mengukur kecocokan model. Pada umumnya untuk mengukur
kecocokan dari suatu model digunakan plot residual atau koefisien
determinasi R*. Akan tetapi dalam skripsi ini plot residual tidak dapat
dilakukan karena data dari variabel dependent kontinu tidak diketahui nilainya
sehingga tidak dimungkinkan untuk membuat plot residual. Oleh karena itu
dalam pembahasan berikut untuk mengukur kecocokan model hanya dengan
menggunakan koefisien determinasi R?. Selain koefisien determinasi R?,
akan dilihat pula misklasifikasi yang terjadi.

R? merupakan proporsi variasi dari variabel dependent yang dapat
dijelaskan oleh variabel penjelas melalui model. Akan tetapi dalam

pembahasan ini, variabel dependent kontinu tidak diketahui nilainya,

Model Regresi..., Eva Rida Meilyna Simatupang, FMIPA Ul, 2008



45

sehingga tidak dimungkinkan untuk mengetahui variasi dari variabel

dependent kontinu tersebut. Walaupun demikian koefisien determinasi R?
dapat ditaksir dengan cara berikut :

Misalkan diasumsikan variabel dependent kontinu Z memenuhi model
regresi dengan taksiran parameter ﬁ:(,ﬁo,@lﬁp) ,B merupakan taksiran

maximum likelihood dari S yang diperoleh dari pembahasan sebelumnya.

Definisikan :

R P .

Z, =Z,0:ﬂix”

Zy = o+ LKy + Lo Xyt S Xy

Didefinisikan e, =(Z, -Z;).
Telah dibuktikan bahwa :

2.8
n

konvergen secara probabilitas ke o*.

SSE = Zef
Maka nilai SSE akan mendekati no?.

Karena telah diasumsikan o =1, maka SSE =n.

Sum square dari model dapat ditaksir sebagai berikut
n 2

SS e :2(2j —ZT) ; dengan ZT:Zn: L,

i=1
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Taksiran sum of square total adalah sebagai berikut :

A

SS. =SS +SSE

(Total) (Model)

n ~ - 2
=Z(zj —z) +n
j=1

Maka R? dapat ditaksir dengan :

4o Sé(mal) ~SSE
SS(TotaI)
(SS o) + SSE) —SSE
ss?(mI )
_ SS:(ModeI)
S

R? akan mengestimasi nilai dari R?. Nilai R? selanjutnya dapat digunakan

untuk menilai baik atau tidaknya model di mana apabila nilai R* semakin

dekat dengan nilai 1 menyatakan model semakin baik.
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