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LAMPIRAN

LAMPIRAN 1

Bukti Lemma 2.18.

Misalkan matriks A berukuran nxn merupakan matriks definit positif.

Lemma 2.21 akan dibuktikan dengan menggunakan kontradiksi. Andaikan A
merupakan matriks yang singular atau secara ekuivalen, yaitu rank(A) < n.
Akibatnya, kolom A tidak bebas linier sehingga terdapat vektor tidak nol x.,
sedemikian sehingga A x. =0. Oleh karena itu,

x. Ax.=x."(Ax.)=x."0=0.
Padahal A merupakan matriks definit positif, artinya

x" Ax >0, untuk setiap x #0.
Sedangkan, jika A merupakan matriks singular diperoleh bahwa:

x. Ax. =x.(Ax.)=x."0=0

Berarti kontradiksi dengan pengandaian yang digunakan sehingga sembarang

matriks definit positif adalah nonsingular.
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LAMPIRAN 2

Bukti (2.3.2.a), (2.3.2.b), dan (2.3.2.c).

Misalkan a, dinyatakan sebagai entri ke-i dari a dan x; sebagai entri ke-i

dari x, sedangkan g, dinyatakan sebagai entri ke-ik dari A. Maka

a’'x=> ax; dan x" Ax=>"a,xXx,
i ik

Sebagai langkah awal akan didefinisikan:

ox, 1, jikai=]
ax, |0, jikaizj

2x,, jikai=k=j
I (X5 X,) X, jika k= jtetapii=# j

1

X, X Jikai=jtetapi k # j
0, lainnya.

sehingga diperoleh

d(a’x) 9(> ax) ,
X, ox :Za,yzaj (t2.1)

i i i i

dan

J(x"Ax) a(z,-,k aikXiXk)

X ox
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( // /+Z al/ i I+Zk¢ a/kXXk+Z¢ k] /kXXk)

XI
( ) B(Xij) 9 (X,X)
+ a. + a, —+ a
”ax Zf T A R Y
=2a,X,+ Y. a;X+ Y a,X+0
i j k#j
SDICLEDIC IR (L22)
i k

Persamaan (L2.1) dapat dibentuk dalam notasi vektor sebagai

d(a’ x)
0X

=a atau =a
ox’

Sedangkan persamaan (L2.2) dapat dibentuk dalam notasi matriks sebagai:

J(x" Ax)

£ =(A+A")x

dengan)_ a,x, adalah entri ke-jdari vektor kolom Ax dan Za,]x, adalah entri

ke-jdari A" x
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LAMPIRAN 3

Bukti (2.3.3.a).

Misalkan L = aF + bG . Elemen ke-is dari L adalah sebagai berikut:
[, =af,+bg,.
Fungsi f, dan g, continuously differentiable di ¢ sehingga [ juga continuously
differentiable di x = ¢, yakni:

ox; ox; ox;
Oleh karena 91, /dx; , df, /ox,, dan dg, /ox; masing-masing merupakan
elemen ke-is dari dL/ox;, , oF/dx, , dan dG/ax; , berarti L juga continuously

differentiable di x = ¢, yaitu:

oL _ JF ,9G
axj - axj axj i
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LAMPIRAN 4

Bukti (2.3.3.b).

Misalkan H =FG . Elemen ke-it dari H adalah sebagai berikut:

q
z 1sgst -

Fungsi f, dan g, continuously differentiable di ¢ sehingga f, g, juga

continuously differentiable di x = ¢, yakni:

%8 _ g 98w U

is g st "
axj 8xj 8xj

Oleh karena itu, &, continuously differentiable di x =c atau dapat ditulis

4 9(f.84) 98, 9
Z ax. Zf“ Zax Ba -

s=1 s=1 j s=1 J
Oleh karena > £ (0g,/ox;) dan Y ? (0of, /ox,)g, masing-masing
adalah elemen ke-itdari F(0G/dx;) dan (JF/dx,)G ), dapat disimpulkan bahwa H

juga continuously differentiable di x = ¢, yaitu:

8FG oG - JF
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LAMPIRAN 5

Bukti (2.3.7.a), (2.3.7.b), dan (2.3.7.¢).

Berdasarkan (2.3.3.b), (2.3.4.a), dan (2.3.6.c) didapatkan bahwa

9 det(F) _ O{|F|er(F0F/ax, )}
ox,0x; B ox.

1

= K| or| F™! LI S
ox,0x; dx, o,

+|F|tr F_la—F tr F_la—F
ox, ox;

tr| F! & +tr F“a—F tr F“a—F
ox,0x; ox, ox;

—tr| F' a—FF_1 B_F
ox, axj

=|F]

dan dengan menggunakan (2.3.3.c) dan (2.3.6.e) didapatkan pula bahwa

o°F | 9| -F ' (9F/ax,)F |

o ox, o,
_ g OFOF o OF o OFTOF
dx; Ox; ox,0x; dx, ox;
— _F—l a_F _F—l a_FF—l _ F—l aF F—l
axj ox, axl.axj
— _F—la_FF—l a_FF-l
ox, ox;
- F g Fpr
axl.axj ox, axj
vp Epr F g
ox. ox,

J
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Selanjutnya, berdasarkan (2.3.4.a), (2.3.6.d), dan (2.3.6.e) didapatkan bahwa

aZ log det(F) B atr|:F_l (aF/a.xl ):|
ox,0x; - ox,

1

=tr| F™ oF +1tr —F_la—FF_la—F
0x,0x; dx,  Ox,

=tr| F ol —tr F_la—FF_la—F .
axiaxj ox, axj
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LAMPIRAN 6

Bukti (2.4.b)

(—) Diketahui T(y)=c+1"y dan T(y) merupakan taksiran yang unbiased dan

linier terhadap A'a+®'p maka

E(T(y))=E(c+1"y)
=E(c)+E(l" (Xa+Zb+e))
=c+E(I'Xa)+ E(I"Zb) + E(I"e)
=c+l'Xa+I"ZE(b)+1"E(e)
=c+1l"Xa [karena E(b)=0 dan E(e)=0]
sedangkan
E(Mo+a'b)=E(0 a)+E(a'd)

=AM a+0 E(b)

=\ a [karena E(b)=0].

(L6.1)

(L6.2)

Oleh karena T(y) unbiased terhadap A’ o+ @B, terlihat bahwa persamaan

(L6.1) akan sama dengan (L6.2) jika ¢ =0 dan A" =1"X.

[
(<) Diketahui bahwa ¢ =0 dan A" =1"X maka
T(y)=c+l"y

=" (Xo+Zb +e)
=1"Xo+1"Zb+1"e.
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Berikut ini akan dibuktikan bahwa T'(y) dapat mengestimasi kombinasi linier
AMa+o'B

E(T(y))=E(I'Xa+I"Zb+1"e)
=E(I"Xa)+E(I"Zb)+E(I"e)
=I"Xo+1"ZE(b)+1"E(e)

=1"Xa [karena E(b)=0 dan E(e)=0]

N [karena A" =1"X].
=2«

Jadi terbukti bahwa T'(y) unbiased terhadap kombinasi linier Ao+ o'
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 7' (y) merupakan taksiran yang linier, yaitu
T(ay,+by,)=aT (y,)+bT (y,) dengan T(y)=1"y.

T(ay,+by,)=1"(ay, +by,)

=1"ay, +1"by,

(L6.3)

aT(y1)+bT(y2) = a(lTY1)+b(lTY2)
=al'y +bl'y,

(L6.4)

Terlihat dari (L6.3) dan (L6.4) bahwa T (y) merupakan taksiran yang linier. Oleh
karena T (y) merupakan taksiran yang linier dan unbiased terhadap kombinasi

linier A" .+ @B, maka terbukti bahwa A" o+ @'B dapat diestimasi oleh T(y) .
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LAMPIRAN 7

Bukti (2.4.9)

E(y)=E(Xo+Zb+e)
=E(Xa)+E(Zb)+E(e)
=Xa+ZE(b)+E(e)

= Xa [karena E(b)=0 dan E(e)=0]

Var(y)=E((y - Xa yXOL))

(
(zb+e)(Zb+e)' )
(

Zb+e)(b'Z" +e¢"))

Zbb’Z" + Zbe” +eb’Z" +ee )

(
(
(
(
(

E
E
E
E(Zbb'Z" )+ E(Zbe" )+ E(eb"Z" )+ E(ee” )
ZE

E(bb")Z" +ZE(be" )+ E(eb")Z" + R
=7ZGZ" +R [karena E(be")=E(eb")=0]

=Q [karena Q=R +ZGZ'.]

Oleh karena b dan e berdistribusi normal, maka y pun berdistribusi normal

atau ditulis sebagai y ~ N(Xa,Q) di mana pdf-nya adalah sebagai berikut:

rly)- E exp[ -y - X0 0 (8)(y - X0y |

(27)](3) >
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LAMPIRAN 8

Bukti (2.4.i).

_dnL(o8;y) a(‘:‘;(ln(\ﬂ(ﬁ)lﬁ(y—mf Q (8)(Y—Xoc))j

(0§ -
5(e8) =5 35

_ac_19((@)) |
=%, 2 », 20

:-%tr{ﬂ"(8)828(8)]+%(y—Xa)T(Q'1(8) = 9-1(5)](y—Xa)
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LAMPIRAN 9

Bukti (2.4.k)

Dengan menggunakan (2.4.3), (2.16.2), dan (2.16.3) akan dicari Y(8) sehingga

Scoring Algorithm dapat digunakan. Misalkan 1, (8) adalah elemen ke-jk dari

*InL(o,d;
Y (8)=-E d°InL(a,8;y)
<' 93 98,

0 (c—;(ln(|£2|)+(y—Xoc)T Q! (y—Xoc))j
08,08,

2 0’ In(|Q Q"
S (o AL U VL ey
96,05, 2 0695, 2 35 98,

1 ’Q 0@ 0o 1,
~Lwl @ Q' Lo Liy-x
2({ aajas} ( 3, - 25, n , (1 -Xa)

=—E
) 20 . 20 0 20
_Q" Q'+ 0 B R 61, 1R 6192 601 Xg
( 35 25, 35, 35, 35, 95, ]( a)
1
| lrlen,)-r(ea e, ) - (-xo)

(-e'e,,0'+0'e,0'0 0'+0'Q @', 0")(y-Xa)
—Q'Q;,Q
-—E —%(tr(ﬂ'lﬂ(j, )-r(@'Q, Q"0 ))——tr (y-Xa)' | +Q'Q,Q'0 Q" |(y- X&)

+Q'Q,0'Q, Q"
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_Qlﬂ(jk Q'
Y, (8)=-E —%(tr(g-lgw) (@', Q' ))——tr 1Q'Q,Q'Q,Q" |(v-Xa&)(y - Xa)
09,00,

T

| —Q'q,;, Q"
=—E| - r(Q'Q ) )-1r(Q'9, Q' )+ | +Q'Q, Q"% Q" |(y-X&)(y- X&)
09,09,
Q79,0
-—E _; Q9 —0'Q,Q'0 , + +Q'Q,,0'Q,Q" |(y-X&)(y-Xa)'
Q0 Q'Q, Q"

00,0
tr(Q. Q) -2'0,Q'Q  +(- g'lﬂw)g‘l+g"qk)g'l%g"+Q'QU)9*'Q(H9*)Q)
(@'q,,-2'9,0'e +(-0'9,, 0'e+0'0,0'0 0'e+2'Q 0'Q, Q"))
= r(e'e, -'e,0'q, -0'q ,+2'e 0'e +0'Q, 00,
-5 r(e'g,e'0,)

Q'a,,e'+0'0,Q'0 Q' ) N
tr( Q0,00 + i oSk ]E((y—XOﬂ)(Y—Xoc) )}

tr

N\— N\H m|~ Ni~
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LAMPIRAN 10

Menunjukkan % (J,a,y)-¢ dan d" (@(8)-a) tidak berkorelasi

Bukti:

' (8,a,y)—1 dan d" (@(8)—-a) tidak berkorelasi jika

cov[(%* (5.0,y)-1).d" ((5{(6‘)—&)} =0.

COV[(‘f* (6.a,y)-1).d" (& (5)—a)} = E[(‘f*(é',oc,y)—t)— E(‘i*(5,a,y)—t)]
(a7 (¢ (8)-a)-E(a" (a(5)-a))]

Pertama akan dicari:

1

L a(s) =(X"Q'X) x'Q'y
a(8) =(X'Q'X) X'Q"(Xo+Zb+e)
) =(X"Q'X)” X"Q'Xa+(X'Q'X) X'Q"(Zb+e)
a(8) =a+(X'Q'X) X'Q'(Zb+e)

a(8)-a=(X"Q'X) X'Q"(Zb+e)

[ATa+0"GZ™Q™ (y-Xa)-(Aa+a"b)]
[0'GZ™Q™ (Zb +e)-0"b ]
[0'GZ"Q™'Zb+ 0"GZ"Q e~ "D |
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3, E[dT(a—oc)]=E:xT—wTGZTQ-‘(a—a)]

E|AT-0'GZIQ (X' 'X) X' Zb+e))}

=E| A" -0'GZ'Q" ((XTQ-IX)1 X'Q'7b+(X'Q'X) XTQ'le)}

~E| (M~ GZ'Q)(X'Q'X) X Q'Zh+(A"-'6Z'Q" (X' X) X'

(A-0'GZIQ)(X'Q 'X) X'Q'ZE[b]+(AT-a'GZ'Q ) (X'Q'X) X'QE[e]
0

Berdasarkan (1), (2), dan (3) maka cov| (%" (8,0 y)~1),d" (6.—a) | menjadi:

cov[( i

N
)
K
=
o

=
=)
I
2
L
Il
S|
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= E[Q)TGZTQ’1 (y—xo)—

=F

Karena cov[(%*(é‘,(x,y)—t),dT(a_

tidak berkorelasi, sehingga:

y)|=E[#(8y)-t]

[t (8ay)+d’

(7

MSE| #(,
=E
=E
=E[ ¢

"(Say)-t

:E

"(day)-

Penaksiran Mean..., Murni, FMIPA Ul, 2008

—E[0'GZ'Q" (Zb+e)—

2

|
=

O)Tb}

(W —o'GZTQ)(X"QX) X'Q (zb +e)T

coTb}

(zb+e) @ 'X((X'Q"X)" | (v -o'cza’ )T}

(a” (Zb+e)-

@'b)(Zb+e) Q|

X((XTQ"X)_I )T (A" -a'GZ'Q" )T}

(L11.1)

oc)]=0 maka t*(d,a,y)—¢ dan d" (&—a)

(07—0:)—42

" (Say)—t)+d" (c?—oz)}2

] +2cov[(i'
T

(L11 2)

(Baxy)-t).d" (a-a)]
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LAMPIRAN 11

Menunjukkan #*(8,ay) unbiased terhadap ¢ dan & unbiased terhadap a

1. Akan dibuktikan bahwa %" (6,a,y) unbiased terhadap ¢ .

Bukti:

E[% (8,a,y)-t] [kTOH ®"GZ™Q' (y-Xo)-(ATa+ me)J

E
E[@"GZ™Q™' (Zb+e)- o™ |

E [mTGZTQ‘IZb +0'GZTQ e — me]
=0'GZ"Q'ZE[b]+®"GZTQ'E[e] -0 E[b]
=0

. terbukti bahwa 7* (8,a,y) unbiased terhadap ¢.

2. Akan dibuktikan bahwa & unbiased terhadap « .

3. Bukti

E[a(8)]=E| (X"Q"X) XTQ'ly}

-E (XTQ-'X)’l X'Q" (Xou+Zb + e)}

- E|(X'Q'X) X"Q"Xo+(X'Q'X) X'Q" (Zb + e)}, E[b]=0.E[e]=0

=0

~. terbukti bahwa & unbiased terhadap o .
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LAMPIRAN 12

Akan ditunjukkan bentuk g, (8)=A"(G-GZ'Q'ZG)A dan

g (6)=d"(X"Q7X)"d

g,(8)=var| ' (8ay)-t]
—F
—E

=F

—E
=0-E[(a"(Zb+e)- ")V @]
= E[(@"b=a’ (Zb+e))b @]

= E[ (0"b-0"GZ'Q7 (Zb+e))b @

=E| 0" (b-GZ'Q7 (Zb+e))b 0]
= o"E| (bb' ~GZ'Q™ (Zbb' +eb' )} |@

=" (G-GZ'Q'ZG)w
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g,(9) zvar[dT (d’—a)}

_ga (d—a).(dT(d—a))T}

=Ede(d’—a)(d—a)T d|

T -1

Q'X(X"Q'X) d}

~E|d" (X7Q"X) ' X7Q"' (Zb+e)(Zb +e)

1 -1

=d' (X"Q"'X) X"Q"E|(Zb+e)(Zb+e) |Q"X(X"Q7X) d

-1

=’ (X’Q"'X) X"Q'0Q'X(X7Q'X) d

Jadi, MSE[ £(8,y) | = 2,(5)+¢, (&)
=" (G-GZ'Q"'ZG)w+d" (X'Q 'X)d
dengan

d=A"-0"GZ'Q'X
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LAMPIRAN 13

Menunjukkan bahwa dengan diberikan & translation invariant, serta

diasumsikan b dan e berdistribusi normal, maka

[#(5)-t] dan [%(3)—%(5)} independent.

Diketahui bahwa distribusi bersama dari #(&)—¢ dan y—Xé& adalah multivariat
normal, sehingga #(&)—¢ independen terhadap y—Xé, dan setiap fungsi dari
y—Xa& (Kackar, 1984).

Kemudian dengan diberikan bahwa & translation invariant dapat diperoleh
#(8)-¢ independen dengan #(&)-#(5).

Bukii:

Dengan asumsi & translation invariant didapatkan bahwa f(ﬁ)—f(é‘)

bergantung pada y yaitu hanya pada y—Xé, yang dapat dicari langsung

sebagai berikut:

<\
(ST
|
/‘2
S
Il
~
=
D
(SN
+
()
4
>
(SYHS
| -
-
I
D
>
+
e’*}
=
>

(L14.1)

[}
Sy

)-&(5)=(X"Q7X) X"Qy - (X"Q'X) X"y
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1

= (XTQ7X) X"y - (X"Q7X) ' X"Qy +&(8) - &(5)

)
X"y - & } (x"7x)" X2 y-a(5)|
CXTQy - (XT0UX) T XTOX (S }
1

(x"27x)
(x727x)
(X"Q'X)" X"y -(X"QX)” X"Q'Xa/(s }
(x"27x)
(X"

X"Q™ (y- )} [(XTQ-IX) X0 (y- d(ﬁ))]

X'Q7 - (X"Q7X) XTQ‘I}(y—Xo?(ﬁ))

i. B(8)-B(6)=62'0"(y-xXa())-6z'Q (y-Xa(s))

=GZ™Q 'y~ GZ"O7Xa( 8)-GZTO™ (y- X6 (d))

=GZTQ 'y - GZTOPX(XTQX) X"y - GZTQ (v - X6(8))

G770y - GZIOX(XTQX) T X"y ~GZT (y - Xé(S)) +
GZ™Q'X6(5)-GZTQ'Xa(F)

=GZ™Qy=GZ™Q'Xé(8) - éZTQ“X(XTQ“X)_] X'Qly + GZ'Q X6 (5) -
GZ™Q™ (y-Xa(9))

= GZT0 'y - GZT O Xa- GZTOX(XTOX) T XAy + GZTOX(XTQX) T XA Xa -
GZ™Q™ (y-Xa(9))

= GZ™0 (y-Xa(8)) -GZ QX (X™Q'X) X" (y-Xé(8)) -GZTQ (y-X6(S))

= [GZTQ-I —f}ZTQ‘lX(XTQ“X)_I X'Q —GZTQ“}(y -Xa.(4))

(i)dan (ii) membuktikan bahwa persamaan (1) bergantung pada y yaitu hanya

pada y—X&(d) sehingga persamaan (L14.1) merupakan fungsi yang

translation invariant. Ambil :
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a. y—Xa(d) adalah maximal invariant, dan

b. Setiap fungsi yang translation invariant dari y dapat diekspresikan sebagai

fungsi maximal invariant.

Sehingga, untuk membuktikan #(&)—-¢ berdistribusi independent dengan
#(8)~#(5) perlu dibukikan cov| (#(8)-#(8)).(#(8)~t) |= 0.

Karena kondisi (a) dan (b) maka:

cov[(f((?)-f(a)),(f(a)—t)J=cov[( y—Xd(é‘)),(i’(J)—t)]
= “y—Xa

(L14.2)
[Xa+Zb+e—X6r(5)]
[ +Zb+e]

X (X07X)'X"Q"! (Zb+e)+ Zb+c |
(i

E[y-Xa&(5)]=

Il

E
E
-X(X'Q7X)" X"QE[(Zb +e) |+ ZE[b]+E|e]

- X (X"QX)" X"Q.0+Z.0+0

=0
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E[#(8)-t]=E[(4"a(8)+ 0"6Z™Q" (y-X&(5)))-(A"a+ @™ )|
= E[ A" (&(8)- )+ 0"GZ'Q" (Xar+ Zb+e—Xa(5)) (@) |
=E :/IT (@(8)-a)+a"GZ™Q™ (X(a—&(é‘))+Zb+e)—(a)Tb)]

—E[ 4T (X"Q'X)” X"Q" (Zb+e)+0"GZ™Q™
(X.—(XTQ-‘X)'1 X"Q™(Zb+e)+Zb +e)—(a)Tb)}

= AT (X"Q'X) " X"QE[Zb + ¢] - 0"GZQ X (X"Q'X)
X"Q™E[Zb +e]+w"GZ'Q'E[Zb +e]-@"E[ ~(b) |
=0
(iv)

Dari (iii) dan (iv) maka (L14.2) menjadi:
ool {o(31t0) 1] s ot 61T

= E[ (Xar+Zb+e)-Xa( 9) |

(A7) +0'GZIQ" (y-Xi 8))) - Alar+ab) |

:E[ a—a(é‘ Z)+e)]
_f(a(é)— a)+a" (GZTQI(y—X&(é'))—me)T
—E| X(@—a(5))+(7h+e) |
_(&—a)Tﬂ+(GZT£2‘1(y—X&(é‘))—b)Tc)J
= E[X(a-{8))(&(6) ~a) 1+X(a-o(8))(GZ'Q (y-X&(6))-b) o
(Z)+e)(ér(5)—a)T/1+(Zb+e)(GZTQ‘1(y—X&(&))—b)Tm}

~E| X(a-a(8))(@1(8)-a) 4]+ [ (a-a(8)( Gz (y- Xa;)—lo)Tm}r

E[(Zb+e)(&(5)—a)Tﬂ}E[(ZHe)(GZTQ‘I(y—X&(é'))—b)Tm}

il v
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1
s
)
[}
)
®
>
|
2

"2 |=XE| (a-a(8))(@(8)-a)" |r
= XE{ (X"Q"'X)" X"Q" (Zb +e)((XTQ‘1X)_1 X'Q" (Zb +e))T}x
XE[ (X'@7X) ' X'Q" (Zb+e)(Zb+e) @ X(X'Q7X)" 2

1

X'QE|(zb+e)(zb+e) | QX (X'Q7X) "\

gl
o]
><‘

1

~X(
—X(
X(XT Q'X) X' 1Q7X(X'Q'X) A
X(X'0

1

A

>i,
>€

'X)
X) X'Q'0Q 'X(X'Q'X) A
)
'X)
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IL E[X(a— &(3))(GZ™ (y-Xé(9)) —b)T co} = E[X—(X'Q'X) X'Q" (Zb+e)

(GZ™Q (Xar+ Zb-+e-X&(8))-b) ©
= E[-X(X'Q'X) X'Q" (Zb-+e)

(627" (X(a-&(5))+Zb+e)-b) ©

—E[-X(X'Q"'X) X'Q"(Zb+e)
|Gz (X~(X"Q"X) X'Q" (Zb+e) + Zb+e] —b)T m}
- E[-X(X'Q'X) X'Q"(Zb+e)
((—X(X“Q—lx)‘1 X'Q ' (Zb+e) +(Zb+e))T Q'7G" —ijm}
— E[-X(X'Q'X) X'Q" (Zh-+e)
((—(Zb+e)T Q'X(X'Q'X) X" +(Zb+e)"| 276" —bT)co}
= E[X(X'Q'X)" X'Q" (Zb+e)
(Zb+¢)' Q'X(X'Q'X) X'Q'ZGT0-
X(X'Q'X) X'Q" (Zb+e)(Zb+e) Q'ZG 0+
X(X'Q'X) X'Q"(Zb+e) bTm}
E E[X(XTQ-JX)‘1 X'Q" (Zb+e)(Zb+e)"
Q'X(X'Q'X)" XTQ'ZGTCO} -
E[X(XTQ*X)'l X'Q" (Zb+e)(Zb+e)" Q‘IZGTO)}+
E[X(XTQ‘IX)_I X'Q" (Zb+e) bTm}
=X(X'Q'X) X'Q"E| (Zb+e)(Zb+e)' |
Q'X(X'Q'X) X'Q'ZG o~
X(X'Q'X) X'QE| (Zb+e)(Zb+e) |0 ZG o+

X(X"Q'X) X'QE[(Zb+e)bT |
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-X(X'Q'X) X'Q'Q

Q'X(X'Q'X) X'Q'ZG o~

w4

'Q'X) X'Q'0Q 'ZG a+

IIL. E[(Zb+e)(d(5)—a)7 x} " [(Zb+e)((XTQ‘1X)1 X' Q" (Zb+e))T x}

Penaksiran Mean...

E[(Zb+e)(Zb+e)T Q'X(X"Q'X)" x}
= E| (zb+e)(Zb+e)" |Q7X(X"Q7X) A
=00 X(X'Q'X) A

=X (X"Q'X) '

, Murni, FMIPA Ul, 2008
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Iv. E[(Zb+e)(GZTQ‘1(y—X&'(é‘))—b)T m}:E[(Zb+e)(GZTQ‘1(Xoc+Zb+e—X&'(5))—b)T m}

:E:(Zb+e)(GZTQ (X(a—&(ﬁ))+(Zb+e))—b)Tm}

_E (Zb+e)(GZTQ 'X(0-&(8))+GZ' Q" (Zb+e)-b) m}

:E:(Zb+e)((oc a(8)) X' IZGT+(Zb+e)TQ‘1ZGT—bT)m}

=E (Zb+e)(oc—a(6)) X'Q'7ZG w+(Zb+e)(Zb+e) Q'ZG o

(Zb+e o]
(

T
— | ( Zb+e( X'Q'X) ' X'Q (Zb+e)| X'Q 76 0+

(Zb+e)(2b+e) Q26 @~(Zb+e)b o]
- E[—(Zb+ e)(Zb+e) X(X'QX) ' X' Q'ZG 0+
(Zb+¢)(Zb+e) 76 @-(Zb+e)b'o|
=—E[(Zb+e)(Zb+e) X(XTQX) XTQ-‘ZGTm}
E|(Zb+€)(Zh+e) @76 0 |-E[(Zb+e)b o)
=—E| (Zb+e)(Zb+e)' |@"X(X'Q'X] X' Q'2G 0+
E|(Zb+¢)(Zb+e) |26 0—E[(Zb+e)V |o
-—QQ'X(X'Q'X) X'Q'ZG o+
QO '2G' w-2G'®
- X(X'Q'X) X'Q'ZG'o

Dari |, Il, I1l, dan IV, maka:
COV[(ZA'(S)—ZA'(é‘)),(f(J)—t):|=—X(XTQ—1X)‘1)L+X(XT_Q—1X)‘1 X"Q'ZG o+

X(X'Q'X) A -X(X"Q"'X) X"Q"'ZGo
=0
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Karena cov[(f(ﬁ)—f(é‘)),(f(é‘)—t)}=O maka #(&)-t berdistribusi
independent dengan f(S)—f(é‘) , sehingga:

2

MSE| £(8) |=MSE[%(8)]+E| £(8)-(6) |
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LAMPIRAN 14

Menunjukkan bahwa dengan menggunakan Aproksimasi Taylor maka

E[4(8)-(8)] = tr[(aaT/aé')Q (3a /8) I}’ (5)}
= & (5)

Akan dtunjukkan E[%(S)—%(J)T ~ tr[(aaT/Bé')Q(aaT/aé')T I (5)} = ¢,(5).

Dengan menggunakan pendekatan Taylor orde pertama dari %(3) di sekitar ¢ ,

maka :

t(8)=%(8)+ (6-0) (L15.1)

. 2
selanjutnya akan dicari bentuk [%(5)—%(5)} . Berdasarkan persamaan (L15.1)

N ot A
maka %(5)—%(5) =~ 355) (6—5), kemudian dengan mengkuadratkan ruas

bagian kiri dan kanan, maka diperoleh:

[4(8)-%(0)] .{%f)(g_ 6)}2

Berdasarkan lampiran 10 diketahui bahwa
1(8.y)=1" (.0, y)+d" (@(5)-)

Maka
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at(s) 9(%(s.0ny)+d" (a(5)-a))

el 0 ’
T

dengan asumsi bahwa 8c15 = (), didapatkan:

2t(8) 9(t(s.ay))

00 00

d(AMa+a" (y-Xa))

- FE)
d(a" (y—Xa))

) o8
da"

=g (¥ 7 Xo)

Sehingga,

Kemudian dengan mengambil ekspektasinya, maka:
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NPV e " s
E[4(8)-2(8)] - (ﬁ(y_x@j (5_5)}

zﬂ_E (%(y_Xa)j.(%(y—Xa)jT]-E((5—5)((§—5)T)}

= ir| B 2 (y-X00)-(y - Xa [a—] ]-15(6)}

00

_aaT

5 Ello %) (v o) 5] -1.9(6)}

_8aT oa’ )
=tr aé‘ (%j 161(5)}

=1r

9’ InL(e.8:y) )|
25,08,

I;l(é')zvar(é'):_—E[

1
H , berdasarkan lampiran 9
=il

o’ :%tr(ﬂ'lﬂ(j)ﬂ'lﬂ(k) )}

.-.E[e(s)-e(a)} ~g,()
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LAMPIRAN 15

Menunjukkan Eg, (8)= g, (8)+c} (6)Vg,(8)-g,(5). Eg,(8)=sg,(8), dan

Eg, (3) ~g,(9)

1. Akan ditunjukkan bahwa Eg, (3) ~8,(8)+c;(0)Vg, (6)-2,(F)
Berdasarkan lampiran 12 diketahui bahwa:

2(0)=0' (G-GZ'Q'ZG)w
=0'Go-0'GZL'Q'IGw (L16.1)
=0 Gow-a"ZGw

Kemudian untuk menunjukkan Egl(ﬁ)z 8(8)+c; (6)Vg, (8)-¢:(8), pertama
dibuat ekpansi Taylor untuk g, (&) di sekitar &, yaitu:

A ) T 1/ A T A A
81(8)=2,(8)+(8-6) Vs,(6)+5(8-8) V2,(8)(8-8)+r(5-0) (L16.2)

Dimana:

Vg, (&) adalah vektor dari turunan pertama g, (6) terhadap &,

V?g,(8) adalah matriks dari turunan kedua g, (&) terhadap &, dan

lim =0, sehingga (L16.2) menjadi:

> =

A A~ T 1/a T A
&1(8)=2,(8)+(8-6) Ve (8)+3(8-6) V's,(5)(8-9) (L16.3)
Berdasarkan bentuk g, (&) pada persamaan (L16.1) di atas, maka turunan

pertama g, (J) terhadap & adalah:
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9g,(8) , 9G(d) da ) . 9
- - 7G () w- 7G (8
25 ¥ a5 2|35, ) KO9)e-al 5 (2G(9)0)
dengan
a=Q'7G " w
=Q'7ZGw

Setelah turunan pertama g, (6) terhadap & didapat, selanjutnya akan dicari

turunan kedua g, (6) terhadap &, yaitu:

9’g,(9) ; 0G(J) da | da) 3
= - 2G (8 o—| 22| 2 (2G(8)w)-
5595 % 9595, 3508, ) 2680|5555 (26 (8)o)

[aa j 9 (26(8))-a" —%(2G(5)w)

98, ) a6, 3608,
9G () da ) da) o
s - 2G(8)w-| 22| 2 (2G(5)w)-
© 9508, (aaeaadj (9)e [aadj 25, 26 (9)0)
da) 2 9
a2 (zG —a’ ZG
T T T
oa oa 0 oa 0
= 7G () o- 2 (2G(8)w)-| 2 2G (6
[aaea(sdj (9)e [aa) 76, (L6 (9)0) (aaej 35, (26 (0)@)
dengan
da 9Q d
—= 7G () w+Q'—(ZG (6
IQ d
= Q' EE 077G (8)w+ Q" -2 (ZG (S
85d ( )60+ aad( ( )w),dan
19) d
=0 %101 % (2G(S
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2 -1 -1
azaaad :(_9_1 32 aa%e o aai?ad o _aa%e SZ Q_IJZGM)”"

Q! 32 Q‘l%(ZG((S)&)H%%(ZG(&)@HQ“ aa?;ad (Z2G(8)w)

= (Q‘l SZ g-lg—gg-l +Q-I§—Zg-l 32 Q‘IJZG(J)a}—
Q™ 32 g-‘a%(zc(s)w)—g-lg—zg-l aaad (2G () w)

s ;’%g-l g—Zg-lzc(a) 0+Q 3—29—1 S%Q*ZG (6) -
Q-lg—gg-la%(zc((sm)—g-lg—zg-l a?sd (2G(d) w)

=Q! g;j Q‘1§—2a+9‘1§—29'l aa;j a—
Q! 32 g-‘a%(zc(s)a))—g-lg—zg'l aid (2G(6) w)

Sehingga (i), (i), dan (iii) menjadi:
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| 26(610=-] 0" 2202 2y 0220 20,

Q™ g;j Q! a‘; (ZG(s)w)-Q 32 Q! a‘;d (ZG(J)a))}T 7G (0w
e B

%(ZG(J)w)TQ-lgz _a?s (2G(6) o) Q™ g—zQ“}ZG(J)w
¢ B2y B,

%(ZG(J)&))TQ“g?a %(ZG(J) )TQ‘IS—za}
e e e

2 (26 (9)a) g’fj (16 (910 0 22
[ e

5 2 (z6(8)a)' " g?a+%(ZG(5) o) Q’lg—ga}
e e,
%(ZG(J)@)TQ_I§2a+%(ZG(§) o) o gf; }
{ —2a ng Q! g;j g;j Q! aaae (ZG(8) w)+

sz Q™ a‘;d (ZG(J)a))}

.., Murni, FMIPA UI, 2008
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)| oo j%(ze(a)w)b_—m o0 ai (26() )}T 2 (26(5)a)
T %29_1 a?s }%
| 2200 (26(0)0)- 1 (16 (9)o )9*81
(i) _(EJT O (26(8)0)--| -0 2at 012 (26(8) )T 9 (26(6)o)
98, ) 35, 08, 26, 36,
= %zg-u%(m(a) ®) Q }aid (2G (8) w)
| S5 S5 (76 (d)a)- (26 (d)a) @ 5
:: Tg_?g_la?sd (26 (8) ) afsd(ze(a) )g-la%
berdasarkan i, ii, dan iii maka % menjadi:
!
%2;(2) 32 Q! aafsz gg Q! aaae (ZG(6)w)+
3? Q! a;(ZG(é‘)a)) +
aaf; afs (2G(5)w)- a?sd (2G (6) )Tg-la%(zc(a)w):+
_ g—?g-l a?sd (2G(3) w)—a‘;d (2G(5) o) Q-la%(zc(a) a)):
B0 B o
2a Ts—?g- 8?% (ZG(é‘)a))—2ai_d (2G(5) )Tg-la%(ze(a)w)
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Kemudian akan dicari nilai ekspektasi terhadap g, (3) (L16.3), yaitu sebagai

berikut:

U
Sl
1
o
>
L1
+
sl
—_—
N
|
S %)
TS
<l
o
&
+
Sl
1

- 8,(8)+¢} (8) Ve, (8)+ 31 V*e,(6)1;'(8)]

I;' () merupakan variansi dari Oy

Berdasarkan lampiran 14 , diperoleh bahwa adalah
o (@)=r| [P )a( 2 1(8)
P8 ) es )

7 7\
Selanjutnya, jika bentuk dari w[(%}g(%j I;! (5)} dijabarkan, maka akan
d ©

diperoleh:
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[ oo gy
[Q‘ +Q° ai‘ (ZG(6) )JI;(J)}
H (ZG(é’) )Tg-ljg

(gl s a?s (2G(8)w )Jz;(a)}

r 0Q d
= —Q'Q0+—(ZG Q0
trK a’ 55 +85 (2G(6) ) )

[—Q‘lg—gaﬂrl%(ZG(J) a))jl‘;1 (5)}

oQ d T
= -a' —1 Z I
trK iy +85d( G(d)w) j

[—g-l g—?a +Q! %(ZG (9) w)jl;l (6)}

e e

L0 00 .00 ., 0
= Q Q 7G (0 =
”Ka 55, % 352 % 25 T 352G (9)0)

e

d Q0
38, 25, 28,

L9000 ;00 ., 9
= Q Q 727G (o —
”Ka 55 % 900 Y 95 % 3g (26(0)0)

e

(2G(d)w) Q' =2 (2G(6)w) Q!

L0 9 5 )
—Q 7G 7G Q
1 azgl(é') 1
_ L, 2800) s
zt{aaeaad s ()

oa” g’ ) _ 1 9°g,(8) _
Oleh k Q 1;'(6) |=- ——1;'(8) |, mak
eh karena t{[aadj (BJJ 5 ( )] {8586 5 (6) ], maka
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1 _ ,
g, (5) :—Etr[VZgI(J)IJI(J)], sehingga:

E[gl (3)]% 8(0)+c;(8) Vg (8)-5,(9).
.'.E|:g1 (3):| =8 (5)+C2 (a)vgl (6)_8'3 (6)

2. Akan ditunjukkan bahwa Eg, (&)= g, (&)

untuk menunjukkan Eg, (3) ~ g, (d), pertama dibuat ekpansi Taylor untuk g, (J)
di sekitar ¢, yaitu:

¢.(8)=2:(8)+(8=6) Ve, (8)+=(8-5) Ve, (5)(5-5)+r(8-5)

Dimana:

Vg, (&) adalah vektor dari turunan pertama g, (&) terhadap &,

V’g,(8) adalah matriks dari turunan kedua g, (&) terhadap &, dan

r(5A—5) .
?E,ls 5 52 =0, sehingga
gz(g)zg2(5)+(5'—5)TVg2(5)+%(3—5)TV2g2(5)(3—5)

Diketahui bahwa:
g,(8)=d"(X"Q'X)d
dengan

d=A"T-0'GZ"Q'X
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dan dengan asumsi bahwa

od’
0

~(0 maka mengakibatkan Vg, (d) =0, sehingga didapatkan:

E[gz(s)}zE{gz(a)+(s_5)T Ve (8)+1(8-0)
=&, (6)

E| 8:(8) ]~ 2:(5)

3. Akan ditunjukkan bahwa Eg, (&)= g, ().

untuk menunjukkan Eg, (3) ~ g,(8), pertama dibuat ekpansi Taylor untuk g, (&)
di sekitar o', yaitu:

¢.(8)=2.(8)+(8-5) Vg3(5)+%(3—5)T Vg, (8)(6-6)+r(5-9)

di mana:

Vg, (J) adalah vektor dari turunan pertama g, (6) terhadap 6,

V?g,(8) adalah matriks dari turunan kedua g, (&) terhadap &, dan

lim —=0, sehingga

¢.(6)= & (8)+(8-6) vgg(a)%((?-a)T v2g,(8)(8-9)
Selanjutnya diketahui bahwa:

g:(9) =—%tr[V2gl (6)15'(8)], sehingga:
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£(8)-£.(0)+(3-0) V. (8)+3(5-0) V', (2)5-0)
<3V (015 O)]+(8-3) [ rl¥'a (9115 ()]
%(5—5)T (—%tr[v“gl (8)1; (5)]j(5‘5)

Berdasarkan bukti (1), maka:

& (8)=—1r[v6,(8)15(8)]
= g3 (6)

E| 8:(8)]=2.(0)
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LAMPIRAN 16

Pengujian Kenormalan

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnov? Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. Statistic df Sig.
pendapatan 144 15 .200* .940 15 .386

*. This is a lower bound of the true significance.

a. Lilliefors Significance Correction
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LAMPIRAN 17

Penaksiran Parameter pada General Linear Mixed Model Menggunakan

Software MATLAB 7.0.1.

clear;
tic;

syms dO0 dl;

X=([001; 01 0; 010; 010; 100;...
100, 100; 100; 001; 00 1;...

00 11L; 1 00, 01 0; 01 0; 0O 11,

Y = [267.80; 248.84; 247.89; 251.21; 276.48; ...
229.77; 231.92; 232.52; 219.36; 212.42; ...
181.26; 201.34; 143.37; 144.46; 186.87];

Z=[100; 1060, 100; 100; 100;...
010; 010; 01 0; 010; 01 0;...
001, 00 1; 000 1; 00 1; 00 17;

delta = [0.01; 0.011];

epsilon = [0.01; 0.01];

err = [1; 1];

R = dO*eye (15);

G = dl*eye(3);

O = R + Z*G*7';
a_cap = inv(X'*inv (0) *X) * (X'*inv (0O) *Y) ;

diffy(1l,:,:)

diff (0, do0);

diffy(2,:,:) = diff (0, dl);
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for j=1:2

p = diffy(j,:,:);

p = reshape(p, 15, 15);
S(j) = —-1/2*trace(inv(0)*p) + 1/2*(Y - X*a_cap)'*...
(inv (0O) *p*inv (0) ) * (Y-X*a_cap) ;
for k=1:2
q = diffy(k,:,:);
g = reshape (g, 15, 15);
L(j, k) = 1/2*trace((inv(0)*p) * (inv(0)*q));
end

end

while norm(err,inf) >= epsilon
nS = subs (S, {d0, dl}, {delta(l), delta(2)});

nL

subs (L, {dO0, dl}, {delta(l), delta(2)});

del = delta;

delta = del + inv(nL)*nS';

err = abs(delta - del);

end

R = delta(l) *eye(15);

@
Il

delta(2) *eye (3);

0 =R + 2*G*2';

a_cap = inv(X'*inv (0) *X) * (X'*inv (0O) *Y)

b_cap = G*Z'*inv (0) * (Y - X*a_cap)

y_cap X*a_cap + Z*b_cap
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Y - y_cap
t = toc;

fprintf ("Waktu: $f', t);

0

¥

ON
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LAMPIRAN 18

Tabel Perbandingan antara y dan y.

Pendapatan dari Pendapatan dari

Data Taksiran
267.8 272.6338
248.84 244.0388
247.89 244.0388
251.21 244.0388
276.48 286.1588
229.77 230.6414
231.92 230.6414
232.52 230.6414
219.36 217.1164
212.42 217.1164
181.26 180.4218
201.34 193.9468
143.37 151.8268
144.46 151.8268
186.87 180.4218
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LAMPIRAN 19

Tabel Error.

Error

-4.8338

4.8012

3.8512

71712

-9.6788

-0.8714

1.2786

1.8786

2.2436

-4.6964

0.8382

7.3932

-8.4568

-7.3668

6.4482
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LAMPIRAN 20
Penaksiran Mean Squared Error MSE) Empirical Best Linear Unbiased
Prediction (EBLUP) pada General Linear Mixed Model Menggunakan

Software MATLAB 7.0.1.

clear;
syms dO dl;
L =10; 1; 0];

Q = [0; O0; 1; 0; 0O; O];

001; 001; 00 1; 00 1; 0 0 1];

Y = [267.80; 248.84; 247.89; 251.21; 276.48;...
229.77; 231.92; 232.52; 219.36; 212.42; ...
181.26; 201.34; 143.37; 144.46; 186.87];

R = dO*eye (15);

G = dl*eye(3);

O = R + Z*G*Z';

e = L' - Q'"*G*Z'"'*inv (0) *X;

g2 = e*inv(X'*inv (0) *X) *e';

gl = Q'"*(G - G*Z'*inv (0) *Z*G) *Q;

Gl(l,:,:) = diff(gl, dO);
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Gl(2,:,:) = diff(gl, dl);

u = Q'*G*Z'*inv (0) ;

diffo (1, :,:)

diff (0, dO);

diffo(2,:,:) = diff (0, dl);
diffG(1,:,:) = diff (G, d0O);
diffG(2,:,:) = diff (G, dl);
for j=1:2

p = diffO(j,:,:);

p = reshape(p, 15, 15);

qa = diffG(j,:,:);
q = reshape(q, 3, 3);
U(3,:) = —inv(0)*p*u' + inv(0)*Z2*q*Q;

end

ib = X'*inv (0) *X;

IB(1,:,:)

diff (ib, dO);

IB(2,:,:) = diff(ib, dl);

a_cap = inv(X'*inv (0) *X) * (X'*inv (O) *Y) ;

diffid(1,:,:)

diff (0, dO);
diffid(2,:,:) = diff (0, dl);
for j=1:2

s = diffid (3, :,:);

]
Il

reshape (s, 15, 15);
S(j) = —-1/2*trace(inv(0)*s) + 1/2*(Y — X*a_cap)'*...

(inv (0) *s*inv (0) ) * (Y-X*a_cap) ;
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for k=1:2

o
I

diffid(k,:,:);

o
Il

reshape (t, 15, 15);

D(j,k) = 1/2*trace((inv(0)*s) * (inv(0) *t));

1B (1

end

end

g3 = trace (U*0*U'*1i

= 1/2*inv ‘

MSE = gl b g2

nMSE = s ’ 0

4

e " vJ
- @ v
—
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