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 Dalam tulisan ini akan dibahas penerapan metode pemulihan gaya dalam 

yaitu REP (Recovery By EquilibriumIn Patches) yang diperkenalkan oleh 

Zienkiewicz-Zhu untuk problem pelat lentur dengan menggunakan elemen DKMQ 

(Discrete Kirchoff Mindlin Quadrilateral). Penulisan kali ini akan menggunakan 

metode Interfaced Base Patch sebagai cara untuk pembentukan patch.  Metode ini 

digunakan untuk memperoleh solusi gaya dalam yang lebih baik dengan 

memanfaatkan konsep titik superkonvergen. Untuk elemen quadrilateral titik 

superkonvergen ini berimpit dengan titik integrasi Gauss. Metode REP-Interfaced 

Based Patch ini kemudian memanfaatkan metode Least Square Fit terhadap titik 

superkonvergen tersebut untuk memperoleh peningkatan akurasi solusi gaya dalam. 

Dalam tulisan ini akan disertai pula uji numerik di mana penulis menggunakan tiga 

metode pemulihan gaya dalam lainnya yaitu metode rata-rata langsung, metode 

proyeksi dan REP- Interfeced Based Patch sebagai perbandingan. 

                                                                                      

 

 

  

 

 

Implementasi metode ..., Almufid, FT UI., 2008.



 

Penelitian akan dilanjutkan dengan menggunakan keempat metode pemulihan 

gaya dalam yang telah disebutkan di atas sebagai pembentuk estimator error 

Zienkiewicz-Zhu (Z2) untuk mengestimasi error solusi elemen hingga. Pada bagian 

ini dengan didukung hasil uji numerik kita akan mencoba membuktikan bahwa 

metode pemulihan gaya dalam REP- Interfaced Based Patch, akan selalu 

menunjukkan estimasi error yang asimtotik eksak pada contoh kasus yang memiliki 

solusi eksak maupun yang tidak. Dalam uji numerik tersebut proses modelisasi 

struktur dilakukan dengan penghalusan jaringan elemen (mesh) tipe-h secara seragam 

maupun adaptif.  

 

 Dalam penelitian ini penulis menggunakan program Finite Element Analysis 

Program (FEAP) v7.1 sebagai program utama untuk melakukan uji numerik. Dalam 

program tersebut telah disertai subrutin formulasi elemen DKMQ dan Error 

Estimator Z2 yang ditulis dalam bahasa FORTRAN yang penulis dapatkan dari hasil 

penelitian sebelumnya. Dalam hal ini penulis cukup menambahkan subrutin yang 

terkait dengan perhitungan metode REP.  

 

Kata Kunci : Pelat Lentur, Elemen DKMQ, Recovery By Equilibrium in Patch,  

Interfaced Based Patch, Error Estimator, penghalusan tipe-h, penghalusan 

seragam dan adaptif, FEAP. 
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DAFTAR NOTASI 
 

SIMBOL MATEMATIKA 

[ ]   = matriks persegi dan bujursangkar  

{ }  = matriks kolom   

 = matriks baris 

[ ] 1−  = matriks invers 

 = determinan invers 

∑  = penjumlahan/jumlah 

≈  = kira-kira sama dengan  

∫   = integral 

  = ukuran atau norma 

SIMBOL LATIN 

[A]-1 = invers matrik [A] 

[A]T = transpose matrik [A] 

Db, Ds = koefisien kekakuan lentur dan geser 

E = modulus young 

fz = beban merata arah vertikal 

[ ]bH  = matriks Hooke lentur 

[ ]sH  = matriks Hooke geser 

[ ]J  = matriks Jacobian 

J  = determinan matriks Jacobian 

[ ]j  = invers matriks Jacobian 

 x Implementasi metode ..., Almufid, FT UI., 2008.



k = koefisien koreksi geser 

R = jari-jari lingkaran 

h, t = tebal elemen/pelat 

eke   = error eksak dalam norma energi total untuk seluruh daerah (domain)    

struktur (global) 

i
eke  = error eksak dalam norma energi total untuk elemen i (lokal) 

Me    = error ditinjau terhadap momen lentur  

σe  = error ditinjau terhadap tegangan  

Te   = error ditinjau terhadap gaya geser transversal 

i
ek
M

e   = error eksak dalam norma energi lentur untuk elemen i 

i
ek
T

e  = error eksak dalam norma energi geser untuk elemen i 

Ue   = error ditinjau terhadap peralihan untuk elemen i 

∗e   = estimator error global dalam norma energi dengan salah satu metode    

pemulihan gaya dalam 

i
e∗  = estimator error lokal dalam norma energi untuk elemen i dengan salah 

satu metode pemulihan gaya dalam 
ae   = estimator error global dalam norma energi dengan menggunakan 

metode rata2 
pre   = estimator error global dalam norma energi dengan menggunakan 

metode proyeksi 
SPRe   = estimator error global dalam norma energi dengan menggunakan 

metode SPR 

iMe∗  = estimator error lokal dalam norma energi lentur untuk elemen i    

   dengan salah satu metode pemulihan gaya dalam 
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iTe∗   = estimator error lokal dalam norma energi geser untuk elemen i dengan 

salah satu metode pemulihan gaya dalam 

ê  = error izin norma energi global dalam norma energi 

iê  = error izin dalam norma energi yang diprediksikan untuk masing-

masing       elemen 

e  = error solusi yang diperbaiki dalam norma energi 

p  = jumlah derajat polinomial aproksimasi elemen 

L  = operator diferensial linier 

[ ]k   = matriks kekakuan struktur 

[ ]bk   = matriks kekakuan lentur 

[ ]sk   = matriks kekakuan geser 

ekM  = fungsi gaya dalam momen lentur eksak 

ekT   = fungsi gaya dalam lintang eksak 

hM   = fungsi gaya dalam momen lentur solusi metode elemen hingga 

hT   = fungsi gaya dalam lintang solusi metode elemen hingga 

O(hp)  = tingkat konvergensi error solusi metode elemen hingga 

S   = operator differensial 

M*   = medan solusi gaya dalam momen kontinu 

Mp
SPR  = medan solusi gaya dalam dengan metode SPR 

uek   = vektor peralihan eksak 

uh   = vektor peralihan metode elemen hingga 
∗u    = vector solusi peralihan yang diperbaiki 

P   = vektor fungsi polinomial p 

a   = vektor least square pada patch lokal 

A   = matriks simetris hasil perkalian vektor P 

b   = vektor hasil perkalisan vektor P dan nilai gaya dalam pada titik Gauss 
pr
xM   = fungsi momen x setelah pemulihan dengan metode proyeksi 
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{ }pr
xi

M  = nilai momen x pada nodal i setelah pemulihan dengan metode 

proyeksi 

{ }pr
yi

M   = nilai momen y pada nodal i setelah pemulihan dengan metode 

proyeksi 

{ }pr
xyi

M  = nilai momen xy pada nodal i setelah pemulihan dengan metode 

proyeksi 

{ }pr
xzi

T   = nilai gaya lintang xz pada nodal i setelah pemulihan dengan metode       

proyeksi 

{ }pr
yzi

T   = nilai gaya lintang yz pada nodal i setelah pemulihan dengan metode 

proyeksi 

[ ]P   = matriks proyeksi tergumpal 

ixyyxi
MMMM **** =  = gaya dalam momen pada nodal struktur 

iyzxzi
TTT *** =  = gaya dalam lintang pada nodal struktur 

ixyyxi
MMMM **** = = nilai pemulihan gaya dalam momen dari setiap   

elemen yang bertemu pada nodal i 

iyzxzi
TTT *** =  = nilai pemulihan gaya dalam lintang dari setiap elemen 

yang     bertemu pada nodal i 
*
1i

M   = momen prinsipal maksimum 

*
2i

M  = momen prinsipal minimum 

eku   = dua kali energi regangan eksak struktur secara global 

i
eku   = dua kali energi regangan eksak per elemen 

i
u∗   = dua kali energi regangan elemen secara lokal yang diestimasi dengan 

metode pemulihan gaya dalam 
∗u   = dua kali energi regangan elemen secara global yang diestimasi 

dengan metode pemulihan gaya dalam 
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i
hu   = dua kali energi regangan tiap elemen i dari solusi MEH 

hu   = dua kali energi regangan secara global dari solusi MEH 

N   = matriks baris dari fungsi bentuk 

m  = jumlah elemen yang digunakan 

w = translasi arah vertikal 

SIMBOL YUNANI 

φ  = indikator error eksak struktur (dalam norma energi) 

φ*  = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan salah satu metode pemulihan gaya dalam 

φ = indikator error izin struktur (dalam norma energi) 

φh  = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan menggunakan metode rata2 

φpr  = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan menggunakan metode proyeksi 

φSPR = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan menggunakan metode SPR 

ξ,η   = variabel dalam koordinat natural  

ξi ,ηi  = koordinat natural dari titik i yang ditinjau 

Ω  = daerah (domain) dari masalah yang ditinjau, yang dapat berupa 

volume,         luas, dan sebagainya 

ζk = indikator penghalusan tiap elemen dalam norma energi dengan salah 

satu metode pemulihan gaya dalam 

σek   = fungsi tegangan eksak 

σh  = fungsi tegangan elemen hingga 

Θ* = indikator efektifitas 

βx, βy = rotasi bidang z-x dan z-y 

Φ = energi potensial total 

ν = konstanta rasio poisson 
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