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ABSTRAK 
 
Nama : Antoni Ridwan Lubis 
Program Studi  : Pascasarjana bidang Teknik  
Judul : 

IMPLEMENTASI METODE PPR 

DALAM MENGESTIMASI ERROR MEH 

STUDI KASUS : PELAT LENTUR DENGAN ELEMEN MITC 

 
Salah satu metode pemulihan solusi gaya dalam metode elemen hingga 

yang paling baru adalah metode Polynomial Preserving Recovery (PPR) yang 

diperkenalkan oleh Zhang (2004). Metode PPR merupakan metode pemulihan 

superconvergent dengan menggunakan patch sebagai media perhitungan seperti 

yang juga digunakan dalam metode Superconvergent Patch Recovery (SPR) yang 

sudah lebih dulu dikenal sebagai metode pemulihan dengan kinerja bagus.  

Uji numerik implementasi metode tersebut perlu dilakukan dalam 

mengestimasi error metode elemen hingga untuk pelat lentur dengan elemen 

MITC. Dalam penelitian ini uji numerik akan dilakukan dengan penghalusan 

jaringan elemen (mesh) tipe-h secara seragam dan adaptif. Hasil pengujian 

tersebut akan dibandingkan dengan tiga metode pemulihan gaya dalam lainnya 

yaitu metode SPR, metode REP, metode rata-rata langsung, dan metode proyeksi. 

Program utama yang akan digunakan dalam penelitian ini untuk melakukan uji 

numerik dimaksud adalah program UI-FEAP yang telah disertai subrutin 

formulasi elemen MITC dan Error Estimator Z2 yang ditulis dalam bahasa 

FORTRAN hasil penelitian peneliti lain sebelumnya. Penulis menambahkan 

subrutin yang terkait dengan perhitungan metode PPR. 

 

Kata Kunci :  

Pelat Lentur, Elemen MITC, Superconvergent Patch Recovery, Polynomial 

Preserving Recovery (PPR),  Error Estimator, penghalusan tipe-h, 

penghalusan seragam dan adaptif, UI-FEAP 
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ABSTRACT 
 
 
Nama : Antoni Ridwan Lubis 
Program Studi  : Pascasarjana bidang Teknik 
Judul : 

IMPLEMENTATION OF PPR METHOD 

IN ESTIMATING FEM ERROR 

CASE STUDY : 

PLATE BENDING WITH MITC ELEMENT 

 

One of the newly-published recovery methods in finite element method is 

the Polynomial Preserving Recovery (PPR) introduced by Zhang (2004). It is a 

superconvergent recovery method using patch as recovery media as done by 

Superconvergent Patch Recovery (SPR),  which has been well known as a good 

recovery method.  

A numerical study of the implementation of this method shall be carried 

out to estimate error in finite element analysis using MITC element. In this 

research, the numerical study will be performed by both uniform and adaptive h-

type mesh refinement. The result will be compared with three other recovery 

methods, i.e. SPR method, REP method, averaging method, and projection 

method. The main program to be used in the numerical study will be the UI-FEAP 

program, which has been enriched with MITC and Z2 error estimator subroutines 

written in FORTRAN programming language by other researchers. The 

subroutines related to PPR method shall be added in this regard. 

 

Key word:  

Plate bending, MITC element, Superconvergent Patch Recovery, Polynomial 

Preserving Recovery (PPR), Error Estimator, h-type refinement, uniform and 

adaptive refinement, UI-FEAP 
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DAFTAR NOTASI 
 

 
SIMBOL MATEMATIKA 

[ ]   = matriks persegi dan bujursangkar  

{ }  = matriks kolom   

 = matriks baris 

[ ] 1−  = matriks invers 

 = determinan invers 

∑  = penjumlahan/jumlah 

≈  = kira-kira sama dengan  

∫   = integral 

  = ukuran atau norma 

 

 

SIMBOL LATIN 

[A]-1 = invers matrik [A] 

[A]T = transpose matrik [A] 

Db, Ds = koefisien kekakuan lentur dan geser 

E = modulus young 

fz = beban merata arah vertikal 

[ ]bH  = matriks Hooke lentur 

[ ]sH  = matriks Hooke geser 

[ ]J  = matriks Jacobian 
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J  = determinan matriks Jacobian 

[ ]j  = invers matriks Jacobian 

k = koefisien koreksi geser 

R = jari-jari lingkaran 

h, t = tebal elemen/pelat 

eke   = error eksak dalam norma energi total untuk seluruh daerah (domain)    

struktur (global) 

i
eke  = error eksak dalam norma energi total untuk elemen i (lokal) 

Me    = error ditinjau terhadap momen lentur  

σe  = error ditinjau terhadap tegangan  

Te   = error ditinjau terhadap gaya geser transversal 

i
ek
M

e   = error eksak dalam norma energi lentur untuk elemen i 

i
ek
T

e  = error eksak dalam norma energi geser untuk elemen i 

Ue   = error ditinjau terhadap peralihan untuk elemen i 

∗e   = estimator error global dalam norma energi dengan salah satu metode    

pemulihan gaya dalam 

i
e∗  = estimator error lokal dalam norma energi untuk elemen i dengan salah 

satu metode pemulihan gaya dalam 
ae   = estimator error global dalam norma energi dengan menggunakan metode 

rata2 
pre   = estimator error global dalam norma energi dengan menggunakan metode 

proyeksi 
SPRe   = estimator error global dalam norma energi dengan menggunakan metode 

SPR 

REPe   = estimator error global dalam norma energi dengan menggunakan metode 

REP 
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iMe∗  = estimator error lokal dalam norma energi lentur untuk elemen i       

dengan salah satu metode pemulihan gaya dalam 

iTe∗   = estimator error lokal dalam norma energi geser untuk elemen i dengan 

salah satu metode pemulihan gaya dalam 

ê  = error izin norma energi global dalam norma energi 

iê  = error izin dalam norma energi yang diprediksikan untuk masing-masing  

     elemen 

e  = error solusi yang diperbaiki dalam norma energi 

p  = jumlah derajat polinomial aproksimasi elemen 

L  = operator diferensial linier 

[ ]k   = matriks kekakuan struktur 

[ ]bk   = matriks kekakuan lentur 

[ ]sk   = matriks kekakuan geser 

ekM  = fungsi gaya dalam momen lentur eksak 

ekT   = fungsi gaya dalam lintang eksak 

hM   = fungsi gaya dalam momen lentur solusi metode elemen hingga 

hT   = fungsi gaya dalam lintang solusi metode elemen hingga 

O(hp)  = tingkat konvergensi error solusi metode elemen hingga 

S   = operator differensial 

M*   = medan solusi gaya dalam momen kontinu 

Mp
SPR  = medan solusi gaya dalam dengan metode SPR 

uek   = vektor peralihan eksak 

uh   = vektor peralihan metode elemen hingga 
∗u    = vector solusi peralihan yang diperbaiki 

P   = vektor fungsi polinomial p 

a   = vektor least square pada patch lokal 

A   = matriks simetris hasil perkalian vektor P 

b   = vektor hasil perkalisan vektor P dan nilai gaya dalam pada titik Gauss 
pr
xM   = fungsi momen x setelah pemulihan dengan metode proyeksi 
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{ }pr
xi

M  = nilai momen x pada nodal i setelah pemulihan dengan metode proyeksi 

{ }pr
yi

M   = nilai momen y pada nodal i setelah pemulihan dengan metode proyeksi 

{ }pr
xyi

M  = nilai momen xy pada nodal i setelah pemulihan dengan metode proyeksi 

{ }pr
xzi

T   = nilai gaya lintang xz pada nodal i setelah pemulihan dengan metode       

proyeksi 

{ }pr
yzi

T   = nilai gaya lintang yz pada nodal i setelah pemulihan dengan metode 

proyeksi 

[ ]P   = matriks proyeksi tergumpal 

ixyyxi
MMMM **** =  = gaya dalam momen pada nodal struktur 

iyzxzi
TTT *** =  = gaya dalam lintang pada nodal struktur 

ixyyxi
MMMM **** = = nilai pemulihan gaya dalam momen dari setiap   

elemen yang bertemu pada nodal i 

iyzxzi
TTT *** =  = nilai pemulihan gaya dalam lintang dari setiap elemen yang  

   bertemu pada nodal i 
*
1i

M   = momen prinsipal maksimum 

*
2i

M  = momen prinsipal minimum 

eku   = dua kali energi regangan eksak struktur secara global 

i
eku   = dua kali energi regangan eksak per elemen 

i
u∗   = dua kali energi regangan elemen secara lokal yang diestimasi dengan 

metode pemulihan gaya dalam 
∗u   = dua kali energi regangan elemen secara global yang diestimasi dengan 

metode pemulihan gaya dalam 

i
hu   = dua kali energi regangan tiap elemen i dari solusi metode elemen hingga 

hu   = dua kali energi regangan secara global dari solusi metode elemen hingga 

N   = matriks baris dari fungsi bentuk 
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m  = jumlah elemen yang digunakan 

w = translasi arah vertikal 

 

SIMBOL YUNANI 

φ  = indikator error eksak struktur (dalam norma energi) 

φ*  = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan salah satu metode pemulihan gaya dalam 

φ = indikator error izin struktur (dalam norma energi) 

φh  = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan menggunakan metode rata2 

φpr  = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan menggunakan metode proyeksi 

φSPR = indikator error relatif struktur (dalam norma energi) dengan yang 

diestimasi dengan menggunakan metode SPR 

ξ,η   = variabel dalam koordinat natural  

ξi ,ηi  = koordinat natural dari titik i yang ditinjau 

Ω  = daerah (domain) dari masalah yang ditinjau, yang dapat berupa volume,         

luas, dan sebagainya 

ζk = indikator penghalusan tiap elemen dalam norma energi dengan salah 

satu metode pemulihan gaya dalam 

σek   = fungsi tegangan eksak 

σh  = fungsi tegangan elemen hingga 

Θ* = indikator efektifitas 

βx, βy = rotasi bidang z-x dan z-y 

Φ = energi potensial total 

ν = konstanta rasio Poisson 
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