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ABSTRAK

Nama : Ahmad Sabri
Program Studi  : Magister Matematika
Judul : Konstruksi Kelas Graf Tangga Umum Berlabel Total Busur-Ajaib

Super dengan Menggunakan Matriks Ketetanggamh)-Simpul
Antiajaib Busur

Kelas Graf Tangga Umum GThl(n) adalah graf lingkararC, dengan penambahan

(m-1)tali-busur, yang disebut busur partisi, dengan syarat tidak ada busur partisi yang
memiliki simpul persekutuan, tidak ada busur partisi yang saling bersilangan di sisi
dalam graf, dan setiap blok graf memiliki maksimal 2 busur partisi. Untuk
mengkonstruksi GTU(m) berlabel Total Busur Ajaib Super (TBAS), bobot busur partisi
yang ditambahkan adalamin{W} -1 atau max{W} +1, di manaW adalah himpunan
bobot busur dari GTW(m1). Berdasarkan bobot busur partisinya, GT,0i dapat
digolongkan menjadi 3 jenis yaitu GTiy(n dengan busur partisi berbobot minimal,
GTU(n,m dengan busur partisi berbobot maksimal, atau GTU(dangan busur partisi
berbobot kombinasi minimal dan maksimal. Di dalam tesis ini, konstruksi Kelas Graf
Tangga Umum GTU(mM) dilakukan dengan menggunakan matriks ketetanggaan
(a,1)-Simpul Antiajaib Busur (SAB). Pola pelabelan TBAS yang digunakan adalah pola
pelabelan TBAS untulC. dari Enomoto et al. (1998) untukganjil, dan pola pelabelan

TBAS untuk C' dari MacDougall dan Wallis (2003) untukgenap. Berdasarkan sifat-

sifat pada matriks ketetanggaan SAB untuk QTbjf, sifat-sifat dari kelas GTW(m
dapat diketahui

Kata Kunci:
graf tangga umum, pelabelan graf, total busur-ajaib super, simpul antiajaib busur
matriks ketetanggaan,
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ABSTRACT

Name : Ahmad Sabri
Program : Magister in Mathematics
Title : On The Construction of General Ladder Graph with Super Edge-

Magic Total Labeling by Usinga(l)-Edge Antimagic Vertex
Adjacency Matrix

General Ladder Graph class G is a cycle graphC_ added with (m-1)chords,

called as partition edges, by conditions that there are no partition edges sharing a vertex,
there are no partition edges crossing each other in the inner side of the graph, and every
block has maximum 2 partition edges. To construct Gilid(with Super Edge-Magic

Total (SEMT) labeling, the weight of the newly added partition edgmiigW} -1 or
max{W} +1, whereW is a set of edge weights of GTJit1). Based on the weight of
partition edges, GTW(m) is divided into three categories. There are QT with
minimum weight of partition edges, GTt{n with maximum weight of partition edges,

and GTUQ,m) with combination of minimum and maximum weight of partition edges.
The construction of General Ladder Graph class GTU(explained in this thesis is

done by usinga,l)-Edge-Antimagic Vertex (EAV) adjacency matrix. SEMT labeling
function for C from Enomoto et. al (1998) is used forodd, and SEMT labeling

function for C from MacDougall and Wallis (2003) is used foreven. Based on the

properties of EAV adjacency matrix for GTiUfn), the properties of GTU(n)rgraph
can be discovered.

Keywords:
general ladder graph, graph labeling, super edge-magic total, edge-antimagic vertex,
adjacency matrix
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Pelabelan graf adalah cabang dari teori graf yang terus berkembang sampai
sekarang. Banyaknya jenis pelabelan yang dapat digunakan untuk melabel berbagai
jenis graf, mengakibatkan banyak sekali kemungkinan pelabelan yang dapat
dilakukan. Salah satu jenis pelabelan adalah pelabelan Total Busur-Ajaib Super
(TBAS) atauSuper Edge Magic Total (SEMT). Survey yang dilakukan oleh Gallian
(2010) menunjukkan bahwa pelabelan TBAS untuk graf rantai dengan blok berupa
graf lengkap telah dibahas oleh Lee dan Wang dalam pracetak makalahnya. Namun,
belum ada penelitian tentang pelabelan TBAS untuk graf rantai dengan blok graf
lingkaran.

Pengkajian yang telah dilakukan penulis terhadap pelabelan TBAS untuk graf

rantai dengan 2 blok lingkara@, 6 dan C , dimana3<ms< 6dan3<ns< 6, hasil

diperoleh adalah graf-graf tersebut tidak memiliki pelabelan TBAS. Hipotesa penulis
adalah tidak terdapat graf rantai dengan 2 blok lingkaran yang TBAS.

Jika dilakukan modifikasi pada konstruksi graf rantai, yaitu di mana setiap blok
yang bertetangga tidak dihubungkan oleh sebuah simpul persekutuan, namun oleh
sebuah busur persekutuan, maka graf yang terbentuk menyerupai graf lzacdga (
like graplh), atau dalam tesis ini disebut graf tangga umgenéral ladder graph).

Dari penelusuran pada survey yang dilakukan Gallian (2010), belum ada pembahasan
tentang pelabelan TBAS pada kelas graf ini.

Graf tangga umum dengan 2 blok adalah isomorfik dengan graf lingkaran dengan
sebuah tali-busurcycle with a chorj] untuk selanjutnya disebut graf lingkaran
bertali-busur. Penelitian yang dilakukan MacDougall dan Wallis (2003) tentang
pelabelan TBAS pada graf lingkaran bertali-busur, dapat diterapkan pada graf tangga
umum dengan 2 blok.
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Dalam makalah yang sama, MacDougall dan Wallis menyertakan semua
kemungkinan pelabelan TBAS untuk semua graf lingkaran bertali busur dengan
simpul, di manad <n<10.

Gagasan yang timbul adalah bagaimana merumuskan konstruksi graf tangga
umum yang TBAS. Pada penelitian awal yang dilakukan penulis, matriks
ketetanggaan sebagai representasi graf secara aljabar dapat digunakan karena matriks
ini dapat secara jelas menampilkan pola pelabelan TBAS dari Enomoto dkk (1998)
pada graf lingkaran, atau dari MacDougall dan Wallis (2003) pada graf lingkaran

bertali-busur..

1.2. Perumusan dan Batasan M asalah

Masalah yang akan dibahas dalam tesis ini dirumuskan sebagai berikut:
1. Bagaimanakah sifat-sifat kelas graf tangga umum yang memiliki
pelabelan TBAS?
2. Bagaimana konstruksi graf tangga umum yang memiliki pelabelan TBAS
dengan menggunakan matriks ketetanggaan?
Dengan batasan berikut:
1. Untuk order ganjil, pelabelan TBAS menggunakan pola pelabelan graf
lingkaran dari Enomoto dkk (1998)
2. Untuk order genap, pelabelan TBAS menggunakan pola pelabelan graf
lingkaran bertali-busur dari MacDougall dan Wallis (2003)

3. Jenis graf adalah terhubung, sederhana, dan tidak berarah

1.3. Tujuan Penulisan

Setelah membaca tulisan ini, pembaca diharapkan dapat::
1. Mengenal kelas graf yang baru yaitu kelas graf tangga umum
2. Mengetahui dan memahami sifat-sifat kelas graf tangga umum yang
memiliki pelabelan TBAS, berdasarkan batasan-batasan yang telah

disebutkan di atas.
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3. Mengkonstruksi kelas graf tangga umum yang memiliki pelabelan TBAS,

berdasarkan batasan-batasan yang telah disebutkan di atas.

1.4. Metode Penelitian
Penelitian dilakukan dengan cara:
1. Melakukan tinjauan literatur terhadap makalah dan buku teks yang terkait
dengan bidang ini, termasuk literatur yang terdapat di internet
2. Menemukan dan mengembangkan teorema-teorema yang mendasari
penelitian, baik secara mandiri maupun hasil diskusi dengan peneliti

lainnya
1.5. Sistematika Penulisan
Uraian dalam tesis ini dituliskan menurut sistematika berikut:

Bab 1 : Pendahuluan, mengungkap latar belakang, masalah dan tujuan pembahasan

Bab 2: Landasan Teori, membahas dasar-dasar Teori Graf, berbagai jenis graf, graf

tangga umum, dan pelabelan

Bab 3: Pelabelan Total Busur-Ajaib Super (TBAS), membahas secara lebih

mendalam tentang pelabelan TBAS dan sifat-sifatnya

Bab 4: Konstruksi Graf Tangga Umum, membahas penggunaan matriks ketetanggaan

untuk mengkonstruksi graf tangga umum dan mengungkap sifat-sifatnya

Bab 5: Kesimpulan dan Saran, menyimpulkan hasil pembahasan dan uraian, serta

merangkum masalah-masalah terbuka yang dapat diteliti lebih lanjut.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

2.1. Teori Graf

Definisi-definisi dasar berikut ini didasarkan pada Deo (1974). Sebuah graf
G=(V(G), H Q) denganp simpul danq busur terdiri dari himpunan simpul
V(G)={V,..., v} #0 dan himpunan bus&(G)={s,..., g}, dengan setiap busur
menghubungkan dua simpul yang disebut titik ujuagdpoints). Busur dinotasikan
sebagaie=(uy, YO H Q, denganu,vV(G). Dalam hal ini, dikatakan simpuwl
bertetangga ddjacen} dengan simpuV. Untuk selanjutnya, graG = (V(G), E Q)
dituliskan sebagai graiG, himpunan V(G) adalah himpunan simpul dengan
p =|V(G) |, himpunarE(G) adalah himpunan busur dengas| E(G) |.

Sebuah gelungldop) adalah sebuah busur dengan titik ujung yang sama.
Busur bergandanfultiple edgesadalah busur-busur yang memiliki pasangan titik
ujung yang sama. Sebuah graf sederhamaple graph adalah graf yang tidak
memiliki gelung ataupun busur berganda.

Suatu graf dikatakan berhingdaite) jika himpunan simpul dan himpunan
busurnya berhingga. Jika tidak demikian, maka dikatakan graf tidak
berhinggal.ffinite).

Sebuah jalanwalk) dengan panjandg adalah barisan simpul dan busur
v, €, \, &,..., €, ysedemikian sehingge = v_ y untuk1<i<k . Jika jalan tersebut
tidak memiliki busur yang berulang, maka disebut jattil). Jalur tanpa simpul
yang berulang disebut lintasapath). Banyaknya busur yang dilewati oleh jalan
terpendek yang menghubungkan simpulany; disebut jarakdistancg antarav; dan

vj, dan dinotasikan sebagafyv,v,). Sebuah graf dikatakan terhubungprinecteyl

jika terdapat jalan yang menghubungkan sebarang 2 simpul pada graf tersebut.
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Diberikan dua grafG = (V(G), E G)dan G* =(V( &), E G)) . Kedua graf
tersebut dikatakan isomorfik jika terdapat bijekgi:V(G) - V(G), di mana
(UVOEG o (¢(u,9(V)0 E @), untuk semudu,Vv)d E(G) (Diestel, 2006).

2.2. Beberapa Kelas Graf Sederhana

Terdapat berbagai jenis kelas graf sederhana. Tiga di antaranya adalah:

2.2.1 Kelas Graf LingkararQycle Graph

Graf lingkaran dengam simpul, dinyatakan sebag& ,n=>3, adalah graf
dengan simpul-simpulv,V,,...,v, dan busur-busur(v;,V,), (V,, %), ..., (\_, , ¥ )Jdan

{v, v} . Sebagai contoh, graf lingkar@p ditunjukkan pada Gambar 2.1

Gambar 2.1Graf Lingkaran G

2.2.2. Kelas Graf Lingkaran Bertali-bus@ycle with a Chord Graph
Graf lingkaran bertali-busur dibentuk dari sebuah graf lingkaran, dan
menambahkan sebuah busuw, di mana simpulu dan v sebelumnya tidak

bertetangga.
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Gambar 2.2Graf Lingkaran Bertali-
busur C;

MacDougall dan Wallis (2003) memperkenalkan no@gintuk menyatakan

graf lingkaran bertali-busur yang dihasilkan dari g@fdan sebuah busur yang

menghubungkan dua simpul berjatak #1. Busur demikian dinamakaali busur,

dan dikatakan memiliki panjartgGambar 2.2 menunjukkan adalah representasi graf
lingkaran bertali-busuC,
Sebuah tali busur dengan panjdraglalah juga tali busur dengan panjanig

Hal ini berarti, panjang tali busur dapat dibatasi sampauntuk n genap, dan

% (n=1) untukn ganjil.

2.2.3 Kelas Graf LengkaCbmplete Graph
Graf lengkap dengamsimpul, dinyatakan sebag&i. , adalah graf sederhana

dengan setiap pasang simpul dihubungkan oleh tepat sebuah busur. Gambar 2.3

menunjukkan graf lengkap dengar= 7

Gambar 2.3Graf Lengkap K
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2.3.Kelas Graf yang Dibentuk dari Beberapa Blok
2.3.1. Kelas Graf RantaCpain Grapl)

Graf rantai adalah graf dengan blok d8afB,,..., B, sehingga untuk setiap

Bi dan Bi;; memiliki sebuah simpul persekutuan sedemikian sehingga graf titik-

potong blok block cut-point grapjinya adalah sebuah lintasan (Barrientos, 2002)

Barrientos (2002) mendefinisikan notasG-snakeuntuk menyatakan graf
rantai dengan setiap bloknya isomorfik denganNamun notasi ini tidak dapat
merepresentasikan graf rantai dengan blok yang berbedailmxiaan Wang (pp)

mendefinisikan notasCK(n;(g,..., 8 ))untuk menyatakan graf rantai dengablok,
dengan bloknya secara berurutan adalah graf lergkag, ,...,K, . Notasi Lee dan

Wang ini dapat merepresentasikan graf rantai blok graf lengkap dengan order
berbeda. Contoh berikut adalah graf rai@#i(3; (3, 4,5))dan graf rantaBC,-snake

(@)

(b)
Gambar 2.4(a) Graf rantai blok lengkajCK (3; (3, 4,5))
(b) Graf rantai blok lingkaran3C,-snake
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Graf kC, - snak@dalah salah satu bentuk dari kelas graf rantai. Barrientos
pada tahun 2001 mendefinisikan konsep linieritas pada &@f— snake Untuk
k >3 dann> 3, terdapat lebih dari satu varidst, — snake. Graf kC, — snakeadalah
linier jika jarak antara 2 simpul persekutuan dalam blok yang sama adg|lahaka
dikatakan graf tersebut adalah linier (Gallian, 2010).

Graf 3C, - snakepada Gambar 2.4b adalah linier. Definisi tersebut dapat

digeneralisasi untuk ukuran blok yang berbeda-beda. Contohsgedi non-linier

ditunjukkan pada Gambar 2.5

(@)

(b)

Gambar 2.5 (aBC, — snake non-linier
(b)XC, 6.4 5~ Snakenon-linier
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2.3.2. Kelas Graf Tanggaddder Graph

Graf tangga L,=P,xB adalah graf dengarV(G)={y, y:1< i< 1} dan
E(G)={(u, u,),(V, v): 1< i B {( y ¥y:1< K h Selain itu terdapat variasi
graf tangga lain dengan notasilL,, n=2, yaitu graf yang dibentuk dengan
melengkapi L, dengan busur-busufu,,v,,), untuk 1<i<n-1 (Baca dan Miller,

2008). Perbedaannya dengan graf rantai adalah antar blok pada graf tangga

dihubungkan oleh sebuah busur persekutuan. Gambar 2.6 menunjukkan representasi

graf LydanLs
(@)

(b)

Gambar 2.6: (afraf tanggals
(b) Graf tanggal s

2.3.3. Kelas Graf Tangga Umui@éneral Ladder Graph

Definisi 2.1: Graf Tangga Umum GTW(m) adalah graf lingkararC, yang dipartisi

menjadim blok graf lingkaran dengan penambah@n—1)tali-busur, yang disebut busur

partisi, dengan syarat tidak ada busur partisi yang memiliki simpul persekutuan, tidak ada
busur partisi yang saling bersilangan di sisi dalam graf, dan setiap blok graf memiliki

maksimal 2 busur partisi.
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Parametem menyatakan jumlah blok graf yang terbentuk dari penambahan
(m-1)busur partisi dengan mengikuti syarat yang disebutkan pada Definisi 2.1 di
atas. Setiap blok graf pada GTLI{) adalah graf lingkaran.

Berdasarkan order bloknya, GTU dapat diklasifikasikan menjadi

1. GTU homogen, jika seluruh bloknya berorder sama
2. GTU non homogen, jika terdapat minimal sebuah blok dengan order berbeda
dengan blok lainnya
Kelas GTUA,m beranggotakan semua graf tangga umum dengsimpul danm
blok.
Gambar 2.7 menunjukkan beberapa contoh graf tangga umum

(a) (b)

(c) (d)

Gambar 2.7 (ajGraf tangga umum homogen dengan blBk; (b) Graf tangga umum
homogen dengan blok,; (c) Graf tangga umum non-homogen dengan KIQkC;, C,, C;;
(d) Graf tangga umum non-homogen dengan KIQkC,, C;, C,, G

Seperti halnya pada graf rant&C — snak¢ graf tangga umum dapat

dikategorikan sebagai linier atau non-linier. Linieritas pada graf rantai

kC, — snakdidasarkan pada jarak antara dua simpul persekutuan blok. Pada graf

Universitas Indonesia

Konstruksi kelas..., Ahmad Sabri, FMIPA Ul, 2011



11

tangga umum, linieritas didasarkan pada jarak minimal antara simpul pada kedua
busur persekutuan pada blok yang bertetangga. Secara formal, konsep linieritas pada

graf tangga umum didefinisikan sebagai berikut:

Definis 2.2 (Linieritas pada Graf Tangga Umum): Untuk m>3, 2<i<m-1, dan
B adalah blok ke; (u,v)J B dan @ 'v '] B adalah busur-busur persekutuan yang
terdapat pada blok ke- Sebuah GTU{,m dikatakan linier jika

min(@(u,u’),0 (v,v) (U, V)2 (v u-))ﬂIV(za) I, J

Semua GTU pada Gambar 2.7 adalah linier karena memenuhi Definisi 2.2.
Gambar 2.8 menunjukkan contoh GTU non-linier. Pada GTU ini, untuk busur

persekutuan pada blok ke-2 diperolemin(@(u,u"),d(v,v"),0 (u,Vv)0 (v, u))=
min(l,3,2,4F :, dan {%Bm—lJ =P2—1J = 2, sehingga tidak memenuhi Definisi

2.2. Hal yang serupa juga terjadi untuk blok ke-3.

Gambar 2.8: GTU non-linier
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2.4. Pelabelan Graf

Pelabelan graf A adalah sebuah pemetaan dari elemen-elemen graf
G =(V(G), H Q) ke himpunan suatu entitas (biasanya integer positif). Di dalam tesis
ini, kodomain dibatasi hanya pada integer positif. Jika domain dadalahV(G),
maka pelabelannya disebut pelabelan simpul. Jika domainl dadalahE(G), maka
pelabelannya disebut pelabelan busur. Dan jika domainddadalahV (G) 0 E(Q),

maka pelabelannya disebut pelabelan total.

Dua jenis pelabelan yang digunakan di dalam tesis ini adalah yaitu pelabelan
Super Edge-Magic TotdSEMT) atau Total Busur-Ajaib Super (TBAS), dadge
Antimagic VerteXEAV) atau Simpul Antiajaib Busur (SAB).

2.4.1. Pelabelan Total Busur-Ajaib Super (TBAS)

Pelabelan TBAS diperkenalkan pertama kali oleh Enomoto dkk pada tahun
1998. MacDougall dan Wallis (2003) menyebut pelabelan ini sekagaigly edge-
magic Sejak pelabelan ini diperkenalkan, telah banyak peneliti yang meneliti

keberadaan pelabelan ini pada berbagai kelas graf (Gallian, 2010)

Definiss 2.3 (Pelabelan Total Busur Ajaib Super): Diberikan graf
G=(V(G), Q) dengan p simpul dan g busur. Sebuah fungsi
bijektif A/:V(G) T E(G - {1,2,....,p+ ¢, di mana:V(G) - {1,2,...,p}, disebut
pelabelan Total Busur-Ajaib Super (TBAS) jika terdapat sebuah konstanta iateger
sedemikian sehingglu) + A(V) + A((u, V) = <, untuk setiap(u, v) ] E(G). Konstanta
sdisebut konstanta ajaib. (Enomoto dkk, 1998)

Gambar 2.9 menunjukkan contoh beberapa graf yang memiliki pelabelan TBAS
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1 11 4 10 2 9 5 8 3 7 6
° ° ° ° ° °
1 (@) 3 12 2
10 9
4 13 9
3
b 0l 6
(b) 5 g (c)
11 7
5 4 2
1 W
Gambar 2.9: Graf dengan pelabelan TBAS B) dengan konstanta ajag= 16;
(b) C,, dengars = 14; (c) CZ, dengars = 17

2.4 3. Pelabelara(d)-Simpul Antiajaib Busur (SAB)
Pelabelan g,d)-SAB diperkenalkan oleh Simanjuntak, Bertault, dan Miller,
pada tahun 2000.

Definis 2.4 (Pelabelan (a,d)-Simpul Antiajaib Busur) (Simanjuntak, Bertault,
Miller, 2000): Pelabelan (a,d)-Simpul Antiajaib Busur dari sebuah
G=(V(G), E(G)dengan p=|V(G)|dan q=|E(G)|adalah pemetaan satu-satu
f:V(G) - {1,2,..., ppsedemikian sehingga himpunan bobot busur dari semua busur
di G, yait{ f(u) + f(V:(u vy 0O K G}, adalahW ={g a+ d a+t2 d..., a (g 1) g,

di manaa >0dan d = 0adalah konstanta integer (Baca dan Miller, 2008).

Secara khusus, jikal = 1, maka W ={3a a+l, a+2,...,a+ (¢ 1)}, yang
berarti elemen-elemaw adalah berurutan. Pada tahun 2003, Baca dkk. membuktikan
bahwa jika grafc memiliki pelabeland,1)-SAB, makaG adalah graf TBAS (Sugeng
dan Xie, 2005). Untuk selanjutnya pelabelaj-SAB disebut pelabelan SAB

Jika pelabelan SAB diterapkan pada graf yang terdapat pada Gambar 2.9,

maka diperoleh pelabelan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.10. Perhatikan
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bahwa pola pelabelan simpul sama dengan pola pelabelan simpul pada pelabelan
TBAS

1 4 2 5 3 6
° ° ° ° ° °
1 (@) 3 2
3 4
1 6
5 2
) 5 © 4
Gambar 2.10: Graf dengan pelabelan SABRa)(b) C,; dan (c)C?

2.5. Matriks K etetanggaan (Adjacency Matrix)
Matriks ketetanggaan merupakan representasi graf secara aljabar. Matriks ini

sangat penting peranannya di dalam mengkonstruksi GiJ(

Definis 2.5 (Matriks Ketetanggaan): Diberikan sebuah gralG =(V(G), E G),
denganVv(G) ={\, v, ..., ¥}. Matriks ketetanggaah dari grafG adalah matriks yang

elemen-elemennya memenuhi syarat berikut:

i

_|Ljika & v )UE(G)
0, jika tidak demikian
dengan = 1,.n , dgn= 1n.

Matriks ketetanggaan bersifat simetrilg, =@, , karena (v,v,)=(v,Y).

Definisi di atas adalah independen terhadap label dari simpM(G)). Untuk
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mengakomodasi sifat-sifat(V (G)) pada matriks ketetanggaan, definisi berikut akan

memenuhi:

Definiss 26 (Matriks Ketetanggaan (a,1)-SAB): Diberikan sebuah graf
G=(\V(G),HQG), dengan V(G)={\ V..., V}, himpunan bobot busur

W={A(Y)+A)[(y YO EG FO,..,n FO0,..n danG graf SAB. Matriks

ketetanggaan SAB dari G adalah matriks yang elemen-elemennya memenuhi syarat
berikut:

1]

_JLjkai+jOW dang™i()d" jOPE G )
0, jika tidak demikian
untuki = 1,...n , dap= 1,.n,

Untuk selanjutnya, setiap penyebutan matriks ketetanggaan mengacu kepada
matriks ketetanggaama,l)-SAB.

Elemen-elemen pada sebuskew diagonal dari matriks ketetanggaAn
terdiri dari elemen 0 semua, atau terdapat tepat dua elemen 1 dalam posisi yang
simetrik terhadap diagonal utama. Himpunan bobot bMgwdalah integer yang
berurutana,a+1,...,a+ g= 1 untuk suatu integer posit# Bobot busurd(v,) + A(V,)
sama dengan jumlah label simpul pakew diagonal matriks ketetanggaan yang
memiliki elemen 1 (Sugeng dan Xie, 2005).

Sebagai ilustrasi, diberikan sebuah g@f dengan pelabelan SAB seperti

ditunjukkan pada Gambar 2.11 berikut
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Gambar 2.11: Gra€,dengan pelabelan SAB

Himpunan bobot busurnya adalahV ={5,...,11}, dengan matriks

ketetanggaan sebagai berikut:

Skew diagonal

Label simpul, [

Av) N
2

/j
1
6

7

~ ~ ~ [ [N ~ f-\l ~I1

PR oo

1 =l U

Angka-angka pada judul baris dan kolom adalah label dari simpul, dan bukan
menjadi bagian dari matriks ketetanggaan itu sendiri.

Terlihat bahwa setiapkew- diagonamatriks di atas hanya terdiri dari elemen
0 semua atau terdapat tepat satu pasang elemen 1 secara simetrik terhadap diagonal
utama. Bobot sebuah busur adalah penjumlahan dari baris dan kolom, yaitu label dari

simpul yang dihubungkan oleh busur tersebut.
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Untuk selanjutnya, penyebutan busur didasarkan atas label dari simpul yang

dihubungkan oleh busur tersebut. Bus(p,q), yang direpresentasikan sebagai
a,, =1 pada matriks ketetanggaan, adalah busur yang menghubungkan gimpul

dergan simpub, di manaA(u) = p, danA ()= g. Bobot dari busur ini adalap+q.

Pada Bab 3 akan dibahas secara lebih mendalam tentang pelabelan TBAS

beserta sifat-sifatnya.
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BAB 3
PELABELAN TOTAL BUSUR AJAIB SUPER

Pada Bab ini, sifat-sifat dari pelabelan TBAS yang telah didefinisikan pada
Bab 2, dibahas secara lebih terinci. Terdapat lebih dari satu kemungkinan fungsi
pelabelan TBAS untuk sebuah graf TBAS (MacDougall dan Wallis, 2003). Di
dalam tesis ini A yang digunakan adalah berdasarkan pola Enomoto dkk (1998) dan
MacDougall dan Wallis (2003), yang diterapkan masing-masing untuk graf lingkaran

dan graf lingkaran bertali busur.

3.1 Sifat-sifat Pelabelan Total Busur Ajaib Super
Pelabelan TBAS terinduksi dari pelabelam1}-SAB, selanjutnya disebut
pelabelan SAB, karena setiap graf TBAS memiliki pelabelan simpul yang ekivalen

dengan pelabelam,l) SAB. Teorema 3.1 menjelaskan hal tersebut.

Teorema 3.1 (Baca dkk, 2003): Jika grdd = (V(G), E(G) memiliki pelabeland,1)
SAB, makaG adalah graf TBAS

Bukti:
Misalkan f:V(G) - {1,2,..., ptadalah pelabelan SAB untuk grab, dengan

himpunan  bobot busur W={g a+l,...,a+ 1. Dengan menetapkan

AV(G)) = f(V(G) danA((u,v)) = p+ a=-( f(u+ f(Yy- 3 (u YD E G, maka f
menginduksikan pelabelan TBABV(G) 0 E(Q - {,..., g { pH,... p+ a1,

Untuk selanjutnya, pelabelaa,{) SAB disebut pelabelan SAB, dan graf yang
memiliki pelabelang,1) SAB disebut graf SAB.
Terdapat batas maksimal jumlah busur untuk membentuk sebuah graf TBAS,

yang dijelaskan oleh Teorema 3.2 berikut.
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Teorema 3.2: Jika sebuah graf nontriviac = (V(G), E( Q) adalah TBAS, maka
g<2p-3 (Enomoto dkk., 1998)

Bukti:
Dengan memperhatikan label terkecil dan terbesar dari semua simpul dan semua
busur, maka konstanta ajalharus memenuhi:

(AU + AV i + AUV g € S (ACY+AC Py + A UK,
sehingga diperoleh:

1+2)+(ptq)s ss (pt (p-1)+ (pt1)

3+p+q<s3p
gs2p-3

Keberadaan pelabelan TBAS pada graf lingkaran dan graf lingkaran bertali-
busur telah dibuktikan oleh Enomoto dkk (1998) serta MacDougall dan Wallis
(2003). Pembuktian ini diperlukan, karena kedua jenis graf ini digunakan dalam
konstruksi graf tangga umum. Teorema 3.3 berikut adalah pembuktian yang

dimaksud.

Teorema 3.3: Sebuah graf lingkara@, adalah TBAS jika dan hanya jikaganjil.
(Enomoto dkk., 1998)

Bukti:
Misalkan terdapat pelabelan TBABuntuk C, dengan konstanta ajasbMaka:

sn= Y {AU +AY + AU W)

(uVDE(G,)

=23 AW+ S AU,v)

uov(C,) (uVOE(G,)

(Bn+1)n
2

=n(n+1)+
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3n+1

diperoleh:s= n+1+

Karenas integer, maka?’nTﬂ:s— n—ladalah integer. Hal ini dapat dipenuhi jika

ganjil.

Untuk pernyataan konvers, misalkann=2r+1 adalah integer ganijil,
V(C)={Y \v...y} dan E(C)={(v v.)|1=sisn-0{( vy, Y} . Didefinisikan
fungsi pelabelan berikut:

i+l
, Jikai ganjil
g & { piz2
=%, jikai genag

M%) = 2n
A((V,v,,))=2n—i, untuk K isn-:
Selanjutnya akan ditunjukkan terdapat sebuah konstsnta(u)+A(VM+A((u V),
untuk semuéu, v) L1 E(C):
Untuki ganjil, 1<i<n-2:
A+ A0) + AV, Vo)) = (122) + (r + ©222) + (2n-i)

=2n+r+2
=22 (karena =13 )

Untuki genap,2<i<n-1:

/](\/I)+/]( +1)+A((\{’V+1)) ( +|+2) ((i+]2-)+l)+2n_|
=2n+r+2
Untuki = n:
AW) +A) +A(%, W) = (22) +(1) + n

Dapat disimpulkan bahwal adalah pelabelan TBAS untu€, , n ganjil, dengan

konstanta®32 (Enomoto dkk., 1998) O
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Pencarian secara komprehensif dengan bantuan komputer, menunjukkan

terdapat banyak kemungkinan pelabelan TBAS untuk se4ah ganjil, ataupun
untukC', n genap (MacDougall & Wallis, 2003). Sebagian besar tdianya
memiliki pola tidak teratur, sehingga menyulitkan dalam membuat konstruksi yang
berlaku umum untuk berbagai nilar. Solusi yang diambil adalah dengan
merggunakan pola pelabelan TBAS untdk, n ganjil, yang diperkenalkan oleh
Enomoto dkk.(1998), dan pola pelabelan TBAS unt@, n genap, yang

dipekenalkan oleh MacDougall dan Wallis (2003) Teorema berikut mengungkap

pola pelabelan yang dimaksud.

Teorema 3.4 (Pelabelan TBAS-C, dan TBAS-C!): Untuk r0l, pelabelan

simpulA berikut menginduksikan pelabelan TBAS pada graf yang disebutkan:

Jenis (1) Untukc=C,, n=2r+1, r 21, rdl , V(G)={V, \%,..., \},
E(G) ={(V Y 1= is = 1{( v, ¥} :

o jikai ganiil

r+42 jikai genag

A(w):{

dengan =1,2,...n
(Enomoto dkk, 1998)

Jenis (2) UntukG=C, n=4r, r =1, r 01 ,t = 2(mod4, V(G) ={V, ..., V},

E(G) ={(v v) 0= is =B I{('y, ¥} H( ¥ W)

2r +3i, jikai genap, i < r2- 2

31, jikai genap, R<i< &

(i +1), jikai ganjil, i< -1
2r+3(+1), jikai ganji 2r+1<i<4 -1

Av) =

(MacDougall dan Wallis, 2003)
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Jenis 3) UntukG=C}, n=4r+2, r=22,r 0l , t =2,6ataut ganjil selain 1 dan
V(G)={\% %.... ¥}, E(G) ={(V, v.) 0= is n-B0{( v, v} H( ¥ W}

2r+4, jikai = 2
4r + 2, jikai = 4
r+2, jikai=2

r+3, jikai=2 + 2

‘ 2r+1i+2, jika 6<i< 2 - 2j genap
2r+1i, jika 2 +4<i < 4+ 2| genap
1(i+1), jikal<i< 2 + 1i ganijil
1(i+5), jika 2 + 3<i < 4 + 1j ganijil

(MacDougall dan Wallis, 2003)

Bukti:
Untuk setiap pendefinisiaa di atas, akan dibuktikan bahwa anggota himpunan bobot
busur W adalah berurutan, yang beranti pelabelan SAB, sehingga berdasarkan

Teorema 3.14 menginduksikan pelabelan TBAS pada G

Jenis (1)
Untuk A berjenis (1), himpunan bobot busur yang didapat adalah:
Untuki ganjil, 1<i<n -1, bobot busufv,v,,)adalah:

Vidy = A() + A(Y0) =(i%lj+(r +iL23j:i +2+r,

Untuki genap bobot busuw, v,,) adalahv,v,, = ( r +¥j + (%} =i+2+r
Untuki = n, bobot busur(v;, v,,) adalah:

r+2

n+1 n+3 (2r+1)+ 3
vnvle(vn)m(\o:(Tjﬂ: : - 2) .

Diperoleh, himpunan bobot busw ={r+2} ( r 2 +i i =1,...,.n-1, r =1}
W berurutan dengan rentang nitat 2 sampar +n+ 1
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Jenis (2):

Untuk A berjenis (2), label simpul adalah bilangan 1 sampaiah himpunan bobot
busur Wadalah {2r +1,...,& + }-{4r +1} . Nilai 4m+1 disebut missing weight
karena tidak diperoleh pada busur lingkaran.

Missing weightini dipenuhi oleh tali busur dengan panjasm— 2, yaitu (v;,Vv,,_;),
untuk i ganjil danl<i < 2m-1. Tali busur ini memiliki bobot busudm+1, sehingga
anggota himpunaw berurutan (MacDougall dan Wallis, 2003).

Jenis (3)
Untuk A berjenis (3), label simpul adalah bilangan 1 sampait 2, dan terdapat

missing weightdr + 3pada himpunan bobot busiissing weighini dipenuhi oleh
tali busur:

(Voju1s Va5 ) UNtUk j =1,...r , yaitu tali busur dengan panjarg3(mod 4,
atau

*  (VyugjenVarq), Untuk j=1..r-35 vyaitu tali busur dengan panjang
=1(mod 4), selain 5, atau

o (v, Vv,)atau (V,_, Vy,,), Yaitu tali busur dengan panjang 2 atau 6

(MacDougall dan Wallis, 2003).

Dengarr 21, matriks ketetanggaan dari gr&, , n=2r+1, dengan A
berjenis (1), memiliki pola yang hampir serupa dengan matriks ketetanggaan dari graf
C., n=4r, denganA berjenis (2). Hal ini akan dibahas pada Bab 4. Uniuk
berjenis (3), matriks ketetanggaan d&jj, n=4r+2, memiliki pola yang sangat

berbeda dengan matriks ketetanggaan dari kedua jenis graf yang telah disebut
terdahulu. Atas dasar hal tersebut, konstruksi GiJid(yang dibahas di dalam tesis

ini dibatasi untukn = 2r +1 dan untukn =4r .

Universitas Indonesia

Konstruksi kelas..., Ahmad Sabri, FMIPA Ul, 2011



24

Untukn=2r +1, pelabelan TBAS pada GTk(n menggunakam jenis (1),
dan disebut sebagai GTtJ(n) berlabel TBASC,. Untuk n=4r, r 21, pelabelan

TBAS pada GTUg,m menggunakan jenis (2), dan disebut GTU(m berlabel
TBAS-C; .

3.2. Graf yang Ekivalen-SAB

Misalkan A adalah matriks ketetanggaan,1()-SAB, selanjutnya disebut
mariks ketetanggaan, dari sebuah graf SAB berordedika sepasang elemen 1
digeser sepanjangkew-diagonalnya secara simetrik terhadap diagonal utama, maka
diperoleh matriks ketetanggaan dari graf yang non-isomorfik dengan graf semula,
dengan himpunan bobot busur yang sama (Sugeng dan Xie, 2005).

Definisi dan sifat ini diformalkan pada Definisi 3.1 dan Teorema 3.5 berikut:

Definis 3.1: Dua graf non-isomorfik,G dan G*, adalah ekivalen-SAB (EAV-
equivaleny jika G danG* memiliki himpunan bobot busur yang sama (Sugeng dan
Xie, 2005).

Teorema 3.5: Diberikan grafG yang SAB dengan matriks ketetanggaanJika
elemen 1 padaA diubah posisinya secara simetrik sepanjang skew nihgya, maka
diperoleh matriks ketetanggaé# dari grafG* yang SAB dan non isomorfik dengan
G (Sugeng dan Xie, 2005).

Bukti:

Jelas bahwad* # A, sehingga graG* non isomorfik denga®. Semua elemen pada
skew-diagonal memiliki jumlah indeks yang sama, sehingga penemglataen 1
pada posisi manapun secara simetrik psidav diagonal, merepresentasikan busur

dergan bobot yang sama.
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Teorema 3.5 dijelaskan dalam ilustrasi berikut (Sugeng dan Xie, 2005).
Gambar 3.1a adalah gr& dengan pelabelan SAB, dengan matriks ketetanggaan
pada Gambar 3.1b. Himpunan bobot busur @adalahw ={3,4,5,6,7,8,9.

0 1 1 1 1
'
10001
A=|1 .0 0 0 1
al
10001
& 111 1 0

Gambar 3.1a: Grdb dengan pelabelan | Gambar 3.1b: Matriks ketetanggaah
SAB dari grafG

Perhatikan panah pada gambar 3.1b. Dengan memindahkan elemen 1 pada
posisi (1,4) ke posisi (2,3) dari matriks maka diperoleh matriks ketetanggah
dengan gra* (Gambar 3.2a dan 3.2b).

011 0 1
1 0]
Al T it 1
(0 40 T (0} (0
| 1 "ty

G*

Gambar 3.2a: Matriks ketetanggaan | Gambar 3.2b: Grag*, berdasarkan
yang dihasilkan dengan memindahkanatriks ketetanggaah*

elemen 1 dari matriké\ secara simetril
sepanjang skew diagonal
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Himpunan bobot busur da@* adalahw* ={3,4,5,6,7,8,9}=W . GrafG dan

G* adalah non isomorfik, dengan himpunan bobot bWguBerdasarkan definisi,
graf G danG* adalah ekivalen-SAB.

Graf yang ekivalen SAB dan matriks ketetanggaan SAB sangat penting
peranannya dalam mengkonstruksi graf tangga umum, yang akan dijelaskan pada Bab

selanjutnya.
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KONSTRUKS GRAF TANGGA UMUM

Secara umum, konstruksi graf tangga umum diawali dari sebuah graf
lingkaran yang kemudian ditambahkan busur-busur partisi. Penambahan busur-busur
ini mengikuti aturan yang disebaturan partis. Bab ini membahas bagaimana
aturan partisi diterapkan untuk membentuk graf tangga umum, baik secara visual
berbentuk simpul dan busur maupun dengan menggunakan matriks ketetanggaan.
Dari penerapan ini, nantinya dapat diturunkan sifat-sifat matriks ketetanggaan untuk

graf tangga umum.

4.1. Aturan Partis GTU(n,m) Tanpa Pelabelan

Konstruksi sebuah GTWd(m) tanpa pelabelan dengan pempartisian diawali dari
sebuah graf yang kemudian dipartisi menjadn blok graf lingkaran dengan
penambahamt 1) busur partisi dengan syarat:

1. Tidak ada busur partisi yang memiliki simpul persekutuan

2. Tidak ada busur partisi yang saling bersilangan

3. Setiap blok graf yang terbentuk memiliki maksimal 2 busur partisi

Ketiga syarat di atas mengakibatkan adanya nilai maksimum umiukang

dinyatakan dalam teorema berikut:

Teorema4.1l

Jikam adalah banyaknya blok yang terdapat pada graf tangga umum@7 tinpa

pelabelanmakams| 4 |.

Bukti:
DiberikanG = GTU(n,m), danV(G) ={ V..., \} , dan

E(G) ={(v V)| i=1,...n=30{( vy, v}
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Jika order setiap blok diperkecil, maka banyak blok yang terbentuk semakin banyak.
Graf lingkaran terkecil terkecil untuk bloB; adalahC;. Misalkan B; dibentuk

dengan penambahan busur partisv,, sehinggaV(B) ={v, \, y} .. Berdasarkan

aturan partisi (1), blok selanjutnya memiliki order terkecil 4. Langkah selanjutnya

dibedakan untuk ganjil dann genap

0] Untukn genap
Blok selanjutnya dibentuk secara berturut-turut dengan penambahan busur
partisi V3V, 1, V, V5.2V, V. ., . Blok terakhir, B, dengan sendirinya memiliki
order 3, dengalv(B,) ={V,,, Vi .., V.2 -
Diperoleh banyak busur partisizn-1,

sehingga banyak blok m= (4 n-1)+1=4 n=| 4 n|

(i) Untuk n ganjil
Blok selanjutnya dibentuk secara berturut-turut dengan penambahan busur
partisi V,v, 1, V,V, 5, -V Vg g -
Diperoleh banyak busur partisi%* -1,

sehingga banyak blok m= ("2 -1)+1="1=|1n|

4.2. Aturan Partis GTU(n,m) Berlabel TBAS
Enomoto dkk. (1998) telah membuktikan gi@f adalah TBAS jika dan hanya

jika n ganjil. MacDougall dan Wallis (2003) menyatakan bahwa semua graf lingkaran
bertali-busurC' adalah TBAS kecualC/. Implikasinya adalah terdapat perbedaan

dalam inisiasi konstruksi kelas GTiJ) berlabel TBAS untuk ganjil dann genap

dengan cara pempartisian, yaitu:
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0] Untuk n ganjil, konstruksi GTU{,m) berlabel TBASC, diawali dari graf
C, berlabel TBASC, .

(i) Untuk n genap, konstruksi GTW(m) berlabel TBASC, diawali dari graf
C, berlabel TBASC;.

Langkah selanjutnya adalah menambahkan busur partisi satu per satu sebanyak
(m-1) berdasarkan aturan partisi, dengan penambahan aturan keempat untuk
mempertahankan sifat TBAS, sehingga diperakeman partiss GTU(n,m) berlabel
TBAS berikut:

1. Tidak ada busur partisi yang memiliki simpul persekutuan

2. Tidak ada busur partisi yang saling bersilangan

3. Setiap blok graf yang terbentuk memiliki maksimal 2 busur partisi

4. Bobot busur partisi berikutnya adalah nwWw)1 atau max()+1 , denganVv

adalah himpunan bobot busur sebelum penambahan busur partisi berikutnya.

Sifat busur yang tidak berarah menyebabkan notasi busur dapat dituliskan secara
komutatif, (p,q) = (g, p) untuk p,q E(G). Agar sebuah buisur dapat dibandingkan
dengan busur lainnya secara konsisten, maka dalam tesis ini ditetapkan penulisan

notasi busur secara leksikografis sesuai label, denganquntuk busur

(p,a)IE(G).

4.3. Konstruks Kelas GTU(n,m) berlabel TBAS dengan Matriks K etetanggaan
(a,1)-Simpul Antiajaib Busur
4.3.1. llustrasi untuk ganjil
Sebagai ilustrasi, akan dilakukan konstruksi kelas GTU(11,2) berlabel TBAS-
C, dan GTU(11,3) berlabel TBAE;,. Konstruksi dilakukan dengan dua pendekatan
yaitu secara diagram graf dan secara matriks ketetanggaan. Berdasarkan aturan

partisi, konstruksi diawali dari graf lingkarai©, berlabel TBASC , yang
ditunjukkan pada Gambar 4.1
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Gambar 4.1: Graf lingkara@,, berlabel TBASC_, label
busur tidak ditampilkan

Matriks ketetanggaan dari graf tersebut adalah:

el Oy 1 oo
0000O0OO0O1100
g 0 T GEOM0 O il 0
0O Wh UR GERON QIFO O 1'%
0 00 0O0OOOOO0OZ1
A={1 0 0 00O OO O0OO0ODO
11 000O0O0O0OO0TO
CLor o TR plP St 0 0 O
0 Quil" 18.OWiEa O 04§ "0
RO R e QRS
aanSY W
Gambar 4.2: Matriks ketetanggaan daraf lingkaran
C,, berlabel TBASC,,

Pelabelan tersebut memiliki himpunan bobot busw ={7,...,17}. Berdasarkan

aturan partisi keempat, penambahan sebuah busur partisi harus memberikan bobot
busur 6 atau 18. Misalkan ditambahkan busur partisi (1,5), dengan bobot 6, sehingga
dihasilkan graf GTU(11,2) berlabel TBASZ, dengan matriks ketetanggaan seperti

ditunjukkanpada Gambar 4.3 dan 4.4.
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Berdasarkan matriks ketetanggaan tersebut, dapat dibentuk GTU(11,2)
berlabel TBAS-C, lainnya yang ekivalen-SAB, dengan cara menggeser elemen 1 yang
merepresentasikan busur partisi sepanjakgw-diagonalnya (Sugeng dan Xie,
2005).

Pergeseran elemen 1 tersebut ekivalen dengan menggeser busur partisi pada
graf. Karena graf hanya memiliki satu busur partisi maka tidak akan terjadi
persilangan, sehingga pergeseran itu dapat dilakukan ke posisi manapun sepanjang
skew diagonalnya. Sebagai contoh, jika elemen 1 padigeser ke posisa,,, maka
matriks ketetanggaannya menjadi seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.5, dengan
graf ditunjukkan pada Gambar 4.6

10 4

Gambar 4.3: GTU(11,2) berlabel TBAS;
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i

Gambar 4.4: Matriks ketetanggaan dari GTU(11,2) berlabel

TBAS-C,

000O0O1110O00
000O0OO0OO11O00
000O0OOOOT110O0
0 00OOOOOT111
1 000O0OO0OTO0?1
1 000O0OO0OODO
110000O0O0O0O0
01 1000O0O0O0CDO
0011000O0O0O
0001100000
0000110000

A=

l

Gambar 4.5: Matriks ketetanggaan dari GTU(11,2) berlabel

TBAS-C,

O O O 1 14 O O O O O O
O O +d 1 O O O O O O O
©O 1«1 O O O O O O O O
- 4 O O O O O O O O O
— O O O O O O O O O
O O O O O O O O O « -
O «1 O O O O O O 1 A O
O O O O O O O «+ «d O O
O O O «1 O O 1 1 O O O
_O O O O O 4 4 O O O 0_

1

<
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8 7 1
2
3 6
11
9 4
10 5
Gambar 4.6: GTU(11,2) berlabel TBAS;

Selanjutnya, akan dilakukan penambahan busur partisi yang memberikan
bobot busur 18. Penambahan busur (8,10) akan melanggar aturan partisi kedua,
sehingga kemungkinan penambahan busur partisi hanya busur (7,11). Diperoleh graf

GTU(11,3) berlabel TBAS-C (Gambar 4.7), beserta matriks ketetanggaannya
(Gambar 4.8):

Gambar 4.7: GTU(11,3) berlabel TBAG;
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o ©O O r P OO O O O
O O ok, B O OoOPFr oo o
O O P P OO O O O O O
O r P OO OO O OoOL-r o
P P O O O O O O o o o
P O O O O O O o o o
P O O O O O O o Ok K-k

o O O 0O 0O o o pr +» o

O O O o0 oo+ Bk OO
o O O O OO+, PkFr O o o

o
o
o

Gambar 4.8: Matriks ketetanggaan GTU(11,3) berlabel TEAS-

Selanjutnya dengan cara serupa, diperoleh seluruhrigaman graf untuk
GTU(11,2)berlabelTBAS-C, dan GTU(11,3perlabelTBAS-C,, yaitu:

*  GTU(11,2)berlabelTBAS-C, :

- Untuk bobot busur partisi minimal memiliki 2 bentuk non-isomorfik

- Untuk bobot busur partisi maksimal memiliki 2 bentuk non-isomorfik
* GTU(11,3)berlabelTBAS-C,

- Untuk bobot busur partisi minimal memiliki 1 bentuk non-isomorfik

- Untuk bobot busur partisi maksimal memiliki 1 bentuk non-isomorfik

- Untuk bobot busur partisi kombinasi dari minimal dan maksimal:

memiliki 1 bentuk non-isomorfik

Seluruh graf yang disebutkan di atas ditunjukkan pada Gambar 4.9 dan 4.10 berikut:
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Aot
a@

Gambar 4.9: Graf dari kelas GTU (11,2) berlabel TBES-

7 2 8 S 10 4
11
6
6 ! 1
3
11 5 g 1 7
10 A 2 8 1

Gambar 4.10: Graf dari kelas GTU (11,3) berlabel TBBS-
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4.3.2. Konstruksi GTU{(m) berlabelTBAS-C, dengam ganjil
Konstruksi GTUQ,m) berlabel TBAS-C dengann ganjil diawali dengan
sebuah graf lingkaralC, TBAS-C, yang kemudian dipartisi dengan penambahan

busur-busur partisi. Elemen-elemen matriks ketetang@adari C, untuk n ganijil
adalah:

a;

|1, untukj = B {2=2 )moch atap= H ¢ )maec
0, lainnya
dengan = 1,.n dan= 1,n.,

Untuk n ganjil, matriks ketetanggaahdari graf GTUGQ,m) berlabelTBAS-C,
dapat digolongkan menjadi 3 bagian yaitu:
1. Daerah lingkaran, yang memuat elemen-elemen yang membangun busur graf

lingkaran

2. Daerah minimal , yang memuat elemen-elemen yang membangun busur
partisi berbobot minimal

3. Daerah maksimal , yang memuat elemen-elemen yang membangun busur
partisi berbobot maksimal

Berikut adalah matriks ketetangga@uari grafC, berlabe[TBAS-C_, n ganjil,

beserta pembagian daerahnya:
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00 0 071 1 0 0 0
00 01 1 0 !
. : L 0O 1 1 . 0 Daerah
Daerah minimal > i <« .
0 A o0l lingkaran
0. 0 0o 1 1f
A=|1 0 ' 0 0 1p
1 1 0 0 -0
1101 1 0 0
w £ " 0 Daerah
5_0 UEEE TN 1 ST S maksimal
Gambar 4.11: Pola matriks ketetanggAadari grafC,
berlabel TBASC_, n ganijil

Pada matriks ketetanggaan di atas, daerah busur partisi terdiri dari elemen 0
semua. Penambahan busur partisi pertgmng@ (Menyebabkan masuknya sepasang
elemen 1 secara simetrik, yaitu pada posigi dan a, padaskew diagonal pada
dagah busur partisi.

Berdasarkan aturan partisi keempat, graf yang diperoleh adalah salah satu dari
dua kemungkinan berikut:

(1) Graf tangga umum dengan bobot busur partisi berurutan, jika penambahan

elemen 1 seluruhnya berada pada daerah minimal saja atau maksimal saja

(i) Graf tangga umum dengan bobot busur partisi kombinasi dari bobot

minimal dan maksimal, jika penambahan elemen 1 seluruhnya berada

pada daerah minimal dan maksimal

Sifat 4.1 berikut terinduksi dari penambahan busur partisi berbobot

minimal(p,g), di mangp+q<®t. Matriks ketetanggaaA memiliki pola seperti
pada gambar 4.11. Karena matrikssimetrik dan p+qg<®t, maka pembuktian

cukup diterapkan untuk daerah segitiga atas dari daerah minimal.
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Sifat 4.1: DiberikanA matriks ketetanggaan gréf= GTU(n,m) berlabelTBAS-C_, n

ganjil, dengan bobot busur partisi berurutiika a,, =1 dan p+qg<*, maka

(i)
(ii)

Bukti:
(i)

(ii)

a =0, untuki+j =p+q,izp j#q

a, =0, untukp< j<q, Ki<p, dam+j#p+q

Ini adalah sifat dari matriks ketetanggaan SAB, yaiada suatuskew
diagonalnya terdapat tepat satu pasang elemen 1 dalam posisi simetrik
terhadap diagonal utama, atau semua elemennya 0.

Berdasarkan aturan partisi (1), tidak ada busur paldisinya yang
memiliki simpul p ataug. Hal ini berakibata, =0 untuk p< j<gq,
a,=0 dan a,=0 untuk 1l<i<p. Semua busur(i,j), untuk
l<i<pdanp< j<q, akan bersilangan dengan budy,q), sehingga
melanggar aturan partisi ). Dapat disimpulkan
a, =0, untukp< j<q, Eisp, damt+j#p+q

O

Sifat 4.2 berikut terinduksi dari penambahan busur partisi berbobot maksimal

(p,g), dimanap+q= 33,

Sifat 4.2: DiberikanA matriks ketetanggaan graf GTiJ(r) berlabe[TBAS-C_, n

ganjil, dengan bobot busur partisi berurutdika a , =1 dan p+q=°32, maka:

(i)

(ii)

Bukti:
(i)

a, =0, untuki+j =p+q,izp ,j#q

g, =0, untukp<i<q,q< j<n, dan+ j# p+q

Pembuktian serupa dengan pembuktian sifat 4.1 (i)
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(i) Berdasarkan aturan partisi (1§, =0dan a; =0 untukq< j<n, dan
a, =0 untukp<is<q. Semua busu(i,j), untuk p<i<gdanq< j<n,
akan bersilangan dengan bugyr, q), sehingga melanggar aturan partisi

(2). Akibatnyag; =0, untukp<i<q,q< jsn, dan+ j# p+q

Berdasarkan sifat-sifat tersebut, jumlah kemungkinan bentuk non-isomorfik

GTU(n,m berlabelTBAS-C,, n ganijil, bobot busur partisi berurutan, dapat diketahui.

Teorema 4.2 berikut menjelaskan banyak kemungkinan bentuk non isomorfik dari

GTU(n,2) berlabelTBAS-C, dengan bobot busur partisi berurutan.

Teorema 4.2: Untuk n=5 dan ganjil, GTUn,2) berlabel TBAS-C, dengan bobot

busur partisi berurutan, memiliki%J kemungkinan bentuk yang non-isomorfik

Bukti:

Untuk m = 2, makaskew diagonaldengan indekgi,”2*), i=1,...,2t, memiliki

sepasang elemen 1 secara simetrik. Secara leksikografis berdasarkain<laiet,

sehingga diperolehi <22 . Karena integer, maka <| 2 |.

Jumlah blok maksimum yang dapat dibentuk dari sel@ljaterlabeTBAS-

C,, nganjil, bergantung kepada orderyang dijelaskan dalam Teorema 4.3 berikut:

Teorema 4.3: Untuk n= 3 danganijil, graf C, berlabelTBAS-C_ dapat dipartisi

menjadi maksima[”%aj blok, dengan bobot busur partisi berurutan.
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Bukti:
Pada matriks ketetanggaan, maksimal jumlah elemen 1 pada daerah minimal dapat

diperoleh jikaa ., =1. Secara leksikografis, berturut-turut elemen 1 berikutnya yang
terdekat adalah pada posi&) ., ,, & . 4,8 e 0€Ngani <252, Diperoleh
i+1<™2 dan karenan=i+1, makam<®™2 . Selanjutnya, karena adalah integer

terbesar yang memenuhi, makas | 22 |.

Sebaliknya, untuk membentuk suatu Gild{) berlabel TBASE,, dengan
jumlah blok tertentu, maka terdapat batas bawah untakibat 4.3.1 berikut

menjelaskan hubungan yang dimaksud, untganijil.

Akibat 4.3.1: Untuk suatum= 2 dann ganijil, orderterkecil dari sebuah GTuW(m)
berlabelTBAS-C, dan bobot busur partisi berurutan, adabain-7

Bukti:
Berdasarkan Teorema 4.3,

N
m<

6
karenan ganjil, maka:

n+8
m<——

n>6m-38, sehingga> 6+

Ditinjau dari penempatan elemen 1 pada daerah minimal, konstruksi matriks
ketetanggaan dari GTO(m berlabelTBAS-C,, untukn ganjil dikategorikan menjadi
3jenis, yaitu:

1. Pada baris pertama daerah minimal,, =1, selain itu adalah 0 . Kondisi ini

menyebabkanm-2elemen 1 lainnya berada pada subdaerah minimal yang
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diperoleh tanpa mengikutsertakan baris pertamaskiam diagonal yang memuat

a ., dari daerah minimal semula
v 2

2. Pada baris pertama daerah minimal, =1, untuk sebualy, 2< j<23., selain

itu adalah 0. Kondisi ini menyebabkam-2elemen 1 lainnya berada pada
subdaerah minimal yang diperoleh tanpa mengikutsertakan baris pertama dan

skew diagonal yang memuat; =1, untuk sebuafj 2< j <-32.

3. Pada baris pertama daerah minimal tidak terdapat eleinesehingga semua
m-1 elemen 1 terdapat pada subdaerah minimal yang diperoleh tanpa
mengikutsertakan baris pertama dari daerah minimal semula.

Ketiga kategori di atas tetap mengacu kepada sifat 4.1 dan 4.2. Semua bentuk
non-isomorfik dari GTUg,m TBAS-C, dapat dicari dengan menjumlahkan semua
kemungkinan yang dapat dibentuk dari setiap kategori konstruksi di atas. Untuk
menghitung jumlah kemungkinan pada jenis (2) cukup kompleks. Dengan
menjumlahkan kemungkinan pada kategori (1) dan (3), diperoleh jumlah minimal
dari semua kemungkinan bentuk non-isomorfik dari Gilid( TBAS-C,, yang

dinyatakan dalam Teorema 4.4 berikut:

Teorema 4.4

Jika |(n, m)| menyatakan minimal banyak bentuk non-isomorfik dari Gilitdy

berlabel TBASC,, n ganjil, n=11, m= 3, makal(n, m)| =|(n=4, m| +|(n- 6, m- 1)

Bukti:
Jika tidak ada elemen 1 pada baris pertama dari matriks ketetanggaan,m3TU(

berlabel TBASE,, maka kefm-1) elemen 1 terletak pada subdaerah minimal yang

diperoleh tanpa mengikutsertakan baris pertama. Subdaerah minimal ini adalah

daerah minimal untuk GTW{,m) dengan minimum banyak bentuk non-isomorfik

|(n-4,m).
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Jika busur partisi pertama dari GT.f) adalah(1,%*), yang berartia, ., =1, maka

(m-2)busur partisi lainnya direpresentasikan olgh—2) elemen 1 yang berada
pada subdaerah minimal tanpa mengikutsertakan baris pertanskelandiagonal
yang memuat elemem,,,. Subdaerah minimal ini adalah daerah minimal untuk
GTU(n-6,m-1), dengan minimum banyak bentuk non-isomobﬂik—B,m— 21.

Berdasarkan hal tersebut, mgka m)| =|(n=4, m|+|(n- 6, m- 1)

4.3.3. llustrasi untukn = 4r

Sebelum membahas untuk = 4r secara umum, berikut akan diilustrasikan

konstruksi GTU(12) berlabel TBASE; dan GTU(12,3) berlabel TBAE; , dengan
bobot busur partisi minimal., atazif Berdasarkan Teorema 3.4, yang digunakan
adalah berjenis (2), dengare 2(mod4). Misalkant yang dikehendaki adalah 2,
sehingga konstruksi diawali dengan graf lingkaran bertali-bugir(Gambar 4.12).

Dalam hal ini, dengan sendirinya sudah terbentuk GT2j12

4 9
10

Gambar 4.12: Graf GTU(12,2)
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Matriks ketetanggaannya adalah sebagai berikut:
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Gambar 4.13: Matriks ketetanggaan GTU(12,2)

Pada daeramissing weigh{ditandai garis putus-putus), secara keseluruhan
terdapat 6 posisi simetrik untuk menempatkan elemen 1, yaitu di (1,12), (2,11),
(3,20), (4,9), (5,8), dan (6,7)., sehingga GTU(12,2) memiliki 6 bentuk non-isomorfik.

Untuk mengkonstruksi GTU(12,3), maka dilakukan penambahan sebuah
busur partisi untuk setiap kemungkinan yang didapat pada GTU(12,2). Secara matriks
ketetanggaan, hal ini berarti mengisi daerah minimal dengan elemen 1, dengan tetap
mematuhi aturan partisi GThr) berlabelTBAS, yang telah dijelaskan pada bagian
4.2. Gambar 4.14 menunjukkan contoh GTU(12,3) dengan tali busur (2,11) dan busur

partisi (1,5), beserta matriks ketetanggaannya pada Gambar 4.15.
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4 9
10

Gambar 4.14: Graf GTU(12,3)

1

o
(@]

O O O r kP OO0 O O O o O
O P P OO O O OO O o o
R P O O O O O O O O O|F
R O O O O O O O o o o
O O C OJONEFrFeEEEE O O -
O O OO0 O O O OO Pk, O
O O r OO OO OO0+ O O
O OO r OO O O o

O O OO oo o +» O

O O O O O P FkPIkPFIO O O O
O@OOHHOOOOOO

T

Gambar 4.15: Matriks ketetanggaan GTU(12,3) dengan
bentuk pada Gambar 4.14. Elemen yang dilingkari
adalah tali-busur, dan elemen yang di dalam kotak
adalah busur patrtisi
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Selanjutnya dengan cara serupa, diperoleh seluruh kemungkinan graf untuk

GTU(12,3)berlabelTBAS-C', dengan jumlah keseluruhan 6 bentuk non-isomorfik.

4.3.4. Konstruksi GTU{(,m) Berlabel TBASC; dengann = 4r

Untuk n = 4r, matriks ketetanggaac, berlabel TBASC memiliki pola
yang sedikit berbeda dengan matriks ketetangdaarberlabel TBASC untuk n
ganijil.

Konstruksi GTUQ,m) berlabel TBASC: dengann = 4r diawali dengan
sebuah graf lingkaran bertali-bus@ berlabel TBASE: yang kemudian dipartisi

dengan penambahan busur-busur partisi. Elemen-elemen matriks ketetahggaian

C. berlabel TBASE' untuk n=4r adalah:

1, untukj = 2=2)modh atay= & )madi=" 10
|1, untukj = B 22 )modh atap= A )medi=in+ 1in
i 1, untuk tepat satu pasang , , dengap=n + 1
0, lainnya

Tali busur pada graC; menjadi busur partisi yang pertama, dengan bobot
busurn+1 (MacDougal dan Wallis, 2003). Gambar 4.16 menunjukkan pola matriks
ketetanggaan dari gra,,, tanpa mengikutsertakan tali busurnya, yang ditunjukkan

oleh skew diagonal utama yang seluruh elemennya 0. Pembentukan tali busur
mengakibatkan masuknya sepasang elemen 1 secara simetrilskeadaliagonal

utama. Bobot dari tali busur ini adalal¥1.
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0000011000470
000000110870 0!
Daerah minimal 0»0 00 0 0 0 1 19 00
0 0000 00 01 170! Enzekr;‘:]an
00 0000 00°0011;
/100000070000 1;
11100 076000000
' o1 1076700000 00
. |00 176°0 0 0 0 0 270 0
0 9,59'/'1 00002 Q00 Daerah
' (0870 1 100,000 0 0| maksimal
4870 0011600000

Daerar_missing " | Gambar 4.16Pola matriks ketetanggadn
weight dai graf C{, berlabel TBAS-C! n=4r

Terdapat 3 daerah tempat menambahkan busur partisi. Busur partisi pertama
yang harus ditambahkan adalah tali busur dari @rafPenambahan selanjutnya
adalah pada daerah minimal atau daerah maksimal. Berdasarkan hal tersebut, sifat-
sifat matriks ketetanggaan dari GTu() berlabel TBASEC!, n=4r, dengan bobot

busur partisi berurutan, terbagi menjadi 3 kategori, yang diuraikan pada Sifat 4.3,
Sifat 4.4, dan Sifat 4.5 berikut:

Lema 4.1: Diberikan graf G = GTU(n,m) berlabel TBASC', n=4r. Jika

(p, ) adalah tali busur pada, makap+q= n+1

Bukti:
MacDougall dan Wallis (2003) membuktikan bobot dari busur lingk&aberlabel

TBAS-C;, n=4r adalah berurutan dagr +1 sampabr + 1, tidak termasuknissing
weights 4r +1. Missing weights ini dipenuhi dengan tali buQorg), dengan

p+q=n+lo
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Sifat 4.3 berikut menjelaskan hubungan antara posisi elemen 1 pada daerah

missing weight terhadap pengaturan elemen pada daerah minimal dan daerah

maksimal dari matriks ketetanggaan dari graf QTi berlabel TBASC,,

n=4r,r=2

Sifat 4.3: Diberikan A matriks ketetanggaan graf GTi)f) berlabel TBASC,,

n=4r,r>2Jikaa, =1, danp+qg= n+l, maka:

0)

(i)
(iii)
(iv)
(V)

Bukti:

(i)
(ii)

(i)

a, =0, untuki+j=p+q,i#p j#q

Jkapssn, a =0, untuk Ei<p ps<j<gq-3n-1
Jikapsn, a =0, untukp+5<i<q, dags jsn

Jika p=7n+1. 3 =0untukl<i<g-;ndang-3n+ K j< p

Jika p=;n+l. 3 =0 untukg<i< p+sndanp+3n+l< j<n

Berlaku sebagai sifat matriks ketetanggaan SAB

Untukp<in, Jika s<t makap=A4 {, )<A { )=0q, sehinggp<q.
Berdasarkan aturan partisi (1), tidak ada busur partisi lainnya yang
memiliki simpulp atau simputj sehingga ; =0, untukp< j<q-3n-1,
a,=0 dan g, =0 untuk 1<i<p dengang*=qg-3n-1. Selain itu,
busur (i,j), denganl<i<pdan p< j<g-in-1 bersilangan dengan
busur(p, q), sehinggag; =0, untuk ki<p ,p<j<qg-3n-1

Untukp<<n, Jika s<t makap=A{, )<A{ )= g, sehinggp<g.

Berdasarkan aturan partisi (1), tidak ada busur partisi lainnya yang

memiliki simpul p atau simpulq sehingga a, =0 untuk p+5<i<gq,

kemudiana,; =0 dan a; =0, untuk g< j<n dan p*= p+5. Selain
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itu, busufi,j), dengangq< j<sndan p+5<i<q bersilangan dengan
busur(p, ), sehingga, =0, untukp+3<i<q, damgs j<n.

Untuk p=4n+1, jika s<t makad(v,)>A(v,). Berdasarkan kaidah
leksikografis, p = A(v) danv = A(\,). Berdasarkan aturan partisi (1) tidak
ada busur partisi lainnya yang memiliki simpudtau simpulb, sehingga
a, dana =0 untuk 1<i<qg-sn dan g*=q-3n+l, sertaa,, =0
untuk g-4n+1< j< p dan p* = g—3 n. Selain itu, busu(i, j), dengan
1<i<g-indan g-in+l< j< p bersilangan dengan busup,q),
sehinggag, =0untukl<i<qg-sndang-zn+ ¥k j< p

Untuk p=in+1, jika s<t makad(v,) >A(v). Berdasarkan kaidah
leksikografis, p = A(v)danv = A(v,). Berdasarkan aturan partisi (1) tidak
ada busur partisi lainnya yang memiliki simmylsehinggaa,; =0dan
a,; =0 untukp+sn+l< jsndan g*=p+3n, a,=0 untuk
gsi<p+in dan p*=p+3n+l. Selain itu, busur(i,j), dengan
g<i<p+indanp+in+l< j<n bersilangan dengan busymp,q),

sehingg@, =0untukg<i<p+;ndan p+;n+l< j<n

Sifat 4.4 dan 4.5 berikut menjelaskan pengaturan elemen 1 pada daerah

minimal dan daerah maksimal dari matriks ketetanggaan dari grafr@Uyerlabel
TBAS-C;, n=4r, r > 2. Kedua sifat ini serupa dengan Sifat 4.1 dan Sifat 4.2, yang

diterapkan untuk ganijil.

Sifat 4.4: Diberikan A mariks ketetanggaan graf GThl(m) berlabel TBASC!,

n=4r, r > 2, dan bobot busur partisi berurutalika a,, =1 dan p+q< 3, maka
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(i) a, =0, untuki+j =p+q,izp,j#q
(i) @ =0, untukp< j<q, Ki<p, dan+j#zp+q

Bukti:

Sifat ini terinduksi dari penambahan busur partisi berbobot midpng), di
manap+q<4. Matriks ketetanggaan A memiliki pola seperti pada gambar 4.12.

Sama halnya denga pembuktian sifat 4.1 dan 4.2, maka pembuktian hanya diterapkan
untuk daerah segitiga atas dari daerah minimal
0] Berlaku sebagai sifat matriks ketetanggaan SAB

(i) Panbuktian serupa dengan pembuktian sifat 4.1 (ii)

Sifat 4.5: Diberikan A matriks ketetanggaan graf GTiJ) berlabel TBASC!,
n=4r, r = 2, dan bobot busur partisi berurutan. J&g =1 dan p+q=*+*, maka:
(1) a =0, untuki+j=p+q,izp,j#q

(i) g =0, untukp<i<qg,g< jsn, dan+ j# p+q

Bukti:

Sifat ini terinduksi dari penambahan busur partisi berbobot makgimeg) , di mana
p+q=3%“. Pembuktian hanya diterapkan untuk daerah segitiga d#te daerah

maksimal
(1) Berlaku sebagai sifat matriks ketetanggaan SAB

(i) Panbuktian serupa dengan pembuktian sifat 4.2 (ii)

Berdasarkan sifat-sifat matriks ketetanggaannya, dapat diturunkan beberapa sifat

GTU(,m) untuk n=4r, r = 2, yang dijelaskan dalam Teorema 4.5, Teorema 4.6,

dan Teorema 4.7 berikut.
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Teorema 4.5: Untukn=4r, GTU(N,2) berlabel TBASE, memiliki in

kemungkinan bentuk yang non-isomorfik

Bukti:
Ditinjau dari matriks ketetanggaanya, untuk= 4r danm = 2, terdapatn elemen

padaskew diagonalutama atau daerammissing weight, sehingga terdapg cara

untuk menempatkan elemen “1” secara simetrik.

Teorema 4.6: Untuk n=4r, r>2, graf C, berlabel TBASEC, dapat dipartisi

menjadi maksimalL“Tﬂ +1 blok dengan bobot busur partisi minimal.

Bukti:
Blok dengan jumlah terbanyak dapat dibentuk ji&e= C,, yang diperoleh dengan

membentuk busur partisi (1), sehinggaa,, =1. Berdasarkan sifat 4.3 (ii), maka
g =0, untuk ki< 1, ¥j<4n- 1 vyang berarti seluruh elemen pada baris

pertama pada daerah minimal adalah 0. Tanpa mengikutsertakan baris pertama,

daerah minimal yang tersisa adalah untuk order5, dengan maksimal blok

L(”—?”‘J (berdasarkan Teorema 4.3). Diperoleh maksimal blok secara keseluruhan

adalaf} ©=28 [+1=| 22 [+

Ditinjau dari penempatan elemen 1, matriks ketetanggaan rGmUugntuk
n=4r dapat dikategorikan menjadi 3 jenis, yaitu:

1. a, =1, hal ini berimplikasi(m-2)elemen 1 lainnya berada pada subdaerah

minimal yang diperoleh tanpa mengikutsertakan baris pertama.
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2. a, =1 p+qg=n+l, untuk tepat sebugh <Zp<3n- . Implikasinya
adalah, (m-2)elemen 1 lainnya berada pada subdaerah minimal, dengan
g =0 untuk 1<i<p,p<jsqg-3n-1

3. a

4 (1net) =1, yang berimplikasi sama dengan kategori (1)

Serupa dengan ketiga kategori untulganijil, ketiga kategori di atas mengacu
kepada sifat 4.3, 4.4, dan 4.5. Semua bentuk non-isomorfik darirGmJM = 4r,
dapat dicari dengan menjumlahkan semua kemungkinan yang dapat dibentuk dari
setiap kategori konstruksi di atas. Jumlah eksak kemungkinan pada jenis (2) dapat
didekati dengan mengasumsikan semua elemen pada baris pertama adalah 0. Dengan
menjumlahkan kemungkinan pada kategori (1), (2), dan (3), diperoleh jumlah
minimal dari semua kemungkinan bentuk non-isomorfik dari GJd( yang

dinyatakan dalam teorema 4.7 berikut

Teorema 4.7: Jika |(n, m)| menyatakan minimal jumlah bentuk non-isomorfik dari
GTU(n,m) berlabel TBASC!, n=12, m= 3, maka

|(n,m)|=|(n=4, M|+ 2 (n- 5, m+ 1)

Bukti:
Matriks ketetanggaan dari GThlfm yang dimaksud dikategorikan menjadi 3
kemungkinan:
1. Jika matriks ketetanggaan berkategori (1), maka subdaerah di (meria)
elemen 1 lainnya terletak, adalah daerah minimal untuk G+3, m-1),
dengan minimal banyak bentuk non-isomotf{k — 5,m- 1)

2. Untuk menghitung banyak kemungkinan pada matriks ketetanggaan
berkategori (2), diasumsikan tidak ada busur partisi (1,i), sehingga baris
pertama dapat dieliminasi. Daerah minimal yang tersisa adalah untuk

GTU(n —4, m), dengan minimal banyak bentuk non-isomotfjk—4,m) |
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3. Jka matriks ketetanggaan berkategori (3), maka subdaerah di mana)
elemen 1 lainnya terletak, adalah daerah minimal untuk @+3,m-1),

dengan minimal banyak bentuk non-isomolfik — 5,m-1)

Total dari ketiga kemungkinan di atas addah4, m)+ 2| (n- 5,m- 1)

O

Dari pembahasan pada Bab ini, beberapa sifat dari graf tangga umum berlabel
TBAS dapat terungkap. Tidak menutup kemungkinan adanya sifat lainnya yang
belum terungkap. Penggunaan matriks ketetanggaan SAB untuk mengkonstruksi
suatu graf, dalam hal ini graf tangga umum, dapat diperluas cakupannya ke kelas graf
lainnya.

Untuk itu Bab 5 akan menyimpulkan pembahasan yang telah dilakukan pada
Bab sebelumnya, termasuk juga beberapa masalah terbuka yang patut dikaji lebih
mendalam.
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BAB5
KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan pada bab sebelumnya, dapat
disimpulkan bahwa sifat-sifat GThfr) berlabel TBASC, maupun GTU{,m)

berlabel TBASC, dapat direpresentasikan di dalam matriks ketetanggeRSAB.
Konstruksi suatu GTU(,m berlabel TBASC, maupun GTU{,m berlabel TBAS-

C. secara matriks ketetanggaan adalah dengan mengatur penempatan elemen 1 dan 0
berdasarkan sifat-sifat 4.1 sampai 4.5, yang telah dijelaskan di dalam Bab 4
Pelabelan TBASS, maupun pelabelan TBAS: pada GTUG,m) tidak

dapat menghasilkan GTU yang homogen ataupun linier
Konstruksi suatu graf TBAS dengan matriks ketetanggaan SAB adalah suatu
gagasan yang perlu dikembangkan lebih lanjut. Berikut adalah masalah yang masih
terbuka yang dapat dikaji lebih lanjut:
1. Bagaimanakah penerapan metode ini untuk GiJid( dengann=4r+ 2,
r =1 dan integer?.
2. Bagaimanakah sifat-sifat GThir) jika bobot busur partisinya adalah
kombinasi antara bobot minimal dengan bobot maksimal?
3. Bagaimanakah pendefinisian fungsi pelabelan TBAS sehingga dapat
mengkonstruksi GTU yang homogen atau linier?
4. Bagaimanakah penggunaan matriks ketetanggaan SAB untuk mengkonstruksi

graf dari berbagai kelas lainnya dengan berbagai jenis pelabelan?
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