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ABSTRAK 

 

 

 

 

Nama :  Gamar Aseffa 

Program Studi :  Matematika 

Judul :  Penaksiran Parameter pada Model Regresi Data Panel Spasial 

Error Dinamis. 

 

Model regresi data panel spasial error dinamis adalah model regresi data panel 

yang melibatkan lag dari variabel dependen dan komponen dependensi spasial 

error. Karena terdapat korelasi antara lag dari variabel dependen dan komponen 

error, estimasi dengan Ordinary Least Squares menjadi bias dan tidak konsisten. 

Oleh karena itu, dibutuhkan metode lain untuk menaksir parameter dalam model. 

Metode yang dapat digunakan adalah perluasan metode Arellano dan Bond yang 

mencakup metode instrumental variabel menggunakan variabel instrumen yang 

disarankan oleh Mutl (2006) dan prinsip Generalized Method of Moments 

(GMM). Kemudian ditambah dengan metode pendekatan Kapoor, Kelejian, dan 

Prucha (KKP) sehingga dihasilkan taksiran yang konsisten.  

 

 

Kata Kunci  : model regresi data panel dinamis, model regresi spasial error, 

Arellano dan Bond estimator, Generalized Method of 

Moments (GMM), Kapoor, Kelejian, dan Prucha (KKP) 

estimator. 
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ABSTRACT 
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Title : Estimating the Parameter of Dynamic Spatial Error Panel 

Data Regression Model 

  

The dynamic spatial error panel data regression model is panel data regression 

model which involves lag of the dependent variable and error spatial dependence. 

Because there is correlation between the lag of the dependent variable and error 

components, the ordinary least squares estimator becomes biased and inconsistent. 

Therefore, we need another method to estimate parameters in the model. The 

method which can be used is the extended method of Arellano and Bond covering 

instrumental variable method using instrument variables suggested by Mutl 

(2006) and the principle of the Generalized Method of Moments (GMM). Then 

the method is coupled with the method of Kapoor, Kelejian, and Prucha (KKP) 

approach so that it produces consistent estimators.  

 

 

Key Words : dynamic panel data regression model, spatial error regression 

model, Arellano and Bond estimator, Generalized Method of 

Moments (GMM), Kapoor, Kelejian, and Prucha estimator. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1  Latar Belakang 

 Menurut Hill, Griffith dan Judge  (2001), Ekonometrika adalah ilmu 

mengenai penggunaan data dan teori dari ilmu ekonomi, bisnis dan ilmu ilmu-

ilmu sosial, bersama-sama dengan alat statistika, untuk menjawab tipe pertanyaan 

“seberapa besar” atau “how much”. Artinya peneliti harus mampu menyatakan 

seberapa besar suatu perubahan pada satu variabel menyebabkan perubahan 

variabel lain. Dalam ekonometrika, terdapat 3 jenis data yaitu data runtun waktu 

(time series), data silang (cross section), dan data panel (panel data). Data-data 

tersebut tentunya sangat diperlukan dalam analisis perekonomian maupun 

pengambilan keputusan. 

 Data time series merupakan data yang terdiri atas satu objek tetapi 

meliputi beberapa periode waktu misalnya harian, bulanan, mingguan, tahunan, 

dan lain-lain. Data cross section  terdiri dari beberapa objek data pada suatu 

waktu. Data panel atau panel data adalah gabungan dari data time series (antar 

waktu) dan data cross section (antar individu/ruang). Untuk menggambarkan data 

panel secara singkat, misalkan pada data cross section, nilai dari satu variabel atau 

lebih dikumpulkan untuk beberapa unit sampel pada suatu waktu. Dalam data 

panel, unit sampel pada data cross section (unit cross section) yang sama disurvei 

dalam beberapa waktu. Penggunaan data panel dapat meningkatkan kualitas dan 

kuantitas data dengan pendekatan yang tidak mungkin dilakukan dengan 

menggunakan hanya salah satu dari data cross section atau data time series 

(Gujarati, 2003).  

 Salah satu pemodelan data panel adalah model regresi data panel, yaitu 

model regresi linier yang melibatkan data panel. Data panel dapat dibedakan 

berdasarkan komponen errornya, yaitu komponen error satu arah dan komponen
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error dua arah. Komponen error satu arah terdiri dari pengaruh yang tidak 

terobservasi dari suatu individu tanpa dipengaruhi faktor waktu dan error yang 

benar-benar tidak diketahui dari tiap individu dan waktu. Sedangkan komponen 

error dua arah terdiri dari pengaruh yang tidak terobservasi dari suatu individu 

tanpa dipengaruhi faktor waktu, pengaruh yang tidak terobservasi dari suatu 

waktu tanpa dipengaruhi faktor individu dan error yang benar-benar tidak 

diketahui dari tiap individu dan waktu. Selanjutnya, berdasarkan asumsi yang 

digunakan pada komponen error data panel tersebut, terdapat dua jenis model 

regresi data panel, yakni model efek tetap dan model efek acak. Pada model efek 

tetap, diasumsikan bahwa komponen error dari model regresi tersebut merupakan 

parameter tetap yaitu pengaruh individu dan waktu ditentukan oleh peneliti. 

Sedangkan pada model efek acak disumsikan bahwa komponen error merupakan 

variabel acak yaitu pengaruh individu dan waktu ditentukan secara acak dari 

populasi yang ada.  

 Banyak perilaku ekonomi yang menggunakan data panel, memiliki 

hubungan dinamis. Misalnya, permintaan dinamis pada gas alam dan permintaan 

dinamis pada bensin dan listrik rumah tangga. Pada dasarnya hubungan variabel-

variabel ekonomi merupakan suatu kedinamisan, dimana variabel ekonomi tidak 

hanya ditentukan oleh variabel-variabel pada waktu yang sama, melainkan juga 

ditentukan oleh variabel pada waktu sebelumnya. Sehingga dalam analisis 

ekonomi sering menggunakan model dinamis yang diharapkan lebih tepat 

menggambarkan keadaan sebenarnya perilaku ekonomi. Model dinamis 

merupakan model dengan kelambanan waktu (lag) dari variabel dependen. 

Pada beberapa kasus kerap ditemui kasus variabel dependen dan atau error 

pada suatu wilayah bergantung pada variabel dependen dan atau error wilayah 

lain. Keadaan ini disebut dependensi spasial. Dependensi spasial terbagi menjadi 

dua, yaitu spasial lag dan spasial error. Spasial lag disebabkan nilai variabel 

dependen pada suatu lokasi berhubungan dengan nilai variabel dependen lokasi 

lain. Jika dimisalkan lokasi i berhubungan dengan lokasi j, maka nilai variabel 

dependen lokasi i merupakan fungsi dari nilai variabel dependen pada lokasi j 
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dengan i ≠ j. Spasial error disebabkan oleh ketergantungan nilai error suatu lokasi 

dengan nilai error pada lokasi lain. Jika kondisi ini tidak diperhatikan, maka 

asumsi error antar observasi saling bebas tidak terpenuhi. Oleh karena itu, pada 

model regresi data panel dinamis diperlukan penambahan komponen yang 

memuat efek dependensi spasial. 

 Dalam mencari taksiran model regresi data panel dinamis, banyak literatur 

dalam dua dekade terakhir difokuskan pada prosedur Generalized Methods of 

Moment (GMM) dan metode estimasi berdasarkan variabel instrumental (IV). 

Salah satu metode yang menggunakan prosedur Generalized Methods of Moment 

(GMM) dan variabel instrumental diusulkan oleh Arellano dan Bond. Taksiran 

yang didapat dengan metode Arellano dan Bond merupakan taksiran yang 

unbiased , konsisten, serta efisien. Pada tugas akhir ini, akan dibahas mengenai 

metode perluasan Arellano dan Bond dalam menaksir parameter pada model 

regresi data panel dinamis dengan komponen dependensi spasial error.  

 

1.2  Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup 

 Permasalahan utama dalam Tugas Akhir ini adalah bagaimana cara 

mencari taksiran parameter pada model regresi data panel spasial error dinamis 

dengan metode Arellano dan Bond dan metode tambahan pendekatan Kapoor, 

Kelejian, dan Prucha (2007). 

Ruang lingkup pembahasan masalah dalam skripsi ini dibatasi pada : 

1. Model regresi data panel spasial error dinamis yang akan dibahas adalah 

model regresi data panel dengan lag 1. 

2. Model regresi data panel spasial error dinamis yang akan dibahas adalah 

model regresi data panel dengan komponen error satu arah. 

3. Model regresi data panel spasial error dinamis yang akan dibahas adalah 

model regresi data panel dengan efek acak. 
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4. Model regresi data panel spasial error dinamis yang akan dibahas adalah 

model regresi data panel tanpa adanya interaksi antar variabel eksplanatori 

eksogen 

5.  Bobot spasial yang akan digunakan berdasarkan bobot contiguity, khususnya 

queen contiguity. 

 

1.3  Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan 

 Jenis penelitian yang dilakukan adalah studi literatur. Metode yang 

digunakan adalah metode Arellano dan Bond dan metode tambahan pendekatan 

Kapoor, Kelejian, dan Prucha (2007). 

 

1.4  Tujuan Penelitian 

 Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah mencari taksiran parameter 

pada model regresi data panel dinamis yang memuat dependensi spasial error 

dengan metode Arellano dan Bond dan metode tambahan pendekatan Kapoor, 

Kelejian, dan Prucha (2007).
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 
 

 

 

 Pada bab ini, akan dibahas mengenai teori-teori dasar yang mendukung 

dan digunakan untuk menaksir parameter pada model data panel spasial dinamis. 

Teori-teori tersebut antara lain mengenai bentuk dan sifat matriks, kronecker 

product, variabel acak, ekspektasi, variansi, kovariansi, korelasi, penaksir 

konsisten, model regresi linier, model regresi linier berganda, model regresi data 

panel, model dinamis, model spasial dependen, metode instrumental, dan matriks 

bobot spasial. 

 

2.1 Bentuk dan Sifat Matriks 

 

2.1.1 Notasi dan Terminologi Matriks 

 

 Matriks adalah susunan dari bilangan skalar berbentuk rectangular 

(segiempat panjang). Bilangan skalar pada matriks disebut entri dari matriks. 

Matriks terdiri dari baris dan kolom, yang akan menentukan ukuran matriks 

tersebut. Matriks yang terdiri dari m- baris dan n- kolom disebut matriks 

berukuran m x n. Matriks yang berukuran 1 x m disebut dengan vektor baris, 

sedangkan matriks yang berukuran m x 1 disebut dengan vektor kolom. 

 Pada tugas akhir ini, matriks akan dinotasikan dengan dengan huruf 

kapital tebal, dan vektor  akan dinotasikan dengan huruf kecil tebal, sedangkan 

elemen dari matriks dan vektor dinotaskan dengan huruf kecil tipis. Berikut 

adalah beberapa definisi dari bentuk-bentuk matriks : 

 

Definisi 2.1 

Matriks A berukuran mxm dikatakan matriks simetris jika A=A’.
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Definisi 2.2 

Matriks A berukuran mxm dikatakan matriks orthogonal jika AA’=I dan dapat 

dinyatakan bahwa A
-1

=A’. 

 

Definisi 2.3 

Vektor yang tiap elemennya hanya bernilai 1 disebut summing vectors dan 

dinotasikan dengan 𝑒 . 

Contoh summing vectors adalah 𝑒3 =  
1
1
1
 . 

 

Definisi 2.4 

Trace dari matriks bujur sangkar A = [aij] adalah penjumlahan dari elemen-

elemen diagonalnya atau Tr(A)=∑aii . 

 

Definisi 2.5 

Jika a1, a2, …, an adalah vektor-vektor tak nol maka persamaan vektor  

c1a1 + c2a2 +…+ cnan = 0 

mempunyai paling tidak satu penyelesaian, yaitu 

c1=0, c2=0, …, cn=0. 

Jika ini adalah satu-satunya penyelesaian, maka a1, a2, …, an disebut linearly 

independent. Jika ada penyelesaian lainnya, maka a1, a2, …, an disebut linearly 

dependent. 

 

Definisi 2.6 

Rank dari suatu matriks A didefinisikan sebagai berikut  

Rank (A) = banyaknya baris yang linearly independent pada A = banyaknya 

kolom yang linearly independent pada A 

 

Definisi 2.7 

Jika A matriks berukuran nxp dan memiliki rank yang merupakan nilai terkecil 

antara n dan p maka A memiliki full rank. 
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Definisi 2.8 

Misalkan A berukuran mxm merupakan matriks simetris. Maka A adalah matriks 

definit positif jika dan hanya jika untuk sembarang vektor x yang bukan 0 berlaku 

𝐱′𝐀𝐱 > 0 

 

2.1.2 Transpose Matriks 

 

 Transpose dari suatu matriks A didapat dengan cara menukarkan baris 

dengan kolom dari matriks A tersebut ataupun sebaliknya. Notasi dari transpose 

matriks A adalah A
T 

atau A’. Sehingga, jika matriks A berukuran mxn, yang entri-

entrinya dinotasikan dengan aij, maka A’ adalah matriks yang berukuran nxm, dan 

entri ke (i,j) dari A’ adalah aji.  

 

Teorema 2.1 

Misalkan p dan q adalah sembarang skalar, A dan B adalah matriks. Maka : 

1. (p A)’ = p A’ 

2. (A’)’ = A 

3. (p A + q B)’ = p A’ + q B’ 

4. (AB)’ = B’A’ 

 

2.1.3 Invers Matriks 

 

Definisi 2.9 

 Suatu matriks B berukuran mxm dikatakan invers dari matriks A yang 

juga berkuran mxm jika AB = BA = I terpenuhi. Jika matriks B ada, maka matriks 

B dapat dinotasikan dengan  A
-1

 (invers dari A). Matriks A
-1

 ada jika dan hanya 

jika matriks A nonsingular. Jika matriks A
-1 

 ada, maka berlaku A A
-1

 = A
-1

A = I. 

Catatan : invers dari suatu matriks persegi adalah tunggal. 
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2.1.4 Turunan Matriks 

Teorema 2.2 

Jika 𝐚′ = [a1 a2 … an]  adalah vektor baris dan  

𝐱 =  

x1

x2

⋮
xn

  

maka  

∂(𝐚′𝐱)

∂𝐱
= 𝐚 =  

a1

a2

⋮
an

  

 

Bukti : 

𝐚′𝐱 = [a1 a2 … an]  

x1

x2

⋮
xn

 =  a1x1 + a2x2 + ⋯+ anxn  

∂(𝐚′𝐱)

∂𝐱
=

 
 
 
 
 
∂ a1x1 + a2x2 + ⋯+ anxn 

𝜕x1

⋮
∂ a1x1 + a2x2 + ⋯+ anxn 

𝜕xn  
 
 
 
 

=  

a1

⋮
an

 = 𝐚 

 

Teorema 2.3 

Jika X adalah matriks kolom berukuran nx1, dan A adalah matriks berukuran nxn. 

X’AX adalah  

𝐗′𝐀𝐗 = [x1 x2 … xn ]  

a11 a12 … a1n

⋮ ⋮ ⋮
an1 an2 … ann

  

x1

⋮
xn

  

dimana A adalah matriks simetris. Maka  

𝛛(𝐗′𝐀𝐗)

𝛛𝐗
= 2𝐀𝐗 

Bukti : 

𝐗′𝐀𝐗 = [x1 x2 … xn]  

a11 a12 … a1n

⋮ ⋮ ⋮
an1 an2 … ann

  

x1

⋮
xn

  

Penaksiran parameter ..., Gamar Aseffa, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



9 

 

 Universitas Indonesia 

 

𝐗′𝐀𝐗 =   aij xixj = aii xi
2 + 2xi  aij xj

n

j=1
j≠i

 

𝐧

𝐣=𝟏

𝒏

𝒊=𝟏

+   ahj

𝒋≠𝒊𝒉≠𝒊

xhxj  

turunkan terhadap x elemen ke-k, didapat: 

𝜕 𝐗′𝐀𝐗 

𝜕xk
=  akj xj +  aik xi

n

i=1

𝑛

𝑗=1

 

untuk k=1,…,n menghasilkan 

𝜕 𝐗′𝐀𝐗 

𝜕𝐗
=

 
 
 
 
 
 
 
 
𝛛 𝐗′𝐀𝐗 

𝛛x1

𝛛 𝐗′𝐀𝐗 

𝛛x2

⋮
𝛛 𝐗′𝐀𝐗 

𝛛xn  
 
 
 
 
 
 
 

 

=  

 a11 + a12 + ⋯+ a1n x1 +  a11x1 + a21x2 + ⋯+ an1xn 

 a21 + a22 + ⋯+ a2n x2 +  a12x1 + a22x2 + ⋯+ an2xn 
⋮

 an1 + an2 + ⋯+ ann  xn + (a1nx1 + a2nx2 …+ ann xn

  

= 𝐀𝐗 + 𝐀𝐓𝐗 = (𝐀 + 𝐀𝐓)𝐗 

 

Karena A matriks simetris, dimana A’=A 

Maka didapat 

𝛛 𝐗′𝐀𝐗 

𝛛𝐗
= 𝐀𝐗 + 𝐀𝐗 = 𝟐𝐀𝐗 

(terbukti) 

 

2.2 Kronecker Product 

 

Definisi 2.10 

 Misalkan A adalah matriks berukuran p x q dan B adalah matriks 

berukuran mxn. Maka kronecker product dari matriks A dan B, adalah sebuah 

matriks berukuran pm x qn, yang dinotasikan sebagai 𝐀⨂𝐁, didefinisikan sebagai 

:  
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𝐀pxq ⨂𝐁mxn =

 
 
 
 
a11𝐁 a12𝐁 … a1q𝐁

a21𝐁 a22𝐁 … a2q𝐁

⋮ ⋮ ⋮
ap1𝐁 ap2𝐁 … apq𝐁 

 
 
 

 

 

Contoh : 

Misalkan matriks A berukuran 2x3 dan matriks B berukuran 2x1, yaitu : 

𝐀 =  
a11 a12 a13

a21 a22 a23
  dan 𝐁 =  

b11

b21
  

Maka, 

𝐀⨂𝐁 =  
a11  

b11

b21
 a12  

b11

b21
 a13  

b11

b21
 

a21  
b11

b21
 a22  

b11

b21
 a23  

b11

b21
 
 =  

a11b11 a12b11 a13b11

a11b21 a12b21 a13b21

a21b11 a22b11 a23b11

a21b21 a22b21 a23b21

  

 

Teorema 2.4 

 Misalkan A, B, dan C adalah sembarang matriks. a dan b adalah 

sembarang vektor. α dan β adalah sebarang skalar. Maka : 

1. α⨂𝐀 = 𝐀⨂α 

2.  α𝐀 ⨂ β𝐁 = αβ(𝐀⨂𝐁) 

3.  𝐀⨂𝐁 ⨂𝐂 = 𝐀(𝐁⨂𝐂) 

4. 𝐀 + 𝐁 ⨂𝐂 =  𝐀⨂𝐂 +  𝐁⨂𝐂 ; jika A dan B memliki ukuran yang sama 

5. 𝑨⨂ 𝐁 + 𝐂 =  𝐀⨂𝐁 +  𝐀⨂𝐂 ; jika B dan C memliki ukuran yang sama 

6.  𝐀 + 𝐁 T = 𝐀𝐓⨂𝐁𝐓 

7. 𝐚𝐛𝐓 = 𝐚⨂𝐛𝐓 = 𝐛𝐓⨂𝐚 

 

2.3 Variabel Acak 

 

 Misalkan terdapat suatu percobaan acak pelemparan sebuah koin dengan 

kemungkinan hasil yaitu muka atau belakang. Ruang sampel dari percobaan ini 

adalah C = {c; c adalah muka atau c adalah belakang}.  

 Misalkan X adalah sebuah fungsi sedemikian sehingga X(c) = 0 jika c 

adalah muka dan X(c) = 1 jika c adalah belakang, maka X merupakan sebuah 
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fungsi yang memetakan elemen-elemen himpunan ruang sampel C dengan 

himpunan bilangan real.  

 

Definisi 2.11 

 Misalkan sebuah percobaan acak mempunyai ruang sampel C. sebuah 

fungsi X yang memetakan masing-masing elemen c∈C ke satu dan hanya satu 

bilangan real X(c) = x, disebut variabel acak. Ruang nilai X adalah himpunan 

bilangan real A = {x; x = X(c), c∈C}. 

 Misalkan X suatu variabel acak dengan pengamatan yang dilakukan 

sebanyak n kali maka pengamatan tersebut dinotasikan sebagai X1, X2, …, Xn . 

Jika nilai-nilai untuk X1=x1, X2=x2, …, Xn=xn maka X dapat dinotasikan dalam 

bentuk vektor sebagai berikut. 

𝐗 =  

x1

x2

⋮
xn

  

 

2.4 Ekspektasi, Variansi, Kovariansi, dan Korelasi 

 

Misalkan X suatu variabel acak yang memiliki sifat : 

 Untuk X diskret,   x f(x)x  konvergen ke suatu limit berhingga 

 Untuk X kontinu,   x f x dx
∞

−∞
 konvergen ke suatu limit berhingga 

maka nilai ekspektasi dari variabel random X didefinisikan sebagai : 

E X =  x f(x)

x

, untuk X diskret 

atau E X =  x f x dx

∞

−∞

 untuk X kontinu 

 

Definisi 2.12 

 Dengan definisi ekspektasi yang telah dijelaskan, momen ke-k dari 

distribusi X didefinisikan sebagai E(X
k
). 

Misalkan X memiliki mean μ maka E(X)= μ 
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Sifat-sifat ekspektasi : 

1. Sifat 1 : 

Misalkan X dan Y merupakan variabel acak maka 

E X + Y = E X + E Y  

2. Sifat 2 : 

Misalkan X suatu variabel acak dan k suatu konstanta maka 

E kX = kE(X) 

 

3. Sifat 3 : 

Misalkan X dan Y merupakan variabel acak yang independen maka 

E XY = E X E(Y) 

Misalkan X suatu variabel acak dengan mean μ maka variansi dari X didefinisikan 

sebagai  

var (X) = σX
2 = E  X − μ 2  

 = E X2 − 2Xμ + μ2  

 = E X2 − E 2Xμ + E μ2  

 = E X2 − 2 E X   E X  +  E X  2 

 = E X2 −  E X  2 

 

Misalkan X adalah variabel acak dengan mean μx dan variansi σX
2  sedangkan Y 

adalah variabel acak dengan mean μy dan variansi σy
2 maka kovariansi X dan Y 

didefinisikan sebagai  

cov[X,Y] = E  X − μx  Y − μy   

 = E(XY − Xμy − Yμx + μxμy) 

 = E XY − E Xμy − E Yμx + μxμy  

 = E XY − μyE X − μxE Y + μxμy  

 = E XY − E Y E(X) − E(X)E Y + E(X)E Y  

 = E XY − E X E(Y) 
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Sifat-sifat variansi 

1. Sifat 4 

Misalkan X suatu variabel acak dan a suatu konstanta maka 

var aX = a2var(X) 

2. Sifat 5 

Misalkan X dan Y suatu variabel acak maka 

var X + Y = var X + var Y + 2 cov(X, Y) 

X dan Y merupakan variabel acak yang tidak berkorelasi jika dan hanya jika 

cov(X,Y)=0 

Bukti : 

ρ =
cov(X, Y)

σXσY
 

dengan ρ merupakan koefisien korelasi 

Jika cov(X,Y)=0 maka ρ = 0 yang mengartikan bahwa X dan Y tidak berkorelasi 

sedangkan ρ = 0 terjadi ketika cov(X,Y)=0 

(terbukti) 

 

2.5 Penaksir Konsisten 

 

Definisi 2.13 

 Suatu statistik θ  disebut penaksir yang konsisten untuk parameter  jika 

dan hanya jika θ  konvergen dalam probabilitas ke parameter  atau plimθ  = θ 

 

Definisi 2.14  

Variabel random Xn yang dilakukan sebanyak n pengamatan disebut konvergen 

dalam probabilitas ke c atau plim Xn = c jika untuk sembarang bilangan positif ε 

> 0 berlaku 

lim
n→∞

Pr  Xn − c < 𝜀 = 1 

atau  

lim
n→∞

Pr  Xn − c ≥ 𝜀 = 0 
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Teorema 2.5 

Jika Xn merupakan variabel random yang memiliki mean μ dan variansinya σn
2  

konvergen ke 0. Maka plim Xn = μ. 

Bukti : 

 Pembuktian ini menggunakan dalil pertidaksamaan Chebyshev. Dalil 

tersebut berisi sebagai berikut. 

 Misalkan X merupakan variabel random dengan mean μ dan variansi 

σ2<∞ maka pertidaksamaan Chebyshev adalah sebagai berikut : 

Pr  Xn − μ ≥ kσn ≤
1

k2
 

atau  

Pr  Xn − μ < 𝑘σn ≥ 1 −
1

k2
 

dengan k suatu konstanta. 

 Dari pertidaksamaan Chebyshev diperoleh 

                                                   Pr  Xn − μ < 𝑘σn ≥ 1 −
1

k2
                    (2.1)              

ambil ε = kσn    maka k =
ε

σn
 

Sehingga persamaan (2.1) menjadi: 

Pr  Xn − μ < 𝜀 ≥ 1 −
σn

2

ε2
 

Dengan mengambil limit untuk n → ∞ pada kedua ruas persamaan di atas maka 

diperoleh  

lim
n→∞

Pr  Xn − μ < 𝜀 ≥ lim
n→∞

1 −
σn

2

ε2
 

Karena σn
2  konvergen ke 0. Maka diperoleh 

lim
n→∞

Pr  Xn − μ < 𝜀 ≥ lim
n→∞

1 

Karena nilai probabilitas adalah dari 0 hingga 1 maka 

lim
n→∞

Pr  Xn − μ < 𝜀 = 1 

Berdasarkan definisi 2.14 maka plim Xn = μ.           (terbukti) 
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2.6 Model Regresi Linier 

 Model regresi merupakan persamaan yang menggambarkan hubungan 

antara variabel dependen dengan variabel independen. Jika parameter dalam 

model regresi berhubungan secara linier dengan variabel dependen maka disebut 

model regresi linier. Selanjutnya model ini dapat digunakan untuk memprediksi 

nilai variabel dependen apabila diberikan nilai dari variabel independen. Oleh 

karena itu taksiran model yang digunakan sebaiknya memenuhi kriteria model 

yang baik sehingga mampu digunakan sebagai prediksi dengan error yang 

terkecil. 

 Misal yi adalah observasi dari variabel dependen Y untuk pengamatan ke-

i, xik adalah nilai variabel independen ke-k untuk pengamatan ke-i dan εi adalah 

error pengamatan ke-i. Misalkan terdapat K variabel independan dan n 

pengamatan. Maka model regresi dapat dituliskan sebagai berikut : 

y1 = x11β
1

+ x12β
2

+ ⋯+ x1kβ
K

+ ε1 

y2 = x21β
1

+ x22β
2

+ ⋯+ x2kβ
K

+ ε2 

⋮ 

yn = xn1β
1

+ xn2β
2

+ ⋯+ xnk β
K

+ εn  

atau dapat ditampilkan dalam bentuk matriks sebagai berikut : 

                                                          𝐲 = 𝐗𝛃 + 𝐮                                               (2.2) 

dimana 

y : vektor observasi variabel dependen berukuran nx1 

X : matriks K variabel independen berukuran nxK 

β : vektor parameter berukuran Kx1 

u : vektor error berukuran nx1 

 Untuk menaksir vektor parameter β, salah satu metode penaksiran yang 

dapat digunakan adalah Ordinary Least Square (OLS). Metode penaksiran ini 

menggunakan prinsip meminimumkan jumlah penyimpangan kuadrat antara nilai 

prediksi dengan nilai sebenarnya. Untuk mendapat taksiran yang baik dalam 

menggunakan metode penaksiran ini ada beberapa asumsi yang harus dipenuhi, 

yaitu: 
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1. X berukuran nxK mempunyai rank K 

2. E(u|X)=0 

3. E(uu’|X)=σ
2
I 

4.u~Normal 

Dengan metode OLS diperoleh taksiran untuk β, yaitu : 

                                                         𝛃 =  𝐗′𝐗 −𝟏𝐗′𝐲                                        (2.3) 

yang merupakan taksiran yang konsisten untuk β.  

Bukti : 

 Berdasarkan definisi tentang penaksir yang konsisten akan dibuktikan 

bahwa plim 𝛃 =  𝛃. Dengan mensubsitusikan persamaan (2.2) ke persamaan (2.3) 

didapatkan bentuk : 

𝛃  =  𝐗′𝐗 −𝟏𝐗′(𝐗𝛃 + 𝐮 ) 

=  𝐗′𝐗 −𝟏𝐗′𝐗𝛃 +  𝐗′𝐗 −𝟏𝐗′𝐮 

= 𝐈𝛃 +  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐗 

−𝟏 𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 

= 𝛃 +  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐗 

−𝟏 𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 

Dengan mengambil bentuk probabilitas limit pada kedua ruas tersebut maka 

diperoleh persamaan  

plim 𝛃 = 𝛃 + plim  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐗 

−𝟏

plim 
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 

Untuk mendapatkan hasil plim 𝛃 =  𝛃 dapat dilakukan dengan membuktikan 

bahwa   
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 = 𝟎 . Untuk membuktikan hal ini dapat digunakan teorema 2.5 

dengan mencari mean dari  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 dan limit dari variansi  

𝟏

𝐧
𝐗′𝐮  . 

 Misalkan xi adalah vektor baris yang berisi nilai dari variabel-variabel 

independen untuk pengamatan ke-i, maka 

E  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 = 𝐄  

𝟏

𝐧
 

𝐱𝟏
𝐱𝟐
⋮
𝐱𝐧

 

′

 

𝐮𝟏
𝐮𝟐
⋮
𝐮𝐧
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= 𝐄  
1

n
 𝐱𝟏 𝐱𝟐 … 𝐱𝐧  

𝐮𝟏
𝐮𝟐
⋮
𝐮𝐧

   

= 𝐄 
1

n
 𝐱𝐢𝐮𝐢

𝐧

𝐢=𝟏

  

=
1

n
 𝐄 𝐱𝐢𝐮𝐢 

𝐧

𝐢=𝟏

 

dimana  

𝐄 𝐱𝐢𝐮𝐢 = 𝐜𝐨𝐯 𝐱𝐢,𝐮𝐢 + 𝐄 𝐱𝐢 𝐄 𝐮𝐢  

Jika diasumsikan u pada masing-masing observasi tidak berkorelasi dengan X 

maka 𝐜𝐨𝐯 𝐱𝐢,𝐮𝐢 = 𝟎. Karena diasumsikan bahwa E(u|X)=0 mengakibatkan 

𝐄 𝐱𝐢 𝐄 𝐮𝐢 = 𝟎 . 

Maka 𝐄 𝐱𝐢𝐮𝐢 = 𝐜𝐨𝐯 𝐱𝐢,𝐮𝐢 + 𝐄 𝐱𝐢 𝐄 𝐮𝐢 = 𝟎 

Oleh karena itu didapatkan 

𝐄  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 = 𝟎 

Selanjutnya akan dicari limit dari variansi  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮  . Karena E(uu’|X)=σ

2
I maka  

var 
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮  = 𝐄   

𝟏

𝐧
𝐗′𝐮  

𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 

′

  

= 𝐄  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮

𝟏

𝐧
𝐮′𝐗  

=
1

n2
𝐄 𝐗′ 𝐄 𝐮𝐮′ 𝐄(𝐗) 

=
σ2

n2
𝐄 𝐗′ 𝐄(𝐗) 

𝐥𝐢𝐦
𝐧→∞

var 
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮 = 𝟎 

Karena mean dari  
𝟏

𝐧
𝐗′𝐮  dan variansinya konvergen ke 0 berdasarkan teorema 

2.5 didapatkan hasil bahwa 

plim 𝛃 = 𝛃 

Berdasarkan definisi maka 𝛃  merupakan taksiran yang konsisten untuk 𝛃. 

( terbukti ) 
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2.7 Model Regresi Data Panel 

 

 Data panel merupakan gabungan dari data cross section dan data runtun 

waktu, maka model regresi data panel dapat dituliskan sebagai berikut : 

yit = α + βxit + uit  

i = 1, 2,… , N     t = 1, 2,… , T 

dimana : 

N : banyaknya observasi 

T : banyaknya waktu 

NxT : banyaknya data panel 

Variabel yit  merupakan variabel respon untuk individu ke-i pada waktu ke-t, 

variabel xit merupakan variabel prediktor individu ke-i pada waktu ke-t, α dan β 

masing-masing merupakan intercept dan parameter regresi data panel, dan uit 

merupakan komponen error model. 

Berdasarkan komponen error uit, model regresi data panel terbagi atas : 

1. Model regresi komponen error satu arah 

yit = α + βxit + uit  

dimana uit = μi + vit  

2. Model regresi komponen error dua arah 

yit = α + βxit + uit  

dimana uit = μi + λt + vit  

diketahui bahwa μi  merupakan pengaruh yang tidak terobservasi dari individu ke-i 

tanpa dipengaruhi faktor waktu, misalkan kemampuan atau keunggulan khusus 

dari suatu individu yang tidak dimiliki oleh individu lainnya. λt  merupakan 

pengaruh yang tidak terobservasi dari waktu ke-t tanpa dipengaruhi faktor 

individu, misalkan pada suatu waktu tertentu ada peristiwa yang tidak terobservasi 

yang mengakibatkan hasil observasi menjadi tidak lazim dari waktu sebelumnya. 

vit merupakan error yang benar-benar tidak diketahui dari individu ke-i pada 

waktu ke-t.  

 Berdasarkan asumsi pengaruh atau effects yang digunakan pada model 

regresi data panel, model regresi data panel dibagi menjadi 2 : 
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1. Fixed effects model 

 Pada fixed effects model untuk data panel, pemilihan individu dan waktu 

ditentukan secara fixed oleh peneliti, sehingga effects hanya sebatas pada individu 

dan waktu yang ditentukan tersebut. Dengan demikian, effects dari individu dan 

waktu diasumsikan sebagai fixed parameter dan hasil taksirannya berupa suatu 

konstanta yang merupakan salah satu komponen pembentuk intercept pada model. 

Karena itu pada fixed effects model untuk data panel, perbedaan karakteristik 

individu dan waktu diakomodasikan pada intercept sehingga interceptnya berubah 

antar individu dan waktu. Maka fixed effects model untuk data panel dengan 

komponen error satu arah adalah sebagai berikut : 

yit = α + βxit + uit  

dimana uit = μi + vit  

vit ~IID(0,σV
2 ) 

 

2. Random effects model 

 Pada  random effects model untuk data panel, pemilihan individu dan 

waktu diakukan secara acak, sehingga effects dari indvidu dan waktu diasumsikan 

merupakan variabel acak. Karena itu pada random effects model untuk data panel, 

perbedaan karakteristik individu dan waktu diakomodasikan pada error dari 

model. Maka random effects model untuk data panel dengan komponen error satu 

arah adalah sebagai berikut: 

yit = α + βxit + uit  

dimana uit = μi + vit  

μi~IID 0,σμ
2  ;  vit ~IID(0,σV

2 ) 

  

 Berdasarkan kelengkapan data, data panel juga dapat dibedakan menjadi 

data panel lengkap dan data panel tidak lengkap. Pada data panel lengkap setiap 

individu terobservasi pada kurun waktu yang sama. Sedangkan pada data panel 

tidak lengkap, setiap individu terobservasi pada kurun waktu yang berbeda-beda. 
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2.8 Model Dinamis 

 Model dinamis merupakan salah satu alat analisis yang dapat digunakan 

untuk mengevaluasi dampak jangka pendek dan jangka panjang dari suatu 

kebijakan ekonomi atau aktivitas bisnis. Sebagai contoh : pemerintah menetapkan 

kebijakan menaikkan harga pupuk, akan dilihat apakah kebijakan tersebut 

memberi pengaruh terhadap penawaran beras. Dalam sektor pertanian dampak 

dari suatu kebijakan yang ditetapkan pemerintah saat ini sering baru terlihat 

beberapa bulan bahkan beberapa tahun kemudian (dampak jangka panjang). Hal 

ini dapat disebabkan karena aktivitas pertanian mempunyai tenggat waktu (time 

lag) dari mulai pengambilan keputusan produksi sampai realisasi produksi. Oleh 

sebab itu model dinamis sangat cocok diaplikasikan dalam menganalisis pengaruh 

dari kebijakan ini. Ciri dari model dinamis adalah adanya lag dari variabel 

dependen, hal ini disebabkan faktor habits formation (kebiasaan). 

 

2.9 Model Spasial Dependen 

 Pada analisis regresi sering kali dijumpai adanya ketergantungan antar 

lokasi (dependensi spasial) pada nilai observasinya. Model regresi yang 

memperhatikan efek dependensi spasial ini disebut model spasial dependen. 

 Terdapat dua jenis dependensi spasial yaitu spasial lag dan spasial error. 

Ada kemungkinan suatu data memenuhi kedua karakteristik dependensi ini. 

 Spasial lag muncul akibat adanya ketergantungan nilai variabel dependen 

pada suatu lokasi dengan nilai dari variabel dependen lokasi lain yang 

berhubungan dengannya. Dengan kata lain misalkan lokasi i berhubungan dengan 

lokasi j maka nilai variabel dependen pada lokasi i merupakan fungsi dari nilai 

variabel dependen pada lokasi j dengan i≠j. Model yang memperhatikan kondisi 

ini disebut model spasial lag. 

 Misalkan nilai yi  adalah nilai variabel dependen pada lokasi ke-i, xik  

adalah nilai variabel independen ke-k pada lokasi ke-i, wij  adalah bobot yang 

menggambarkan hubungan antara lokasi ke-i dan lokasi ke-j dimana wij  bernilai 0 

jika i = j dan ui merupakan error pada lokasi ke-i. 
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 Misalkan terdapat k variabel independen dan n lokasi pengamatan, maka 

model spasial lag adalah sebagai berikut : 

 y1 = x11β1 + x12β2 + ⋯+ x1kβk + λ w12y2 + w13y3 + ⋯+ w1nyn + u1 

y2 = x21β1 + x22β2 + ⋯+ x2kβk + λ w21y1 + w23y3 + ⋯+ w2nyn + u2 

⋮ 

yn = xn1β1 + xn2β2 + ⋯+ xnkβk + λ wn1y1 + wn2y2 + ⋯+ wn(n−1)yn−1 + un  

Atau dalam bentuk matriks : 

𝐲 = 𝐗𝛃 + λ𝐖𝐲 + 𝐮 

y  : vektor variabel dependen berukuran nx1 

X : matriks k variabel independen berukuran nxk 

W : matriks bobot spasial berukuran nxn 

β : vektor parameter regresi berukuran kx1 

λ : parameter berupa skalar dari spasial lag 

u : vektor error berukuran nx1 

 Spasial error muncul akibat adanya ketergantungan nilai error suatu lokasi 

dengan nilai error pada lokasi lain yang berhubungan dengannya. Hal ini terjadi 

apabila terdapat variabel-variabel yang mempengaruhi nilai variabel dependen 

tapi tidak diikutsertakan pada model, berkorelasi antar lokasi. Model yang 

memperhatikan kondisi ini disebut model spasial error. 

 Misalkan yi adalah nilai observasi variabel dependen pada lokasi ke-i, xik 

adalah nilai variabel independen ke-k lokasi ke-i, ui adalah nilai error pada lokasi 

ke-i, mij adalah bobot yang menggambarkan hubungan antara lokasi ke-i dan 

lokasi ke-j dimana mij bernilai 0 saat i = j dan vi merupakan inovasi pada lokasi 

ke-i. Inovasi ini merepresentasikan error untuk model spasial error. Misalkan 

terdapat n lokasi pengamatan dan k variabel independen, maka model spasial error 

dapat dituliskan sebagai berikut. 

y1 = x11β1 + x12β2 + ⋯+ x1kβk + u1 

y2 = x21β1 + x22β2 + ⋯+ x2kβk + u2 

⋮ 

yn = xn1β1 + xn2β2 + ⋯+ xnkβk + un  

dengan  
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u1 = ρ m12u2 + m13u3 + ⋯+ m1nun + vi   

u2 = ρ m21u1 + m23u3 + ⋯+ m2nun + v2 

⋮ 

un = ρ mn1u1 + mn2u2 + ⋯+ mn−1nun + vn  

 

atau dalam bentuk matriks: 

𝐲 = 𝐗𝛃 + 𝐮 

𝐮 = ρ𝐌𝐮 + 𝐯 

 

y = vektor observasi variabel dependen berukuran nx1 

X = matriks K variabel independen berukuran nxK 

u = vektor error berukuran nx1 

M= matriks bobot spasial berukuran nxn 

ρ = parameter berupa skalar dari spasial error 

v = vektor inovasi berukuran nx1 

 

2.10 Metode Instrumental Variabel 

 Perhatikan model linier sederhana : 

y = β0 + β1x1 + ⋯+ βkxk + u 

 

Dimana E(u)=0, cov(xj,u)=0 , j=1,…k-1 dan xk  berkorelasi dengan u. 

Dengan kata lain x1,…,xk-1 adalah variabel ekspalanatori eksogen dan xk adalah 

variabel eksplanatori endogen. 

 Pada model ini variabel xk  akan berkorelasi dengan error sehingga cov(xi, 

ui)≠0. Jika hal ini terjadi, maka estimasi OLS untuk β akan menghasilkan taksiran 

yang bias dan juga tidak konsisten. 

Bukti : 

β OLS =
Sxy

Sxx
=
 yi(xi − x )n

i=1

 (xi − x )2n
i=1

=  ciyi

n

i=1

      dimana ci =
(xi − x )

 (xi − x )2n
i=1

 

         =  ci(β0 + βxi + ui)

n

i=1
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         =  ciβ0

n

i=1

+  ciβxi

n

i=1

+  ciui

n

i=1

 

         = β0  ci

n

i=1

+ β cixi

n

i=1

+  ciui

n

i=1

 

         = β +  ciui

n

i=1

     dimana  ci

n

i=1

= 0, cixi

n

i=1

= 1 

Kemudian ekspektasikan kedua ruas : E(β OLS ) = β + E( ciui
n
i=1 ) 

Karena  xi berkorelasi dengan ui yang mengimplikasikan E(xi , ui) ≠ 0. Sehingga 

E( ciui
n
i=1 ) ≠ 0, mengakibatkan E(β OLS ) ≠ β.  

 Selanjutnya akan diperiksa apakah β OLS  adalah taksiran yang konsisten 

untuk β atau tidak. 

β OLS  adalah taksiran yang konsisten untuk β jika β OLS − β
p
→ 0 atau 

plimn→∞(β OLS − β) = 0 atau menurut definisi konvergen dalam probabilitas, 

limn→∞ Pr  β OLS − β − 0 < 𝜀 = 1 

Disini pilih ε = kσβ OLS −β
, dimana σβ OLS −β

=  var 
 (xi−x )ui

n
i=1

 (xi−x )2n
i=1

  dan 

  k2 ε2

σ
β OLS −β
2   

Menurut Pertidaksamaan Chebyshev : 

Pr  β OLS − β − 0 < 𝑘σβ OLS −β
 ≥ 1 −

1

k2
 

Pr  β OLS − β − 0 < 𝜀 ≥ 1 −
σ
β OLS −β
2

ε2
 

 Dengan mengambil limit untuk n∞ pada kedua ruas persamaan diatas 

maka diperoleh 

lim
n→∞

Pr  β OLS − β − 0 < 𝜀 = lim
n→∞

1 − lim
n→∞

σ
β OLS −β
2

ε2
 

lim
n→∞

σ
β OLS −β
2

ε2
≠ 0 

limn→∞ Pr  β OLS − β − 0 < 𝜀 ≠ 0. 

Maka, β OLS  bukan taksiran yang konsisten untuk β. 
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 Metode instrumental variabel merupakan metode yang bertujuan 

menghilangkan efek variabel ekspalanatori endogen dalam model sehingga 

taksiran parameter yang didapat bersifat unbiased dan konsisten. 

 Untuk menggunakan metode ini dibutuhkan suatu variabel yang disebut 

sebagai variabel instrumen. Variabel instrumen (misal z1) harus memenuhi dua 

syarat berikut : 

1. z1 tidak berkorelasi dengan error 

Cov(z1, u) = 0 

2.  z1 berkorelasi dengan xk. 

 Proyeksi linear xk terhadap keseluruhan variabel : 

xk = δ0 + δ1x1 + ⋯+ δK−1xK−1 + θ1z1 + rk  

Dimana E(rk)=0 dan rk tidak berkorelasi dengan x1,…,xk-1, dan z1. 

Syarat yang harus dipenuhi agar z1 berkorelasi dengan xk adalah : θ1 ≠ 0           

 Jika z1 memenuhi kedua syarat tersebut maka z1 merupakan variabel 

instrumental yang tepat untuk xk. Karena x1, x2, …, xk-1 tidak berkorelasi dengan u 

maka x1, x2, …, xk-1  juga berperan sebagai variabel instrumen untuk masing-

masing variabel itu sendiri. Dengan kata lain variabel instrumental terdiri atas 

seluruh variabel eksogen dan instumen untuk variabel endogen eksplanatori. 

Variabel instrumental yang sesuai menjadi : 𝒛 = (x1, x2,… , xk−1, z1)  

 

2.10.1 System Instrumental Variable (SIV) Estimator 

 

 Asumsi –asumsi dalam SIV (System Instrumental Variable) yang 

dibutuhkan untuk mengestimasi 𝛃 : 

Assumption SIV 1 : 𝐄 𝐳′𝐮 = 𝟎 

 Karena cov(xj , u) = 0 dan Cov(𝐳, u) = 0 mengakibatkan, 

𝐄 𝐳′𝐮 = 𝟎 

Kalikan model dengan 𝐳′  

𝐳′𝐲 = 𝐳′𝐱𝛃 + 𝐳′𝐮 

Model di atas dalam bentuk ekspektasinya adalah 

𝐄(𝐳′𝐲) = 𝐄(𝐳′𝐱𝛃) + 𝐄(𝐳′𝐮) 
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maka  

    𝐄 𝐳′𝐲 = 𝛃 𝐄 𝐳′𝐱            (a) 

Dimana E(𝐳′𝐱) berukuran KxK dan 𝐄 𝐳′𝐲   berukuran Kx1. 

 

Assumption SIV 2 : rank (𝐄(𝐳′𝐱)=K ) 

 Persamaan (a) akan memiliki solusi yang unik jika 𝐄 𝐳′𝐱 −𝟏 ada. Suatu 

matriks persegi akan memiliki invers jika rank dari matriks tersebut sama dengan 

ordernya. Maka persamaan (a) akan memiliki solusi yang unik jika  dan hanya 

jika rank (𝐄(𝐳′𝐱)=K). 

Maka persamaan (a) akan memiliki solusi : 

𝛃 =  𝐄 𝐳′𝐱  −𝟏𝐄 𝐳′𝐲  

Untuk sampel acak { xi , yi , z1 : i = 1, 2,… , N} taksiran 𝛃  adalah  

𝛃 =  𝐍−𝟏 𝐳𝐢
′𝐱𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 

−𝟏

 𝐍−𝟏 𝐳𝐢
′𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

Persamaan di atas disebut sebagai System Instrumental Variable (SIV) estimator. 

 

2.11 Generalized Method of Moments 

 

 Generalized Method of Moment (GMM) merupakan pendekatan general 

dan modern pada sistem estimasi dengan variabel instrumental. Metode ini 

dikembangkan oleh Hansen (1982) dan telah ditunjukkan bahwa metode momen 

dapat diaplikasikan pada berbagai bidang ekonometri. 

 GMM mensyaratkan sejumlah momen kondisi yang harus dipenuhi model. 

Momen kondisi merupakan fungsi dari parameter model dan ekspektasinya 

bernilai nol saat nilai parameternya benar. Metode GMM kemudian akan 

meminimumkan fungsi kuadratik atau fungsi objektif dari momen sampel. 

 Di bawah asumsi SIV 1 dan SIV 2, parameter model (β) yang merupakan 

vektor (Kx1) adalah solusi unik untuk momen kondisi dari populasi, 

𝐄 𝐠𝐢 𝛃  = 𝐄 𝐙𝐢
′𝐮𝐢 = 𝐄 𝐙𝐢

′ 𝐲𝐢 − 𝐗𝐢𝛃  = 𝟎 

yang berkorespondensi dengan momen kondisi dari sampel: 
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 𝐠  𝛃  = 𝐍−𝟏 𝐙𝐢
′ 𝐲𝐢 − 𝐗𝐢𝛃  

𝐍
𝐢=𝟏  

Ide dasar dari GMM adalah memilih estimator untuk β sehingga 𝐠  𝛃  = 𝟎. 

 Jika L=K , dimana L adalah banyak kolom pada matriks variabel instrumen 

dan K adalah banyak banyak baris pada Zi maka jumlah vektor instrumen 

pada Zi  adalah sama dengan jumlah parameter pada β. Sehingga  𝐙𝐢
′𝐗𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  

merupakan matriks berukuran KxK, dan jika  𝐙𝐢
′𝐗𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  matriks nonsingular 

maka : 

𝛃 =  𝐍−𝟏 𝐙𝐢
′𝐗𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 

−𝟏

 𝐍−𝟏 𝐙𝐢
′𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

 Jika L>K, kolom baris pada matriks instrumen lebih banyak dibandingkan 

dengan jumlah parameter yang akan ditaksir, sehingga memilih 𝛃  menjadi 

lebih sulit. Pada kasus ini, definisikan matriks bobot 𝐖 , suatu matriks simetris 

berukuran LxL dan kemudian bangun suatu fungsi GMM yang merupakan 

fungsi kuadratik dari momen kondisi. Fungsi obyektif GMM ialah sebagai 

berikut : 

𝐉 𝛃  = 𝐠  𝛃  
′
𝐖  𝐠  𝛃   

Taksiran GMM untuk β merupakan suatu taksiran (𝛃 ) yang meminimumkan 𝐉 𝛃  . 

𝜕𝐉 𝛃  

𝜕𝛃 
= 0 

Maka 

𝐉 𝛃  =  N−1  𝐙i
′ 𝐲i − 𝐗i𝛃  

N

i=1

 

′

𝐖  N−1  𝐙i
′ 𝐲i − 𝐗i𝛃  

N

i=1

  

=  N−1  𝐙i
′𝐲i − 𝐙i

′𝐗i𝛃 

N

i=1

 

′

𝐖  N−1  𝐙𝐢
′ 𝐲𝐢 − 𝐗𝐢𝛃  

𝐍

𝐢=𝟏

  

=  N−1  𝐲𝐢
′𝐙𝐢 − 𝛃 ′𝐗𝐢

′𝐙𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐖  N−1  𝐙𝐢
′𝐲𝐢 − 𝐙𝐢

′𝐗𝐢𝛃 

𝐍

𝐢=𝟏

  

= N−1  𝐲𝐢
′𝐙𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 𝐖 𝐙𝐢

′𝐲𝐢 − N−1  𝐲𝐢
′𝐙𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 𝐖 𝐙𝐢

′𝐗𝐢𝛃 − N−1  𝛃 ′𝐗𝐢
′𝐙𝐢𝐖 𝐙𝐢

′𝐲𝐢
𝐍
𝐢=𝟏 +

    N−1  𝛃 ′𝐗𝐢
′𝐙𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 𝐖 𝐙𝐢

′𝐗𝐢𝛃   
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Karena N−1  𝐲𝐢
′𝐙𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 𝐖 𝐙𝐢

′𝐗𝐢𝛃  berukuran (1x1) atau skalar dan transposnya 

 N−1  𝐲𝐢
′𝐙𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 𝐖 𝐙𝐢

′𝐗𝐢𝛃  
′

= N−1  𝛃 ′𝐗𝐢
′𝐙𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 𝐖 𝐙𝐢

′𝐲𝐢 juga skalar yang sama, maka 

𝐉 𝛃  = N−1  𝐲𝐢
′𝐙𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐖 𝐙𝐢
′𝐲𝐢 − N−1  𝟐𝛃 ′𝐗𝐢

′𝐙𝐢𝐖 𝐙𝐢
′𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

+ N−1  𝛃 ′𝐗𝐢
′𝐙𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐖 𝐙𝐢
′𝐗𝐢𝛃  

𝜕𝐉 𝛃  

𝜕𝛃 
= −N−1  𝟐𝐗𝐢

′𝐙𝐢𝐖 𝐙𝐢
′𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

+ N−1  𝟐𝐗𝐢
′𝐙𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐖 𝐙𝐢
′𝐗𝐢𝛃 = 𝟎 

 𝐗𝐢
′𝐙𝐢𝐖 𝐙𝐢

′𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

=  𝐗𝐢
′𝐙𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐖 𝐙𝐢
′𝐗𝐢𝛃  

𝛃 =   𝐗𝐢
′𝐙𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐖 𝐙𝐢
′𝐗𝐢 

−𝟏

  𝐗𝐢
′𝐙𝐢𝐖 𝐙𝐢

′𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

 

2.12 Teorema Limit Untuk Sampel Acak 

Teorema Weak Law of Large Number (WLLN) 

Jika X1, X2,…,Xn barisan variabel acak i.i.d memiliki mean yang sama μ dan 

variansi σ
2
 <∞. Misal X n = n−1  Xi

N
i=1 . Maka 

X n
p
→

 μ 

Bukti: 

Var X n = Var 
1

n
 X1 + X2 + ⋯+ Xn   

=
1

n2
Var X1 + X2 + ⋯+ Xn  

=
nσ2

n2
=
σ2

n
 

Menggunakan pertidaksamaan Chebyshev pada X n  

Pr  X n − μ < 𝜀 = 1 − Pr  X n − μ ≥ ε ≥ 1 −
σ2

 nε 2
 

untuk n ∞ maka Pr  X n − μ < 𝜀 = 1 

Berdasarkan definisi konvergen dalam probabilitas 

plim
n → ∞

 X n = μ atau  X n
p
→

 μ  
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2.13 Matriks Bobot Spasial 

 

 Matriks bobot spasial (W) merupakan matriks berukuran nxn yang 

menggambarkan ketergantungan suatu lokasi dengan lokasi sekitarnya. Oleh 

karena itu diasumsikan bahwa elemen diagonal matriks bobot spasial W adalah 

sama dengan 0. Sedangkan, wij  merupakan elemen dari matriks  

bobot spasial (W) yaitu elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j. wij  ini 

menggambarkan hubungan lokasi ke-i dengan lokasi ke-j, dimana wij > 0 bila 

lokasi ke-i berhubungan dengan lokasi ke-j. 

 Matriks bobot spasial dapat ditentukan berdasarkan dua kategori, yaitu 

berdasarkan jarak dan contiguity (hubungan). Berikut adalah penjelasan dari 

masing-masing kategori: 

1. Bobot jarak 

 Dalam hal ini, penentuan entri-entri dari matrik bobot spasial dapat 

direpresentasikan dalam bentuk fungsi jarak. Pada prinsipnya, bobot jarak antara 

suatu lokasi dengan lokasi di sekitarnya ditentukan oleh jarak antara kedua daerah 

tersebut. Semakin pendek jarak antar lokasi, maka bobot yang diberikan akan 

semakin besar. Hal ini dikarenakan lokasi yang jaraknya berdekatan umumnya 

mempunyai karakteristik yang mirip, berbeda dengan lokasi yang yang jaraknya 

jauh, umumnya kerakteristik antar lokasi ini akan lebih bervariasi, sehingga bobot 

yang diberikan akan semakin kecil. 

Selanjutnya, akan dijelaskan beberapa jenis penentuan matriks bobot berdasarkan 

jarak : 

a) Fungsi jarak menurun 

wij =  
dij

z  jika dij ≤ D, dan z < 0

0 jika dij > 𝐷
  

b) K-lokasi terdekat 

Pada metode ini, peneliti dapat menentukan sendiri lokasi ke-j, sebanyak k-lokasi, 

yang merupakan lokasi terdekat di sekitar lokasi ke-i. 
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c) Invers dari jarak 

wij =  

1

dij
  jika dij ≤ D, dan z < 0

0 jika dij > 𝐷

   

dimana : 

D merupakan suatu limit dari jarak yang ditentukan 

dij  merupakan jarak antara lokasi ke-i dan lokasi ke-j 

 

2. Bobot contiguity 

Jenis-jenis penentuan matriks bobot berdasarkan bobot contiguity : 

a) Rook contiguity 

Didefinisikan sebagai : 

wij = 1 jika lokasi-i dan lokasi-j memiliki common edge 

wij = 0 jika lainnya 

 

b) Bishop contiguity 

Didefinisikan sebagai : 

wij = 1 jika lokasi-i dan lokasi-j memiliki common verteks 

wij = 0 jika lainnya 

 

c) Queen contiguity 

Didefinisikan sebagai : 

wij = 1 jika lokasi-i dan lokasi-j memiliki common edge atau common verteks 

wij = 0 jika lainnya 

Dalam menentukan suatu matriks bobot, tidak ada ketentuan harus menggunakan 

metode tertentu untuk kasus tertentu.
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BAB 3 

PENAKSIRAN PARAMETER PADA MODEL DATA PANEL 

SPASIAL ERROR DINAMIS 

 

 

 

Pada bab ini akan dibahas bagaimana mencari taksiran parameter pada 

model data panel spasial dinamis yang dikembangkan oleh Arellano dan Bond 

dan metode tambahan pendekatan Kapoor, Kelejian, dan Prucha. Penaksiran 

dilakukan pada model data panel spasial dinamis untuk komponen error satu arah 

dengan efek acak dan memuat komponen spasial error.  

 

3.1 Model Regresi Data Panel Spasial Error Dinamis Untuk Komponen Error Satu 

Arah 

Model regresi data panel spasial error dinamis merupakan suatu model 

regresi data panel dengan lag dari variabel dependen, spasial error dan variabel 

independen sebanyak K sebagai variabel eksplanatori dalam model.  

Model regresi data panel spasial dinamis dengan efek tetap komponen error satu 

arah :   yi,t =  λ yi,t−1 +  βkxi,t,k
K
k=1 +  ui,t                               (3.1) 

               ui,t = ρ𝐖N ui,t + vi,t                                     (3.2) 

dimana : 

yi,t   : variabel dependen untuk individu ke-i pada waktu ke-t 

yi,t−1  : variabel dependen dengan lag 1 yang berperan sebagai variabel   

  eksplanatori endogen 

xi,t,k   : variabel eksplanatori eksogen ke-k individu ke-i pada waktu ke-t  

ui,t   : vektor error untuk individu ke-i pada waktu ke-t 

 : koefisien korelasi antara yi,t  dengan yi,t−1 

ρ : koefisien autoregressive spasial error 

𝐖N   : matriks bobot spasial error 

βk   : parameter untuk xk  

i : 1,…,N 

t : 2,…,T 

k :1,…,K

Penaksiran parameter ..., Gamar Aseffa, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



31 

 

Universitas Indonesia 

 

 

dengan komponen error satu arah :  

      vi,t =  ηi + εi,t        (3.3) 

dimana : 

ηi  : pengaruh yang tidak terobservasi dari individu ke-i tanpa dipengaruhi 

faktor waktu 

εi,t  : pengaruh yang benar-benar tidak dikeahui dari individu ke-i pada waktu 

ke-t 

 

Asumsi-asumsi yang digunakan adalah sebagai berikut : 

Asumsi 3.1 Untuk komponen error : 

a) εi,t  ~ IID (0, σε
2) 

b) ηi~ IID (0, ση
2) 

c) ηi  dan εi,t   saling bebas 

 

Asumsi 3.2 Untuk koefisien autoregressive dan matriks bobot : 

a) Semua elemen diagonal dari WN adalah 0 

b)  ρ <  1 dan  𝐈N −  ρ𝐖N  merupakan matriks nonsingular  

 

Asumsi 3.3 Untuk variabel eksplanatori eksogen 

a) matriks X memiliki full coloumn rank 

b)  xi,t,k  tidak berkorelasi dengan error. 

 

Jika persamaan  (3.1), (3.2), dan (3.3) digabung, model menjadi : 

                   yi,t =  λ yi,t−1 +  βkxi,t,k
K
k=1 +  ρWN ui,t + ηi + εi,t        (3.4) 

Yang bila dijabarkan akan menjadi bentuk seperti di bawah ini : 

y1,2 =  λy1,1 +   x1,2,1β1 + ⋯+ x1,2,kβK +  ρ w1,1u1,2 + ⋯+ w1,N uN,2 + η1 +

             ε1,2  

y1,3 =  λy1,2 +  x1,3,1β1 + ⋯+ x1,3,kβK +  ρ w1,1u1,3 + ⋯+ wuN,3 + η1 + ε1,3 

⋮ 
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y1,T =  λy1,T−1 +   x1,T,1β1 + ⋯+ x1,T,kβK +  ρ w1,1u1,T + ⋯+ w1,N uN,T +

              η1 + ε1,T  

y2,2 =  λy2,1 +  x2,2,1β1 + ⋯+ x2,2,kβK +  ρ w2,1u1,2 + ⋯+ w2,N uN,2 + η2 +

              ε2,2  

y3,2 =  λy3,1 +  x3,2,1β1 + ⋯+ x3,2,kβK +  ρ w3,1u1,2 + ⋯+ w3,N uN,2 + η3 +

             ε3,2  

⋮ 

yN,2 =  λyN,1 +  xN,2,1β1 + ⋯+ xN,2,kβK + ρ wN,1u1,2 + ⋯+ wN,N uN,2  + ηN  

 + εN,2 

⋮ 

yN,T =  λyN,T−1 +  xN,T,1β1 + ⋯+ xN,T,kβK + ρ wN,1u1,T + ⋯+ wN,NuN,T +  ηN +

             εN,T  

Atau bila dinyatakan dalam bentuk notasi matriks menjadi : 

              𝐲𝐭 =  λ 𝐲𝐭−𝟏 + 𝐗𝐭𝛃 +  𝐮𝐭              (3.5) 

         𝐮𝐭 = ρ𝐖𝐍𝐮𝐭 + 𝐯𝐭        (3.6) 

          𝐯𝐭 = 𝐈𝐍𝛈 + 𝛆𝐭        (3.7) 

dimana : 

yt  : vektor observasi variabel dependen berukuran Nx1 

yt-1  : lag dari variabel dependen berukuran Nx1 

Xt  : matriks observasi variabel ekplanatori eksogen berukuran NxK 

vt  : vektor error berukuran Nx1 yang independen dan berdistribusi  

    identik 

WN  : matriks  bobot spasial error berukuran NxN 

λ  : koefisien korelasi antara yt dengan yt-1 

ρ  : koefisien autoregressive spasial error. 

β  : vektor parameter berukuran Kx1 

η  : vektor individual effect berukuran Nx1 

IN  : matriks identitas berukuran NxN 

t  : 2, …, T 
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Persamaan (3.6) dapat dibentuk menjadi persamaan tereduksi : 

𝐮t =  𝐈N − ρ𝐖N 
−𝟏𝐯𝐭 

substitusi persamaan (3.7) 

𝐮𝐭 =  𝐈N − ρ𝐖N 
−𝟏[𝐈𝐍𝛈 + 𝛆𝐭] 

Agar lebih sederhana, dapat pula ditulis menjadi : 

𝐲𝐭 = 𝐳𝐭θ + 𝐮𝐭    

𝐮𝐭 =  𝐈N − ρ𝐖N 
−𝟏[𝐈𝐍𝛈 + 𝛆𝐭]         (3.8) 

dimana 𝐳𝐭 ≡ [𝐲𝐭−𝟏, 𝐱𝐭] menyatakan matriks regresor dan  𝛉 ≡ [λ,𝛃′ ]′ merupakan 

vektor K+1 parameter. 

 

3.2  Penaksiran Parameter dengan Perluasan Metode Arrelano dan Bond 

 

 Perluasan metode Arellano dan Bond (1991) pada model data panel 

dinamis dilakukan untuk mendapatkan taksiran parameter pada model data panel 

spasial dinamis yang memuat komponen spasial error. Terdapat 3 tahap kerja 

untuk mendapatkan taksiran Spasial Arellano dan Bond (SAB). Tahap pertama, 

dilakukan metode instrumental dan metode Arellano dan Bond dengan prinsip 

GMM untuk mendapatkan taksiran sederhana dengan mengabaikan efek korelasi 

spasial error. Pada tahap ini didapat taksiran yang konsisten. Kemudian pada 

tahap kedua, akan dilakukan perluasan taksiran Generalized Method of  Moments 

(GMM) yang didapatkan oleh Kapoor, Kelejian, dan Prucha (2007) untuk 

menaksir parameter spasial autoregressive, sehingga didapat taksiran yang 

konsisten. Selanjutnya, tahap ketiga, akan diestimasi kembali parameter pada 

tahap pertama dengan model yang telah ditransformasi Cochrane- Orcutt dan 

menggunakan hasil yang didapat pada tahap kedua, sehingga didapat taksiran 

akhir yang konsisten. 

 

3.2.1 Tahap Pertama 

Pada tahap pertama, akan dicari taksiran konsisten dari 𝛉 dengan 

mengabaikan efek korelasi spasial error dengan metode instrumental variabel 

(IV) dan Arellano dan Bond. Untuk menghilangkan efek dari individu (𝛈)  pada 
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persamaan (3.8) dapat dilakukan first-difference pada persamaan (3.8) sehingga 

didapat  persamaan baru: 

 

     ∆𝐲𝐭 = ∆𝐳𝐭θ + ∆𝐮𝐭                   (3.9) 

atau 

     ∆𝐲𝐭 =  λ ∆𝐲𝐭−𝟏 + ∆𝐱𝐭𝛃 + ∆𝐮𝐭                 (3.10) 

dengan ∆𝐲𝐭 ≡ 𝐲𝐭 −  𝐲𝐭−𝟏, ∆𝐳𝐭 ≡ 𝐳𝐭 −  𝐳𝐭−𝟏, dan ∆𝐮𝐭 ≡ 𝐮𝐭 −  𝐮𝐭−𝟏 untuk ∆𝐳𝐭 =

[∆𝐲𝐭−𝟏,∆𝐱𝐭] dan t=3,…,T.  

 Namun masih terdapat permasalahan  yakni komponen error ∆𝐮𝐭 

berkorelasi dengan variabel prediktor ∆𝐲𝐭−𝟏 sehingga penaksir OLS akan 

menghasilkan taksiran yang bias dan tidak konsisten (Nismawati, 2010). Oleh 

karena itu perlu dicari matriks variabel instrumen yang akan berkorelasi dengan 

variabel dependen pada first difference ∆𝐲𝐭−𝟏, tapi tidak berkorelasi dengan 

komponen error pada first difference (yakni ∆𝐮𝐭).  

 

Mutl (2006) menyarankan menggunakan variabel instrumen 

𝐇t = (𝐲𝐭−𝟐,∆𝐱𝐭) 

 

Untuk membuktikan 𝐇t variabel instrumen yang valid, akan dibuktikan 

bahwa variabel-variabel  tersebut  

- Tidak berkorelasi dengan error 𝚫𝐮𝐭 

- Berkorelasi dengan regresor ∆𝐲𝐭−𝟏 

Bukti : 

 variabel 𝐲𝐭−𝟐 

Lihat persamaan (3.10) 

∆𝐲𝐭 =  λ ∆𝐲𝐭−𝟏 + ∆𝐱𝐭β + ∆𝒖𝒕  ;   t = 3,4,…T   

𝐲𝐭 − 𝐲𝐭−𝟏 = λ 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐 +  𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏 𝛃   + (𝐮𝐭 − 𝐮𝐭−𝟏) 

untuk t=3 

𝐲𝟑 − 𝐲𝟐 = λ 𝐲𝟐 − 𝐲𝟏 +  𝐱𝟑 − 𝐱𝟐 𝛃 +(𝐮𝟑 − 𝐮𝟐) 
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Pada kasus ini, 𝐲𝟏 variabel instrumen yang tepat, karena 𝐲𝟏 berkorelasi dengan 

 𝐲𝟐 − 𝐲𝟏 , namun tidak berkorelasi dengan komponen error (𝐮𝟑 − 𝐮𝟐). 

 

untuk t =4 

𝐲𝟒 − 𝐲𝟑 = λ 𝐲𝟑 − 𝐲𝟐 +  𝐱𝟒 − 𝐱𝟑 𝛃 + (𝐮𝟒 − 𝐮𝟑) 

Pada kasus ini, 𝐲𝟏sama halnya seperti 𝐲𝟐 merupakan variabel instrumen yang 

tepat, karena berkorelasi dengan variabel  𝐲𝟑 − 𝐲𝟐 , namun tidak berkorelasi 

dengan komponen error (𝐮𝟒 − 𝐮𝟑). Sehingga untuk t=4 terdapat penambahan 

suatu variabel instrumen yang tepat. Lanjutkan penambahan variabel instrumen 

untuk masing-masing periode, sedemikian sehingga untuk periode T terdapat 

(𝐲𝟏, 𝐲𝟐,… , 𝐲𝐓−𝟐) himpunan variabel instrumen yang tepat. 

 

 variabel ∆𝐱𝐭 

 

Pada model diasumsikan bahwa  untuk setiap t, dimana t= 2, …, T, 𝐱𝐭 

tidak berkorelasi dengan 𝐮𝐭. Maka berlaku cov 𝐱𝐭,𝐮𝐭 = 0 ; t = 2,… , T.  

cov ∆𝐱𝐭,𝚫𝐮 = cov (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏),  𝐮𝐭 − 𝐮𝐭−𝟏   

= 𝐄 (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏)′ 𝐮𝐭 − 𝐮𝐭−𝟏  − 𝐄 𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏 ′𝐄 𝐮𝐭 − 𝐮𝐭−𝟏  

= 𝐄  𝐱𝐭′𝐮𝐭 −  𝐱𝐭′𝐮𝐭−𝟏 −  𝐱𝐭−𝟏′𝐮𝐭 +  𝐱𝐭−𝟏′𝐮𝐭−𝟏   

−(𝐄 𝐱𝐭′]𝐄[𝐱𝐭−𝟏′ ) 𝐄 𝐮𝐭 − 𝐄 𝐮𝐭−𝟏    

= 𝐄 𝐱𝐭′𝐮𝐭 − 𝐄 𝐱𝐭′𝐮𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐮𝐭 + 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐮𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐮𝐭 +

     𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐮𝐭−𝟏 + 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐮𝐭 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐮𝐭−𝟏    

=  𝐄 𝐱𝐭′𝐮𝐭 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐮𝐭  −  𝐄 𝐱𝐭′𝐮𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐮𝐭−𝟏  − 

      𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐮𝐭 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐮𝐭   + (𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐮𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐮𝐭−𝟏 ) 

= cov 𝐱𝐭,𝐮𝐭 − cov 𝐱𝐭,𝐮𝐭−𝟏 − cov 𝐱𝐭−𝟏,𝐮𝐭 + cov 𝐱𝐭−𝟏,𝐮𝐭−𝟏 = 𝟎 

Terbukti bahwa ∆𝐱𝐭 tidak berkorelasi dengan 𝚫𝐮𝐭 atau cov ∆𝐱𝐭,Δ𝐮𝐭 = 𝟎  

 Selanjutnya akan dibuktikan  ∆𝐱𝐭 berkorelasi dengan ∆𝐲𝐭−𝟏. Diasumsikan 

bahwa cov 𝐱𝐭, 𝐲𝐭 ≠ 0 ; t = 2, 3,… , T . 

cov ∆𝐱𝐭,𝚫𝐲𝐭−𝟏 = cov (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏),  𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐   

= 𝐄 (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏)′ 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐  − 𝐄 𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏 ′𝐄 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐  
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= 𝐄  𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟏 −  𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟐 −  𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟏 +  𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟐  − 

(𝐄 𝐱𝐭′] − 𝐄[𝐱𝐭−𝟏′ ) 𝐄 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐲𝐭−𝟐    

= 𝐄 𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟐 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟏 + 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟐 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟏 +

    𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟐 +     𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟐    

=  𝐄 𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟏  −  𝐄 𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟐 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟐  − 

     𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟏   + (𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟐 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟐 ) 

= cov 𝐱𝐭,𝐲𝐭−𝟏 − cov 𝐱𝐭, 𝐲𝐭−𝟐 − cov 𝐱𝐭−𝟏, 𝐲𝐭−𝟏 + cov 𝐱𝐭−𝟏, 𝐲𝐭−𝟐  

≠ 𝟎. 

 

Terbukti bahwa ∆𝐱𝐭 berkorelasi dengan 𝚫𝐲𝐭−𝟏 atau cov ∆𝐱𝐭,𝚫𝐲𝐭−𝟏 ≠ 𝟎   

Karena variabel- variabel yaitu 𝐲𝐭−𝟐 dan ∆𝐱𝐭 terbukti tidak berkorelasi dengan 

error 𝚫𝐮𝐭 dan berkorelasi dengan regresor ∆𝐲𝐭−𝟏. Maka terbukti bahwa 𝐇𝐭variabel 

instrumen yang valid 

 

Jadi variabel instrumen 𝐇𝐭 = (𝐲𝟏, 𝐲𝟐, … , 𝐲𝐭−𝟐,∆𝐱𝐭) 

Maka, 𝐇𝐓 = [𝐇𝟑,… ,𝐇𝐭]′ 

Contoh untuk T=5 

𝐇𝐓 =  

𝐲𝟏 0 0 0 0 0 ∆𝐱𝟑
0 𝐲𝟏 𝐲𝟐 0 0 0 ∆𝐱𝟒
0 0 0 𝐲𝟏 𝐲𝟐 𝐲𝟑 ∆𝐱𝟓

  

sehingga 𝐇𝐓𝐢 = [𝐇𝐢,𝟑,… ,𝐇𝐢,𝐭]′ 

  Setelah didapat matriks variabel instrumen, digunakan metode penaksiran 

Arellano dan Bond menggunakan prinsip GMM untuk mendapatkan taksiran yang 

konsisten. Di bawah asumsi System Instrumental Variable (SIV) 1 dan SIV 2, 

vektor 𝛉 merupakan solusi unik untuk momen kondisi dari populasi,  

𝐄 𝐠𝐢 𝛉  = 𝐄 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐮𝐢 = 𝐄  𝐇𝐓𝐢

′ ∆𝐲𝐢 − ∆𝐳𝐢𝛉  = 𝟎 

Momen kondisi sampel : 

𝐠  𝛉  = 𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′(∆𝐲𝐢 − ∆𝐳𝐢𝛉 )

𝐍

𝐢=𝟏
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Karena banyak kolom dari matriks variabel instrumen lebih banyak dibandingkan 

dengan banyak baris pada ∆zi (L>K). Maka fungsi obyektif GMM ialah sebagai 

berikut: 

𝐉 𝛉  = 𝐠  𝛉  
′
𝐁  𝐠  𝛉   

 

Dimana diasumsikan 𝐁  adalah taksiran yang unbiased dan konsisten dari matriks 

bobot B (LxL) 

𝐩𝐥𝐢𝐦𝐍→∞ 𝐁 = 𝐁         (asumsi 3.4) 

 

Taksiran GMM untuk 𝛉 merupakan suatu taksiran (𝛉 ) yang meminimumkan 𝐉 𝛉  . 

𝝏𝐉 𝛉  

𝝏𝛉 
= 𝟎 

 

Maka 

𝐉 𝛉  =  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′ ∆𝐲𝐢 − ∆𝐳𝐢𝛉  

𝐍

𝐢=𝟏

 

′

𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′ ∆𝐲𝐢 − ∆𝐳𝐢𝛉  

𝐍

𝐢=𝟏

  

=  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

− 𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

 

−𝟏

𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

− 𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

=  𝐍−𝟏 ∆𝐲𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

−𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

− 𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

=  𝐍−𝟏 ∆𝐲𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 −  𝐍−𝟏 ∆𝐲𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

   − 𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 +  𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

 

Karena  𝐍−𝟏 ∆𝐲𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢

′∆𝐳𝐢𝛉 
𝐍
𝐢=𝟏   berukuran (1x1) atau skalar dan 

transposnya  

  𝐍−𝟏 ∆𝐲𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢

′∆𝐳𝐢𝛉 
𝐍
𝐢=𝟏    

′
=  𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳𝐢

′𝐇𝐓𝐢
𝐍
𝐢=𝟏  𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢

′∆𝐲𝐢
𝐍
𝐢=𝟏    

juga skalar yang sama, maka fungsi obyektif GMM menjadi  
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𝐉 𝛉  =  𝐍−𝟏 ∆𝐲𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 − 𝟐 𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

                + 𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

Minimumkan 𝐉 𝛉  , 

𝜕𝐉 𝛉  

𝜕𝛉 
= 

−𝟐 𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 + 𝟐 𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

 = 𝟎 

 𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 =  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

 

Maka didapat one step consistent estimator 

𝛉 

=   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

Estimator ini merupakan estimator yang konsisten tidak bergantung bagaimana 

pemilihan matriks bobot 𝐁  (LxL). 

 

Akan ditunjukkan 𝛉  merupakan taksiran yang konsisten untuk 𝛉 pada sembarang 

𝐁 . 

𝐩𝐥𝐢𝐦
𝐍→∞

𝛉 = 𝛉 

Bukti : 

𝛉 

=   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

Karena ∆𝐲𝐢 = 𝛉∆𝐳𝐢 + ∆𝐮𝐢 maka persamaan di atas menjadi 

𝛉 =   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′ 𝛉∆𝐳𝐢 + ∆𝐮𝐢 

𝐍

𝐢=𝟏
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=   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′𝛉∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

+   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐮𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

= 𝛉

+   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐮𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

𝐩𝐥𝐢𝐦𝛉 

= 𝛉

+  𝐩𝐥𝐢𝐦   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

𝐩𝐥𝐢𝐦   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐁  𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐮𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

    

 

Berdasarkan Weak Law of Large Number (WLLN) 

𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 → 𝛍∆𝐳𝐢′𝐇𝐓 ≡ 𝐄(∆𝐳𝐢

′𝐇𝐓𝐢
) = 𝐂′  

dan 

𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐮𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

→ 𝛍𝐇𝐓′ ∆𝐮 ≡ 𝐄 𝐇𝐓𝐢
′∆𝐮𝐢 = 𝟎 

 

Berdasarkan asumsi 𝐁  
𝑝
→

 𝐁 didapatkan : 

𝐩𝐥𝐢𝐦𝛉 = 𝛉 +  𝐂′𝐁𝐂 −𝟏𝐂′𝐁 𝐩𝐥𝐢𝐦 𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢

′∆𝐮𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

                                            = 𝛉 +  𝐂′𝐁𝐂 −𝟏𝐂′𝐁.𝟎 

                                                  = 𝛉 

 

Terbukti bahwa 𝛉  merupakan taksiran yang konsisten untuk 𝛉 pada sembarang 𝐁  . 

Pada tahap ini, sebagai taksiran awal dipilih  

𝐁 = 𝐀𝐓 =   𝐇𝐓𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

=  𝐇𝐓
′𝐇𝐓 

−𝟏 

Sehingga diperoleh  
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𝛉 

=   𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   𝐇𝐓𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

 𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′
∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   𝐇𝐓𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

 𝐍−𝟏 𝐇𝐓𝐢
′
∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

𝛉 

=    ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   𝐇𝐓𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

  𝐇𝐓𝐢
′
∆𝐳𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

   ∆𝐳𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   𝐇𝐓𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

  𝐇𝐓𝐢
′
∆𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

𝛉 =  ∆𝐳′𝐇𝐓 𝐀𝐓 𝐇𝐓
′∆𝐳 

−𝟏
 ∆𝐳′𝐇𝐓𝐀𝐓𝐇𝐓

′∆𝐲  

 

3.2.2 Tahap Kedua 

 Pada tahap kedua, akan dilakukan estimasi parameter spasial error ρ pada 

(3.6) juga σε
2 dan ση

2  . Akan digunakan 𝐮𝐭   yang didapat pada tahap pertama dan 

enam momen kondisi dari Kapoor, Kelejian, dan Prucha (2007) dengan 

dimodifikasi untuk model dinamis. Metode yang digunakan adalah Generalized 

Method of Moments . Dengan metode penaksiran Generalized Method of Moments 

akan diminimumkan residual dari taksiran momen kondisi. 

 Misal 𝐮𝐭  adalah taksiran untuk ut  . Maka berdasarkan persamaan (3.8) 

     𝐮𝐭 = 𝐲𝐭 −  𝐳𝐭𝛉                  (3.11) 

dengan  

𝐮𝐭 = ρ𝐖𝐍𝐮𝐭 + 𝐯𝐭     

𝐯𝐭 = 𝐈𝐍𝛈 + 𝛆𝐭    

dapat juga dinyatakan dengan  

𝐮 =  ρ 𝐈𝐓⨂𝐖𝐍  𝐮 + 𝐯 

dimana : 

𝐮 = [𝐮𝟏
′ ,… ,𝐮𝐓

′ ]′ berukuran NTx1 

 𝐈𝐓⨂𝐖𝐍  = matriks berukuran NTxNT 

𝐯 = 𝛆 + (𝐞𝐓⨂𝛈𝐍) berukuran NTx1 

𝐯 = [𝐯𝟏
′ ,… . , 𝐯𝐓′]′ berukuran NTx1 

𝐞𝐓 = vektor Tx1 dengan elemen satuan 

𝛈𝐍 = vektor Nx1 individual effects 
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Diperkenalkan notasi baru, 

𝐮 =  𝐈𝐓⨂𝐖𝐍 𝐮 

𝐮 =  𝐈𝐓⨂𝐖𝐍 𝐮  

𝐯 = (𝐈𝐓 ⨂𝐖𝐍 )𝐯 

(3.12) 

dan matriks transformasi yang digunakan pada komponen error 

𝐐0,N ≡  𝐈T −
𝐉T

T
 ⨂𝐈N  

𝐐1,N =
𝐉𝐓
𝐓
⊗ 𝐈𝐍 

dimana : 

IT adalah matriks identitas berukuran TxT.  

𝐉𝐓 ≡ 𝐞𝐓.𝐞𝐓' adalah matriks TxT 

 

Matriks variansi kovariansi dari v dapat dinyatakan dalam bentuk matriks 

transformasi,yaitu: 

E 𝐯𝐯′ = σε
2𝐈NT + ση

2 𝐉T⨂ 𝐈N  

         = σε
2 𝐐0,N + σ1

2 𝐐1,N  

dimana σ1
2 = σε

2 +  Tση
2  

Taksiran GMM spasial didasarkan pada enam momen kondisi dari Kapoor, 

Kelejian, dan Prucha (2007), yaitu : 

E 𝐯′𝐐0,N𝐯 =  N T − 1 σε
2 

E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯  =   T − 1 σε
2tr (𝐖N

′ 𝐖N ) 

E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯 =  0 

E 𝐯′𝐐1,N𝐯 = Nσ1,N
2  

E 𝐯 ′𝐐1,N𝐯  = σ1,N
2 . tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 

E(𝐯 ′𝐐1,N𝐯) = 0        (3.13) 

(bukti pada lampiran) 
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jika dinyatakan dalam bentuk matriks : 

E

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

N(T − 1)
𝐯′𝐐0,N𝐯

1

N(T − 1)
𝐯 ′𝐐0,N𝐯 

1

N(T − 1)
𝐯 ′𝐐0,N𝐯

1

N
𝐯′𝐐1,N𝐯

1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯 

1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

 
 
 
 
 
 
 
 

σε
2

σε
2

1

N
tr (𝐖N

′ 𝐖N )

0
σ1,N

2

σ1,N
2 .

1

N
tr(𝐖N

′ 𝐖N )

0  
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Sebelumnya telah diketahui bahwa  

𝐮 =  ρ 𝐈𝐓⨂𝐖𝐍  𝐮 + 𝐯 

sehingga  

𝐯 = 𝐮 − ρ 𝐈𝐓⨂𝐖𝐍  𝐮 

𝐯 = 𝐮 − 𝛒𝐮  

(3.14) 

Substitusi (3.14) ke dalam (3.13) 

Sehingga momen kondisi dapat direpresentasikan ke dalam persamaan momen: 

                                         γN =  𝚪𝐍.𝛂                                                    (3.15) 

dimana α =  ρ, ρ2,σε
2 ,σ1

2 ′  dan 

ΓN =  E

 

 
 
 
 

γ11
0 γ12

0 γ13
0 0

γ21
0 γ22

0 γ23
0 0

γ31
0

γ11
1

γ21
1

γ31
1

γ32
0

γ12
1

γ22
1

γ32
1

γ33
0

0
0
0

0
γ13

1

γ23
1

γ33
1
 

 
 
 
 

                  γN =  E

 

 
 
 
 

γ1
0

γ2
0

γ3
0

γ1
1

γ2
1

γ3
1 

 
 
 
 

 

dengan (j=0,1): 

γ11
j

=
2

N T − 1 1−j
𝐮′𝐐j,N𝐮  

γ12
j

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

γ13
j

= 1 

γ21
j

=
2

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  
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γ22
j

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

γ23
j

=
1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 

γ1
j

=
1

N T − 1 1−j
𝐮′𝐐j,N𝐮 

γ2
j

=
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

γ3
j

=
1

N T − 1 1−j
𝐮′𝐐j,N𝐮  

γ31
j

=
1

N T−1 1−j
[𝐮′𝐐j,N𝐮 + 𝐮′ 𝐐j,N𝐮 ]  

γ32
j

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

γ33
j

= 0 

 

(bukti pada lampiran)

dengan mengganti 𝐮 dengan 𝐮 = (𝐮 𝟏
′ ,𝐮 𝟐

′ ,… ,𝐮 𝐓
′ ) pada persamaan (3.9), 

mengakibatkan perubahan pada notasi, yakni 

𝐮  =  𝐈𝐓−𝟏⨂𝐖𝐍 𝐮  

𝐮  =  𝐈𝐓−𝟏⨂𝐖𝐍 𝐮  

menghasilkan persamaan 

                                                    𝐠N = 𝐆N𝛂 + 𝛝                                             (3.16) 

 

dimana g dan G merupakan penaksir untuk γ dan Г , 𝝑 dapat disebut sebagai 

residual regresi vektor, dengan : 

𝐆N =

 

 
 
 
 

g11
0 g12

0 g13
0 0

g21
0 g22

0 g23
0 0

g31
0

g11
1

g21
1

g31
1

g32
0

g12
1

g22
1

g32
1

g33
0

0
0
0

0
g13

1

g23
1

g33
1
 

 
 
 
 

  dan    𝐠N =  E

 

 
 
 
 

g1
0

g2
0

g3
0

g1
1

g2
1

g3
1 

 
 
 
 

dimana (j = 0,1) : 

g11
j

=
2

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮   

g12
j

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮  ′𝐐j,N𝐮   

g13
j

= 1 

g21
j

=
2

N T − 1 1−j
𝐮  ′𝐐j,N𝐮   
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g22
j

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮  ′𝐐j,N𝐮   

g23
j

=
1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 

g31
j

=
1

N T − 1 1−j
[𝐮 ′𝐐j,N𝐮  + 𝐮  ′𝐐j,N𝐮  ] 

g32
j

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮  ′𝐐j,N𝐮   

𝑔33 = 0 

dan 

g1
j

=
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

 g2
j

=
1

N T−1 1−j
𝐮  ′𝐐j,N𝐮    

g3
j

=
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

 

 Taksiran Generalized Methods of Moments dari 𝛂 = (ρ, ρ2,σε
2 ,σ1

2) disebut 

α  suatu nilai yang meminimumkan jumlah kuadrat residual (𝝑’ 𝝑) pada (3.15), 

dapat juga disebut sebagai fungsi objektif GMM yang dapat ditulis sebagai : 

𝐉(𝛂 ) = { 𝐠N −  𝐆N𝛂  ′𝐀N (𝐠N −  𝐆N𝛂 )}. 

 

Berdasarkan Kapoor, Kelejian, dan Prucha (2007), terdapat dua pilihan dalam 

memilih bobot 𝐀N , yaitu : 

1. Taksiran GMM tak terboboti, yaitu dengan memilih 𝐀N = 𝐈6 

2. Menggunakan pendekatan matriks variansi kovariansi.  

 

Taksiran GMM untuk α merupakan suatu taksiran  𝛂   yang meminimumkan 𝐉(𝛂 ) 

𝝏𝐉 𝛂  

𝝏𝛂 
= 𝟎 

𝐉 𝛂   dapat diuraikan menjadi bentuk sebagai berikut : 

𝐉 𝛂  =  𝐠N −  𝐆𝐍𝛂  ′𝐀N (𝐠N −  𝐆N𝛂 ) 

=  𝐠N
′ − 𝛂 ′𝐆𝐍′  𝐀N   𝐠N −  𝐆N𝛂   

=  𝐠N
′  𝐀N  𝐠N −  𝐠N

′  𝐀N  𝐆N𝛂  −  𝛂 ′𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐠𝐍 +  𝛂 ′𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐆N𝛂   

 

Karena  𝐠N
′  𝐀N  𝐆N𝛂   berukuran (1x1) atau skalar dan transposnya 

 𝐠N
′  𝐀N  𝐆N𝛂  

′ =  𝛂 ′𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐠𝐍  

juga skalar yang sama, maka 𝐉 𝛂   menjadi 
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𝐉 𝛂  =  𝐠N
′  𝐀N  𝐠N − 2 𝐠N

′  𝐀N  𝐆N𝛂  +  𝛂 ′𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N𝛂    

 

Meminimumkan 𝐉 𝛂  , 

𝝏𝐉 𝛂  

𝝏𝛂 
= 2 𝐠N

′  𝐀N  𝐆N + 2 𝛂 ′ 𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N = 𝟎 

 𝐠N
′  𝐀N  𝐆N =  𝛂 ′ 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐆N  

𝛂 ′ =   𝐠N
′  𝐀N  𝐆N  𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐆N 
−𝟏 

𝛂 =   𝐠N
′  𝐀N  𝐆N  𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐆N 
−𝟏 ′  

=   𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N 

−𝟏 ′ 𝐠N
′  𝐀N  𝐆N ′ 

=   𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N 

′ −𝟏 𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐠𝐍  

=  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N 

−𝟏 𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐠𝐍  

 

Maka didapat one step consistent estimator 

𝛂 =  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐠𝐍  

Taksiran ini merupakan taksiran yang konsisten tidak bergantung bagaimana 

pemilihan matriks bobot 𝐀N  

 

Akan dibuktikan bahwa 𝛂  merupakan taksiran yang konsisten untuk α, dengan  

𝐩𝐥𝐢𝐦
𝐍→∞

𝛂 = 𝛂 

 

Bukti : 

𝛂 =  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐠𝐍  

karena 𝐠N = 𝐆N𝛂 + 𝝑 maka persamaan diatas menjadi  

𝛂 =  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1  𝐆𝐍

′  𝐀𝐍(𝐆N𝛂 + 𝝑 )  

=  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐆N𝛂 + 𝐆𝐍
′  𝐀𝐍𝝑   

=  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍 𝐆N𝛂 +  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍𝝑  

= 𝛂 +  𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍𝝑  

 

𝐩𝐥𝐢𝐦 𝛂 =  𝛂 +  𝐩𝐥𝐢𝐦 𝐆𝐍
′  𝐀𝐍 𝐆N   −1 𝐩𝐥𝐢𝐦 𝐆𝐍

′  𝐀𝐍𝝑   
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berdasarkan Weak Law of Large Number (WLLN) 

N−1  𝐆Ni

N

i=1

→  μ𝐆Ni
≡ E 𝐆Ni = 𝐆 

N−1  𝝑i

N

i=1

→  μ𝝑i
≡ E 𝝑i = 0 

Sehingga 

𝐩𝐥𝐢𝐦 𝛂 =  𝛂 +  𝐆′𝐀𝐍 𝐆 −𝟏𝐆′𝐀𝐍   𝐩𝐥𝐢𝐦𝑁−1  𝝑𝒊

𝑁

𝑖=1

  

 = 𝛂 +  𝐆′𝐀𝐍 𝐆 −𝟏𝐆′𝐀𝐍𝟎 

 = 𝛂 

 

Terbukti bahwa 𝛂  merupakan taksiran yang konsisten untuk α. 

  

 Dengan memilih 𝐀𝐍 = 𝐈𝟔 akan didapat taksiran GMM sebagai berikut : 

  

𝛂 =  𝐆𝐍
′  𝐈𝟔 𝐆N   −1 𝐆𝐍

′  𝐈𝟔 𝐠N    

 

3.2.3 Tahap Ketiga 

 Pada tahap ini, akan diestimasi kembali vektor 𝛉 ≡ [λ,𝛃′ ]′. Hal ini karena 

taksiran yang dihasilkan pada tahap pertama belum memperhatikan adanya efek 

korelasi error antar unit lokasi. Taksiran yang dihasilkan pada tahap kedua yaitu ρ  

akan disubstitusikan kedalam model yang telah ditransformasi Cochrane-Orcutt. 

Transformasi Cochrane- Orcutt sebagai berikut : 

Perhatikan model (3.9) 

∆𝐲𝐭 = ∆𝐳𝐭θ + ∆𝐮𝐭 

 

Jika kedua ruas dikalikan dengan ρ𝐖N  maka didapatkan bentuk 

         ρ𝐖N∆𝐲𝐭 = ρ𝐖N∆𝐳𝐭θ + ρ𝐖N∆𝐮𝐭                          (3.17) 
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Jika persamaan (3.9) dikurangkan dengan persamaan (3.17) maka didapat bentuk  

∆𝐲𝐭 − ρ𝐖N∆𝐲𝐭 = ∆𝐳𝐭θ + ∆𝐮𝐭 − ρ𝐖N∆𝐳𝐭θ − ρ𝐖N∆𝐮𝐭 

 𝐈N − ρ𝐖N ∆𝐲𝐭 =  𝐈N − ρ𝐖N ∆𝐳𝐭θ +  𝐈N − ρ𝐖N ∆𝐮𝐭 

    𝐈N − ρ𝐖N ∆𝐲𝐭 =  𝐈N − ρ𝐖N ∆𝐳𝐭θ + ∆𝐯𝐭                 (3.18) 

 

 Dari tahap kedua telah dihasilkan taksiran untuk koefisien autoregressive 

spasial error ρ yaitu ρ . Kemudian gunakan  ρ  untuk disubsititusi menggantikan ρ 

pada persamaan (3.18), sehingga model menjadi : 

 𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐲𝐭 =  𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐳𝐭θ + ∆𝐯𝐭 

 

dengan pemisalan 𝐩 =  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐩 untuk 𝐩 = {∆𝐲𝐭,∆𝐳𝐭} , ∆𝐳𝐭 =

 ∆𝐲𝐭−𝟏,∆𝐱𝐭  maka persamaan (3.18) menjadi : 

    ∆𝐲𝐭 = ∆𝐳𝐭 θ + ∆𝐯𝐭                                            (3.19) 

 Namun masih terdapat permasalahan yakni komponen error ∆𝐯𝐭 berkorelasi 

dengan variabel eksplanatori endogen ∆𝐲 𝐭−𝟏 sehingga perlu dicari variabel 

instrumen yang berkorelasi kuat dengan variabel eksplanatori endogen  

∆𝐲 𝐭−𝟏 namun tidak berkorelasi dengan komponen error ∆𝐯𝐭. 

 Dipilih matriks instrumen 𝐇 T =  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐇T  dengan menggunakan 𝐇T  

pada tahap pertama, sehingga dapat ditulis 𝐇 𝐓 = [𝐇 𝟑,… ,𝐇 𝐭]′ dengan variabel 

instrumen 𝐇 t = (𝐲 𝐭−𝟐,∆𝐱 𝐭) merupakan variabel instrumen yang tepat. 

Jika dijabarkan maka bentuk matriks instrumen akan menjadi sebagai 

berikut : 

𝐇 T =  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐇T =  𝐈N − ρ 𝐖N  

𝐇𝟑

𝐇𝟒

⋮
𝐇𝐭

   

Untuk itu membuktikan 𝐇 t variabel instrumen yang valid, akan dibuktikan 

bahwa variabel-variabel dalam 𝐇 t yaitu [(𝐈N − ρ 𝐖N )𝐲𝐭−𝟐, (𝐈N − ρ 𝐖N )∆𝐱𝐭] 

tersebut  

- Tidak berkorelasi dengan error 𝚫𝐯𝐭 

- Berkorelasi dengan regresor ∆𝐲 𝐭−𝟏 
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Bukti : 

 variabel (𝐈N − ρ 𝐖N )𝐲𝐭−𝟐 atau 𝐲 𝐭−𝟐 

 𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐲𝐭 =  𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐳𝐭θ + ∆𝐯𝐭 

atau 

 𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐲𝐭 = λ 𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐲𝐭−𝟏 +  𝐈N − ρ 𝐖N 𝚫𝐱𝐭𝛃 + ∆𝐯𝐭 ; t = 3,4,…T    

 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭 − 𝐲𝐭−𝟏 = λ 𝐈N − ρ 𝐖N  𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐 +  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏 𝛃 + (𝐯𝐭 −

                                            𝐯𝐭−𝟏)  

 

untuk t=3 

 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝟑 − 𝐲𝟐 = λ 𝐈N − ρ 𝐖N  𝐲𝟐 − 𝐲𝟏 +  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐱𝟑 − 𝐱𝟐 𝛃 +(𝐯𝟑 − 𝐯𝟐) 

Pada kasus ini,  (𝐈N − ρ 𝐖N )𝐲𝟏 variabel instrumen yang tepat, karena  (𝐈N − ρ 𝐖N )𝐲𝟏 

berkorelasi dengan  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐲𝟐 − 𝐲𝟏 , namun tidak berkorelasi dengan 

komponen error (𝐯𝟑 − 𝐯𝟐). 

 

untuk t =4 

 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝟒 − 𝐲𝟑 = λ 𝐈N − ρ 𝐖N  𝐲𝟑 − 𝐲𝟐 +  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐱𝟒 − 𝐱𝟑 𝛃 +

                                        (𝐯𝟒 − 𝐯𝟑)  

Pada kasus ini,  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝟏 sama halnya seperti  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝟐 merupakan variabel 

instrumen yang tepat, karena berkorelasi dengan variabel  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐲𝟑 − 𝐲𝟐 , 

namun tidak berkorelasi dengan komponen error (𝐯𝟒 − 𝐯𝟑). Sehingga untuk t=4 

terdapat penambahan suatu variabel instrumen yang tepat. Lanjutkan penambahan 

variabel instrumen untuk masing-masing periode, sedemikian sehingga untuk periode 

T terdapat  𝐈N − ρ 𝐖N (𝐲𝟏, 𝐲𝟐,… , 𝐲𝐓−𝟐) himpunan variabel instrumen yang tepat. 

 

 variabel  𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐱𝐭 atau ∆𝐱 𝐭 

 

Pada model diasumsikan bahwa untuk setiap t, dimana t=1, 2, …, T, 𝐱𝐭 

tidak berkorelasi dengan 𝐯𝐭. Maka berlaku cov 𝐱𝐭,𝐯𝐭 = 0 ; t = 1, 2,… , T.  

cov  𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐱𝐭,𝚫𝐯 = cov  𝐈N − ρ 𝐖N (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏),  𝐯𝐭 − 𝐯𝐭−𝟏   

= 𝐄 ( 𝐈N − ρ 𝐖N (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏))′ 𝐯𝐭 − 𝐯𝐭−𝟏  − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏) ′𝐄 𝐯𝐭 − 𝐯𝐭−𝟏  
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= 𝐄[  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′𝐯𝐭 −   𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′𝐯𝐭−𝟏 −   𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭  + 

   𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭−𝟏 −  𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′] − 𝐄[ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏
′ ′    

 𝐄 𝐯𝐭 − 𝐄 𝐯𝐭−𝟏    

= 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′𝐯𝐭 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′𝐯𝐭−𝟏 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭 +

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭−𝟏 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐯𝐭 +

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐯𝐭−𝟏 + 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐯𝐭 −

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐯𝐭−𝟏    

=  𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′𝐯𝐭 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐯𝐭  − (𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′𝐯𝐭−𝟏 − 

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐯𝐭−𝟏 ) − 

 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐯𝐭   +

(𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭−𝟏 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐯𝐭−𝟏 ) 

=  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐄 𝐱𝐭′𝐯𝐭 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐯𝐭  −  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐄 𝐱𝐭′𝐯𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐯𝐭−𝟏   

− 𝐈N − ρ 𝐖N  𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐯𝐭   +  𝐈N − ρ 𝐖N (𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐯𝐭−𝟏 −

𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐯𝐭−𝟏 )  

=  𝐈N − ρ 𝐖N [cov 𝐱𝐭,𝐯𝐭 − cov 𝐱𝐭, 𝐯𝐭−𝟏 − cov 𝐱𝐭−𝟏, 𝐯𝐭 + cov 𝐱𝐭−𝟏,𝐯𝐭−𝟏 ] = 𝟎 

Terbukti bahwa  𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐱𝐭 tidak berkorelasi dengan 𝚫𝐯𝐭 atau 

 cov  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭,𝚫𝐳𝐭 = 𝟎  

Selanjutnya akan dibuktikan   𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐱𝐭 berkorelasi dengan ∆𝐲 𝐭−𝟏. 

Diasumsikan bahwa cov 𝐱𝐭, 𝐲𝐭 ≠ 0 ; t = 1, 2,… , T  

cov ∆𝐱 𝐭,𝚫𝐲 𝐭−𝟏 = cov  𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐱𝐭,  𝐈N − ρ 𝐖N 𝚫𝐲𝐭−𝟏  

= cov  𝐈N − ρ 𝐖N (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏),  𝐈N − ρ 𝐖N  𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐   

= 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N (𝐱𝐭 − 𝐱𝐭−𝟏)′ 𝐈N − ρ 𝐖N  𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐  − 

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭 −  𝐱𝐭−𝟏 
′  𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐲𝐭−𝟐   

= 𝐄[  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 −   𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟐 −     

  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′   𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 +   𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟐 ] −  

 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′] − 𝐄[ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′   

(𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟐 )  

= 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟐 −

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 + 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟐 −

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′   
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𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 + 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭′ 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟐 +

𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐲𝐭−𝟐    

=   𝐈N − ρ 𝐖N 
𝟐 𝐄 𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟏  −  𝐈N − ρ 𝐖N 

𝟐 

 𝐄 𝐱𝐭′𝐲𝐭−𝟐 − 𝐄 𝐱𝐭′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟐  −  𝐈N − ρ 𝐖N 
𝟐 

 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟏 − 𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟏   +  𝐈N − ρ 𝐖N 
𝟐(𝐄 𝐱𝐭−𝟏′𝐲𝐭−𝟐 −

𝐄 𝐱𝐭−𝟏′ 𝐄 𝐲𝐭−𝟐 ) 

=  𝐈N − ρ 𝐖N 
𝟐cov 𝐱𝐭, 𝐲𝐭−𝟏 −  𝐈N − ρ 𝐖N 

𝟐cov 𝐱𝐭,𝐲𝐭−𝟐 −  𝐈N − ρ 𝐖N 
𝟐cov 𝐱𝐭−𝟏,𝐲𝐭−𝟏   

+ 𝐈N − ρ 𝐖N 
𝟐cov 𝐱𝐭−𝟏, 𝐲𝐭−𝟐   

≠ 𝟎 

Terbukti bahwa  𝐈N − ρ 𝐖N ∆𝐱𝐭 berkorelasi dengan 𝚫𝐲 𝐭−𝟏 atau cov ∆𝐱 𝐭,𝚫𝐲𝐭−𝟏 ≠

𝟎   

Karena variabel- variabel yaitu 𝐲 𝐭−𝟐 dan ∆𝐱 𝐭 terbukti tidak berkorelasi dengan 

error 𝚫𝐯𝐭 dan berkorelasi dengan regresor ∆𝐲 𝐭−𝟏. Maka terbukti bahwa 𝐇 𝐭variabel 

instrumen yang valid 

 

Jadi variabel instrumen 𝐇 𝐭 = (𝐲 𝟏, 𝐲 𝟐, … , 𝐲 𝐭−𝟐,∆𝐱 𝐭) 

Maka, 𝐇 𝐓 = [𝐇 𝟑,… ,𝐇 𝐭]′ 

Contoh untuk T=5 

𝐇 𝐓 =  

𝐲 𝟏 0 0 0 0 0 ∆𝐱 𝟑
0 𝐲 𝟏 𝐲 𝟐 0 0 0 ∆𝐱 𝟒
0 0 0 𝐲 𝟏 𝐲 𝟐 𝐲 𝟑 ∆𝐱 𝟓

  

sehingga 𝐇 𝐓𝐢 = [𝐇 𝐢,𝟑,… ,𝐇 𝐢,𝐭]′ 

  Langkah selanjutnya, sama seperti tahap pertama, digunakan metode 

penaksiran Arellano dan Bond menggunakan prinsip GMM untuk mendapatkan 

taksiran yang konsisten. Di bawah asumsi System Instrumental Variable (SIV) 1 

dan SIV 2, vektor 𝛉  merupakan solusi unik untuk momen kondisi dari populasi,  

E  𝐠𝐢 𝛉   = E 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐯𝐢 = E  𝐇 𝐓𝐢

′
 ∆𝐲 𝐢 − ∆𝐳 𝐢𝛉  = 0 

Momen kondisi sampel : 

𝐠  𝛉  = 𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
(∆𝐲 𝐢 − ∆𝐳 𝐢𝛉 )

𝐍

𝐢=𝟏
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 Karena banyak kolom dari matriks variabel instrumen lebih banyak 

dibandingkan dengan banyak baris pada ∆z i (L>K). Maka fungsi obyektif GMM 

ialah sebagai berikut: 

𝐉 𝛉  = 𝐠  𝛉  
′
𝐀  𝐠  𝛉   

 

Dimana diasumsikan 𝐀  adalah taksiran yang unbiased dan konsisten dari matriks 

bobot A (LxL) 

𝐩𝐥𝐢𝐦𝐍→∞ 𝐀 = 𝐀                      

 

Taksiran GMM untuk 𝛉 merupakan suatu taksiran (𝛉 ) yang meminimumkan 𝐉 𝛉  . 

𝝏𝐉 𝛉  

𝝏𝛉 
= 𝟎 

Maka  

𝐉 𝛉  =  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
 ∆𝐲 𝐢 − ∆𝐳 𝐢𝛉  

𝐍

𝐢=𝟏

 

′

𝐀  𝑵−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
 ∆𝐲 𝐢 − ∆𝐳 𝐢𝛉  

𝐍

𝐢=𝟏

  

=  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

− 𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

 

−𝟏

𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

− 𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

=  𝐍−𝟏 ∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐇 𝐓𝐢 − 𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

−𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

   

=  𝐍−𝟏 ∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐇 𝐓𝐢 𝐀  𝐍
−𝟏 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 −  𝐍−𝟏 ∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

𝐇 𝐓𝐢 𝐀  𝐍
−𝟏 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

− 𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 +  𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

 

Karena  𝐍−𝟏 ∆𝐲 
𝐢

𝐍
𝐢=𝟏 𝐇 𝐓𝐢 𝐀  𝐍

−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍
𝐢=𝟏   berukuran (1x1) atau skalar dan 

transposnya  

  𝐍−𝟏
 ∆𝐲 𝐢
𝐍
𝐢=𝟏 𝐇 𝐓𝐢 𝐀  𝐍

−𝟏
 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍
𝐢=𝟏    

′

=  𝐍−𝟏 𝛉 
′
∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐲 𝐢

𝐍
𝐢=𝟏    

juga skalar yang sama, maka fungsi obyektif GMM menjadi  
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𝐉 𝛉  =

 𝐍−𝟏 ∆𝐲 𝐢
𝐍
𝐢=𝟏 𝐇 𝐓𝐢 𝐀  𝐍

−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  − 𝟐 𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐲 𝐢

𝐍
𝐢=𝟏  +

 𝐍−𝟏 𝛉 ′∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢
𝐍
𝐢=𝟏  𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍
𝐢=𝟏    

Minimumkan 𝐉 𝛉  , 

𝜕𝐉 𝛉  

𝜕𝛉 
= 

−𝟐 𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 + 𝟐 𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

 = 𝟎 

 𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 =  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢𝛉 

𝐍

𝐢=𝟏

  

Maka didapat one step consistent estimator 

𝛉 

=   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

 

Estimator ini merupakan estimator yang konsisten tidak bergantung bagaimana 

pemilihan matriks bobot 𝐀  (LxL). 

 

Akan ditunjukkan 𝛉  merupakan taksiran yang konsisten untuk sembarang 𝐀 . 

𝐩𝐥𝐢𝐦
𝐍→∞

𝛉 = 𝛉 

 

Bukti : 

𝛉 

=   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

Karena ∆𝐲 𝐢 = 𝛉∆𝐳 𝐢 + ∆𝐯𝐢 maka persamaan di atas menjadi 

𝛉 =   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏
 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
 𝛉∆𝐳 𝐢 + ∆𝐯𝐢 

𝐍

𝐢=𝟏
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=   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
𝛉∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

+   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐯𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

= 𝛉 +   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐯𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

𝐩𝐥𝐢𝐦𝛉 

= 𝛉

+  𝐩𝐥𝐢𝐦   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏
 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

𝐩𝐥𝐢𝐦   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 𝐀  𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐯𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

    

Berdasarkan Weak Law of Large Number (WLLN) 

𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢
𝐍
𝐢=𝟏 → 𝛍∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓 ≡ 𝐄(∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢) = 𝐃′  

dan 

𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐯𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

→ 𝛍
𝐇 𝐓

′
∆𝐯
≡ 𝐄 𝐇 𝐓𝐢

′
∆𝐯𝐢 = 𝟎 

 

Berdasarkan asumsi 𝐀  
𝑝
→

 𝐀 didapatkan : 

𝐩𝐥𝐢𝐦𝛉 = 𝛉 +  𝐃′𝐀𝐃 −𝟏𝐃′𝐀 𝐩𝐥𝐢𝐦𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐯𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

                                            = 𝛉 +  𝐃′𝐀𝐃 −𝟏𝐃′𝐀.𝟎 

                                                  = 𝛉 

Terbukti bahwa 𝛉  merupakan taksiran yang konsisten untuk 𝛉 pada sembarang 𝐀 . 

Matrik bobot 𝐀  yang dipilih, yaitu : 

𝐀 = 𝐁𝐓 =   𝐇 𝐓𝐢
′
𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

=  𝐇 𝐓
′
𝐇 𝐓 

−𝟏
 

Sehingga diperoleh  

𝛉 

=   𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   𝐇 𝐓𝐢
′
𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

 𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

  𝐍−𝟏 ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   𝐇 𝐓𝐢
′
𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

 𝐍−𝟏 𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏
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𝛉 

=   ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  𝐇𝐓𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

  𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐳 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

  

−𝟏

   ∆𝐳 𝐢′𝐇 𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   𝐇𝐓𝐢
′𝐇𝐓𝐢

𝐍

𝐢=𝐢

 

−𝟏

  𝐇 𝐓𝐢
′
∆𝐲 𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

   

 

 

Sehingga didapat taksiran akhir yang konsisten untuk parameter 𝛉 adalah: 

 𝛉 =  ∆𝐳 ′𝐇 𝐓 𝐁𝐓 𝐇 𝐓
′
∆𝐳  

−𝟏
 ∆𝐳 ′𝐇 𝐓𝐁𝐓𝐇 𝐓

′
∆𝐲   

Jika diuraikan untuk tiap parameter, didapat taksiran sebagai berikut : 

 𝛌 =  ∆𝐲 𝐭−𝟏
′𝐇 𝐓 𝐁𝐓 𝐇 𝐓

′
∆𝐲 𝐭−𝟏 

−𝟏
 ∆𝐲 𝐭−𝟏

′𝐇 𝐓 𝐁𝐓 𝐇 𝐓
′
∆𝐲   

dan 

𝛃 =  ∆𝐗 𝐭
′
𝐇 𝐓 𝐁𝐓 𝐇 𝐓

′
∆𝐗 𝐭 

−𝟏
 ∆𝐗 𝐭

′
𝐇 𝐓𝐁𝐓𝐇 𝐓

′
∆𝐲   

dengan pemisalan 𝐩 =  𝐈N − ρ 𝐖N 𝐩 untuk 𝐩 = {∆𝐲𝐭−𝟏,𝐇𝐓,Δ𝐲,Δ𝐗𝐭}
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BAB 4 

APLIKASI MODEL REGRESI DATA PANEL SPASIAL ERROR 

DINAMIS 

 

 

 Pada bab ini akan dibahas mengenai aplikasi model regresi data panel 

spasial error dinamis dengan komponen error satu arah. 

 

4.1  Latar Belakang Aplikasi 

  

 Penurunan produktifitas Amerika Serikat telah banyak diidentifikasi  

sebagai salah satu masalah ekonomi utama yang dihadapi bangsa tersebut. 

Kekhawatiran ini dapat dimengerti, karena pertumbuhan produktifitas adalah 

faktor utama penentu standar kehidupan masa depan. Para peneliti telah 

mempelajari secara ekstensif atas penurunan produktifitas dan telah berusaha 

keras untuk mencoba mengidentifikasi alasannya . Alasannya biasanya mencakup 

dampak dari perubahan komposisi angkatan kerja karena masuknya remaja dan 

lainnya yang kurang berpengalaman pekerja. 

 Dalam sebuah artikel yang menarik, David Aschauer (1989) 

mengidentifikasi penyebab baru yang berpotensi dalam penurunan pertumbuhan 

produktifitas. Aschauer menyatakan bahwa stok infrastruktur publik, stok modal 

swasta dan penurunan tenaga kerja dapat menjadi kunci untuk menjelaskan 

perubahan produktifitas multifaktor pada tahun 1970-an.  

 Sehubungan dengan penelitian penurunan produktifitas, pada aplikasi ini 

akan dilakukan analisis ekonomi untuk menaksir jumlah produksi per tahun pada

Negara Amerika Serikat yang dianalogikan dengan Gross State Product yakni 

jumlah produk berupa barang dan jasa yang dihasilkan oleh unit-unit produksi di 

dalam batas wilayah suatu negara selama satu tahun yang dipengaruhi oleh jumlah 

bruto produk (Gross State Product) pada satu tahun sebelumnya. 
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4.2 Data dan Variabel 

 

 Berkaitan dengan konsep dalam model dinamis dimana suatu variabel 

ekonomi tidak hanya ditentukan oleh variabel pada waktu yang sama, maka dalam 

aplikasi ini digunakan juga data dari tahun sebelumnya. 

 Data yang digunakan adalah data Productivity U.S yakni data jumlah bruto 

produk di 48 negara bagian di Amerika Serikat selama kurun waktu 5 tahun yakni 

tahun 1970-1974. Data ini diambil dari Badi H. Baltagi (2005) dengan total 

observasi sebanyak 240. Variabel yang digunakan adalah sebagai berikut : 

Variabel Dependen : 

LogGSPit  = jumlah bruto produk (Gross State Product) di negara bagian ke-i  

  pada waktu ke-t. (dalam skala logaritma) 

 

Variabel Independen: 

LogGSPi,t-1  = jumlah bruto produk (Gross State Product) di negara bagian ke-i  

  pada waktu ke-t-1. (dalam skala logaritma) 

LogPCAPit  = jumlah modal publik (public capital) di negara bagian ke-i pada  

  waktu ke-t. (dalam skala logaritma) 

LogPCit  = jumlah modal swasta (private capital) di negara bagian ke-i pada  

  waktu ke-t. (dalam skala logaritma) 

LogEMPit  = jumlah tenaga kerja (employment) di negara bagian ke-i pada waktu 

  ke-t. (dalam skala logaritma) 

 

4.3 Tujuan Aplikasi 

 Pada aplikasi ini akan dibentuk model yang dapat menaksir produktifitas 

pada suatu negara bagian di Amerika Serikat dilihat dari jumlah bruto produk 

(GSP) dengan informasi jumlah modal publik, jumlah modal swasta, dan  jumlah 

tenaga kerja 
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4.4 Scatter Plot Data 

 

 Scatter plot antara dua variabel digunakan untuk melihat hubungan antar 

kedua variabel tersebut secara visual. Scatter plot data tersebut adalah sebagai 

berikut : 

Gambar 4.1. Scatter plot antara log jumlah bruto produk dan log jumlah modal 

publik 

  

 Dari gambar 4.1 terlihat bahwa ada hubungan linier antara log jumlah 

bruto produk dan log jumlah modal publik. 
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Gambar 4.2. Scatter plot  antara log jumlah bruto produk dan log modal swasta 

  

 Dari gambar 4.2 terlihat bahwa ada hubungan linier antara log jumlah 

bruto produk dan log modal swasta. 

 

 

Gambar 4.3. Scatter plot antara log jumlah bruto produk dan log jumlah tenaga 

kerja 

  

 Dari gambar 4.3 terlihat bahwa ada hubungan linier antara log jumlah 

bruto produk dan log jumlah tenaga kerja 

 

4.5  Penaksiran Parameter Model Regresi Data Panel Dinamis Satu Arah 
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 Model yang diajukan dalam aplikasi ini : 

LogGSPit = λ LogGSPi,t-1 + β1 LogPCAPit + β2 LogPC it + β3LogEMPit  + vit   (4.1)  

i=1,…48  ; t=1,…,5 

dengan error satu arah 

     vi,t = ηi + εi,t        (4.2) 

dimana ηi adalah pengaruh yang tidak terobservasi dari individu (negara bagian) 

ke-i. 

 

Apabila persamaan (4.1) dan (4.2) digabung akan menghasilkan model : 

LogGSPit = ηi + λ LogGSPi,t-1 + β1 LogPCAPit + β2 LogPC it + β3LogEMPit  +  εi,t 

  

Berdasarkan software R 2.13.0 diperoleh hasil penaksiran sebagai berikut : 

LogGSPit
 = −0.0087364 − 0.1854495LogGSP1,t−1 +  0.2723359LogPCAPit −

                       0.0254639LogPCit + 1.1791999LogEMPit  . 

 

Dengan nilai R-squared yaitu 0.68951 dan R-squared adjusted yaitu 0.67156. 

 Terlihat bahwa nilai R-squared  dan R-squared adjusted yang didapat 

belum cukup besar. Selanjutnya, karena melakukan pengambilan observasi di 

lokasi-lokasi yang berdekatan, maka muncul dugaan bahwa nilai observasi 

bergantung pada nilai observasi lokasi sekitarnya atau dengan kata lain terdapat 

dependensi spasial antar observasi. Oleh karena itu akan dibuat gray-scale map 

dari variabel bruto produk (GSP). 

 

 

 

 

 

4.6 Quantile Map dari Variabel Jumlah Bruto Produk (GSP) 
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 Quantile digunakan untuk melihat distribusi spatial dari suatu variabel.  

 

Gambar 4.4 Quantile Map produktivitas negara bagian di Amerika Serikat 

 Dari gambar 4.4 terlihat bahwa terdapat pola spasial pada produktivitas 

Amerika Serikat. Negara bagian yang berdekatan cenderung memiliki jumlah 

bruto produk (Gross State Product) yang serupa yang digambarkan dengan pola 

warna yang sama. 

 Selanjutnya akan dibuat model regresi data panel satu arah yang 

melibatkan pengaruh spasial error. 

 

4.7 Penaksiran Parameter Model Regresi Data Panel Spasial Error Dinamis 

  

 Model regresi data panel spasial error dinamis yang diajukan dalam 

aplikasi ini sebagai berikut : 

LogGSPit = LogGSPi,t−1 + β1LogPCAPit +  β2LogPCit + β3LogEMPit +  uit   

                                                   uit = ρWN uit + vit                   (4.1) 

dengan komponen error satu arah :  

                                                          vit = ηi + εit                    (4.2) 

 

Apabila persamaan (4.1) dan (4.2) digabung, akan menghasilkan model : 

LogGSPit
 = ηi + λ LogGSPi,t−1 + β1LogPCAPit +  β2LogPCit + β3LogEMPit

+  ρWN uit + εit   
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Hasil penaksiran dengan menggunakan software R 2.13.0 adalah sebagai berikut : 

LogGSPit
 = 1.440487 + 0.004576 LogGSPi,t−1 + 0.017632 LogPCAPit +

                       0.439599 LogPCit +  0.612691 LogEMPit +   0.54895785WN uit   

dengan taksiran untuk variansi εit  yakni 𝜎 𝜀
2 = 0.00048153 dan 

 𝜎 1
2 = 0.03489186. Taksiran model yang didapat terlihat sudah cukup baik 

dengan nilai R
2
 yaitu 0.9917 dan nilai R

2
 adjusted yaitu 0.9911. 

 Jadi, model yang tepat untuk menaksir produktifitas pada suatu negara 

bagian di Amerika Serikat dilihat dari jumlah bruto produk dengan informasi 

jumlah modal publik, jumlah modal swasta,dan  jumlah tenaga kerja adalah model 

regresi data panel spasial error dinamis karena terdapat unsur dependensi spasial. 
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BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 Banyak perilaku ekonomi yang menggunakan data panel, memiliki 

hubungan dinamis. Pada dasarnya hubungan variabel-variabel ekonomi 

merupakan suatu kedinamisan, dimana variabel ekonomi tidak hanya ditentukan 

oleh variabel-variabel pada waktu yang sama, melainkan juga ditentukan oleh 

variabel pada waktu sebelumnya. Sehingga dalam analisis ekonomi sering 

menggunakan model dinamis yang diharapkan lebih tepat menggambarkan 

keadaan sebenarnya dari perilaku ekonomi. Model dinamis merupakan model 

dengan kelambanan waktu (lag) dari variabel dependen. 

Pada beberapa kasus kerap ditemui kasus variabel dependen dan atau error 

pada suatu wilayah bergantung variabel dependen dan atau error pada wilayah 

lain. Keadaan ini disebut dependensi spasial. Dependensi spasial terbagi menjadi 

dua, yaitu spasial lag dan spasial error. Spasial lag disebabkan nilai variabel 

dependen pada suatu lokasi berhubungan dengan nilai variabel dependen pada 

lokasi lain. Spasial error disebabkan oleh ketergantungan nilai error suatu lokasi 

dengan nilai error pada lokasi lain. Jika kondisi ini tidak diperhatikan, maka 

asumsi error antar observasi saling bebas tidak terpenuhi. Oleh karena itu, pada 

model regresi data panel dinamis diperlukan penambahan komponen yang 

memuat efek dependensi spasial. 

Salah satu permasalahan dalam model ini adalah adanya korelasi antara 

variabel endogen eksplanatori dengan komponen error. Hal ini menyebabkan 

tidak dapat dilakukan estimasi langsung dengan metode OLS. Sehingga sebelum 

mengestimasi parameter diperlukan metode Instrumental Variabel. Setelah itu 

barulah dapat dilakukan estimasi parameter dengan menggunakan metode 

Arellano dan Bond dan perluasan Kapoor, Kelejian dan Prucha sehingga
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didapatkan taksiran yang konsisten dari model data panel dinamis dengan 

komponen dependensi spasial error.  

 Terdapat 3 tahap kerja untuk mendapatkan taksiran Spasial Arellano dan 

Bond (SAB). Tahap pertama, dilakukan metode instrumental dan metode Arellano 

dan Bond untuk mendapatkan taksiran sederhana yang konsisten dengan 

mengabaikan efek korelasi spasial error. Kemudian pada tahap kedua, akan 

dilakukan perluasan taksiran Generalized Method of  Moments (GMM) yang 

didapatkan oleh Kelejian dan Prucha (2007) untuk menaksir parameter spasial 

autoregressive, sehingga didapat taksiran yang konsisten. Selanjutnya, tahap 

ketiga, akan diestimasi kembali parameter pada tahap pertama dengan model yang 

telah ditransformasi Cochrane- Orcutt dan menggunakan hasil yang didapat pada 

tahap kedua, sehingga didapat taksiran akhir yang konsisten. 

 

5.2 Saran 

 Saran yang perlu diperhatikan adalah : 

1. Model yang dibahas hanyalah model regresi data panel spasial error dinamis 

yang terbatas pada 1 lag. Untuk pembahasan lebih lanjut perlu juga 

diperhatikan model regresi data panel spasial error dinamis dengan lebih 

banyak lag. 

2. Model yang dibahas hanyalah model regresi data panel spasial error dinamis 

dengan efek acak (random effect). Untuk pembahasan lebih lanjut perlu juga 

diperhatikan model dengan efek tetap (fixed effect) . 

3. Perlu dipelajari metode lain selain Arellano dan Bond dalam menaksir 

parameter pada model regresi data panel spasial error dinamis, seperti 

Metode Maximum Likelihood Estimator, metode perluasan Arellano dan 

Bover, dan metode perluasan Blundell and Bond. 

4. Tugas akhir ini bertujuan untuk mengestimasi parameter dari model regresi 

data panel spasial error dinamis. Untuk selanjutnya dapat dilakukan 

pengujian hipotesis untuk mengetahui signifikansi hubungan variabel 

dependen dengan variabel eksplanatorinya.
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LAMPIRAN  

 

Lampiran 1 

Tabel 1. Data Productivity U.S 

STATE YR logpcap logpc loggsp logemp 

1 1 4.177036124 4.553808 4.453594 3.004536 

1 2 4.190386052 4.571708 4.467978 3.009408 

1 3 4.20337045 4.587378 4.495586 3.030316 

1 4 4.21500959 4.602971 4.524136 3.055187 

1 5 4.224343195 4.623841 4.528261 3.068112 

2 1 4.006398433 4.372654 4.285287 2.738305 

2 2 4.023686126 4.396632 4.323046 2.764475 

2 3 4.040504633 4.415952 4.367151 2.810434 

2 4 4.06439284 4.436236 4.402158 2.854002 

2 5 4.083827144 4.459836 4.409899 2.872739 

3 1 3.881570662 1.775465 4.187295 2.729327 

3 2 3.902113356 4.314635 4.208898 2.741152 

3 3 3.919549282 4.327267 4.248022 2.76455 

3 4 3.924258088 4.335539 4.274735 2.788522 

3 5 3.930034166 4.354797 4.285265 2.806655 

4 1 5.109056405 5.237523 5.421494 3.841747 

4 2 5.121439453 5.257353 5.424228 3.839918 

4 3 5.128565716 5.273205 5.448952 3.857929 

4 4 5.133501864 5.286761 5.467956 3.882063 

4 5 5.136172725 5.309835 5.47481 3.894 

5 1 4.057000843 4.374927 4.409747 2.875177 

5 2 4.067519432 4.401173 4.436814 2.895975 

5 3 4.079575913 4.415143 4.471644 2.93922 

5 4 4.095980671 4.437551 4.510773 2.971276 
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5 5 4.112743712 4.458839 4.519027 2.982135 

6 1 4.200458143 4.381699 4.589726 3.078276 

6 2 4.21906007 4.400494 4.58563 3.066065 

6 3 4.239219121 4.418162 4.602462 3.075693 

6 4 4.250496119 4.436194 4.62487 3.092966 

6 5 4.260672303 4.459888 4.621457 3.101747 

7 1 3.628485997 3.785909 3.836514 2.336059 

7 2 3.644035622 3.80354 3.869173 2.351989 

7 3 3.659032458 3.819718 3.893706 2.366236 

7 4 3.674412842 3.838351 3.9347 2.379124 

7 5 3.692628396 3.861166 3.890812 2.367542 

8 1 4.472710532 4.757229 4.842865 3.332862 

8 2 4.486899094 4.779871 4.864333 3.357249 

8 3 4.506357807 4.798471 4.91016 3.40021 

8 4 4.524798291 4.822379 4.95855 3.443826 

8 5 4.539706874 4.847898 4.964557 3.456943 

9 1 4.261749006 4.61907 4.634528 3.192428 

9 2 4.285008356 4.640809 4.657419 3.204906 

9 3 4.304650989 4.657083 4.693745 3.229221 

9 4 4.322530428 4.67598 4.722831 3.255875 

9 5 4.340092372 4.698708 4.719248 3.261857 

10 1 3.532782397 3.963886 3.855822 2.317646 

10 2 3.553842992 3.977196 3.860637 2.33666 

10 3 3.565401493 3.98929 3.897517 2.373831 

10 4 3.572599793 4.010806 3.92179 2.400883 

10 5 3.581373857 4.030424 3.952792 2.426186 

11 1 4.71764962 5.060172 5.163734 3.63805 

11 2 4.73082764 5.078396 5.171735 3.633105 

11 3 4.74460869 5.09426 5.188684 3.634961 

11 4 4.758065935 5.112317 5.212521 3.650006 
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11 5 4.770735546 5.134471 5.208777 3.657601 

12 1 4.318348247 4.803777 4.754111 3.266937 

12 2 4.335770721 4.816431 4.767453 3.265077 

12 3 4.349627931 4.830736 4.789672 3.283731 

12 4 4.366066783 4.846274 4.823044 3.307089 

12 5 4.373873379 4.865985 4.808299 3.307795 

13 1 4.168158814 4.523752 4.464981 2.94295 

13 2 4.185004407 4.541822 4.467045 2.945813 

13 3 4.194721866 4.554452 4.493584 2.960138 

13 4 4.204295565 4.576271 4.528891 2.982859 

13 5 4.208419856 4.596163 4.526223 2.999565 

14 1 4.045931738 4.521239 4.420137 2.831742 

14 2 4.064271877 4.532972 4.430559 2.831102 

14 3 4.073867121 4.542361 4.452247 2.855822 

14 4 4.084125665 4.558458 4.469616 2.882695 

14 5 4.093857862 4.575057 4.46991 2.897627 

15 1 4.205071402 4.484665 4.507613 2.959089 

15 2 4.222896393 4.502737 4.522131 2.969183 

15 3 4.234750819 4.518442 4.548402 2.994889 

15 4 4.247902841 4.531984 4.571767 3.016448 

15 5 4.261589954 4.553178 4.573545 3.027716 

16 1 4.293104111 4.990349 4.797032 3.014353 

16 2 4.302474659 4.997753 4.811917 3.023623 

16 3 4.319890205 5.001299 4.828911 3.05254 

16 4 4.330580153 5.005766 4.826723 3.070444 

16 5 4.338200423 5.016038 4.812372 3.086645 

17 1 3.587584137 3.968722 3.946649 2.5214 

17 2 3.602044791 3.981483 3.952211 2.52153 

17 3 3.619887071 3.995908 3.975386 2.53618 

17 4 3.630657675 4.010955 3.997779 2.549984 
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17 5 3.642892668 4.031326 3.998956 2.558108 

18 1 4.282055598 4.464126 4.633175 3.130076 

18 2 4.301542378 4.486164 4.644547 3.137196 

18 3 4.32483146 4.504664 4.663899 3.150756 

18 4 4.343621061 4.523922 4.687779 3.16776 

18 5 4.362064567 4.548569 4.685867 3.174234 

19 1 4.340905531 4.57884 4.809081 3.350926 

19 2 4.365072773 4.599086 4.814754 3.344667 

19 3 4.387124363 4.617644 4.833122 3.352511 

19 4 4.411033687 4.637377 4.850499 3.368008 

19 5 4.432974579 4.66222 4.838566 3.371751 

20 1 4.650160013 4.92817 5.009332 3.476976 

20 2 4.662699009 4.943628 5.029854 3.476397 

20 3 4.669994391 4.959229 5.056283 3.494001 

20 4 4.680548982 4.974523 5.089873 3.516443 

20 5 4.688361349 4.995953 5.063694 3.515556 

21 1 4.34140346 4.636363 4.62049 3.119025 

21 2 4.362790745 4.654493 4.628052 3.117338 

21 3 4.380636823 4.671015 4.644665 3.132612 

21 4 4.393244838 4.688793 4.679473 3.157185 

21 5 4.403702566 4.711183 4.676529 3.170555 

22 1 4.000697351 4.353515 4.238197 2.766338 

22 2 4.021099122 4.372138 4.255923 2.779741 

22 3 4.035195116 4.383052 4.286456 2.812445 

22 4 4.044391965 4.388688 4.313973 2.840859 

22 5 4.05074506 4.406294 4.305523 2.851747 

23 1 4.289253962 4.642517 4.700669 3.222196 

23 2 4.30948474 4.663176 4.715544 3.220317 

23 3 4.328138738 4.679293 4.733983 3.230474 

23 4 4.343981366 4.695356 4.754264 3.24812 
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23 5 4.351706464 4.71826 4.740805 3.252732 

24 1 3.679667692 4.155955 3.897407 2.299071 

24 2 3.695215414 4.16021 3.893706 2.31133 

24 3 3.707203852 4.168205 3.930643 2.333044 

24 4 3.71944979 4.186037 3.951726 2.350636 

24 5 3.734029734 4.200606 3.962653 2.369216 

25 1 3.965438311 4.282407 4.205935 2.685114 

25 2 3.989424453 1.758458 4.221362 2.690905 

25 3 4.012471504 4.306828 4.241272 2.713491 

25 4 4.032834646 4.32888 4.262071 2.733438 

25 5 4.052827787 4.348047 4.258901 2.749814 

26 1 3.576180044 4.033654 3.866524 2.308137 

26 2 3.588535006 4.05123 3.880756 2.323252 

26 3 3.605643298 4.06842 3.907196 2.349083 

26 4 3.619175797 4.088528 3.943198 2.388456 

26 5 3.633162322 4.110655 3.947483 2.40841 

27 1 3.489324143 3.775068 3.835817 2.412461 

27 2 3.511553172 3.808652 3.847696 2.414806 

27 3 3.533929585 3.824834 3.875987 2.444825 

27 4 3.551382897 3.842952 3.908378 2.473925 

27 5 3.566836836 3.865241 3.903958 2.477555 

28 1 4.395461641 4.763401 4.936343 3.416008 

28 2 4.425333329 4.77763 4.949746 3.416241 

28 3 4.451123439 4.795445 4.970272 3.426918 

28 4 4.470483847 4.814387 4.990548 3.440862 

28 5 4.486142601 4.838295 4.977101 3.444513 

29 1 3.784060697 4.276675 4.108464 2.466274 

29 2 3.792076361 4.289314 4.123329 2.485295 

29 3 3.795079483 4.298087 4.142202 2.515211 

29 4 3.801131247 4.313715 4.163996 2.539076 
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29 5 3.803953266 4.328668 4.183184 2.556544 

30 1 5.028951257 5.135653 5.385233 3.854695 

30 2 5.045056686 5.154716 5.389198 3.845805 

30 3 5.064299443 5.174396 5.400104 3.84748 

30 4 5.084397698 5.195948 5.412457 3.853224 

30 5 5.102084208 5.22251 5.398301 3.849855 

31 1 4.226342087 4.638463 4.681666 3.251078 

31 2 4.247690269 4.666315 4.700072 3.258589 

31 3 4.265266519 4.682415 4.737383 3.281465 

31 4 4.280617519 4.697739 4.763241 3.304943 

31 5 1.042181595 4.719831 4.760015 3.311372 

32 1 3.62045567 4.063401 3.779885 2.213783 

32 2 3.625961349 4.073462 3.816308 2.222716 

32 3 3.633727945 4.080494 3.846028 2.245759 

32 4 3.636540049 4.10296 3.909556 2.264582 

32 5 3.643886754 4.117693 3.90309 2.287354 

33 1 4.684106073 5.026926 5.083836 3.58891 

33 2 4.701058707 5.042477 5.089449 3.584286 

33 3 4.710927208 5.05774 5.109406 3.59532 

33 4 4.718969694 5.073672 5.138732 3.614148 

33 5 4.722919657 5.094631 5.130086 3.620074 

34 1 4.047982794 4.590963 4.521948 2.882297 

34 2 4.059871896 4.604126 4.529931 2.888965 

34 3 4.067464408 4.612067 4.546419 2.909503 

34 4 4.073091194 4.621342 4.560301 2.930389 

34 5 4.080143228 4.636377 4.557627 2.947875 

35 1 4.047027074 4.35307 4.349278 2.851564 

35 2 4.060001656 4.369684 4.366983 2.862787 

35 3 4.073012277 4.38536 4.404081 2.889134 

35 4 4.084594507 4.403197 4.430978 2.911797 

Penaksiran parameter ..., Gamar Aseffa, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



71 

 

 Universitas Indonesia 

 

35 5 4.111021433 4.425557 4.443169 2.923348 

36 1 4.702674758 5.024235 5.113833 3.638649 

36 2 4.727337156 5.041256 5.114344 3.632589 

36 3 4.75012685 5.057025 5.133628 3.643453 

36 4 4.764101825 5.074418 5.155245 3.653839 

36 5 4.774009457 5.095825 5.148035 3.654619 

37 1 3.634499438 3.735382 3.992288 2.536685 

37 2 3.648481011 3.748971 3.993392 2.535041 

37 3 3.652589578 3.766843 4.010597 2.554004 

37 4 3.653031037 3.785983 4.021024 2.563362 

37 5 3.652296635 3.810906 3.995108 2.564666 

38 1 3.916476584 4.386012 4.320645 2.925312 

38 2 3.939240116 4.4214 4.334976 2.935809 

38 3 3.959767155 4.436142 4.364664 2.963929 

38 4 3.980187964 4.45063 4.396531 2.992995 

38 5 4.000613659 4.470551 4.40059 3.006808 

39 1 3.620466077 3.963904 3.768194 2.24403 

39 2 3.629611407 3.974792 3.782831 2.252853 

39 3 3.636834792 3.986261 3.811642 2.278525 

39 4 3.644195277 4.000766 3.848066 2.299071 

39 5 3.653389091 4.01945 3.841109 2.31513 

40 1 4.321173869 4.584534 4.541192 3.123067 

40 2 4.33620769 4.606106 4.565505 3.132516 

40 3 4.35118249 4.623074 4.606414 3.161398 

40 4 4.359584126 4.638404 4.63773 3.185004 

40 5 4.365196985 4.661215 4.633993 3.192623 

41 1 4.729487798 5.329757 5.206615 3.559296 

41 2 4.745858704 5.343834 5.215077 3.566261 

41 3 4.75749677 5.352055 5.236436 3.589324 

41 4 4.77183733 5.361171 5.263558 3.617179 
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41 5 4.785145541 5.376176 5.276643 3.639506 

42 1 3.812522984 4.051254 4.031408 2.552668 

42 2 3.823867264 4.065248 4.050844 2.567379 

42 3 3.830801594 4.078516 4.082175 2.594393 

42 4 3.840654265 4.096684 4.108903 2.617839 

42 5 3.849574798 4.116584 4.122773 2.63759 

43 1 3.419479911 3.607746 3.638888 2.169968 

43 2 3.440309153 3.62842 3.647187 2.170555 

43 3 3.461585557 3.643735 3.663795 2.186391 

43 4 3.472354139 3.660638 3.681332 2.207634 

43 5 3.480746914 3.681827 3.66764 2.211654 

44 1 4.316652931 4.540415 4.683668 3.181529 

44 2 4.334097323 4.565796 4.699395 3.195124 

44 3 4.349244104 4.582556 4.723677 3.21885 

44 4 4.360347231 4.601974 4.754058 3.243881 

44 5 4.372372849 4.624854 4.759222 3.256309 

45 1 4.410802363 4.572946 4.593552 3.033182 

45 2 4.427736941 4.593936 4.590686 3.027146 

45 3 4.444886168 4.610281 4.60783 3.041432 

45 4 4.453205164 4.625592 4.63819 3.061566 

45 5 4.464453777 4.648001 4.656912 3.078855 

46 1 3.811767313 4.38579 4.25679 2.71307 

46 2 3.848261185 4.40334 4.265714 2.716003 

46 3 3.883805608 4.41834 4.285872 2.732796 

46 4 3.916201721 4.435005 1.70757 2.749427 

46 5 3.94131014 4.454213 4.27969 2.7577 

47 1 4.372268918 4.594514 4.656108 3.184805 

47 2 4.385099659 4.611516 4.6675 3.183384 

47 3 4.393523611 4.625939 4.689122 3.198877 

47 4 4.401864058 4.641261 4.716521 3.220239 
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47 5 4.4072095 4.662138 4.714581 3.231317 

48 1 3.565140334 4.155632 3.858778 2.034628 

48 2 3.568425856 4.160142 3.875293 2.045323 

48 3 3.568425856 4.16387 3.892484 2.069298 

48 4 3.570884871 4.174244 3.906712 2.100715 

48 5 3.571952108 4.184263 3.94601 2.135133 

 

 

Lampiran 2 

Pembuktian persamaan (3.13) : 

E 𝐯′𝐐0,N𝐯 =  N T − 1 σε
2 

E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯  =   T − 1 σε
2tr (𝐖N

′ 𝐖N ) 

E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯 =  0 

E 𝐯′𝐐1,N𝐯 = Nσ1,N
2  

E 𝐯 ′𝐐1,N𝐯  = σ1,N
2 . tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 

E 𝐯 ′𝐐1,N𝐯 = 0  

Diketahui : 

𝐐0,N +  𝐐1,N = 𝐈NT  

𝑡𝑟 𝐐0,N = N(T − 1) 

𝑡𝑟 𝐐1,N = N 

𝐐0,N eT⨂IN = 0 

𝐐1,N eT⨂IN =  eT⨂IN  

𝐐0,N vN = 𝐐0,NεN  

𝐐0,N v = (IT⨂WN )𝐐0,Nε 

𝐐1,N v =  eT⨂IN ηN + 𝐐1,Nε 

𝐐1,N v =   eT⨂IN ηN +  eT⨂IN 𝐐1,Nε  
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Misal, terdapat matriks RN berukuran NxN 

 𝐈T⨂𝐑N 𝐐0,N = 𝐐0,N 𝐈T⨂𝐑N  

 𝐈T⨂𝐑N 𝐐1,N = 𝐐1,N 𝐈T⨂𝐑N  

𝑡𝑟  𝐐0,N 𝐈T⨂𝐑N  =  T − 1 tr 𝐑N  

𝑡𝑟  𝐐1,N 𝐈T⨂𝐑N  = tr 𝐑N  

 

 Adib : E 𝐯′𝐐0,N𝐯 =  N T − 1 σε
2 

E 𝐯′𝐐0,N𝐯 = E 𝛆′𝐐0,N𝛆 =  𝑡𝑟 𝐐0,N E(𝛆′𝛆) = N T − 1 σε
2 

 

 Adib : E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯  =   T − 1 σε
2tr  𝐖N

′ 𝐖N  

E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯  = E(𝛆′𝐐0,N 𝐈T⨂𝐖N
′ 𝐖N 𝐐0,N𝛆) = E(𝛆′𝛆)tr(𝐐0,N 𝐈T⨂𝐖N

′ 𝐖N ) 

         = σε
2(T − 1)tr  𝐖N

′ 𝐖N  

 

 Adib :  E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯 =  0 

E 𝐯 ′𝐐0,N𝐯 =  E 𝛆′𝐐0,N 𝐈T⨂𝐖N
′  𝐐0,N𝛆 = E 𝛆′𝛆 tr  𝐐0,N 𝐈T⨂𝐖N

′    

= σε
2 T − 1 tr  𝐖N

′  = 0 

 

 Adib :  E 𝐯′𝐐1,N𝐯 = Nσ1,N
2  

E 𝐯′𝐐1,N𝐯 = E 𝛈N
′  𝐞T

′ 𝐞T⨂𝐈N 𝛈N + E 𝛆′𝐐1,N𝛆  

= E 𝛈′𝛈  tr 𝐞T
′ 𝐞T⨂𝐈N +  E 𝛆′𝛆 tr(𝐐1,N ) 

= NTση
2 +  Nσε

2 = N 𝑇ση
2 + σε

2 = Nσ1,N
2  

 

 Adib : E 𝐯 ′𝐐1,N𝐯  = σ1,N
2 . tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 

E 𝐯 ′𝐐1,N𝐯  = E 𝛈′ 𝐞T
′ 𝐞T⨂𝐖N

′ 𝐖N 𝛈 + E(𝛆′𝐐1,N 𝐈T⨂𝐖N
′ 𝐖N 𝐐1,N𝛆 

 = E 𝛈′𝛈  tr 𝐞T
′ 𝐞T⨂𝐖N

′ 𝐖N + E(𝛆′𝛆)tr(𝐐1,N 𝐈T⨂𝐖N
′ 𝐖N ) 

= Tση
2 tr  𝐖N

′ 𝐖N + σε
2tr  𝐖N

′ 𝐖N =  𝑇ση
2 + σε

2 tr  𝐖N
′ 𝐖N  

= σ1,N
2 . tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 
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 Adib : E 𝐯 ′𝐐1,N𝐯 = 0  

E 𝐯 ′𝐐1,N𝐯 = E 𝛈′ 𝐞T
′ 𝐞T⨂𝐖N

′  𝛈 + E(𝛆′𝐐1,N 𝐈T⨂𝐖N
′  𝐐1,N𝛆 

= E 𝛈′𝛈  tr 𝐞T
′ 𝐞T⨂𝐖N

′  + E 𝛆′𝛆 tr  𝐐1,N 𝐈T⨂𝐖N
′    

= Tση
2 tr  𝐖N

′  + σε
2tr  𝐖N

′  = 0

 

 

 

Lampiran 3 

Akan dibuktikan bahwa enam momen kondisi dibawah ini : 

                               E

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

N(T−1)
𝐯′𝐐0,N𝐯

1

N(T−1)
𝐯 ′𝐐0,N𝐯 

1

N(T−1)
𝐯 ′𝐐0,N𝐯

1

N
𝐯′𝐐1,N𝐯

1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯 

1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

 
 
 
 
 
 
 

σε
2

σε
2 1

N
tr (𝐖N

′ 𝐖N )

0
σ1,N

2

σ1,N
2 .

1

N
tr(𝐖N

′ 𝐖N )

0  
 
 
 
 
 
 

                             (a) 

dapat dinyatakan dalam bentuk  

𝛾𝑁 =  𝚪𝐍.𝛂 

dimana α =  ρ, ρ2,σε
2 ,σ1

2 ′  dan 

Γ𝑁 =  E

 

 
 
 
 

𝛾11
0 𝛾12

0 𝛾13
0 0

𝛾21
0 𝛾22

0 𝛾23
0 0

𝛾31
0

𝛾11
1

𝛾21
1

𝛾31
1

𝛾32
0

𝛾12
1

𝛾22
1

𝛾32
1

𝛾33
0

0
0
0

0
𝛾13

1

𝛾23
1

𝛾33
1
 

 
 
 
 

                  𝛾𝑁 =  E

 

 
 
 
 

𝛾1
0

𝛾2
0

𝛾3
0

𝛾1
1

𝛾2
1

𝛾3
1 

 
 
 
 

 

 

dengan (j=0,1): 

𝛾11
𝑗

=
2

N T−1 1−j
𝐮′𝐐j,N𝐮   

𝛾12
𝑗

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

𝛾13
𝑗

= 1 

𝛾21
𝑗

=
2

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

𝛾22
𝑗

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

𝛾23
𝑗

=
1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 
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𝛾1
𝑗

=
1

N T − 1 1−j
𝐮′𝐐j,N𝐮 

𝛾2
𝑗

=
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

𝛾3
𝑗

=
1

𝑁 𝑇 − 1 1−𝑗
𝒖′𝑸𝑗 ,𝑁𝒖  

𝛾31
𝑗

=
1

N T − 1 1−j
[𝐮′𝐐j,N𝐮 

+ 𝐮′ 𝐐j,N𝐮 ] 

𝛾32
𝑗

= −
1

N T − 1 1−j
𝐮 ′𝐐j,N𝐮  

𝛾33
𝑗

= 0
 

sehingga untuk bentuk  𝛾𝑁 =  𝚪𝐍.𝛂 akan menghasilkan persamaan 

E  𝛾11
0 ρ + 𝛾12

0 ρ2 +  𝛾13
0 𝜎𝜀

2 = E(𝛾1
0)  

E 𝛾21
0 ρ + 𝛾22

0 ρ2 + 𝛾23
0 𝜎𝜀

2 = E(𝛾2
0) 

E 𝛾31
0 ρ + 𝛾32

0 ρ2 + 𝛾33
0 𝜎𝜀

2 = E(𝛾3
0) 

E 𝛾11
1 ρ + 𝛾12

1 ρ2 + 𝛾13
1 𝜎1,𝑁

2  = E(𝛾1
1) 

E 𝛾21
1 ρ + 𝛾22

1 ρ2 +  𝛾23
1 𝜎1,𝑁

2  = E(𝛾2
1) 

E 𝛾31
1 ρ + 𝛾32

1 ρ2 +  𝛾33
1 𝜎1,𝑁

2  = E(𝛾3
1)                                                            (a*) 

sebelumnya diketahui bahwa  

𝐯 = 𝐮 − ρ 𝐈𝐓⨂𝐖𝐍  𝐮 

𝐯 = 𝐮 − ρ𝐮  

𝐯 = 𝐮 − ρ𝐮   

Akan dibuktikan bahwa bentuk (a) sama dengan bentuk (a*) 

 E  
1

N(T−1)
𝐯′𝐐0,N𝐯 = σε

2 sama dengan E 𝛾11
0 ρ + 𝛾12

0 ρ2 +  𝛾13
0 𝜎𝜀

2 = E(𝛾1
0) 

E  
1

N T − 1 
𝐯′𝐐0,N𝐯 = σε

2 

E 
1

N T − 1 
 𝐮 − ρ𝐮  ′𝐐0,N 𝐮 − ρ𝐮   = σε

2 

E  
1

N T−1 
(𝐮′𝐐0,N𝐮 −  𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ − 𝐮 ′𝐐0,N𝐮ρ + 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2) = σε
2  

karena 𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ merupakan konstanta, maka  𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ 
′

=  𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ  =

𝐮 ′𝐐0,N𝐮ρ 

sehingga − 𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ − 𝐮 ′𝐐0,N𝐮ρ = −𝟐𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ 

E  
1

N T−1 
(𝐮′𝐐0,N𝐮 −  𝟐𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ + 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2) = σε
2                                     (1) 

E 𝛾11
0 ρ + 𝛾12

0 ρ2 +  𝛾13
0 𝜎𝜀

2 = E(𝛾1
0) 

E  
2

N T − 1 
𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N T − 1 
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 + σε
2 = E  

1

N T − 1 
𝐮′𝐐0,N𝐮  
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E  
2

N T − 1 
𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N T − 1 
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 + σε
2 = E  

1

N T − 1 
𝐮′𝐐0,N𝐮  

E  
1

N T − 1 
𝐮′𝐐0,N𝐮 −

2

N T − 1 
𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N T − 1 
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 = σε
2 

E  
1

N T−1 
(𝐮′𝐐0,N𝐮 −  𝟐𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ + 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2) = σε
2                                   (1*) 

Terbukti bahwa bentuk (1) sama dengan bentuk (1*) 

 E  
1

N(T−1)
𝐯 ′𝐐0,N𝐯  = σε

2 1

N
tr (𝐖N

′ 𝐖N ) sama dengan  E 𝛾21
0 ρ + 𝛾22

0 ρ2 +  𝛾23
0 𝜎𝜀

2 =

E(𝛾2
0) 

E  
1

N T − 1 
𝐯 ′𝐐0,N𝐯  = σε

2
1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N  

E 
1

N T − 1 
 𝐮 − ρ𝐮   ′𝐐0,N 𝐮 − ρ𝐮    = σε

2
1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N  

E  
1

N T − 1 
 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 − 𝐮 ′𝐐0,N𝐮  ρ − 𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ + 𝐮  ′𝐐0,N𝐮  ρ

2  = σε
2

1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N  

karena 𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ merupakan konstanta, maka  𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ 
′

=  𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ  =

𝐮 ′𝐐0,N𝐮  ρ 

sehingga −𝐮 ′𝐐0,N𝐮  ρ − 𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ = −𝟐𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ 

E  
1

N T−1 
 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 − 𝟐𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ + 𝐮  ′𝐐0,N𝐮  ρ

2  = σε
2 1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N                    (2) 

 

E 𝛾21
0 ρ + 𝛾22

0 ρ2 + 𝛾23
0 𝜎𝜀

2 = E(𝛾2
0) 

E  
2

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 +
1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N )𝜎𝜀
2 

= E  
1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮   

E  
2

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 + 𝜎𝜀
2

1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N )

= E  
1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮   

E  
1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 −

2

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ +

1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 𝛾23

𝑗
ρ2 

= 𝜎𝜀
2

1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 

E  
1

N T−1 
 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 − 𝟐𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ + 𝐮  ′𝐐0,N𝐮  ρ

2  = σε
2 1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N                              (2*) 

Terbukti bahwa bentuk (2) sama dengan bentuk (2*) 
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 E  
1

N(T−1)
𝐯 ′𝐐0,N𝐯 = 0 sama dengan  E 𝛾31

0 ρ + 𝛾32
0 ρ2 +  𝛾33

0 𝜎𝜀
2 = E(𝛾3

0) 

E  
1

N T − 1 
𝐯 ′𝐐0,N𝐯 = 0 

E 
1

N T − 1 
 𝐮 − ρ𝐮   ′𝐐0,N 𝐮 − ρ𝐮   = 0 

E  
1

N T−1 
 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 − 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ − 𝐮  ′𝐐0,N𝐮ρ + 𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ

2  = 0                        (3) 

 

E 𝛾31
0 ρ + 𝛾32

0 ρ2 + 𝛾33
0 𝜎𝜀

2 = E(𝛾3
0) 

E  
1

N(T − 1)
[𝐮′𝐐0,N𝐮 + 𝐮′ 𝐐0,N𝐮 ]ρ −

1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 

= E  
1

N(T − 1)
𝐮′𝐐0,N𝐮   

E  
1

N(T − 1)
𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ +

1

N T − 1 
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 

= E  
1

N(T − 1)
𝐮′𝐐0,N𝐮   

karena 𝐮′𝐐0,N𝐮  merupakan konstanta, maka  𝐮′𝐐0,N𝐮  
′

=  𝐮′𝐐0,N𝐮   = 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 

karena 𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ merupakan konstanta, maka  𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ 
′

=  𝐮′𝐐0,N𝐮 ρ  =

𝐮 ′𝐐0,N𝐮ρ 

karena 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ
2 merupakan konstanta, maka  𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 
′

=  𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ
2  =

𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ
2 

Hasil transpose disubstitusikan ke persamaan menghasilkan  

E  
1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮ρ +

1

N T − 1 
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 

= E  
1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮  

E  
1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 −

1

N T − 1 
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ −

1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮ρ

+
1

N(T − 1)
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 = 0 

 

E  
1

N T−1 
 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 − 𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ − 𝐮  ′𝐐0,N𝐮ρ + 𝐮  ′𝐐0,N𝐮 ρ

2  = 0                    (3*) 

 

Terbukti bahwa bentuk (3) sama dengan bentuk (3*) 

 E  
1

N
𝐯′𝐐1,N𝐯 =  σ1,N

2  sama dengan  E 𝛾11
1 ρ + 𝛾12

1 ρ2 +  𝛾13
1 𝜎1,𝑁

2  = E(𝛾1
1) 

E  
1

N
𝐯′𝐐1,N𝐯 =  σ1,N

2  

E 
1

N
 𝐮 − ρ𝐮  ′𝐐1,N 𝐮 − ρ𝐮   =  σ1,N

2  

E  
1

N
(𝐮′𝐐1,N𝐮 −  𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ − 𝐮 ′𝐐1,N𝐮ρ + 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2) = σ1,N
2   
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karena 𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ merupakan konstanta, maka  𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ 
′

=  𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ  =

𝐮 ′𝐐1,N𝐮ρ 

sehingga − 𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ − 𝐮 ′𝐐1,N𝐮ρ = −𝟐𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ 

E  
1

N
(𝐮′𝐐1,N𝐮 −  𝟐𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ + 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2) = σ1,N
2                                           (4) 

E 𝛾11
1 ρ + 𝛾12

1 ρ2 + 𝛾13
1 𝜎1,𝑁

2  = E(𝛾1
1) 

E  
2

N
𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 + σ1,N
2  = E  

1

N
𝐮′𝐐1,N𝐮  

E  
2

N
𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 + σ1,N
2 = E  

1

N
𝐮′𝐐1,N𝐮  

E  
1

N
𝐮′𝐐1,N𝐮 −

2

N
𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 = σ1,N
2  

E  
1

N
(𝐮′𝐐1,N𝐮 −  𝟐𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ + 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2) = σ1,N
2                                          (4*) 

Terbukti bahwa bentuk (4) sama dengan bentuk (4*) 

 E  
1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯  =  σ1,N

2 .
1

N
tr(𝐖N

′ 𝐖N ) sama dengan E 𝛾21
1 ρ + 𝛾22

1 ρ2 +  𝛾23
1 𝜎1,𝑁

2  =

E(𝛾2
1) 

E  
1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯  =  σ1,N

2 .
1

N
tr 𝐖N

′ 𝐖N  

E 
1

N
 𝐮 − ρ𝐮   ′𝐐0,N 𝐮 − ρ𝐮    = σ1,N

2
1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N  

E  
1

N
 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 − 𝐮 ′𝐐1,N𝐮  ρ − 𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ + 𝐮  ′𝐐1,N𝐮  ρ

2  = σ1,N
2

1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N  

karena 𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ merupakan konstanta, maka  𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ 
′

=  𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ  =

𝐮 ′𝐐1,N𝐮  ρ 

sehingga −𝐮 ′𝐐1,N𝐮  ρ − 𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ = −𝟐𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ 

E  
1

N
 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 − 𝟐𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ + 𝐮  ′𝐐1,N𝐮  ρ

2  = σ1,N
2 1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N                          (5) 

 

E 𝛾21
1 ρ + 𝛾22

1 ρ2 +  𝛾23
1 𝜎1,𝑁

2  = E(𝛾2
1) 

E  
2

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 +
1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N )𝜎1,N
2  = E  

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮   

E  
2

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 + 𝜎1,N
2

1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N ) = E  
1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮   

E  
1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 −

2

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ +

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 = 𝜎1,N
2

1

N
 tr(𝐖N

′ 𝐖N ) 
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E  
1

N
 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 − 𝟐𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ + 𝐮  ′𝐐1,N𝐮  ρ

2  =

σ1,N
2 1

N
tr  𝐖N

′ 𝐖N                                    (5*) 

Terbukti bahwa bentuk (5) sama dengan bentuk (5*) 

 E  
1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯 = 0 sama dengan E 𝛾31

1 ρ + 𝛾32
1 ρ2 + 𝛾33

1 𝜎1,𝑁
2  = E(𝛾3

1) 

E  
1

N
𝐯 ′𝐐1,N𝐯 = 0 

E 
1

N
 𝐮 − ρ𝐮   ′𝐐1,N 𝐮 − ρ𝐮   = 0 

E  
1

N
 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 − 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ − 𝐮  ′𝐐1,N𝐮ρ + 𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ

2  = 0                              (6) 

 

E 𝛾31
1 ρ + 𝛾32

1 ρ2 +  𝛾33
1 𝜎1,N

2  = E(𝛾3
1) 

E  
1

N
[𝐮′𝐐1,N𝐮 + 𝐮′ 𝐐1,N𝐮 ]ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 = E  
1

N
𝐮′𝐐1,N𝐮   

E  
1

N
𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ +

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 = E  
1

N
𝐮′𝐐1,N𝐮   

karena 𝐮′𝐐1,N𝐮  merupakan konstanta, maka  𝐮′𝐐1,N𝐮  
′

=  𝐮′𝐐1,N𝐮   = 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 

karena 𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ merupakan konstanta, maka  𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ 
′

=  𝐮′𝐐1,N𝐮 ρ  =

𝐮 ′𝐐1,N𝐮ρ 

karena 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ
2 merupakan konstanta, maka  𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 
′

=  𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ
2  =

𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ
2 

Hasil transpose disubstitusikan ke persamaan menghasilkan  

E  
1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮ρ +

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ

2 = E  
1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮  

E  
1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ −

1

N
𝐮 ′𝐐1,N𝐮ρ +

1

N
𝐮 ′𝐐0,N𝐮 ρ

2 = 0 

E  
1

N
 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 − 𝐮 ′𝐐1,N𝐮 ρ − 𝐮  ′𝐐1,N𝐮ρ + 𝐮  ′𝐐1,N𝐮 ρ

2  = 0                           (6*) 

Terbukti bahwa bentuk (6) sama dengan bentuk (6*) 

(terbukti)
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Lampiran 4 

 

Output Model Data Panel Dinamis Productivity yang dihasilkan Software R 

2.13.0 

Call: 
plm(formula = model, data = Produc, model = "fd", effects = "individual") 
 
Balanced Panel: n=48, T=5, N=240 
 
Residuals : 
     Min.    1st Qu.     Median    3rd Qu.   Max.  
-7.34e-02  -1.40e-02   6.25e-06   1.53e-02   1.16e-01  
 
Coefficients : 
                    Estimate  Std. Error  t-value   Pr(>|t|)     
(intercept)       -0.0087364   0.0094536  -0.9241   0.356608     
lag(log(gsp), 1)  -0.1854495   0.0653219  -2.8390   0.005026 **  
log(pcap)          0.2723359   0.1203598   2.2627   0.024805 *   
log(pc)           -0.0254639   0.2225808  -0.1144   0.909041     
log(emp)           1.1791999   0.0814205  14.4828  < 2.2e-16 *** 
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1  
 
Total Sum of Squares :  0.34289 
Residual Sum of Squares :  0.10646 
R-Squared       : 0.68951  
Adj. R-Squared  :  0.67156  
F-statistic: 103.82 on 4 and 187 DF, p-value: < 2.22e-16 
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Lampiran 5 

 

Output Model Data Panel Spasial Error Dinamis yang dihasilkan R 2.13.0 

 

Call: 

spgm(formula = fm, data = Produc, listw = mat2listw(usaww), method = "fulweigh",  

    spatial.error = TRUE, effects = c("random")) 

 

Residuals: 

    Min.   1st Qu.    Median     Mean    3rd Qu.   Max.  

-0.23700  -0.07050   0.00188   0.00228   0.07590   0.31600  

 

Estimated spatial coefficient, variance components and theta: 

            Estimate 

rho        0.54895785 

sigma^2_v  0.00048153 

sigma^2_1  0.03489186 

theta      0.88252418 

 

Coefficients: 

              Estimate  Std. Error  t-value   Pr(>|t|)     

(Intercept)  1.440487    0.206131   6.9882  2.784e-12 *** 

log(gsp(-1))  0.004576 0.005409         0.8456     0.39842 

log(pcap)    0.017632    0.049123   0.3589     0.7197     

log(pc)      0.439599    0.043646  10.0720  < 2.2e-16 *** 

log(emp)     0.612691    0.040641  15.0757  < 2.2e-16 *** 

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1  

 

Residual standard error: 0.09511 on 235 degrees of freedom 

Multiple R-squared: 0.9917,     Adjusted R-squared: 0.9911  

F-statistic:  7050 on 4 and 235 DF,  p-value: < 2.2e-16 
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