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Kata Pengantar

Pada eksperimen tumbukkan antar ion-ion berat (N mendekati 200) yang terjadi

pada level relativistik, ditemukan adanya fase quark-gluon (fase transisi) yang

bercampur dan membentuk suatu keadaan (state) baru yang metastabil. Fase ini

sering disebut sebagai fase plasma quark-gluon (Quark Gluon Plasma atau QGP).

Pada fase ini, nukleon-nukleon (proton dan netron) terurai menjadi quark-quark

penyusunnya yang bercampur dengan gluon dan memiliki sifat yang berbeda de-

ngan sifat awal dari hadron-hadron penyusunnya .

Fase QGP ini juga mungkin ditemukan pada bintang kompak seperti pada bin-

tang netron yang memiliki massa lebih dari delapan kali massa matahari [1].Pada

proses pembentukkan bintang, terjadi beberapa kali proses fusi termonuklir yang

terjadi pada temperatur yang sangat tinggi dan densitas yang sangat tinggi, yang

dapat menyebabkan suhu dalam inti bintang mencapai orde puluhan Mev. De-

ngan adanya temperatur dan densitas yang sangat tinggi dalam inti bintang inilah

yang memungkinkan terbentuknya fase QGP dalam inti bintang. Fase QGP yang

tejadi tersebut mengalami pendinginan secara bertahap pada bagian luarnya (ter-

hadronisasi) dan membentuk lapisan hadron pada kulit bintang dengan interior

berisi fase QGP atau yang sering disebut sebagai hybrid star. Distribusi materi

QGP pada bintang tersebut dapat dihitung dengan menggunakan Lagrangian dari

sistem QGP tersebut. Skripsi ini mengkaji perhitungan secara teoritis mengenai

distribusi QGP pada bintang kompak yang tersusun atas fluida QCD dengan

menggunakan persamaan medan Einstein.
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Judul Skripsi : Distribusi Materi Plasma dalam Bintang Kompak

Abstrak

Dikaji perhitungan distribusi materi fluida QCD yang terdapat pada bintang

kompak. Pengkajian dilakukan berdasarkan teori Penggabungan Magnetofluida

yang berlaku untuk medan fluida QCD yang berinteraksi dengan medan elek-

tromagnetik. Dengan menerapkan persamaan medan Einstein pada geometri

Schwarzchild serta kondisi Hidrostatik pada interior bintang, fungsi distribusi

dari fluida QCD dapat ditentukan.

Kata kunci: fluida QCD, keseimbangan hidrostatik.
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Title :The Distribution of Plasma Matter inside the Compact Star

Abstract

The calculation of distribution function for QCD fluid inside the compact star

is discussed. The calculation based on the Magnetofluid Unification theory that

applied to the interaction between QCD fluid field with the electromagnetic field.

By employing the Einstein field equation on the Schwarzchild geometry and im-

posing the hydrostatic equilibrium within star, the distribution function of fluid

QCD can be obtained.

Keywords: QCD fluid, hydrostatic equilibrium.
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Fenomena plasma Quark-Gluon (QGP) adalah fenomena yang relatif baru di

dunia fisika nuklir dan partikel. Fenomena ini merupakan suatu keadaan tran-

sisi dari hadron state awal menuju ke hadron state berikutnya akibat adanya

gangguan pada sistem hadron awal. Dalam QGP quark-quark penyusun hadron

dan juga gluon-gluon dari sistem hadron bercampur dan membentuk suatu state

baru yang memiliki sifat yang berbeda dari sifat hadron-hadron penyusunnya.

Fenomena yang terjadi pada level energi relativistik ini telah mendorong muncul-

nya berbagai macam model teori yang bertujuan untuk menjelaskan fenomena

tersebut dan juga perhitungan-perhitungan yang menyangkut dengan fenomena

tersebut, seperti perhitungan momentum transversal pada QGP [2]. Teori yang

umum digunakan dalam fisika nuklir dan partikel adalah teori fluida relativistik

Landau [3], teori partikel dengan menggunakan analisis kisi (lattice) yang bersifat

fenomenologis dan teori penggabungan magnetofluida (Magnetofluid Unification)

[4].

Dalam teori fluida relativistik, sistem QGP diasumsikan memiliki sifat seper-

ti fluida yang bersifat kolektif. Dari sudut pandang teori ini, QGP memiliki

karakter layaknya fluida yang memiliki viskositas tertentu dan bergerak dengan

kecepatan relativistik. Persamaan gerak yang digunakan dalam teori ini adalah

persamaan fluida relativistik. Berbeda dengan teori fluida relativistik, teori kisi

mengkaji QGP menggunakan analisis kisi dalam perhitungan-perhitungannya.

Perhitungan yang dilakukan pada teori ini juga menyangkut perhitungan dera-
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jat kebebasan efektif yang dimiliki oleh QGP [5]. Pada analisis kisi, data-data

eksperimen yang diperoleh dari eksperimen tumbukkan ion-ion berat dihitung

dengan menggunakan teori kisi lalu dilakukan fitting terhadap data-data terse-

but, dan dilakukan parameterisasi terhadap data-data yang bersangkutan serta

mencari hubungan antar parameter-parameter yang terkait.

Berbeda dengan teori-teori yang telah dijelaskan sebelumnya, teori Peng-

gabungan Magnetofluida menggunakan pendekatan Lagrangian dalam melakukan

analisis QGP yang berbasis pada teori gauge. Dalam teori ini, QGP dimodelkan

sebagai interaksi antar medan-medan gauge,yakni medan SU (3) dengan medan

U(1) yang merepresentasikan interaksi antara fluida QCD (Quantum Chromody-

namic) yang berisi partikel-partikel quark dan anti-quark dengan medan elektro-

magnetik. Dengan menggunakan model interaksi tersebut, diperoleh Lagrangian

dari sistem yang memenuhi sifat keinvarianan terhadap gauge yang bersangkutan.

Lagrangian yang diperoleh dari sistem tersebut dapat digunakan untuk menghi-

tung persamaan-persamaan yang terkait dengan QGP, seperti persamaan gerak,

persamaan keadaan, distribusi plasma pada bintang kompak dan masih banyak

lagi.

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, Lagrangian yang diperoleh dari

teori Penggabungan Magnetofluida dapat digunakan untuk menghitung distribusi

plasma quark-gluon yang terdapat pada bintang kompak, seperti pada bintang

netron yang berisi QGP (hybrid star). Pada hybrid star yang berisi QGP, Lag-

rangian yang digunakan adalah Lagrangian klasik yang diperoleh dari transfor-

masi gauge, hal ini sangat relevan mengingat fenomena QGP terjadi pada temper-

atur yang sangat tinggi sehingga efek quantum dapat diabaikan. Dalam pemba-

hasan QGP pada bintang kompak, QGP dipandang sebagai lautan gluon (bukan

quark) yang dikotori oleh quark, sehingga kontribusi yang relevan pada Lagrang-

ian adalah kontribusi yang berasal dari gluon saja.

Dalam skripsi ini, dikaji perhitungan distribusi plasma dalam bintang kompak

dengan menggunakan Lagrangian yang diperoleh dari teori Penggabungan Mag-

netofluida. Perhitungan ini melibatkan geometri ruang-waktu Schwarchild untuk

bintang statik yang memiliki simetri bola. Motivasi utama studi ini adalah untuk

mengetahui distribusi plasma quark-gluon dalam bintang kompak seperti pada
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bintang netron. Bintang kompak yang dibahas dalam skripsi ini adalah bintang

plasma quark-gluon yang dibungkus oleh lapisan netron.

1.2 Perumusan masalah

Pendekatan Lagrangian fluida QCD dipelajari untuk mendapatkan Lagrangian

dari QGP. Skripsi ini hanya menghitung distribusi plasma quark-gluon pada bin-

tang kompak yang diperoleh berdasarkan Lagrangian tersebut dengan menggu-

nakan persamaan medan Einstein pada geometri Schwarchild.

1.3 Metode Penelitian

Penelitian ini bersifat teoritik. Distribusi plasma dalam bintang kompak dihitung

secara analitik dengan menggunakan model fluida QCD yang dtterapkan pada

geometri Schwarchild . Perhitungan-perhitungan yang digunakan bersumber dari

berbagai literatur yang diacu oleh penulis.

1.4 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menghitung distribusi plasma pada bintang kom-

pak dengan menggunakan model fluida QCD pada geometri Schwarchild.
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Bab 2

Lagrangian Fluida QCD dan
Geometri Schwarchild

Untuk melakukan perhitungan distribusi plasma pada bintang kompak, Lagrang-

ian dari sistem plasma tersebut haruslah terlebih dahulu diketahui. Lagrangian

yang telah diperoleh tersebut kemudian diaplikasikan ke dalam persamaan medan

Einstein pada geometri yang bersangkutan. Pada bab ini, akan diberikan penje-

lasan singkat mengenai proses pengkonstruksian Lagrangian pada medan gauge

boson pada fluida yang berinteraksi dengan medan gauge lainnya , serta penje-

lasan singkat mengenai geometri Schwarchild pada teori relativitas umum yang

akan digunakan sebagai geometri untuk objek yang dikaji. Selain itu, persamaan

keadaan pada bintang kompak yang berisi fluida sempurna juga akan dibahas

secara singkat.

2.1 Lagrangian Fluida QCD

Formulasi Lagrangian memainkan peran utama pada teori medan kuantum. Ham-

pir semua perhitungan yang digunakan dalam mengkaji fenomena-fenomena kuan-

tum yang terjadi pada level relativistik menggunakan formulasi ini. Berikut akan

dijelaskan pengkonstruksian Lagrangian secara umum pada sistem partikel yang

saling berinteraksi pada level relativistik.
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2.1.1 Formulasi Lagrangian

Jika medan φ(x) mempunyai energi kinetik T dan potensial V, maka Lagrangian

dari medan tersebut ialah

L = T − V. (2.1)

Pada kasus kontinyu akan lebih menguntungkan jika Lagrangian tersebut diny-

atakan dalam densitas Lagrangian L

L = T − V =
∫
d3x L. (2.2)

Jika Lagrangian tersebut diintegrasikan terhadap waktu, akan diperoleh suatu

kuantitas baru yang disebut aksi S

S =
∫
dtL. (2.3)

Berdasarkan prinsip kalkulus variasi, partikel akan selalu mengambil lintasan de-

ngan aksi terkecil [6] (prinsip least action) T . Untuk mengetahui lintasan dari

partikel, maka variasi dari aksi harus diminimalkan. Hal ini dilakukan dengan

menggambarkan aksi sebagai suku minimum dan sebuah suku variasi.

S −→ S + δS. (2.4)

dengan aksi minimum memenuhi syarat

δS = 0. (2.5)

Pada teori medan kuantum, karena yang dipakai adalah densitas lagrangian, ma-

ka persamaan untuk aksi akan menjadi

S =
∫
d4x L. (2.6)

Dalam teori medan kuantum densitas Lagrangian L sering disebut Lagrangian

itu sendiri. Berikut merupakan contoh Lagrangian untuk partikel skalar

L =
1

2
(∂µφ)(∂µφ)− 1

2
m2φ2. (2.7)

Suku pertama merupakan suku energi kinetik (mengandung (∂φ)2) dan suku

kedua merupakan suku massa (mengandung φ2).
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Dalam teori medan kuantum dipelajari bahwa setiap teori yang dibangun

berdasarkan suatu simetri tertentu maka teori tersebut haruslah invarian ter-

hadap transformasi gauge global dan lokal dari simetri yang dibangun [7]. Jika

teori tersebut invarian maka besaran-besaran fisis yang dihasilkan, nilainya tidak

bergantung pada kerangka acuan inersia dimana besaran tersebut diukur. Per-

nyataan di atas berimplikasi bahwa Lagrangian yang dibuat dalam suatu teori

haruslah invarian terhadap simetri tertentu.

2.1.2 Keinvarianan Gauge

Transformasi gauge global berbentuk

ψ → eiθψ, (2.8)

dengan θ adalah konstan.

Sedangkan transformasi gauge lokal non-Abelian secara umum berbentuk

ψ′ → eiTaθ
a(x)ψ, (2.9)

dengan θ(x) merupakan fungsi ruang dan waktu dan Ta adalah generator yang

terkait dengan Lie Grup pada transformasi gauge yang bersangkutan. Generator

tersebut memenuhi relasi komutasi [T a, T b] = ifabcT c dimana fabc merupakan

konstanta struktur yang bersifat antisimetrik. Untuk memenuhi prinsip kein-

varianan gauge, suatu Lagrangian haruslah invarian terhadap transformasi gauge

tersebut, sehingga besaran-besaran fisis yang terdapat pada Lagrangian tersebut

nilainya tidak bergantung pada kerangka acuan inersia yang digunakan.

2.1.3 Konstruksi Lagrangian pada Medan gauge boson yang
Berinteraksi dengan Medan gauge Non-Abelian Lain-
nya

Perhatikan Lagrangian berikut

Lmatter = (∂µΦ)†(∂µΦ) +
1

2
m2

ΦΦ†Φ (2.10)

Lagrangian di atas merupakan Lagrangian pada persamaan Klein-Gordon untuk

partikel berspin bulat (boson). Lagrangian di atas invarian terhadap transformasi
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gauge global, namun tidak invarian terhadap transformasi gauge G(n) lokal non-

Abelian K ≡ e[−iTaθa(x)] ≈ 1− iTaθa(x), dengan θa(x) << 1 .

Untuk membuat Lagrangian partikel boson tersebut invarian terhadap trans-

formasi gauge K, maka perlu dilakukan penambahan medan gaugeAµ yang bertrans-

formasi terhadap K sebagai Aaµ → Aaµ
′ ≡ Aaµ+(1

g
)(∂µθ

a)+fabcθaAcµ. Penambahan

medan gauge baru ini menyebabkan terjadinya perubahan derivatif awal pada

medan menjadi bentuk derivatif kovarian, yaitu Dµ ≡ ∂µ − igT aAaµ, dengan g

adalah ”muatan” gauge. Penambahan medan gauge baru ini juga menyebabkan

timbulnya suku kinetik dari medan gauge tersebut yaitu, F a
µνF

aµν , dengan tensor

F a
µν ≡ ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν .

Selanjutnya, akan ditinjau kasus umum, yaitu bentuk Lagrangian dari medan

fluida non-Abelian yang berinteraksi dengan medan gauge non-Abelian yang di-

representasikan oleh simetri G(n)F ⊗G(n)G. Bila Uµ dan Aµ adalah medan gauge

boson untuk fluida dan medan gauge lain, maka dengan menggunakan prinsip

transformasi gauge K di atas akan doperoleh derivatif kovarian dari Lagrangian

tersebut adalah

Dµ ≡ ∂µ + igFT
a
FU

a
µ + igGT

a
GA

a
µ, (2.11)

dengan gF adalah muatan fluida dan gG adalah muatan gauge. Dengan mema-

sukkan derivatif kovarian tersebut dan juga suku-suku kinetik dari medan-medan

gauge yang bersangkutan, maka dapat diperoleh bentuk Lagrangian

L = Lmatter + Lgauge + Lint (2.12)

dimana

Lgauge = −1

4
SaµνS

aµν − 1

4
F a
µνF

aµν (2.13)

dan

Lint = −gFJaFµUaµ − gGJaGµAaµ + Lbosonint (2.14)

dengan

Lbosonint = g2
F (Φ†T aFT

b
FΦ)Ua

µU
bµ+g2

G(Φ†T aGT
b
GΦ)AaµA

bµ+gFgG[Φ†(T aFT
b
G+T bGT

a
F )Φ]Ua

µA
bµ

(2.15)

di mana Saµν ≡ ∂µU
a
ν −∂νUa

µ +gFf
abcU b

µU
c
ν adalah suku kinetik dari medan fluida.

Lagrangian untuk fluida QCD yang berinteraksi dengan medan elektromagnetik
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dapat diperoleh dengan prinsip-prinsip transformasi gauge di atas, yaitu dengan

menerapkan keinvarianan gauge terhadap simetri SU(3)⊗U(1). Sehingga dapat

ditulis sebagai

L = iQγµ∂µQ−mQQQ−
1

4
SaµνS

aµν − 1

4
F a
µνF

aµν + gFJ
a
FµU

aµ + qJGµA
µ (2.16)

dengan JaFµ = QT aFγ
µQ dan JaGµ = QγµQ. Di sini Q merepresentasikan triplet

quark (warna) dan T aF adalah matriks Gell-Mann. Lagrangian ini merepresen-

tasikan fluida non-Abelian yang berisi gluon, quark dan anti-quark yang berada

pada medan elektromagnetik. Lagrangian inilah yang akan digunakan untuk

menghitung distribusi materi plasma dalam bintang kompak.

2.2 Geometri Schwarzchild

Sampai saat ini, telah diketahui bahwa terdapat empat macam interaksi funda-

mental yang bekerja di alam. Interaksi-interaksi tersebut ialah interaksi kuat,

interaksi lemah, interaksi elektromagnetik dan interaksi gravitasi. Interaksi ku-

at, lemah dan elektromagnetik telah berhasil dirangkum dalam suatu teori yang

disebut teori Model Standar [8,9,10], sementara interaksi gravitasi dideskripsikan

dengan baik oleh teori gravitasi Einstein, atau yang lazim disebut dengan teori

Relativitas Umum.

Teori Relativitas umum telah berhasil menjelaskan gerak benda-benda lan-

git dan juga fenomena-fenomena kosmologi lainnya, seperti adanya Black Hole,

Worm Hole dan juga pembelokkan cahaya oleh gravitasi yang belum pernah tera-

mati sebelumnya. Fenomena-fenomena kosmologi tersebut dapat dijelaskan de-

ngan sangat baik dan presisi dengan menggunakan teori gravitasi Einstein.

Berbeda dengan sudut pandang Newton, Einstein memandang bahwa gravita-

si bukan disebabkan oleh adanya interaksi antar objek, melainkan karena adanya

kelengkungan struktur ruang-waktu pada alam semesta. Kelengkungan itulah

yang menyebabkan adanya gravitasi, sehingga fenomena gravitasi sangat berkai-

tan dengan geometri dari ruang-waktu tersebut. Jika ada suatu benda bermassa,

maka ruang-waktu yang berada di sekitar benda tersebut akan melengkung dan

kelengkungan dari ruang waktu tersebut bergantung dari materi atau objek fi-

sis yang dimiliki oleh benda tersebut. Atau dapat dikatakan bahwa, gravitasi

8



berkaitan sangat erat dengan geometri ruang-waktu di sekitar objek tersebut,

yang ditentukan oleh parameter-parameter fisis di dalam objek tersebut (geome-

try is merged with physics).

Geometri ruang-waktu yang terdapat pada tiap titik koordinat (manifold)

terhadap titik lainnya pada koordinat tersebut tentulah berbeda. Hal ini terjadi

karena objek-objek yang terdapat pada koordinat tersebut secara umum tidak

sama, sehingga hal tersebut akan berpengaruh terhadap struktur ruang waktu

yang terdapat disekitar objek tersebut. Struktur ruang-waktu di sekitar objek

yang memiliki bentuk elips akan berbeda dengan objek yang memiliki simetri bo-

la. Struktur geometri ruang-waktu di sekitar suatu benda direpresentasikan oleh

fungsi metrik. Fungsi metrik ini dapat dicari dengan menyelesaikan persamaan

medan Einstein yang bekaitan dengan objek tersebut. Pada subbab ini akan di-

jelaskan geometri ruang-waktu di sekitar suatu objek (objek yang tidak berotasi)

yang memiliki simetri bola atau yang lazim disebut sebagai geometri Schwarzchild

dan juga fungsi metrik di luar objek yang memiliki simetri tersebut. Geometri

Schwarzchild ini akan digunakan untuk menentukkan strukur ruang-waktu yang

terdapat pada bintang yang memiliki simetri bola.

.

2.2.1 Metrik Statik yang Isotropik

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, bahwa geometri ruang-waktu yang

terdapat di sekitar objek ditentukan oleh fungsi metrik yang berkaitan dengan

objek tersebut. Untuk objek yang memiliki simetri bola, Schwarzchild meny-

atakan bahwa, metrik gµν merepresentasikan struktur ruang-waktu statik yang

simetrik pada ruang kosong (empty space) di luar objek masif yang memiliki

simetri bola [11]. Ruang waktu statik adalah ruang waktu yang memiliki sifat-

sifat:(i)semua komponen dari metrik tersebut tidak bergantung waktu; dan (ii)

elemen panjang ds2 invarian terhadap transformasi t → −t. Pengkonstruksian

metrik tersebut dapat dilakukan dengan meninjau elemen panjang

ds2 = gµνdx
µdxν (2.17)

9



yang mana dari persamaan tersebut akan dicari koordinat-koordinat xµ dimana

metrik gµν tidak bergantung waktu dan elemen panjang ds2 invarian terhadap

transformasi t → −t, sehingga metrik tersebut statik. Besaran-besaran yang

invarian terhadap rotasi koordinat ruang xi adalah x.x, dx.dx dan x.dx. Sehingga

bentuk umum dari metrik yang isotropik adalah

ds2 = A(t, r)dt2 −B(t, r)dtx.dx− C(t, r)(x.dx)2 −D(t, r)(dx.dx)2 (2.18)

dengan mentransformasi koordinat ke dalam koordinat bola, maka diperoleh

ds2 = A(t, r)dt2−B(t, r)rdtdr−C(t, r)r2dr2−D(t, r)(dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2)

(2.19)

dengan menyerap semua factor r ke dalam fungsi-fungsi A,B,C,D, dan mendefin-

isikan r2=D(t,r), maka diperoleh

ds2 = A(t, r)dt2 −B(t, r)dtdr − C(t, r)dr2 − r2(dθ2 + sin2θdφ2) (2.20)

persamaan tersebut masih bisa disederhanakan dengan mendefinisikan

dt = Φ(t, r)[A(t, r)dt− 1

2
B(t, rdr] (2.21)

, dengan Φ(t, r) merupakan faktor integral. Dengan mengkuadratkan dt tersebut

dan mendefinisikan

A = dt
2
AΦ2;B = C +

B

4A
(2.22)

maka akan diperoleh

ds2 = A(t, r)dt2 −B(t, r)dr2 − r2(dθ2 + sin2θdφ2) (2.23)

metrik pada persamaan di atas adalah metrik yang line element nya invarian

terhadap rotasi koordinat, namun masih bergantung terhadap waktu. Untuk

membuat metrik tersebut statik (tidak bergantung waktu), maka fungsi A dan B

pada metrik tersebut haruslah berupa fungsi dari koordinat saja, sehingga metrik

pada persamaan (2.23) di atas dapat ditulis

ds2 = A(r)dt2 −B(r)dr2 − r2(dθ2 + sin2θdφ2) (2.24)

metrik pada persamaan (2.24) ini merupakan metrik untuk ruang-waktu yang

statik dan isotropik yang merepresentasikan geometri Schwarzchild.
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2.2.2 Solusi Persamaan Medan Einstein pada Empty Space

Fungsi A dan B dapat ditentukan dengan menyelesaikan persamaan medan Ein-

stein. Untuk daerah di sekitar( di luar) objek yang memiliki simetri bola, maka

persamaan medan Einstein yang digunakan adalah persamaan medan pada empty

space atau ruang kosong. Sehingga, pada daerah tersebut berlaku

Rµν = 0 (2.25)

fungsi A dan B pada empty space dapat ditentukan dengan memasukkan metrik

yang telah diperoleh pada persamaan (2.24) di atas ke dalam persamaan medan

tersebut.

Fungsi A dan B pada empty space ditentukan dengan menguraikan komponen-

komponen Ricci tensor yang memenuhi metrik Schwarzchild yang diagonal. Ricci

tensor dapat ditulis sebagai

Rµν = ∂νΓ
σ
µσ − ∂σΓσµν + ΓρµσΓσρν − ΓρµνΓ

σ
ρσ (2.26)

dimana

Γσµν =
1

2
gσρ(∂νgρµ + ∂µgρν − ∂ρgµν) (2.27)

dengan gµν adalah metrik pada geometri Schwarzchild.

Dengan memasukkan nilai-nilai metrik Schwarzchild ke dalam persamaan

(2.27) maka akan diperoleh:

Γ0
01 =

A′

2A
; Γ1

00 =
A′

2B
; Γ1

11 =
B′

2B
; Γ1

22 = − r
B

; Γ1
33 = −rsin

2θ

B
(2.28)

dan

Γ2
12 =

1

r
; Γ2

33 = −sinθcosθ; Γ3
13 =

1

r
; Γ3

23 = cotθ (2.29)

Sehingga, komponen-komponen Ricci tensor pada geometri Schwarzchild dapat

dinyatakan sebagai

R00 = −A
′′

2B
+
A′

4B
(
A′

A
+
B′

B
)− A′

rB
(2.30)

R11 =
A′′

2A
− A′

4A
(
A′

A
+
B′

B
)− B′

rB
(2.31)

R22 =
1

B
− 1 +

r

2B
(
A′

A
− B′

B
) (2.32)

11



R33 = R22sin
2θ (2.33)

Dengan mengalikan B/A pada persamaan (2.30) dan memasukkanya ke dalam

persamaan (2.31), dapat diperoleh

A′B +B′A = 0 (2.34)

sehingga AB = α, dengan α merupakan konstanta. Dengan mengintegralkan

persamaan (2.34) tesebut dapat diperoleh

A(r) = α(1 +
k

r
)−1;B(r) = (1 +

k

r
)−1 (2.35)

dengan k merupakan konstanta integral. Pada kasus medan lemah, nilai dari

A(r)/c2 akan mendekati 1 + 2Φ/c2, dengan Φ adalah potensial gravitasi Newton

yang bernilai Φ = −GM/r. Dengan memasukkan nilai A untuk kasus medan

lemah, maka metrik Schwarzchild untuk daerah di luar objek yang memiliki

simetri bola menjadi

ds2 = c2(1− 2GM

c2r
)dt2 − (1− 2GM

c2r
)−1dr2 − r2dθ2 − r2sin2φ2 (2.36)

Persamaan (2.36) merupakan persamaan geometri ruang-waktu di luar objek

(yang tidak berotasi) yang memiliki simetri bola.

2.3 Persamaan Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Pada bagian ini akan dibahas persamaan keadaan dalam bintang kompak yang

berisi fluida sempurna. Bintang tersebut diasumsikan memiliki simetri bola dan

tidak berotasi (statik), sehingga kita dapat menggunakan geometri Schwarzchild

pada bintang tersebut. Persamaan keadaan pada bintang ditentukan dengan

terlebih dahulu mencari bentuk fungsi metrik A(r) dan B(r) di dalam bintang

yang diperoleh dengan menyelesaikan persamaan medan Einstein pada interior

bintang tersebut.

12



2.3.1 Metrik pada Interior Bintang

Fungsi metrik A(r) dan B(r) pada interior bintang dapat ditentukan dengan

memasukkan metrik Schwarzchild ke dalam persamaan medan Einstein, yaitu

Rµν = −κ(Tµν −
1

2
Tgµν) (2.37)

dengan Tµν adalah tensor energi-momentum yang dimiliki oleh interior bintang

(materi dalam bintang), sedangkan κ = 8πG/c4. Tensor energi-momentum pada

fluida sempurna adalah[5]

Tµν = (ρ+
p

c2
)uµuν − pgµν (2.38)

dengan ρ(r) adalah rapat massa ”proper” dari fluida dan p(r) adalah tekanan

isotropik pada fluida. Tekanan dan rapat massa ”proper” untuk fluida dia-

sumsikan hanya merupakan fungsi r saja. Dengan menggunakan fakta bahwa

uµuν = c2, persamaan medan Einstein untuk interior bintang menjadi

Rµν = −κ[(ρ+
p

c2
)uµuν −

1

2
(ρc2 − p)gµν ] (2.39)

Komponen-komponen Ricci tensor pada geometri Schwarzchild dapat diperoleh

dari persamaan (2.30) sampai (2.33), dengan menggunakan persamaan-persamaan

tersebut pada persamaan medan Einstein, maka diperoleh bentuk kecepatan em-

pat dimensi dari fluida tersebut, yaitu

[uµ] = c
√
A(r)(1, 0, 0, 0) (2.40)

Dengan memasukkan tensor energi-momentum fluida sempurna ke dalam per-

samaan medan Einstein dan menggunakan metrik Schwaezchild, maka diperoleh

komponen-komponen Ricci tensor sebagai berikut:

R00 = −1

2
κ(ρc2 + 3p)A, (2.41)

R11 = −1

2
κ(ρc2 − p)B, (2.42)

R22 = −1

2
κ(ρc2 − p)r2, (2.43)

R33 = R22sin
2θ (2.44)
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dari persamaan-persamaan tersebut dapat diperoleh

R00

A
+
R11

B
+

2R22

r2
= −2κρc2 (2.45)

dengan mensubtitusi persamaan-persamaan (2.30) sampai (2.32) ke dalam per-

samaan (2.45), dapat diperoleh bahwa

(1− 1

B
) +

rB′

B2
= κr2ρc2 (2.46)

Metrik B dapat diperoleh dengan mengintegralkan persamaan (2.46) tersebut

terhadap r, yaitu

B(r) = [1− 2Gm(r)

c2r
]−1 (2.47)

dengan m(r) adalah

m(r) = 4π
∫ r

0
ρ(r)r2dr (2.48)

Metrik A dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan-persamaan (2.41)

sampai (2.44), namun hal tersebut juga dapat dilakukan dengan menggunakan

persamaan ∇µT
µν = 0, yaitu

∇µT
µν =

1√
−g

∂µ[(ρ+
p

c2
)uµuν ] + (ρ+

p

c2
)Γνσµu

µuσ − gµν∂µp (2.49)

dengan menguraikan persamaan tersebut maka diperoleh

(
ρc2 + p

2A
)∂σA+ ∂σp = 0 (2.50)

karena A dan p hanya fungsi radial maka dapat diperoleh

A′

A
= − 2p′

ρc2 + p
(2.51)

yang menyatakan metrik A sebagai fungsi tekanan dan rapat massa ”proper”.

2.3.2 Persamaan Keadaan pada Interior Bintang

Metrik yang telah diperoleh pada subbab sebelumnya dapat digunakan untuk

mencari persamaan keadaan pada bintang. Persamaan pertama pada interior

bintang tersebut adalah
dm(r)

dr
= 4πr2ρ(r) (2.52)
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yang diperoleh dari persamaan (2.48). Persamaan tersebut menghubungkan

fungsi m(r) dengan fungsi ρ(r). Selanjutnya, persamaan kedua yang menghubungkan

kedua fungsi tersebut (m(r) dan ρ(r)) dapat diperoleh dengan menggunakan per-

samaan (2.32) dan (2.43) yaitu

1

B
− 1 +

r

2B
(
A′

A
− B′

B
) = −1

2
κ(ρc2 − p)r2 (2.53)

dengan mensubtitusi fungsi A dan B yang telah diperoleh pada subbab sebelum-

nya maka diperoleh persamaan kedua untuk interior bintang, yaitu

dp

dr
= − 1

r2
(ρc2 + p)[

4πG

c4
pr3 +

Gm(r)

c2
][1− 2Gm(r)

c2r
]−1 (2.54)

persamaan (2.54) ini dikenal dengan persamaan Tolman-Oppenheimer-Volkoff

[12] yang merepresentasikan perubahan tekanan pada interior bintang terhadap

jari-jari bintang tersebut. Pada bab berikutnya akan dicari fungsi distribusi

materi plasma pada interior bintang dengan menggunakan prinsip yang sama

yang telah digunakan dalam subbab ini, namun dengan memakai tensor energi-

momentum untuk fluida QCD.
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Bab 3

Persamaan Medan Einstein
untuk Fluida QCD

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, persamaan keadaan pada interior bin-

tang dapat diperoleh dengan terlebih dahulu mengetahui Lagrangian dari sistem

interior pada bintang tersebut. Lagrangian yang telah diperoleh kemudian dima-

sukkan ke dalam persamaan tensor energi-momentum yang dimiliki oleh bintang

tersebut. Dengan menggunakan persamaan medan Einstein untuk geometri yang

berkaitan dengan bintang, maka akan diperoleh fungsi metrik yang merepresen-

tasikan geometri pada interior bintang, seingga struktur interior bintang pun

dapat diketahui.

Pada subbab sebelumnya, telah dibahas tentang penurunan fungsi distribusi

tekanan pada bintang statik yang berisi fluida sempurna. Persamaan tesebut

mendeskripsikan struktur interior bintang dan juga variasi tekanan di dalam bin-

tang terhadap jari-jari bintang tersebut. Pada bab ini, akan dibahas persamaan

medan Einstein untuk bintang statik yang berisi materi fluida QCD. Persamaan

yang telah diperoleh akan digunakan untuk menentukan bentuk medan fluida

QCD (Uµ) yang merepresentasikan materi fluida dan juga hubungan-hubungannya

dengan medan fluida QCD yang lain. Persamaan-persamaan yang telah diperoleh

dari bab ini akan digunakan untuk menghitung distribusi materi plasma yang ter-

dapat pada interior bintang.
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3.1 Tensor Energi-Momentum Fluida QCD pa-

da Bintang Statik

Lagrangian dari medan fluida QCD yang berinteraksi dengan medan elektromag-

netik ialah

L = iQγµ∂µQ−mQQQ− 1
4
SaµνS

aµν − 1
4
F a
µνF

aµν + gFJ
a
FµU

aµ + qJGµA
µ

dengan Q merepresentasikan triplet quark (bilangan kuantum warna), Uµ se-

bagai medan fluida QCD dan Aµ sebagai medan eleektromagnetik. Untuk kasus

fluida QCD yang berinteraksi dengan medan elektromagnetik lemah,kontribusi

medan elektromagnetik pada Lagrangian di atas dapat diabaikan, sehingga Lag-

rangian dari sistem tersebut dapat ditulis sebagai

L = −1

4
SaµρS

aµρ + gFJ
a
FµU

aµ (3.1)

dengan

SaµρS
aµρ = 2Uρ(g

µρ∂2 − ∂µ∂ρ)Uµ + g2
Ff

abcfadeU bµU cρUd
µU

e
ρ

+ 2[(∂µU
a
ρ − ∂ρUa

µ)gFf
abcU bµU cρ

+ gFf
abcU b

µU
c
ρ(∂

µUaρ − ∂ρUaµ)] (3.2)

dan JaµF = 4pµT aF , disini nilai T aF adalah konstan. P µ merupakan momentum

empat dimensi.

Karena kesimetrikan dari persamaan medan Einstein, maka tensor energi-

momentum dari sistem juga harus simetrik dan memenuhi ∇µT
µν = 0. Hal ini

dapat dilakukan dengan memvariasikan action dari Lagrangian sistem tersebut

terhadap tensor metrik gµν , yaitu

δSM =
1

2

∫
R
Tµνδg

µν√−gd4x (3.3)

sehingga action dari Lagrangian pada fluida QCD dapat ditulis sebagai

S =
∫

[−1

4
SaµρS

aµρ + 4gFT
a
FPµU

aµ]
√
−gd4x (3.4)
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Jika action tersebut divariasikan terhadap metrik gµν , maka variasi actionnya

menjadi

δS =
∫

([−1

4
SaµρS

a
αβ]δ(gµαgρβ)

√
−g + [−1

4
SaµρS

a
αβ](gµαgρβ)δ

√
−g)d4x

+
∫

(4gFT
a
FPµU

a
γ δg

µγ√−g + 4gFT
a
FPµU

a
γ g

µγδ
√
−g)d4x (3.5)

dengan menggunakan identitas

δ
√
−g = −1

2
gµνδg

µν√−g (3.6)

pada persamaan (3.5) di atas maka dapat diperoleh tensor energi momentum Tµν

sebagai

Tµν = −SaµαSaαν + 2gFJ
a
FµU

a
ν − gµνL (3.7)

dengan metrik Schwarzchild gµν , yaitu

gµν =


A(r) 0 0 0

0 −B(r) 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2sin2θ

 . (3.8)

Dengan memasukkan tensor energi momentum tersebut ke dalam persamaan

medan Einstein (persamaan (2.37)) maka dapat diperoleh

Rµν = κ[SaµσS
aσ
ν +

1

2
gµνS

a
αρS

aαρ − gF (2JaFµU
a
ν − gµνJaFαUaα)− gµνL] (3.9)

3.2 Komponen-Komponen Ricci Tensor

Komponen-komponen dari Ricci tensor yang terdapat dalam persamaan medan

Einstein pada geometri Schwarzchild hanya terdapat pada bagian diagonalnya

saja (persamaan (2.30) sampai (2.33)). Komponen-komponen lainnya yang ter-

dapat pada Ricci tensor bernilai nol. Hal tersebut dapat digunakan untuk men-

cari bentuk dari medan fluida QCD seperti pada kasus fluida sempurna yang

telah dibahas pada bab sebelumnya. Komponen-komponen yang bernilai nol

tersebut diantaranya adalah R0i, Rj0, dan Rji dengan i dan j adalah komponen

ruang (spasial). Sedangkan komponen-komponen yang tidak nol adalah kom-

ponen R00, R11, R22, danR33. Komponen-komponen Ricci tensor tersebut akan

diuraikan pada subbab ini.
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Pada kasus R0i = 0, berdasarkan persamaan (3.9), maka dapat diperoleh

bahwa

R0i = κ(Sa0σS
aσ
i − 2gFJ

a
F0U

a
i ) = 0 (3.10)

dengan memasukkan nilai-nilai σ yang sesuai maka dapat diperoleh

gllS0lSli = −2gFJF0Ui (3.11)

dengan l adalah komponen spasial. Untuk penulisan selanjutnya, kita akan

mengabaikan indeks a pada medan fluida, sehingga medan fluida yang tidak

berindeks menyatakan medan fluida Ua.

Pada kasus Rj0 = 0, dengan mengacu pada persamaan (3.9) maka akan diper-

oleh

Rj0 = (SjσS
σ
0 − 2gFJFjU0) = 0 (3.12)

dengan memasukkan nilai-nilai sigma yang relevan, maka diperoleh

gllSjlSl0 = −2gFJFjU0 (3.13)

Pada kasus Rji = 0 dari persamaan (3.9) dapat diperoleh bahwa

Rji = (SjσS
σ
i − 2gFJFjUI) = 0 (3.14)

atau dapat ditulis sebagai

gσγSjσSγi = −2gFJFjUi (3.15)

Sedangkan, untuk komponen-komponen diagonal dari Ricci tensor pada per-

samaan (3.9) bila diuraikan akan menjadi

R00 = κ[S0σS
σ
0 +

1

2
ASαρS

αρ − gF (2JF0U0 − AJFγUγ)− AL] (3.16)

R11 = κ[S1σS
σ
1 −

1

2
BSαρS

αρ − gF (2JF1U1 +BJFγU
γ) +BL] (3.17)

R22 = κ[S2σS
σ
2 −

1

2
r2SαρS

αρ − gF (2JF2U2 + r2JFγU
γ) + r2L] (3.18)

R33 = κ[S3σS
σ
3 −

1

2
r2sin2θSαρS

αρ − gF (2JF3U3 + r2sin2θJFγU
γ) + r2sin2θL]

(3.19)
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Perhatikan bahwa pada ruas kanan dalam persamaan (3.16) sampai dengan per-

samaan (3.18) terdapat suku SαρS
αρ dan sukuJFγU

γ, dengan menyamakan suku-

suku tersebut pada ketiga persamaan di atas (persamaan (3.16) sampai per-

samaan (3.18) dapat diperoleh hubungan

R00

κA
− S0σS

σ
0

A
+

2gFJF0U0

A
+ L = −[

R11

κB
− S1σS

σ
1

B
+

2gFJF1U1

B
− L]

= −[
R22

κr2
− S2σS

σ
2

r2
+

2gFJF2U2

r2
− L](3.20)

sehingga dari kedua persamaan tersebut dapat diperoleh hubungan-hubungan

R00

κA
+
R11

κB
=
S0σS

σ
0

A
+
S1σS

σ
1

B
− 2gFJF0U0

A
− 2gFJF1U1

B
(3.21)

dan
R00

κA
+
R22

κr2
=
S0σS

σ
0

A
+
S2σS

σ
2

r2
− 2gFJF0U0

A
− 2gFJF2U2

r2
(3.22)

3.3 Hydrostatic Equilibrium pada Fluida QCD

Secara umum, medan fluida QCD yang terdapat pada interior bintang dapat

bergantung terhadap waktu. Sehingga, fungsi distribusi materi dan juga per-

samaan keadaan yang terdapat pada bintang tersebut juga akan bergantung ter-

hadap waktu. Adanya perubahan distribusi fluida QCD terhadap waktu, akan

menyebabkan timbulnya kemungkinan gerak rotasi pada bintang, sehingga ge-

ometri ruang-waktu internal dan juga eksternal pada bintang tersebut tidak kon-

stan (tidak statis). Untuk menghindari hal tersebut, maka kita akan mengambil

asumsi bahwa, fluida QCD yang terdapat pada interior bintang tersebut memiliki

kondisi yang setimbang secara hidrostatik, yang secara matematis dapat ditulis

sebagai

∂0U
aµ = 0 (3.23)

kita juga akan mengasumsikan bahwa, semua komponen pada medan fluida Uµ

hanya bergantung terhadap r saja dan tidak bergantung pada komponen sudut

θ dan φ, yaitu

U0 ≡ U0(r), U1 ≡ U1(r), U2 ≡ U2(r), U3 ≡ U3(r) (3.24)
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selain itu, fluida QCD dalam bintang tersebut memiliki sifat homogen, yang

berarti bahwa dinamika fluida secara keseluruhan dapat diwakili dengan meninjau

dinamika dari sebagian kecil medan fluida tersebut dan besar kecepatan medan

untuk arah yang sama memiliki besar yang sama pula, yaitu

Ua1 = U b1 = U ...1 (3.25)

begitu juga terhadap komponen-komponen medan fluida yang lain (Ua0, Ua2danUa3).

Selanjutnya, dari ketiga asumsi tersebut dapat diperoleh hubungan-hubungan

antar medan fluida QCD, yaitu dengan menghitung derivatif kovarian pada medan

fluida tersebut. Derivatif kovarian dari suatu vektor Uβ dinyatakan sebagai

∇αU
β = ∂αU

β + ΓβασU
σ (3.26)

dimana Γβασ berkaitan dengan geometri ruang-waktu pada medan U yang bersangku-

tan.

Dari persamaan (3.26) tersebut, derivatif kovarian pada fluida QCD dapat

ditentukan. Nilai dari ∇0U
aµ ialah

∇0U
aµ = ∂0U

aµ + Γµ0σU
σ (3.27)

dengan menguraikan persamaan tersebut, maka diperoleh

∇0U
a0 = Γ0

01U
a1 (3.28)

∇0U
a1 = Γ1

00U
a0 (3.29)

sementara bentuk kovarian dari kedua persamaan tersebut ialah

∇0U
a
0 = g00Γ0

01U
a1 (3.30)

∇0U
a
1 = g11Γ1

00U
a0 (3.31)

komponen-komponen spasial dari derivatif kovarian adalah

∇jU
µ = ∂jU

µ + ΓµjσU
σ (3.32)

untuk nilai µ = 0 maka diperoleh

∇1U
a0 = ∂1U

a0 + Γ0
10U

a0 (3.33)
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sedangakan untuk nilai µ = l 6= 0, diperoleh

∇jU
al = ∂jU

al + ΓljσU
σ (3.34)

Bentuk kovarian dari persamaan-persamaan tersebut adalah

∇1U
a
0 = g00(∂1U

a0 + Γ0
10U

a0) (3.35)

dan untuk nilai µ = l 6= 0 diperoleh

∇jU
a
l = glν(∂jU

aν + ΓνjσU
aσ) (3.36)

Dengan memasukkan ketiga asumsi tersebut ke dalam komponen-komponen

Ricci tensor di atas, dapat diperoleh persamaan-persamaan yang menghubungkan

relasi antara medan fluida yang satu dengan medan fluida yang lain. Hal tersebut

akan dijelaskan pada bab selanjutnya.
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Bab 4

Hasil dan Pembahasan

Dalam bab ini akan dibahas penguraian dari persamaan-persamaan yang telah

diperoleh pada bab sebelumnya, terutama persamaan hidrostatik pada fluida

QCD yang terdapat pada interior bintang. Dengan menguraikan persamaan

tersebut, akan diperoleh bentuk persamaan keadaan atau fungsi distribusi flu-

ida QCD dalam bintang.

4.1 Persamaan Medan Einstein pada Hydrostatic

Equilibrium Fluida QCD

Dengan menggunakan ketiga asumsi yang telah disebutkan pada bab sebelum-

nya, kita akan mencari persamaan-persamaan yang mengkaitkan antara medan

fluida yang satu dengan medan fluida yang lainnya. Hal ini dapat dilakukan de-

ngan memasukkan asumsi-asumsi yang telah dibuat ke dalam persamaan medan

Einstein yang telah diperoleh.

Perhatikan persamaan (3.10). Untuk nilai i=1 pada persamaan (3.10) maka

akan diperoleh

gll(∇0Ul −∇lU0 + gFf
abcU b

0U
c
l )(∇lU1 −∇1Ul + gFf

abcU b
l U

c
1 = −2gFJF0U1 (4.1)

dengan menguraikan nilai-nilai l pada persamaan tersebut maka dapat diper-

oleh bahwa

−2gFJF0U1 = g22(gFf
abcU b

0U
c
2)[g11Γ1

22U
2 − g22(∂1U

2 + Γ2
12U

2) + gFf
abcU b

2U
c
1 ]

+ g33(gFf
abcU b

0U
c
3)[g11Γ1

33U
3 − g33(∂1U

3 + Γ3
13U

3)

+ gFf
abcU b

3U
c
1 ] (4.2)
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ruas kiri pada persamaan (4.2) di atas merupakan fungsi r saja, sedangkan ruas

kanan dari persamaan tersebut adalah fungsi r dan θ. Agar konsisten terhadap

asumsi yang telah dibuat sebelumnya, bahwa semua medan fluida dan arus fluida

yang berkaitan hanya merupakan fungsi r saja, maka dapat diperoleh bahwa nilai

dari U3 adalah nol. Sehingga persamaan (4.2) di atas berubah menjadi

−2gFJF0U1 = g22(gFf
abcU b

0U
c
2)[g11Γ1

22U
2 − g22(∂1U

2 + Γ2
12U

2)

+ gFf
abcU b

2U
c
1 ] (4.3)

Untuk nilai i = 2 pada persamaan (3.10), maka akan diperoleh

−2gFJF0U2 = g11[g11Γ1
00U

0 − g00(∂1U
0 + Γ0

01U
0) + gFf

abcU b
0U

c
1 ]

× [g22(∂1U
2 + Γ2

12U
2)− g11Γ1

22U
2 + gFf

abcU b
1U

c
2 ]

+ g33(gFf
abcU b

0U
c
3)[g22Γ2

33U
3 − g33Γ3

23U
3 + gFf

abcU b
3U

c
2 ] (4.4)

karena U3 bernilai nol, maka persamaan (4.4) berubah menjadi

−2gFJF0U2 = g11[g11Γ1
00U

0 − g00(∂1U
0 + Γ0

01U
0) + gFf

abcU b
0U

c
1 ]

× [g22(∂1U
2 + Γ2

12U
2)− g11Γ1

22U
2 + gFf

abcU b
1U

c
2 ] (4.5)

dan untuk nilai i = 3 dapat diperoleh

−2gFJF0U3 = g11(g11Γ1
00U

0 − g00(∂1U
0 + Γ0

01) + gFf
abcU b

0U
c
1)

× [g33(∂1U
3 + Γ3

13U
3 − g11Γ1

33U
3 + gFf

abcU b
1U

c
3 ]

+ g22(gFf
abcU b

0U
c
2)[g33Γ3

23U
3 − g22Γ2

33U
3 + gFf

abcU b
2U

c
3 ] (4.6)

karena U3 bernilai nol, maka kedua ruas pada persamaan (4.6) ini bernilai nol.

Berdasarkan sifat kesimetrikan persamaan medan Einstein, maka persamaan (3.11)

akan memberikan hasil yang sama dengan penguraian pada persamaan (3.10) di

atas.

Dengan meninjau persamaan (3.15), maka dapat diketahui bahwa untuk nilai-

nilai S1σS
σ
3 dan S2σS

σ
3 , persamaan tersebut bernilai nol. Persamaan yang tersisa

dari persamaan (3.15) tersebut adalah S1σS
σ
2 , yaitu

2gFJF1U2 = g00[g00(∂1U
0 + Γ0

01U
0)− g11Γ1

00U
0 + gFf

abcU b
1U

c
0 ]

× (gFf
abcU b

2U
c
0) (4.7)
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Bila persamaan-persamaan di atas diuraikan (persamaan (4.3), (4.5) dan

(4.7)), maka untuk persamaan (4.3) akan menjadi

2gFJF0U1 =
1

r
[2rU2 + r2∂1U

2 + gFf
abcU b

2U
c
1 ](gFf

abcU b
0U

c
2) (4.8)

sementara, persamaan (4.5) bila diuraikan menjadi

2gFJF0U2 =
1

B
[−A′U0 − A∂1U

0 + gFf
abcU b

0U
c
1 ]

× [−r2∂1U
2 − 2rU2 + gFf

abcU b
1U

c
2 ] (4.9)

dan persamaan (4.7) dapat ditulis sebagai

2gFJF1U2 =
1

A
[A∂1U

0 + A′U0 + gFf
abcU b

1U
c
0 ](gFf

abcU b
2U

c
0) (4.10)

Dari persamaan (4.10), nilai A(r) dapat ditentukan , yaitu

1

A
(A′U0 +K)F = M − L (4.11)

dengan

K = gFf
abcU b

1U
c
0 (4.12)

F = gFf
abcU b

2U
c
0 (4.13)

M = 2gFJF1U2 (4.14)

L = (∂1U
0)(gFf

abcU b
2U

c
0) (4.15)

dengan menyusun ulang persamaan (4.11) akan diperoleh

A′

A
=

(M − L)

FU0
− K

AU0
(4.16)

jika

Y =
(M − L)

U0F
(4.17)

maka persamaan (4.16) dapat dinyatakan sebagai

dA

A− K
Y U0

= Y dr′ (4.18)

dengan mengintegralkan persamaan (4.17) di atas dari interval r′ = 0 sampai

r′ = r akan diperoleh

A(r) = [A(0)− K

Y U0
]eC(r) +

K

Y U0
(4.19)
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dengan

C =
∫
Y dr′ (4.20)

Fungsi B(r) juga dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (4.9),

yaitu

B(r) =
(−A′U0 − A∂1U

0 + gFf
abcU b

0U
c
1)

2gFJF0U2

(−r2∂1U
2−2rU2 +gFf

abcU b
1U

c
2) (4.21)

dengan menggunakan persamaan (4.10), yaitu

(A∂1U
0 + A′U0 + gFf

abcU b
1U

c
0) =

2gFJF1U2

gFfabcU b
2U

c
0

(4.22)

dan persamaan (4.8) maka diperoleh

B(r) = −4Ar2JF0JF1U1U2

(fabcU b
0U

c
2)2

(4.23)

Fungsi A dan B di atas merepresentasikan geometri ruang-waktu pada bintang

yang berisi fluida QCD.

4.2 Fungsi Distribusi Medan Fluida QCD Pada

Bintang Kompak

Dengan menggunakan nilai dari fungsi A dan B yang telah diperoleh, fungsi

distribusi dari fluida QCD yang terdapat pada bintang dapat ditentukan. Pada

subbab ini, akan dibahas penurunan fungsi distribusi fluida QCD dalam bintang

kompak, yang mana penurunannya analog dengan penurunan fungsi distribusi

pada bintang yang berisi fluida sempurna (persamaan TOV) yang telah dibahas

pada bab sebelumnya. Fungsi distribusi yang akan diperoleh pada bab ini adalah

fungsi perubahan medan fluida QCD pada arah radial dan juga pada arah angular

terhadap perubahan jari-jari bintang.

Untuk menentukkan fungsi distribusi U1, kita akan menggunakan persamaan

(3.21) yang diperoleh pada bab 3. Dengan menggunakan persamaan (2.30) dan

(2.31), ruas kiri pada persamaan (3.21) dapat dinyatakan dengan

R00

κA
+
R11

κB
= − 1

κrB
(
A′

A
+
B′

B
) (4.24)
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sedangkan untuk menghitung ruas kanan, kita perlu menjabarkan terlebih dahulu

nilai dari
S0σSσ0
A

dan
S1σSσ1
B

. Dengan memasukkan nilai-nilai σ yang berkaitan,

maka dapat diperoleh

S0σS
σ
0 = − 1

B
[−A′U0 − A∂1U

0 + gFf
abcU b

0U
c
1 ]2 − 1

r2
(gFf

abcU b
0U

c
2)2 (4.25)

dan

S1σS
σ
1 =

1

A
[A′U0 + A∂1U

0 + gFf
abcU b

1U
c
0 ]2

− 1

r2
[−r2∂1U

2 − 2rU2 + gFf
abcU b

1U
c
2 ]2 (4.26)

dengan menggunakan persamaan (4.25) dan (4.26) tersebut, maka persamaan

(3.21) akan menjadi

R00

κA
+
R11

κB
= − 1

Ar2
(gFf

abcU b
0U

c
2)2 − 1

Br2
[−r2∂1U

2 − 2rU2 + gFf
abcU b

1U
c
2 ]2

− 2gFJF0U0

A
− 2gFJF1U1

B
(4.27)

dengan menyamakan kedua ruas pada persamaan (4.24) dan (4.27) maka diper-

oleh

1

κrB
(
A′

A
+
B′

B
) =

1

Ar2
(gFf

abcU b
0U

c
2)2 +

1

Br2
[−r2∂1U

2 − 2rU2 + gFf
abcU b

1U
c
2 ]2

+
2gFJF0U0

A
+

2gFJF1U1

B
(4.28)

nilai dari A′

A
dapat diperoleh dari persamaan (4.16) smentara itu nilai B′

B
dapat

diperoleh dengan menggunakan persamaan (4.23), dan turunannya terhadap r,

sehingga diperoleh

B′

B
= D[

A′

A
+

2

r
+
J

′
F0

JF0

+
J

′
F1

JF1

+
U

′
1

U1

+
U

′
2

U2

]− 2D′

D
(4.29)

sehingga, dari persamaan (4.16) dan persamaan (4.29) dapat diperoleh

(
A′

A
+
B′

B
) =

(M − L)

FU0
− K

AU0
+D[

A′

A
+

2

r
+
J

′
F0

JF0

+
J

′
F1

JF1

+
U

′
1

U1

+
U

′
2

U2

]

− 2D′

D
(4.30)

dengan

D = (fabcU b
0U

c
2)2 (4.31)
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Jika ruas kanan pada persamaan (4.28) dikalikan dengan κrB, maka ruas kanan

pada persamaan (4.30) akan menjadi

(
A′

A
+
B′

B
) =

κB

rA
(gFf

abcU b
0U

c
2)2 +

κ

r
(−r2∂1U

2 − 2rU2 + gFf
abcU b

1U
c
2)2

+
B

A
2gFJF0U0κr + 2gFJF1U1κr

=
B

A
(T + E) +Q+ S (4.32)

dengan

E = 2gFJF0U0κr (4.33)

Q =
κ

r
(−r2∂1U

2 − 2rU2 + gFf
abcU b

1U
c
2)2 (4.34)

S = 2gFJF1U1κr (4.35)

T =
κ

r
(gFf

abcU b
0U

c
2)2 (4.36)

nilai B
A

dapat diperoleh dari persamaan (4.23) yaitu

B

A
= −4r2JF0JF1U1U2

(fabcU b
0U

c
2)2

(4.37)

dengan menyamakan ruas pada persamaan (4.30) dan (4.32) serta menggunakan

persamaan (4.37) akan diperoleh bahwa

∂1U1 = U1[
1

D
[
−4r2JF0JF1U1U2

(fabcU b
0U

c
2)2

(T + E) + S +Q+
K

AU0
− (M − L)

FU0
+

2D′

D
]

+
K

AU0
− [

(M − L)

FU0
+

2

r
+
J

′
F0

JF0

+
J

′
F1

JF1

+
U

′
2

U2

]] (4.38)

dan dengan menggunakan persamaan (4.8) akan diperoleh bahwa

∂1U
2 =

2gFJF0U1

r2gFfabcU b
0U

c
2

− 2U2

r
− 1

r2
gFf

abcU b
2U

c
1 (4.39)

Persamaan (4.38) dan (4.39) merupakan persamaan distribusi materi plasma

dalam bintang kompak, yang merepresentasikan perubahan medan fluida U1 dan

U2 terhadap radius bintang. Persamaan ini juga dapat menggambarkan relasi-

relasi antar medan fluida satu dengan medan fluida lainnya. Analog dengan

persamaan TOV, kita dapat menggunakan persamaan ini untuk menghitung sifat-

sifat (properti-properti) yang dimiliki oleh suatu bintang kompak statis yang

isotropik yang berisi fluida QCD (berisi plasma Quark Gluon) yang homogen.
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Bab 5

Kesimpulan dan Saran

Penurunan persamaan distribusi materi plasma pada bintang kompak yang berisi

fase QGP (fluida QCD relativistik) dapat dilakukan dengan mengasumsikan keadaan

hidrostatik dan homogen pada fluida dalam bintang tersebut. Selain itu, penu-

runan fungsi tersebut juga menggunakan asumsi bahwa medan fluida QCD pada

interior bintang hanya bergantung pada variasi r saja. Dengan adanya asumsi

ini, medan fluida pada arah φ akan bernilai nol, sehingga fungsi distribusi yang

diperoleh hanya tergantung pada medan fluida pada arah lainnya. Fungsi dis-

tribusi yang diperoleh menggambarkan perubahan medan fluida pada arah r dan

θ sebagai fungsi dari medan fluida U0, U1 dan U2. Fungsi distribusi yang diper-

oleh juga menggambarkan adanya keterkaitan antara medan fluida satu dengan

yang lainnya.

Struktur geometri yang terdapat pada bintang kompak statik yang berisi flu-

ida QCD juga dapat ditentukan dengan asumsi-asumsi yang telah dibuat pa-

da penelitian ini. Fungsi A dan B yang menggambarkan struktur geometri

Schwarzchild pada interior bintang diperoleh dengan menguraikan komponen-

komponen Ricci tensor yang terdapat pada fluida QCD dalam bintang.

Penelitian ini hanya terbatas pada pembahasan persamaan distribusi pada

interior bintang kompak statik yang berisi plasma quark-gluon. Pengkajian lebih

lanjut yang harus dilakukan adalah mengaplikasikan persamaan yang telah diper-

oleh untuk bentuk medan fluida tertentu. Dengan demikian, kita dapat menge-

tahui sifat-sifat (properti) yang dimiliki oleh fluida QCD pada interior bintang

dan juga struktur geometri pada interior bintang tersebut.
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Lampiran A

Notasi

Sistem satuan yang digunakan dalam perhitungan adalah sistem satuan alami

(natural system of units), di mana didefinisikan h̄ = c = 1 dan tidak berdimensi.

Energi, massa, dan momentum, seluruhnya berdimensi energi, yakni dengan sa-

tuan GeV. Dengan demikian, dimensi panjang dan luas masing-masing menjadi

energi−1 dan energi−2. Untuk mendapatkan nilai dan mengembalikan dimensi

besaran yang ingin diketahui, digunakan konversi berikut [13]:

h̄ = 6.58212233(49)× 10−25 GeV s (A.1)

h̄c = 197.327053(59)× 10−3 GeV fm (A.2)

(h̄c)2 = 0.38937966(23) GeV2 mbarn (A.3)
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