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ABSTRAK

Dikaji dinamika awal alam semesta geometri Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
yang dikarakterisasi faktor skala R(t) pada fase quark-gluon. Fungsi R(t) diten-
tukan dengan mencari solusi persamaan medan Einstein dengan menggunakan
tensor energi-momentum materi quark-gluon. Tensor energi-momentum yang di-
gunakan berasal model fluida QCD. Fluida QCD ini merupakan model plasma
quark-gluon (QGP) berbasis teori fluida relativistik dengan pendekatan lagrang-
ian QCD yang memiliki simetri gauge. Dari hasil perhitungan solusi persamaan
medan FEinstein, diperoleh persamaan Friedmann dan set persamaan dinamik
seperti parameter Hubble H(t) dan parameter perlambatan q(t) (decelaration

parameter).

Kata kunci: fluida QCD, geometri FRW, persamaan medan HEinstein.
xiii + 31 hlm.: lamp.
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ABSTRACT

The dynamical aspect of the early universe in framework of the Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) geometry that characterized by scale factor R(t) in
the quark-gluon phase is discussed. The R(t) function is determined by solving
Einstein field equation for the energy-momentum tensor of the quark-gluon mat-
ter. The energy-momentum tensor is based on the QCD fluid model that derived
from the magnetofluid unification theory. Friedmann equation, Hubble parame-
ter H(t), and deceleration parameter ¢(t) can be obtained by solving the Einstein

field equation.

Keywords: QCD fluid, FRW geometry, Einstein field equation.
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Berdasarkan teori Big Bang, alam semesta paling awal pada sekitar kurang dari
1072 detik [1] diisi oleh fase quark. Fase quark ini dipandang berupa plasma
guark-gluon (Quark-Gluon Plasma, QGP) yang memiliki suhu dan kerapatan
yang tinggi. Plasma quark-gluon merupakan fase Quantum Chromodynamics
(QCD) yang muncul pada suhu dan kerapatan yang sangat tinggi (dalam orde
T. =170 MeV, atau sekitar 10'® K) [2]. Plasma quark-gluon terdiri dari quark
dan gluon seperti halnya pada hadron. Pebedaan dari kedua fase ini adalah bahwa
pada hadron setiap quark dalam keadaan terikat dengan quark lain atau dengan
anti-quark (confined). Sedangkan pada QGP, quark dan anti-quark tidak terikat
membentuk hadron (de-confined) melainkan bergerak bebas membentuk fireball
bersama gluon pada suatu volume bersuhu tinggi. Sebagian besar perhitungan
set parameter dan persamaan dinamik yang berhubungan dengan fase QGP pa-
da alam semesta awal ialah dengan pendekatan geometri Friedman-Robertson-
Walker (FRW) dalam teori Relativitas Umum [3], formalisme Lattice Quantum
Cromodynamics (Lattice QCD) [3, 4], dan memandang plasma quark-gluon seba-
gai fluida kental (viscous fluid) [3].

Teori relativitas umum dalam hal ini konsep geometri FRW digunakan untuk
mengkonstruksi persamaan evolusi untuk mencari parameter Hubble. Selanjut-
nya, dari parameter Hubble ini akan diperoleh besaran-besaran geometri dan
termodinamika yang memenuhi Universe FRW, seperti faktor skala a(t) dalam

geometri FRW, densitas energi p(t), suhu 7(#), dan tekanan viskos bulk II(¢) [3].

1
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Urgensi dari penggunaan teori relativitas umum di sini karena universe dipandang
sebagai keseluruhan di mana konsep bentuk dari space-time digunakan.

Penggunaan konsep lattice QCD merupakan simulasi lattice QCD untuk meng-
analisis hasil eksperimen tumbukan relativistik antara ion-ion berat pada energi
tinggi dengan RHIC pada BNL yang menunjukkan adanya fase plasma quark-
gluon. Namun demikian, hasil simulasinya hanya menunjukkan kemungkinan
kesesuaian dengan bukti suatu eksperimen [2]. QGP dapat dimodelkan seba-
gai fluida kental yang dijelaskan dalam Tawfik, Wahba, Mansour, dan Harko [3].
Model ini hanya memodifikasi bentuk persamaan tensor energi-momentum untuk
fluida sempurna (perfect fluid) dengan menambahkan suku ITw,u” - T16;. Model
fluida sempurna dan tensor energi-momentum-nya dijelaskan pada Hobson, Efs-
tathiou, and Lasenby [5] dan Schutz [6].

Penjelasan teoritis untuk QGP untuk hasil eksperimen tumbukan dua hadron
yang dipercepat masih sangat prematur. Secara garis besar ada 2 penjelasan
umum, yaitu yang berdasarkan teori fluida relativistik (seperti mekanika fluida
klasik tetapi memiliki sifat relativistik), serta kalkulasi berbasis QCD (Quantum
Chromodynamics/ teori gaya kuat) [7]. Produksi plasma merupakan hasil in-
teraksi kuat (antar hadron), karenanya dipercaya interaksi yang dominan adalah
interaksi kuat dengan mediasi partikel gluon. Tetapi karena plasma berisi banyak
partikel gluon dan kuark, tidak bisa dilakukan kalkulasi standar di fisika partikel.
Untuk itu dilakukan kalkulasi secara numerik dengan lattice QCD.

Pada penelitian ini akan digunakan model QGP berbasis teori fluida relativis-
tik dengan pendekatan QCD yang diinterpretasikan dalam bentuk lagrangian
yang memiliki simetri gauge seperti yang dijelaskan dalam Sulaiman, Fajarudin,
Djun, dan Handoko [8]. Lagrangiannya merupakan bentuk lagrangian klasik yang
relevan mengingat fenomena QGP terjadi pada temperatur yang sangat tinggi
sehingga efek kuantum dapat diabaikan. Tensor energi-momentum yang ditu-
runkan dari lagrangian digunakan dalam persamaan medan Einsten. Persamaan
yang diperoleh akan dihitung dalam kerangka kerja geometri FRW. Selanjutnya
akan dicari set parameter dan persamaan dinamik yang berhubungan dengan
fase QGP, seperti persamaan medan kosmologi, persamaan gerak fluida kosmo-

logi, besaran-besaran geometri, dsb.
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1.2 Perumusan masalah

Terdapat model fluida relativistik dengan pendekatan lagrangian QCD yang me-
miliki simetri gauge yang menjelaskan sistem plasma quark-gluon. Lagrangi-
an dari sistem QQGP ini kemudian dicari tensor energi-momentum-nya. Tensor
energi-momentum kemudian digunakan dalam persamaan medan Einstein untuk
mencari solusi persamaan ini dalam kerangka kerja geometri FRW untuk awal
alam semesta pada fase quark-gluon. Dinamika geometri spacetime awal alam
semesta dikarakerisasi oleh faktor skala kosmik R(?) yang ditentukan dari solusi
persamaan medan Einstein. Selain itu, perhitungan dilakukan untuk mencari
set persamaan-persamaan dinamik, seperti persamaan Friedmann, persamaan

keadaan fluida QCD, dan set persamaan lain yang mungkin.

1.3 Metode Penelitian

Penelitian dilakukan secara teoritik dengan melakukan kajian literatur untuk
mengkomparasi model-model yang telah ada serta melakukan perhitungan set
parameter dan persamaan dinamik. Tensor energi-momentum fluida QCD digu-
nakan dalam persamaan medan Einstein yang dikerjakan dalam konsep geometri
FRW. Selanjutnya akan dicari set parameter dan persamaan dinamik. Kemudian

akan dilakukan analisis terhadap hasil-hasil perhitungan.

1.4 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji dinamika awal alam semesta geometri
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) pada fase quark dari set parameter dan
persamaan dinamik. Set parameter dan persamaan dinamik dapat diperoleh dari

solusi persamaan medan Einstein dengan menggunakan tensor energi-momentum

fluida QCD.

Awal alam..., M. Khalid Nurdin P., FMIPA Ul, 2010



Bab 2
Fluida QCD dan Geometri FRW

Istilah "Fuida QCD’ di sini merujuk pada suatu model yang mendeskripsikan
QGP sebagai aliran fluida gluon dengan materi quark dan anti-quark yang berin-
teraksi dengan medan elektromagnetik. Namun, berdasarkan fakta [8] bahwa
kontribusi gaya elektromagnetik hanya beberapa persen, maka gaya ini dapat di-
abaikan. Sehingga suku-suku yang tersisa pada lagrangiannya hanya kontribusi
dari suku-suku medan fluida dan arus materi (quark dan anti-quark). Hal inilah
yang menjadi alasan penamaan dari model magnetofluida QGP menjadi fluida
QCD. Walaupun demikian, untuk alasan teoritis, suku-suku yang diabaikan tetap
dipertahankan.

Bab ini menguraikan kasus umum unifikasi medan fluida non-Abelian yang
berinteraksi dengan suatu medan gauge non-Abelian dengan simetri G(n)r ®
G(n)q. Teori unifikasi dalam fisika partikel dilakukan dengan menggunakan pen-
dekatan lagrangian. Lagrangian materi ditransformasikan oleh suatu grup terten-
tu sehingga akan didapatkan suku-suku baru pada lagrangian yang merupakan
manifestasi interaksi materi dengan medan gauge atau interaksi antara medan-
medan gauge. Setelah itu diuraikan juga aplikasi dari unifikasi magnetofluida
non-Abelian pada plasma quark-gluon.

Uraian berikutnya pada bab ini berkaitan dengan salah satu konsep dalam
teori reativitas umum yang menerangkan tentang konsep ruang-waktu untuk alam
semesta yang bertumpu pada asumsi homogen dan isotropik. Geometri dari kon-
sep ruang-waktu yang homogen dan isotropik ini merupakan konsep dari geometri

Friedmann-Robertson-Walker. Pada bagian ini dipaparkan mengenai prinsik kos-
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mologi, suatu prinsip yang mengasumsikan bahwa alam semesata homogen dan
isotropik berdasarkan pada hasil observasi. Selanjutnya dibahas juga mengenai
bentuk metrik geometri FRW.

Bagian terakhir pada bab ini menerangkan tentang penurunan analitik mate-
matika dalam mencari solusi dari persamaan medan Einstein untuk kasus fluida
sempurna (perfect fluid). Hasil yang diperoleh berupa set persamaan dinamik
yang disebut persamaan Friedmann-Lemaitre, dan untuk kasus dengan konstan-
ta kosmologi A = 0 persamaannya hanya disebut persamaan Friedmann. Alur
penurunan set persamaan dinamik pada bagian ini menjadi acuan dalam menu-

runkan set persamaan dinamik untuk fluida QCD.

2.1 Formulasi Lagrangian Fluida QCD

2.1.1 Unifikasi Magnetofluida dengan Medan Gauge non-
Abelian

Berikut ini merupakan prosedur dasar dalam pendekatan lagrangian, dimulai dari

lagrangian materi [8],

1
i { ((9#(1))T (') + §m§> ®'® + V(®) untuk boson (2.1)

Lonateri = § ! ” i
iV AV — my VW untuk fermion
V(@) adalah potensial, contohnya pada teori ¢*, V(@) = 3 X(¢1¢)?, dan § = ~,0*
dengan v, adalah matriks Dirac.
Medan materi ditransformasi’ sebagai ® —— @ = exp|—iT,0%(z)]® atau
U -5 W = exp[—iT,0%(x)]¥ di bawah transformasi gauge lokal non-Abelian
G(n) U = exp|—iT,0%x)] ~ 1 —iT,0%(z) dengan #* << 1, dengan medan ma-
teri secara umum merupakan suatu n x 1 muliplet yang mengandung n elemen
untuk grup Lie n dimensi seperti SU(n), O(n + 1), dsb. T merupakan genera-
tor milik grup Lie ini dan memenuhi relasi komutasi [7¢, 7% = i f®¢T dengan
fe¢ merupakan konstanta struktur anti-simetri. Jumlah generator dan juga bo-
son gauge ditentukan oleh dimensi grup yang dipandang. Untuk grup SU(n)
terdapat n? — 1 generator dan indeks a berjalan dari 1,2,...,n? — 1. U(1) meru-
pakan transformasi fase, 7,0%(z) — 6(z). Invariansi gauge kemudian dinyata-

kan dengan memperkenalkan medan gauge A, yang ditransformasikan sebagai
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Al LA A = A%+ (1/9)(9,0%) + f**0° A, dan menggantikan derivatifnya dengan
bentuk derivatif kovarian, D = 9, — igT*Aj,, dimana g adalah "muatan” gauge.
Lebih lanjut, suku kinetik invariansi gauge untuk boson gauge Aj mengambil
bentuk Fj F**, dengan strength tensor Fj, = 0,A; — 0,Aj + gf“bCAZAi.

Selanjutnya akan dibuat kasus umum dari fluida non-Abelian yang berinter-
aksi dengan suatu medan gauge non-Abelian dengan simetri G(n)r ® G(n)g.
Prinsip gauge di atas dapat digunakan untuk setiap medan secara independen,
yaitu transformasi gauge dilakukan secara terpisah dengan parameter fase inde-
penden 0(x). Konsekuensi dari perlakuan sifat simetri terhadap densitas lag-
rangian materi yang ditransformasikan adalah diperkenalkannya suku-suku yang
mengandung U, dan A, sebagai boson gauge yang berturut-turut dihubungkan
dengan medan fluida dan medan gauge lain untuk space grup yang berbeda. Se-
hingga derivatif kovarian dari densitas lagrangian yang memiliki simetri gauge
menjadi,

D=0, FigrT2U° +adTa A% (2.2)

di mana gr adalah "muatan” untuk fluida dan gg adalah muatan gauge.

Akhirnya lagrangian total yang memiliki simetri gauge menjadi,

L= ‘Cmateri + ‘Cgauge + ‘Cinteraksi-/ (23)
di mana
1 a Qapy 1 a papy
e R T Ry (2.4)
TR ol 0 TGP ocon, (2.5)

dan Sj, = 0,U; —0,U; + gpfachﬁUlf. Sementara, dalam kasus material bosonik

terdapat suku campuran tambahan dalam Pers. (2.5) yang berasal dari suku
kinetik invariansi gauge (D,®)(D*®),
L = GOTETER)UIU 4 g (I TET,B) AL A
+9rga[®N(TETE + TETE) UL A, (2.6)
7 Arus” vektor-4 Jj adalah,

ga { —i[(0,®)T¢® + ®'TE(0,®)] untuk boson
Xp —

UTgry, W untuk fermion ’ (2.7)
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dengan X : F, G dan ¥ = Wiy,

Setelah mendapatkan densitas lagrangian total ini, dinamika fluida dan kon-
tribusi interaksinya dengan medan gauge lainnya dapat diinvestigasi lebih lanjut.
Persamaan gerak medan magnetofluida dapat diperoleh dari persamaan Euler-
Lagrange dalam bentuk medan Uy,

0L _gn OL
Uz "o(0,Ug)

—0, (2.8)

Dengan mensubstitusikan Pers. (2.3) ke dalam persamaan Euler-Lagrange, maka

akan didapatkan persamaan gerak

0"Sy, = grJr, untuk Abelian ,

D*S;, = 9rJy, untuk non — Abelian, (2.9)
dengan arus kovariannya adalah
. —i[(D,®)'Tad + &'TE(D,®)] untuk boson
Ty =13 e p— (2.10)
i 5, untuk fermion

Lebih jauh, strength tensor anti-simetri dalam Pers. (2.9) menyatakan bahwa
0, J¢, = 0, yaitu Ji, adalah arus yang terkonservasi.
Mengikuti langkah yang dilakukan pada [9, 10, 11], medan fluidanya memiliki

bentuk relativistik sebagai berikut,
" F ' N T Ok (2.11)

Di sini, u, adalah kecepatan relativistik dan v = (1 — |V|2)_1/2, sementara v
adalah kecepatan arah spasial. Index a pada y*v* hanya untuk melabelkan ali-
ran tiap medan dan bukan menjumlahkan semua medan tersebut. ¢ adalah di-
mensi satu medan untuk menjaga dimensinya benar dan akan merepresentasikan
distribusi medan.

Pers. (2.11) sebenarnya analog dengan boson gauge dalam fisika partikel,
yaitu bahwa kecepatan-4 u, menggantikan vektor polarizsasi €,, sementara ¢
akan mengambil bentuk ~ exp (—ip,x*) di mana p, adalah momentum-4. Kita

ingat bahwa fungsi gelombang U, untuk partikel bebas memenuhi
g7(0” +m}) — 90" | U, =0,

dengan solusi U, ~ €, exp(—ip,a*).
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2.1.2 Aplikasi Unifikasi Magnetofluida non-Abelian pada
Plasma Quark-Gluon [2]

Plasma quark-gluon terdiri dari quark dan anti-quark yang berinteraksi dengan
gluon-gluon dan medan elektromagnetik. Lagrangian dari sistem ini dinyatakan
dengan simetri gauge SU(3)r ® U(1)q,

1 1
LSS = TEwE" + gFJg, U™ + g, A", (212)

L =iQpQ — mqQQ —
di mana g¢ diganti dengan q yang merupakan muatan quark, () merepresentasikan
spinor quark (triplet), J§* = QTEv*Q dan J& = Qy*Q, dan T2 merupakan
matriks Gell-Mann SU(3) yang dinyatakan dengan representasi fundamnetal ’\—2‘1
(e =1,2,3,...8) dengan normalisasi 77(A\,\p) = 204

Secara makroskopik, model ini menggambarkan sistem yang terdiri dari fluida
non-Abelian yang disusun oleh sekumpulan gluon (gluon cloud) dengan kerapatan
yvang besar dan mengelilingi materi (quark dan anti-quark) dalam medan elektro-
magnetik. Model ini menjelaskan hasil eksperimen dari PHENIX collaboration
pada BNL menggunakan RHIC yang menyatakan quark-gluon pada fireball bersi-
fat seperti fluida.

Nilai gp ditentukan oleh niai fine structure dari interaksi kuat g& = 4ma,
di mana nilai s bergantung dengan skala energi yang dipakai, contohnya pada
T = 200 MeV maka nilai o berkisar di antara 0,2 dan 0,5 dengan g di antara 1,5
dan 2,5. Berdasarkan hasil eksperimen, QGP memiliki kerapatan besar, time life
sangat singkat, dan viskositas kecil seperti fluida ideal (w, = 0). Jika lagrang-
ian QGP dipandang, fluida yang disusun oleh gluon tidak berinterkasi dengan
medan elektromagnetik, tetapi quark dan anti-quark berinteraksi dengan medan
elektromagnetik dinyatakan oleh suku terakhir pada lagrangian.

Pada persamaan gerak (2.12), kontribusi medan elektromagnetik terdapat pa-
da Fe yang dinyatakan dengan faktor giF ~ \/aE ~ O(1071), di mana nilai muatan
quark ekuivalen dengan muatan listrik e = /= [8]. Jadi, dapat disimpulkan bah-
wa kontribusi gaya elektromagnetik sangat kecil sehingga dapat diabaikan. Hal

ini memberikan pandangan alternatif dari fakta bahwa tidak terdapat gaya elek-

tomagnetik kisaran jauh pada plasma non-Abelian. Sehingga densitas lagrangian

Awal alam..., M. Khalid Nurdin P., FMIPA Ul, 2010



untuk medan fluida menjadi

1 a aur a a
L= =SS + ge i, U, (2.13)

Dua suku pertama dari Pers. (2.12) merupakan suku dari sistem quark dan an-
tiquark dapat diabaikan pada Pers. (2.13) dengan asumsi bahwa densitas dari
quark-antiquark ini lebih kecil dari densitas medan gluon. Selain itu, perlu diper-
hatikan pula bahwa lagrangian pada (2.13) secara umum bisa digunakan pada le-
vel energi berapa pun. Namun di sini ditekankan bahwa lagrangian ini digunakan
pada level energi (atau temperatur) fase QGP yang terobservasi di laboratorium
sehingga pola pikirnya level energi terobservasi tidak dicari secara teoritis dari

lagrangian ini.

2.2 Geometri Friedmann-Robertson-Walker

2.2.1 Prinsip Kosmologi

Pada alam semesta kita yang teramati, materi dan radiasi pada skala kecil terdis-
tribusi secara tidak teratur, tapi jika melihat pada skala yang lebih besar (sebesar
volume Hubble), ditribusinya terlihat lebih seragam. Hal ini didukung oleh fak-
ta bahwa terdapat kesesuaian temperatur radiasi latarbelakang kosmik (cosmic
microwave background) pada semua arah yang berbeda di langit. Hal ini dapat
dikatakan bahwa alam semesta kita bersifat isotropik pada skala yang sangat
besar, alam semesta terlihat sama pada semua arah sudut pandang. Selain itu,
berdasarkan hasil observasi, alam semesta kita juga bersifat homogen, artinya
distribusi materi dan radiasi pada suatu koordinat (posisi) tertentu akan sama di
koordinat yang lain. Sehingga alam semesta kita merupakan alam semesta yang
homogen dan isotropik. Sehingga kita asumsikan prinsip kosmologi menyatakan
bahwa pada suatu waktu tertentu universe terlihat sama dari semua posisi dalam
space pada suatu waktu tertentu tersebut dan semua arah dalam space pada suatu

tittk tertentu adalah equivalen.
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2.2.2 Metrik Friedmann-Robertson-Walker

Spacetime alam semesta kita yang memenuhi spacetime yang bentuk metriknya
bertumpu pada asumsi homogen dan isotropik adalah spacetime atau geometri
Friedmann-Robertson-Walker. Arti geometris dari metrik FRW ini, metrik yang
digunakan untuk memodelkan alam semesta haruslah memiliki simetri maksimal
(maximally symmetric), yang ditulis dalam bentuk

2

dr
1 — kr?

ds® = dt* = R*(t) +r2(d6? + sin®0d¢?) | (2.14)

dan metriknya merupakan metrik diagonal,

R(1)

2
goo = C g1 =
00 » 911 T

g2 = —R?(t)r? | g3z = —R2(t)r’sin®0 , (2.15)

di mana (¢, r, 6, ¢) merupakan koordinat (dirujuk sebagai comoving coordinat)
dan fungsi R(t) adalah faktor skala kosmik yang hanya bergantung pada waktu
kosmik saja.

Hanya ada tiga jenis ruang yang memiliki simetri maksimal, yaitu ruang datar
(flat), ruang dengan kelengkungan positif konstan (space of positive constant cur-
vature), dan ruang dgn kelengkungan negatif konstan (space of megative constant
curvature). Konstanta k mengkarakterisasi ketiganya, k = 0, berarti ruang datar
atau kelengkungan nol, £ = +1 berarti kelengkungan positif, & = —1 berarti
kelengkungan negatif.

Koordinat waktu pada Pers. (2.14) hanya merupakan proper time, yaitu wak-
tu yang diukur oleh pengamat yang diam pada comoving frame, di mana (r, 6,
¢) = konstan. Istilah ”comoving” merupakan pemilihan yang baik: Pengamat
yang diam pada comoving frame tetap diam, yaitu (r, 0, ¢) tetap tidak berubah,
dan pengamat yang awalnya bergerak terhadap frame ini, akhirnya akan datang

untuk diam pada frame ini [12].

2.3 Persamaan Medan Kosmologi

Dinamika dari geometri spacetime FRW secara keseluruhan dikarakterisasi oleh

faktor skala R(t). Untuk menetukan fungsi R(t), diperoleh dari solusi persamaan
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medan Eintein dalam kehadiran materi. Persamaan medan Eintein deberikan
oleh
1
R, — §gw,R + Agu = =KL, ,

equation di mana x = 87G/c?. Persamaan ini dapat dinyatakan dalam bentuk

1
Ry, = —kK (Tw — 2Tgm,) + Agu (2.17)

di mana 7" = T2. Selain itu tensor energi-momentum yang digunakan pada

persamaan medan (2.17) harus:

e memiliki sifat simetrik, karena sesuai kesimetrikan tiap tensor pada persa-

maan medan,

T,u,z/ v Tl/;u

e memenuhi sifat konservasi energi dan momentum yang dinyatakan dengan

persamaan

v, T = 0. (2.18)

Untuk memecahkan persamaan medan ini diperlukan model tensor energi mo-
mentum dari materi yang mengisi universe. Sebagai contoh digunakan model
materi fluida makroskopik sederhana, tanpa sifat-sifat viskositas geser, viskositas
bulk, dan konduktifitas panas. Fluida ini diistilahkan fluida sempurna (perfect
fluid), yang dikarakterisasi pada tiap titik dengan densitas p dan tekanan p pada

kerangka diam sesaat (instantanecous rest frame). Tensor energi-momentumnya

adalah
T, = (p + g) Uplly — DYy - (2.19)
Karena solusi yang dicari adalah untuk universe yang homogen dan isotropik,
densitas p dan tekanan p harus merupakan fungsi waktu kosmik itu sendiri.
Perhitungannya dikerjakan dengan mengadopsi comoving coordinat [x*] =
(t,r,0,¢), di mana metrik FRW mengambil bentuk dari Pers. (2.14) dan (2.15).
Karena metriknya diagonal, komponen kontravarian ¢g"” secara sederhana meru-

pakan invers dari komponen kovariannya.
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Komponen tensor Ricci dapat dihitung dalam term koefisien koneksi (the con-
nection coefficients atau Christoffel symbols, I'7,), di mana tidak semua koefisien

koneksi tidak bernilai nol'. Ekspresi untuk tensor Ricci adalah

Ry, = 9,1, — 8,1, + ¥ 9, —T% I

po™ pv puv= po *

Hasil perhitungan untuk komponen-komponen tensor Ricci dalam term Chris-
toffel symbols, didapatkan bahwa komponen off diagonal-nya bernilai nol dan

komponen on-diagonalnya diberikan dengan

Ry =3R/R,

Ry = — (RR+2R? + 22%k) /(1 — kr?) ,
Rop=—{(RR + 2R2+2¢%k) ¢ %,

Rgs = — (RR b P 202k) c¢2r%sin?6 .

Selanjutnya dihitung tiap komponen dari ruas kanan persamaan medan Ein-
stein (2.17). Dalam sistem comoving coordinat (t, r, 6, ¢), kecepatan-4 dari fluida

dinyatakan
=T Ol

vang dapat ditulis sebagai u# = §4. Sehingga komponen kovarian dari kecepatan-

4 adalah
U = Gl = guo = €0y
sehingga tensor energi-momentum (2.19) dapat ditulis sebagai
T = (pc® + p) 0560 — PGy -
Lebih jauh, karena u®u, = ¢, kontraksi dari tensor energi-momentum diberikan

p
T=17= <p+02> & — pgapg™’ = pc® = 3p .

L Christoffel symbols yang tidak nol adalah T'{;, T9,, T'%;, T'¢;, T1;, s, T3y, T3, T2, T35,
I'3,, dan I'3,.
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Karenanya suku-suku ruas kanan persamaan medan (2.17) yang bergantung pada
energi-momemtum sebagai
1
T,

72 §Tg,u1/ = (PC2 _'_p) 0262519 - ; (;002 _p) Guv -

Ruas kanan persamaan medan (2.17) bernilai nol untuk x4 # v. Komponen yang

tidak nol adalah

—k (Too — %Tgoo) + Agoy = —%KJ (pc® + 3p) c* + Ac?

—K (TM - §Tg11) +Agnn = — %/4; (pc® — p) + A: R%/ (1 —kr?) ,
—K (T22 = %Tgm) +Ages = — %I‘i e it A: N .

e (ng . %ngg) + Ags3s =l %Ii (pc® —p) + A: R?r?sin?0 .

Dengan mengkombinasikan ekspresi-ekspresi ini dengan komponen tensor Ricci,
terlihat bahwa tiga persamaan medan yang arah spasial adalah equivalen, yang
secara esensial berdasar pada homogenitas dan isotropi metrik FRW. Sehingga
dari komponen-komponen persamaan medan di atas meghasilkan dua persamaan

yang independen,

3R/R = —3ik(pc+3p)c?+Ac,
RR42R+ 2% = [3k(pc — p)+ A| R,

Dengan mengeliminasi R dari persamaan kedua di atas dan mengingat bahwa
k = 87G /¢t akhirnya didapatkan persamaan medan kosmologi
R = —*C(p+ )R+ AR,
(2.20)
R? = 8CHR? + AP R? — Pk .
Dua persamaan differensial ini menentukan evolusi waktu dari faktor skala R(t)
dan disebut sebagai persamaan Friedmann-Lemaitre. Pada kasus A = 0, kedua

persamaan ini secara sederhana disebut persamaan Friedmann.
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Bab 3

Perhitungan
Persamaan-persamaan Dinamik

Bab ini menjelaskan mengenai penggunaan tensor energi-momentum fluida QCD
dalam persamaan medan Einstein. Tujuannya adalah untuk mencari set persa-
maan dinamik yang berhubungan dengan faktor skala kosmik. Bagian pertama
menguraikan perhitungan tensor energi-momentum fluida QCD yang memenuhi
syarat kesimetrian persamaan medan Einstein serta syarat konservasi energi dan
momentum. Bagian kedua menguraikan perhitungan solusi persamaan medan
Einstein dalam konteks geometri FRW. Hasil perhitungan yang diinginkan adalah
persamaan Friedman untuk fluida QCD. Bagian ketiga menjelaskan tentang per-
hitungan untuk mencari fungsi keadaan dari fluida QCD juga dari persamaan
medan Einstein, yang berupa korelasi fungsi distribusi medan fluida dengan fak-

tor skala kosmik.

3.1 Tensor Energi-Momentum Fluida QCD

Telah diketahui bahwa lagrangian dari sistem QGP dengan menggunakan flu-
ida SU(3) non-Abelian yang dibentuk oleh awan gluon yang mengelilingi ma-
teri (quark dan anti-quark) yang berinteraksi dengan medan elektromagnetik
diberikan oleh Pers. (2.12). Dengan fakta bahwa pengaruh medan elektro-
magnetik sangat kecil serta dua suku pertama dari persamaan tersebut meru-
pakan lagrangian untuk sistem quark dan antiquark yang densitasnya kecil se-

hingga dapat diabaikan, maka lagrangiannya menjadi lagrangian Pers. (2.13),

14
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dengan S;, = 0,U; — 9,Uy; + gr f“chfLUlf. Formalisme pendekatan lagrangian
ini dikerjakan dalam spacetime Minkowskian di mana tensor metrik spacetime-
nya g,, = diag(1,—1,—1,—1). Metrik ini komponen off-diagonal-nya bernilai nol
sedangkan on-diagonalnya konstan.

Namun, jika formalisme lagrangian ini dibawa ke dalam kerangka kerja ge-
ometri spacetime yang lebih umum harus dilakukan modifikasi terhadap ten-
sor metrik dan derivatif suatu besaran fisis terhadap spacetime yang dimaksud.
Hal ini dikarenakan pada pengambilan spacetime yang lebih umum geometrinya
akan lebih bervariasi, lebih tepatnya adanya kelengkungan-kelengkungan (cur-
vature) pada spacetime dikarenakan kehadiran materi. Konsep teori relativitas
umum secara garis besar menyatakan bahwa geometri dari suatu spacetime akan
mengalami kelengkungan dikarenakan terdapat materi padanya. Dalam konteks
ini, kerangka kerja geometri spacetime yang lebih umum itu dipilih geometri
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) yang dicirikan dengan tensor metriknya.
Metrik FRW ini bertumpu pada asumsi homogen dan isotropik karena prinsip ini
merupakan prinsip yang natural dalam memodelkan alam semesta.

Sehingga bentuk strenght tensor 5§, dari lagrangian QGP Pers. (2.13) dalam
geometri FRW diberikan oleh

gL N T gpf“chijf, (3.1)

di mana bentuk derivatif J, diubah menjadi derivatif kovarian V, = 9, +1I'g,,, di
mana «, § =0, 1, 2,3, yang merupakan indeks dummy.
Lagrangian dari Pers. (2.13) dinyatakan sebagai

1 a auy a a,
L=~ ShS™ + gu i, U™ (3.2)

Lagrangian ini merupakan lagrangian untuk satu partikel yang terlihat dengan
penggunaan indeks a yang menyatakan indeks untuk tiap jenis partikel gluon.
Tensor energi-momentum yang diturunkan dari lagrangian materi haruslah ten-
sor yang menyatakan sistem keseluruhan dari sekumpulan materi atau partikel
jika digunakan pada persamaan medan Einstein. Karena itu lagrangiannya harus
dibuat sehingga merepresentasikan semua materi secara keseluruhan. Hingga

poin ini dapat digunakan asumsi bahwa sistem QGP ini dipandang sebagai fluida
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yang homogen, sehingga pada setiap elemen volume ruang, besar densitas dan
jenis dari tiap medannya dipandang sama. Dengan demikian, jika kita mengam-
bil lagrangian untuk suatu elemen volume ruang, maka lagrangian pada elemen
ruang yang lain bentuknya sama juga. Oleh karena itu, medan dari tiap gluon

dinyatakan dengan
Ut = U =y = U = e, (3.3)

Selain itu, suku pada strenght tensor yang mengandung konstanta struktur anti-
simetri dibuat menjadi

g fach;lj, Ulf = gg Z fabc U;A Uy

a,b,c

= grl U, (3.4)
dan

g%\fab{:fade Ullz Ul(/ Ud'“ i = g% Z fabcfade Up, Uy UrTY

a,b,c,d,e

S UL U (3.5)

di mana, seperti yang terlihat, F = ., /% dan F = Y o4 a0 f . F
dan F hanya merupakan konstanta yang bernilai positif. Maka, lagrangiannya
sekarang sudah merepresentasikan lagrangian medan fluida untuk seluruh ruang,

sehingga dinyatakan sebagai
1
= —iS#VS‘uV + gFJFMU“. (36)

Namun demikian, untuk semetara, indeks-indeks a, b, ¢, d, dane pada tensor
strenght dan tensor medan akan tetap dipertahankan pada perhitungan-perhitungan
selanjutnya. Kecuali pada perhitungan hasil akhir, maka konvensi pada Pers.
(3.4) dan (3.5) akan digunakan kembali.

Seperti pada kasus perfect fluid yang telah dijelaskan pada bab sebelum-
nya, tensor energi-momentum yang digunakan pada persamaan medan Einstein
harus memenuhi syarat kesimetrian dan memenuhi persamaan V,T*”. Oleh
karena itu, untuk kasus fluida QCD, tensor energi-momentumnya juga harus
memenuhi syarat-syarat tersebut. Untuk mencari tensor energi-momentum fluida

yang simetrik, digunakan prinsip variasi aksi dari lagrangian fluida QCD L yang
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divariasikan terhadap tensor metrik g"”. Variasi aksi dari lagrangian medan L

memenuhi persamaan berikut

1
05 = / T,,09" v—gd'z . (3.7)
R
Aksi dari lagrangian suatu medan dalam manifold ruang-waktu 4 dimensi dinya-

takan dengan [5]
S = /R Ly/—gd'z . (3.8)

Aksi dari lagrangian fluida QCD dinyatakan dengan
1
s & (—4SWSW + gFJFMU“> /=gd'z
R

1
= /R (—Zg“”g””SwSpa) V=g d'z

—I—/RgFJF“Ul,g“”\/—g d*z. (3.9)
Jika aksi-nya divariasikan terhadap ¢*”, maka didapatkan
1 1
08 = /72 [—QSWSPU(S (9"g"° ) /—g + (—4g“pg”"SWSpa> 5(\/—9)} d*z

+ | gr U, (09 V=g + g 20(/=3)) d's. (3.10)

Dengan menggunakan identitas

5(V=0) = =0 39"V 3.11)

variasinya menjadi

1
05 = 5 | (=SupSL = gl + 200 mul) V=g 09 d'z . (312)
R
Dengan membandingkan Pers. (3.7) dengan (3.12), tensor energi-momentum-nya
adalah
T/W = —SupS,ﬁ’ — gWL + ngJFMUl/ . (313)

Tensor inilah yang akan digunakan pada persamaan medan. Sedangkan tensor
energi-momentum untuk satu partikel (densitas tensor energi-momentum) dinya-
takan sebagai

T = =5.,9" — gL + 2gr Jg, Uy . (3.14)

ppv
Seperti yang telah dijelaskan di atas, perhitungan-perhitungan pada subbab beri-
kutnya masih menyertakan indeks a, b, ¢, dsb. Tetapi jika dimasukkan ke dalam
perhitungan persamaan medan, hal ini tidak berpengaruh terhadap tensor Ricci

yang diturunkan dalam term Christoffel symbol.
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3.2 Kontribusi Fluida QCD dalam Persamaan
Medan Einstein

Dinamika ruang-waktu pada awal alam semesta pada fase quark-gluon dikarakte-
risasi oleh faktor skala R(t) yang secara formalisme matematik ada dalam metrik
geometri FRW. Untuk menentukan fungsi R(t), persamaan medan Einstein kare-
na kehadiran materi (quark-gluon) harus dicari solusinya. Persamaan medan
Einstein dengan A = 0, dinyatakan dengan

1
R,uu - B (T;w 3 §Tg;u/) ) (315)

di mana k = 87G/c' dan T = T°. Dengan mensubstitusikan Pers. (3.13) ke
Pers. (3.15), akan didapatkan

Ruw = £ (5%85 + guL — 20 T3, US)

e

1 Qa, a a
—§/fgwg°"3 (SgpSﬁp + gapl — 2gFJFaU6>
1
_ B %] a Qo a
_ (5;;@ — 0w ) (52,55 — 290 JaU8)

—KGu L. (3.16)

Perhitungan selanjutnya dikerjakan dalam suatu sistem koordinat, yaitu de-
ngan mengadopsi comoving coordinat [z"] = (t,,0,¢) dan kecepatan-4 dari flui-
da pada comoving coordinat ini adalah [u*] = (1, 0, 0, 0), di mana metrik FRW
mengambil bentuk

dr?
1—kr?

ds® = *dt* — R(t) + 72(dO* + sin®0do?) | .

Komponen diagonal kovarian metrik g,, adalah

R2(t)

2
= C = —-——
Joo v 911 1 — 2

g = —R2()r* , g3z = —R*(t)r’sin’f .

Komponen off-diagonal dari metrik FRW adalah nol.
Hasil perhitungan untuk komponen-komponen tensor Ricci dalam term Chris-

toffel symbols, didapatkan bahwa komponen off diagonal-nya bernilai nol dan
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komponen on-diagonalnya diberikan dengan
Roo = 3R/R ,
Ry = — (RR+2R? + 2¢%k) ¢2/(1 = kr?)
) ‘ (3.17)
Ry = — (RR+2R? + 2¢%k) ¢ %1% |
Rys = — (RR+2R? + 2¢%k ) ¢~ ?r?sinf .

Ruas kiri persamaan medan Einstein telah diperoleh untuk komponen diago-
nalnya saja, yaitu Pers. (3.17) di atas. Selanjutnya ruas kanan persamaan medan

Einstein bisa diperoleh dari Pers. (3.16) serta diambil komponen diagonalnya sa-

ja,
Roo = KA + kgooL"
R11 = /iB -+ /ﬁgnﬁ” g
R22 = /€C -+ :‘43922[«” s (318)
R33 = I€D + /{g33£” s
di mana
A= (58,555 — 298 T,US)
B = (5,88~ 2gs J0,UY)
P= (S i M, Us %
D = (52,55 — 2grJ8U¢)
dan

1 a Qao
E/, - _ZSQPS P .

Telah dihitung juga bahwa komponen off-diagonal dari ruas kanan persamaan
medan bernilai nol. Pers. (3.18) dapat disusun secara kompak menjadi

ROO—KJA . RH—KB . RQQ—K}C . R33—IQD
doo g11 G922 g33 '

(3.19)

Dengan memasukkan komponen diagonal tensor Ricci pada Pers. (3.17) dan

komponen diagonal metrik FRW ke dalam tiap Pers. (3.19), maka diperoleh set

Awal alam..., M. Khalid Nurdin P., FMIPA Ul, 2010



20

persamaan-persamaan berikut

C = Bri(l—kr?), (3.20)
D = Brisin’(1 — kr?), (3.21)
D = Csin®f, (3.22)
o Lae K 2 2 2
R = E(R +ck)+ﬁ(Bc(1—kr)+RA), (3.23)
R = o (REk)— e | R4 (3.24)
R R ;

- 1 S K D¢? 9

= & k — Al . 3.25
£ R (R i ) * 2R <T281n29 F ( )

Telihat bahwa persamaan-persamaan (3.20) - (3.22) merupakan persamaan penghu-

bung antara persamaan-persamaan (3.23)-(3.25). Sechingga dapat diambil satu
persamaan saja, yaitu Pers. (3.24).

Selain itu persamaan yang mengandung R dapat diperoleh dari komponen
ke-00 tensor Ricci pada Pers. (3.17) dengan memasukkannya pada komponen

ke-00 persamaan medan Einstein Pers. (3.18). Sehingga diperoleh

R = Hg (A+ L") (3.26)

Dengan memasukkan Pers. (3.26) ke (3.24), didapatkan

. A
R = SR (c2.c” - 5) i (3.27)

Kedua Pers. (3.26) dan (3.27) merupakan persamaan medan kosmologi untuk
fluida QCD yang menentukan evolusi waktu dari faktor skala R(t) dan disebut

juga persamaan Friedmann fluida QCD.

3.3 Fungsi Keadaan Distribusi Fluida QCD

Fungsi keadaan distribusi fluida QCD (selanjutnya disebut persamaan keadaan)
dapat dicari dari Pers. (3.26) dan (3.27). Dari kedua persamaan ini, diperoleh
persamaan yang merelasikan parameter Hubble H(t) dan deceleration parameter
q(t) masing-masing sebagai fungsi dari distribusi medan ¢(¢). Alasan pengesetan

¢ = ¢(t) akan dijelaskan kemudian. Pertama harus dihitung variabel-variabel A
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dan L£”. Sehingga dapat terlihat eksplisit dan mudah untuk menyusunnya secara
kompalk.

Hasil perhitungan dari variabel-variabel A dan £” adalah
A = 55,5 - 2gr JiUg
= GRS FEURUGUUS — 290 T Us

dan

R2
£l 4 <6§U(¢)1Ua002 . g%fabz:fadeUgUchdaUep> ]

Di sini diketahui bahwa U* = ut¢ di mana [u”] = (1, 0, 0, 0) dan ¢ = o¢(t).
Selain itu dipandang U = U = U = U% = U = UH*. Pengesetan ¢ = ¢(t)
berasal dari asumsi universe yang homogen dan isotropi, sehingga medannya
hanya bergantung pada waktu kosmik itu sendiri, tidak bergantung secara spasial.

Oleh karena itu, variabel-variabel A dan £"” dapat dinyatakan

A = g2 PF¢* — 2gpcJiod (3.28)
dan ’
_ 3, R f
"
e =Gl = gectFot . (3.29)

Selanjutnya, persamaan-persamaan (3.28) dan (3.29) disubstitusikan ke Pers.

(3.27). Sehingga didapat

Ak

R? i [ 2l
=334’ 7

1
2 20 72 — g2 F¢* + gpe JFogb)

: (3.30)

Perhitungan selanjutnya diperkenalkan parameter Hubble H(t) = R(t)/R(t).

Persamaan (3.30) menjadi

*k
2 _ 2772 67
H® = *C H?¢? + 39FC 2 Jfo® — 129FC Fo' — 2
oo 8rG ( FgpFet —c” QFJF0¢) n ’k (3.31)
5o (e (50 1) B2

di mana F = Y5, 4.y [, gr adalah "muatan” fluida, dan dapat dinya-

takan juga J& = QT2Q = p& [8]. Dengan mengeset p¢ = pp sesuai asumsi
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homogenitas fluida sepeti yang disebutkan di awal, Pers. (3.31) dapat juga dit-

ulis dalam bentuk
) 8rG (ic2g%7¢4 — C_2QFPF¢) Ak
H(t): 3 8rG 192 T 8rG 12 2
(*570% —1) (39> - 1) R
Untuk mencari persamaan keadaan dalam term deceleration parameter q(t) =

—RR/R, digunakan Pers. (3.26) dan (3.27) dengan cara menjumlahkan dan

(3.32)

mengurangkan kedua persamaaan tersebut. Hasil penjumlahan dan pengurangan

kedua persamaan tersebut berturut-turut dinyatakan sebagai

i = . <c2£” + A/2) + & +1 (3.33)
3H? 2 '
kA 2k
= g wl —— il | . 4
T T By (3:34
Pers. (3.34) dan (3.34) dijumlahkan menjadi

1 K 2 o1

q(t) = = (&L — A (3.35)

Dengan memasukkan hasil perhitungan untuk A dan £”, Pers. (3.35) menjadi

o(t) = ArG <§

~3e 4c2gpf¢4 — §H2¢2 — 202gppF¢) : (3.36)

Persamaan (3.32) dan (3.36) merupakan persamaan keadaaan yang dicari,
serta bisa juga disebut persamaan gerak fluida kosmologi. Kedua persamaan ini
merupakan suatu persamaan dinamik karena mendeskripsikan evolusi universe
terhadap waktu kosmik yang mengalami ekspansi pada masa paling awal dari
alam semesta yaitu pada fase quark-gluon. Ekspansi universe yang dipandang
dari persamaan parameter Hubble selain dikarekterisasi oleh distribusi medan
¢(t) juga dikarakterisasi oleh jenis dari ruang (space) yang memiliki simetri mak-
simal. Pada poin ini, ruang yang memiliki simetri maksimal terdiri dari ruang
yvang datar (flat), ruang dengan kelengkungan positif konstan (space of positive
constant curvature), dan ruang dgn kelengkungan negatif konstan (space of ne-
gative constant curvature). Konstanta k mengkarakterisasi ketiganya, k = 0,
berarti ruang datar atau kelengkungan nol, k = +1 berarti kelengkungan positif,
k = —1 berarti kelengkungan negatif. Persamaan parameter Hubble untuk tiap

jenis ruang ini dibahas pada bab selanjutnya.
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Bab 4

Hasil dan Pembahasan

Pada bab ini dibahas mengenai hasil-hasil perhitungan dari bab sebelumnya.
Bagian pertama membahas mengenai persamaan Friedmann, tujuan awal per-
hitungan, serta penggunaan persamaan Friedman untuk peritungan lanjutan.
Bagian kedua membahas mengenai persamaan parameter Hubble dan parameter
perlambatan serta bentuk-bentuk persamaan parameter Hubble untuk tiap jenis

ruang yang memiliki simetri maksimal.

4.1 Persamaan Friedmann

Solusi persamaan medan FEinstein telah dihitung dengan menggunakan tensor
energi-momentum fluida QCD. Perhitungan dilakukan dengan mencari tiap kom-
ponen dari tensor Ricci dan tensor energi-momentum. Ruas yang mengandung
tensor Ricci dihitung dalam term Christoffel symbols dan diperoleh hasil bahwa
komponen tensor Ricci yang tidak nol adalah komponen diagonalnya saja. Se-
dangkan ruas yang mengandung tensor energi-momentum, semua komponennya
tidak bernilai nol. Untuk persamaan medan Einstein yang komponen diagonalnya
saja, artinya ruas kanan dalam term komponen diagonal tensor energi-momentum
dan ruas kiri dalam term komponen diagonal tensor Ricci diperoleh persamaan,
Ryoo—rkA Ryy—kB Roy—rkC R33— kD
Joo N g11 B 922 N 933 .

Kemudian dari persamaan di atas, setelah menghitung untuk tiap persamaan,

diperoleh persamaan Friedmann,
D R 2,
R = /fg (A ‘I— C ,C ) s

23
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R? = gRQ <02£" — 1;1) — k.

Tujuan utama dari penelitian ini adalah mencari persamaan keadaan yang
diprediksi memiliki bentuk
o= (t) o< RE™(t). (4.1)

di mana n, m = bilangan bulat (1, 2, 3, 4,...m atau n). Namun, hasil perhitungan
tidak mengarah pada bentuk sederhana seperti itu. Awalnya perhitungan un-
tuk mencari bentuk persamaan (4.1) menggunakan komponen off-diagonal dari
persamaan medan Einstein. Hal ini dilakukan karena secara langsung kompo-
nen tensor Ricci-nya akan bernilai nol sehingga kemungkinan didapat persamaan
dengan perhitungan komponen off-diagonal ruas kanan persamaan medan, yaitu
yang mengandung suku tensor energi-momentum ([7o; —=3Tgo;], [Tio—37 g:0), dan
T3 — 5Tg;;]). Namun, suku-suku ini ternyata bernilai nol yang disebabkan kare-
na perhitungan dalam sistem comouving coordinat dimana komponen kecepatan
arah spasial dari kecepatan-4 bernilai nol, [u#] = (1, 0, 0, 0). Indeks-indeks
1, 7 =1, 2, 3, pada suku-suku tersebut berkorelasi dengan kecepatan arah spasial.
Perhitungan yang menggunakan komponen off-diagonal persamaan medan Ein-
stein tidak menghasilkan apapun. Perhitungan untuk mendapat bentuk (4.1)
juga dapat dilakukan dan kemungkinan mendapatkan hasil yang baik, yaitu de-
ngan menghitung secara eksplisit persamaan konservasi energi dan momentum,
V, " = 0. Tetapi perhitungannya sangat rumit dan alokasi waktu penelitian
yang terbatas sehingga hal ini tidak dilakukan.

Akhirnya, perhitungan yang diarahkan untuk mencari bentuk persamaan (4.1)
menggunakan perhitungan lanjutan dari persamaan Friedmann fluida QCD (Pers.
(3.26) dan (3.27)). Hasil yang didapat memang tidak berbentuk ”linier” seperti
Pers. (4.1), tapi mengarah pada kemunculan parameter Hubble H(t) = R(t)/R(t)
dan parameter perlambatan ¢(t) = —RR/R. Secara langsung bentuk fungsi R(t)
tidak bisa diperoleh. Melainkan secara trivial dapat diekspresikan dalam term
parameter-parameter tersebut. Solusi yang eksak hanya mungkin diperoleh jika
persamaan-persamaan yang merelasikan parameter Hubble dan parameter per-
lambatan masing-masing sebagai fungsi distribusi medan digunakan pada perhi-

tungan untuk mencari model-model kosmologi dan inflasi kosmologi (inflationary

Awal alam..., M. Khalid Nurdin P., FMIPA Ul, 2010



25

cosmology).

Secara khusus, model-model kosmologi ditentukan oleh jenis materi yang
mengisi alam semesta dan bentuk ruang-nya, apakah datar (flat) atau memiliki
kelengkungan (curvature). Pemodelan jenis-jenis inflasi kosmologi menggunakan
hasil perhitungan dari model-model kosmologi untuk tiap jenis ruang alam se-
mesta. Perhitungan untuk model-model kosmologi dan inflasi kosmologi tidak
diuraikan pada laporan penelitian ini dan tidak menjadi skup pembahasan. Na-
mun perhitungan persamaan-persamaan dinamik untuk tiap jenis space yang

dikarakterisasi olek £ = —1, 0, +1 diuraikan pada bagian berikutnya.

4.2 Persamaan Dinamik untuk Berbagai Jenis
Ruang Simetri Maksimal

Hasil perhitungan dari persamaan Friedmann berupa dua persamaan dinamik
yang merupakan fungsi H(¢) dan ¢(¢f) masing-masing sebagai fungsi dari ¢(t)

dinyatakan dengan

12gpFot — c72 2
HA(1) 8rG (4 grFo gFPF¢) N c’k 7 (4.2)
ey (EeOm
dan
ey 3 g
9t)= —<m (;lcngFczﬁ”‘ = 5H¢* — 2 2ngF¢). (4.3)

Parameter Hubble dapat didefinisikan kelajuan ekspansi faktor skala terhadap
nilai faktor skala pada waktu tersebut. Hal ini bisa dipahami bagaimana penga-
ruh materi yang mengisi alam semesta terhadap kelajuan ekspansi alam semesta.
Parameter perlambatan secara sederhana mendeskripsikan bagaimana pengaruh
materi terhadap perlambatan ekspansi alam semesta khususnya pada masa paling
awal. Dari persamaan di atas, secara eksplisit terlihat bahwa parameter perlam-
batan tidak bergantung pada jenis ruang, yaitu konstanta k. Tetapi jika kita
memasukkan fungsi parameter Hubble pada (4.3) maka dependensinya nampak
secara eksplisit.

Bentuk persamaan fungsi parameter perlambatan mirip dengan parameter

perlambatan untuk model fluida sempurna yang sudah umum digunakan dalam
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model-model kosmologi. Jika membandingkan dengan model fluida sempurna [5],
dapat dikatakan densitas energi p pada fluida sempurna analog dengan suku-suku
yang mengandung fungsi distribusi medan ¢ untuk fluida QCD pada (4.2).
Berikut ini dipaparkan fungsi parameter Hubble untuk tiap jenis ruang yang
memiliki simetri maksimal yang dikarakterisasi oleh konstanta k. Secara analitik,

solusi yang mudah untuk didapatkan dari hasil ini adalah untuk ruang datar,
k=0.

4.2.1 Ruang Datar, £ =0

Dengan mengeset k = 0, persamaan (4.2) dinyatakan sebagai

G (iC2Q%F¢4 o 0_29FPF¢)
WP
Di sini terlihat bahwa sepenuhnya evolusi faktor skala R(t) yang direpresentasikan

oleh parameter Hubble H(¢) ditentukan oleh distribusi medan ¢(t). Selain itu

H2(t) = (4.4)

juga medan U* tidak telihat pada persamaan ini. Hal ini berhubungan dengan
komponen temporal dari medan U* di mana kecepatan-4 dari medan hanya ada
dalam arah temporal karena perhitungannya dalam sistem comoving coordinat.
Sehingga pendefinisian dari (2.11), memiliki konsekuensi yang hanya menyediakan
suku ¢ yang hanya bergantung terhadap waktu kosmik.

Jika medan ini dilihat dari suatu kerangka diam yang tetap, medan ini men-
galir dengan kecepatan tertentu sepeti aliran fluida. Namun karena yang dipilih
adalah comoving coordinat, koordinat atau frame yang bergerak bersama medan
fluida itu sendiri yang juga koordinat yang menjadi acuan dalam formalisme ge-
ometri FRW, maka medan fluida-nya dinyatakan U* = (¢(t), 0, 0, 0). Medan
fluida ini bergerak secara spasial terhadap koordinat diam yang tetap namun

tidak bergerak terhadap koordinat yang bergerak bersama fluida ini.

4.2.2 Ruang dengan Kelengkungan Negatif, £t = —1

Dengan mengeset k = —1, persamaan (4.2) dinyatakan sebagai
o) — Fye, (icQg%ngﬁ‘l - c’ngPFQb) c? (4.5)
5 (e (Fer-nr
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Solusi dari persamaan ini tidak t¢rivial. Hal ini karena tercampurnya R(t) pa-
da H?(t) yang terlihat pada suku terakhir di ruas kanan. Sehingga kedua ruas
tidak bisa langsung diakarkan. Harus dilakukan perhitungan lanjutan untuk men-

cari solusi eksak dari persamaaan ini, baik berbentuk ¢*"(¢) oc R*™(t) maupun

H2(t) o 6°(t).
4.2.3 Ruang dengan Kelengkungan Positif, £ = +1

Dengan mengeset k = +1, persamaan (4.2) dinyatakan sebagai

() = 871G (7110291%7& = C_ngﬂFcb) i ? (4.6)
Mg (271 (e -n)r
Sama seperti parameter Hubble dengan £ = —1, untuk mencari solusi (4.6) harus

dilakukan perhitungan lanjutan.
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Bab 5

Kesimpulan dan Saran

Telah dilakukan pengkajian dinamika awal alam semesta geometri FRW dengan
menurunkan persamaan keadaan berupa set persamaan dinamik fluida QCD kos-
mologi dari persamaan medan Einstein. Hasil perhitungan untuk komponen dia-
gonal persamaan medan didapatkan persamaan Friedmann. Bentuk eksplisit per-
samaan Friedmann mengarah pada persamaan keadaan fungsi parameter Hubble
terhadap distribusi medan. Perhitungan lanjutan dengan menggabungkan ke-
dua persamaan Friedmann didapatkan persamaan fungsi parameter perlambatan
(deceleration parameter) sebagai fungsi dari distribusi medan fluida.

Fungsi parameter Hubble dapat dibagi lagi berdasarkan jenis ruang yang me-
miliki simetri maksimal yang dikarakterisasi oleh konstanta k. Bentuk fungsi
parameter perlambatan juga bergantung terhadap kosntanta k karena secara eks-
plisit parameter perlambatan bergantung pada parameter Hubble. Faktor skala
kosmik R(t) yang terdefinisi pada parameter Hubble dan parameter perlambatan
dapat dicari jika dilakukan kajian dan perhitungan lanjutan untuk model-model
kosmologi dan inflasi kosmologi.

Penelitian lebih lanjut dapat dilakukan dengan menerapkan hasil-hasil peneli-
tian ini untuk mengkonstruksi model-model kosmologi dan inflasi kosmologi.
Diprediksikan akan banyak hasil yang didapat baik itu set persamaan dinamik
maupun persamaan keadaan. Hal ini terlihat dari nilai £ yang berbeda-beda
yang menunjukkan berbagai macam ruang serta besaran-besaran lain yang dapat

divariasikan sesuai asumsi-asumsi fisis dan geometris yang mungkin.

28
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Lampiran A

Simbol Christoffel untuk
Geometri FRW

Simbol Christoffel diberikan dalam term metrik dari sembarang geometri adalah

1
o = 597 (009 + 0ups — o) - (A1)

Komponen tidak nol dari metrik FRW adalah
R2(t)

1 _ 2 927 —R*(t)r*, gs3 = —R*(t)r’sin®0 .

2
doo =¢C , Ggi1 = —

Dengan menggunakan metrik FRW di atas, komponen tidak nol dari simbol

Cristoffel adalah

9 = RR/c(Tesipfl T9. =B RRk/ L3 #=" RRr?sin0),

Iy, = cR/R, Ll = krf(l —#kr2), Ti. = —r(1— kr?)sin?9,
I2, = cR/R, L I'2, = sinfcosf,

I3, = cR/R, i, = 1/ I3, = cotd.

Perhitungannya dilakukan dalam sistem comoving coordinat.
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