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ABSTRAK

Tugas akhir ini membahas mengenai fungsi Green untuk persamaan
Poisson. Fungsi Green ini akan diperoleh pada kondisi dimana suku non-
homogen dari persamaan Poisson merupakan fungsi Delta Diract atau

merupakan kelipatan dari fungsi yang dicari.

Kata kunci: fungsi Delta Diract; fungsi Green; persamaan Poisson
v + 36 him.

Bibliografi: 5 (1989 - 2004)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Suatu hal yang alamiah jika dalam kehidupan sehari-hari sesuatu
benda hidup atau benda mati itu keadaannya selalu berubah. Perubahan
keadaan tersebut ada yang prosesnya cepat ada pula yang lambat dan
perubahan tersebut banyak dipengaruhi oleh satu faktor atau lebih, baik yang
terdeteksi maupun yang tidak terdeteksi.

Pada persoalan ilmu terapan, fisika, dan teknik rekayasa, perubahan
ini dapat dimodelkan secara matematis dalam bentuk persamaan diferensial.
Jika faktor yang mempengaruhi lebih dari satu maka akan didapat
persamaan yang berbentuk persamaan diferensial parsial.

Persamaan diferensial parsial merupakan suatu persamaan yang
didalamnya terdapat turunan dari fungsi lebih dari satu variabel bebas dan
variabel bebas tersebut.

Dengan diperolehnya model persamaan diferensial parsial,
selanjutnya dilakukan suatu proses untuk mendapatkan solusi dari
persamaan diferensial parsial tersebut. Salah satu cara untuk mencari solusi

dari persamaan diferensial parsial adalah dengan mencari operator invers
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Salah satu bentuk persamaan diferensial parsial yang sering dijumpai
dalam persoalan fisika adalah persamaan Poisson yang merupakan
persamaan diferensial parsial order dua. Persamaan diferensial parsial order
dua diklasifikasikan dalam tiga bentuk dan persamaan Poisson ini termasuk
persamaan diferensial parsial order dua dengan bentuk eliptik [4].

Permasalahan suatu persamaan diferensial parsial dengan
menambahkan syarat batas pada suatu domain dikenal dengan sebutan
persoalan syarat batas. Terdapat tiga macam syarat batas, yaitu syarat
batas Dirichlet, Neumann, dan campuran [4]. Syarat batas Dirichlet
memberikan kondisi pada batas-batas, sedangkan syarat batas Neumann
memberikan nilai turunan pada batas-batas. Sedangkan syarat batas
campuran merupakan gabungan dari syarat batas Dirichlet dan Neumann.

Untuk menyelesaikan persamaan Poisson dengan syarat batas Dirichlet
homogen dapat ditentukan dengan mencari suatu fungsi yang dikenal
dengan fungsi Green. Tetapi terdapat kondisi-kondisi tertentu yang harus
dipenuhi persamaan Poisson sehingga fungsi Green dapat diperoleh.

Tugas akhir ini membahas kondisi-kondisi yang harus dipenuhi
persamaan Poisson sehingga fungsi Green untuk persamaan Poisson dapat

diperoleh.
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1.2 RUMUSAN MASALAH

Kondisi-kondisi apa yang harus dipenuhi oleh persamaan Poisson

sehingga fungsi Green pada persamaan Poisson diperoleh ?

1.3 TUJUAN

Penulisan tugas akhir ini bertujuan untuk membahas kondisi-kondisi

pada persamaan Poisson sehingga fungsi Green dapat diperoleh.

1.4 PEMBATASAN MASALAH

Pada tugas akhir ini masalah pada persamaan Poisson dibatasi di

dimensi dua.

1.5 SISTEMATIKA PENULISAN

Dalam penulisan tugas akhir ini terbagi menjadi empat bab yaitu :
Bab | : Pendahuluan
Pada bab ini dijelaskan tentang latar belakang masalah,
rumusan masalah, tujuan penulisan, pembatasan masalah

dan sistematika penulisan.
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Bab Il :

Bab Ill :

Bab IV :

Landasan Teori

Pada bab ini dijelaskan tentang persamaan diferensial parsial
dan beberapa definisi yang mendukung dalam penulisan ini.
Fungsi Green Pada Persamaan Poisson

Pada bab ini diberikan pengertian fungsi Delta Diract,

fungsi Green untuk persamaan Poisson dengan suku non-
homogennya fungsi Delta Diract, dan fungsi Green untuk
persamaan Poisson dengan suku non-nhomogennya
merupakan kelipatan fungsi yang dicari.

Penutup

Pada bab ini berisi tentang kesimpulan yang didapat dalam

penulisan tugas akhir ini.
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BAB I

LANDASAN TEORI

Pada bab Il ini akan dijelaskan teori-teori dasar yang akan digunakan
pada pembahasan fungsi Green untuk persamaan Poisson. Pembahasan
dimulai dengan pengertian dari suatu persamaan diferensial parsial dan
order dari persamaan diferensial parsial tersebut. Contoh persamaan

diferensial dan metode penyelesaian juga akan dibahas pada bab ini.

Definisi 2.1

Persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan yang memuat fungsi
dengan dua variabel bebas atau lebih dan turunan-turunan parsial dari fungsi

tersebut.

Di bawah ini akan diberikan contoh persamaan yang merupakan

persamaan diferensial parsial.

Contoh 2.2

ou c o ou ou

ou
A +B +D—+E—+Fu=f(x,y)
OX oy

2 + 2
OX OX oy oy

Persamaan di atas merupakan suatu persamaan diferensial parsial

dengan variabel bebas x dan y dan variabel tak bebas u . u merupakan
5
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solusi yang akan dicari , sedangkan A, B, C, D, E dan F adalah fungsi

dari x dan y yang diketahui.

Secara umum persamaan diferensial parsial dapat dituliskan sebagai :

Lu =f 2.1)

dengan

L : operator diferensial yang mengandung turunan dari u terhadap variabel-
variabel bebas.
u :fungsi yang tidak diketahui.

f :fungsi yang diketahui.

Jika pada persamaan (2.1) nilai dari f =0 maka persamaan

diferensial parsial disebut sebagai persamaan diferensial parsial non-

homogen, sedangkan jika f =0 maka disebut sebagai persamaan diferensial

parsial homogen.

Berdasarkan bentuk umum dari persamaan diferensial parsial di atas,

operator L untuk Contoh 2.2 berbentuk sebagai berikut

0 B 0 C 0 +Di+Ei+F

A—+ + 5
OX ox oy oy OX oy

Berikut ini akan diberikan definisi order dari suatu persamaan

diferensial parsial.
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Definisi 2.3

Order dari suatu persamaan diferensial parsial adalah turunan tertinggi dari

fungsi yang ada pada persamaan diferensial parsial tersebut.

Sesuai dengan definisi order di atas, maka persamaan pada Contoh

2.2 merupakan persamaan diferensial parsial order dua .

Untuk persamaan diferensia parsial order dua yang mempunyai

bentuk

2 2 2
6[21+86u +C6L2J
OX OXoy oy

=f(xy)

dapat diklasifikasikan dalam tiga tipe [4], yaitu :
a) Hiperbolik pada titik (x, y)jika B —4AC >0
b) Parabolik pada titik (X, y)jika B*—4AC =0
c) Eliptik pada titik (x,y)jika B*~4AC <0

Di bawah ini diberikan contoh-contoh persamaan diferensial parsial

order dua berdasarkan tipenya :

Contoh 2.4 : Hiperbolik

dengan p,7>0.
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Persamaan di atas mempunyai nilai A :—1, B =0,C =1, nilai dari
Yo

B2—4AC =0- 4(—1)(1) -4% 50 , maka persamaan di atas merupakan
P P
persamaan diferensial hiperbolik pada setiap titik (x Y )

Contoh 2.5 : Parabolik

, 0% ou 0 v

X X 4F =
ox* yaxay Y oy’

Persamaan di atas mempunyai nilai A =x°, B =-2xy,C =y? , nilai
dari B*-4AC =(-2xy )2 —4(x*)(y ?) =0, maka persamaan di atas merupakan

persamaan diferensial parabolik pada setiap titik (x Y )

Contoh 2.6 : Eliptik

ou  ou
_2+_

=f (x,
x> oy’ x.y)

Persamaan di atas mempunyai nilai A =1, B =0,C =1, nilai dari
B?—-4AC =0-4(1)(1) =-4 <0, maka persamaan di atas merupakan

persamaan diferensial eliptik pada setiap titik (x,y ).

Tipe persamaan diferensial yang akan dibahas pada tugas akhir ini

adalah persamaan diferensial eliptik yang berbentuk seperti Contoh 2.6 .
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Persamaan ini dikenal sebagai persamaan Poisson. Jika pada Contoh 2.6
nilai f (x,y) =0 maka persamaannya menjadi

ou  ou

x oyt

yang dikenal sebagai persamaan Laplace.

Berikut ini akan dijelaskan penyelesaian suatu persoalan syarat batas
dengan persamaan diferensial parsial berupa persamaan Laplace dengan

menggunakan metode variabel terpisah.

Pandang persamaan Laplace

ou o
Tt 7
ox° oy

=0 O<x<L, O<x<H (2.2)

dengan syarat batas Dirichlet homogen :

() u(0y)=0 (O<y <H)
(i) u(L,y)=0 (O<y <H)
(iii) u(x,0)=0 0<x <L)
(iv) u(x,H)=0 O0<x <L)
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Misalkan solusi dari persoalan syarat batas di atas adalah

ux,y)=X(x)Y(y) (2.3)

Jika persamaan (2.3) disubstitusikan ke persamaan (2.2) maka akan

diperoleh X "(x)Y (y)+X (x) Y "(y)=0 atau

X "(x) _Y"(y)
X ()Y (y)

Karena kedua ruas persamaan di atas merupakan fungsi dari dua variabel
yang berbeda maka dapat dimisalkan sama dengan suatu konstanta .,
sehingga akan diperoleh dua persamaan diferensial biasa berikut

X"x)+uX (x)=0 (2.4)

Y '(y)-m (y)=0 (2.5)

Jika persamaan (2.3) disubstitusikan ke syarat batas (i) dan (ii) maka akan

didapatkan persamaan-persamaan berikut ini

u0,y)=X ()Y (y)=0

u(L,y)=xX (L)Y (y)=0

Berdasarkan kedua persamaan di atas, didapat bahwa X (0)=X (L) =0 atau
Y (y)=0. JikaY (y)=0 maka u(x,y)=0 atau didapat solusi trivial.
Sehingga untuk mendapatkan solusi non-trivial haruslah Y (y) =0 atau

didapat syarat batas berikut

X (0)=X (L)=0 (2.6)
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Jika persamaan (2.3) disubstitusikan ke syarat batas (iii) dan (iv) maka akan

didapatkan persamaan-persamaan berikut ini

ux,0)=X(x)Y (0)=0

ux,H)=XX)Y (H)=0

Berdasarkan kedua persamaan di atas, didapat bahwa Y (0)=Y (H)=0 atau
X (x)=0. Jika X (x)=0 maka u(x,y) =0 atau didapat solusi trivial.
Sehingga untuk mendapatkan solusi non-trivial haruslah X (x) =0 atau

didapat syarat batas berikut
Y (0)=Y (H)=0 (2.7)

Selanjutnya akan dicari solusi dari persamaan (2.4) dengan syarat batas

(2.6). Persamaan karakteristik dari persamaan (2.4) adalah p®+u =0 atau
p’ =—u . Nilai-nilai z yang mungkin adalah x>0, =0, 2<0. Berikut ini
akan ditunjukkan nilai-nilai © agar persamaan (2.4) mempunyai solusi yang
non-trivial :

i. Kemungkinan pertama u >0

Jika u>0, maka p=+-u= J_ri\/; . Karena persamaan (2.4) adalah

persamaan diferensial linier homogen order dua koefisien konstan dengan

nilai-nilai karakteristiknya bilangan kompleks maka solusi dari persamaan

diferensial tersebut adalah X (x) = c,e"V* +c,eV** [3]. Solusi ini juga
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dapat ditulis dalam bentuk berikut

X (X) = ¢, €08/ uux +¢, sin [ ux (2.10)
dimana c,,c, adalah konstanta riil.
Jika syarat batas X (0) =0 disubstitusikan ke persamaan (2.10), maka

akan didapatkan solusi seperti persamaan di bawah ini

X (X) = ¢, sin/ux (2.11)

Jika syarat batas X (L) =0 disubstitusikan ke persamaan (2.11), maka
akan didapatkan X (L) =c,sin \/;L =0 yang akan dipenuhi oleh nilai c, =0
atau sin \/;L =0. Karena yang diinginkan adalah solusi nontrivial, maka
harus memenuhi sin \/;L =0, maka \/;L haruslah pembuat nol dari

fungsi sinus, yaitu \/;L =nz,dengan n =123,..... Dengan demikian

2
diperoleh nilai Hn:(nTﬂJ dan X, (x)=c,sin./u,x.

Kemungkinan kedua g =0
Jika =0 maka persamaan (2.4) akan menjadi X "(x)=0 , sehingga
solusinya adalah

X(X)=c;+C,X (2.12)

dimana c,,c, adalah konstanta riil [3].
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Kemudian syarat batas X (0) =0 disubstitusikan ke persamaan (2.12),

maka akan di dapatkan solusi dengan bentuk
X(x) =c,X (2.13)

Jika syarat batas X (L) =0 disubstitusikan ke persamaan (2.13) , maka
c, =0. Dengan demikian untuk kasus ini diperoleh X (x) =0 yang

merupakan solusi trivial.
iii. Kemungkinan ketiga 1 <0

Jika 11<0, maka p=+,/—u . Karena persamaan (2.4) adalah persamaan

diferensial linier homogen order dua koefisien konstan dengan nilai-nilai

karakteristiknya riil berbeda maka solusinya
X(x)= c&.,eJ;X + cee*ﬁX (2.14)

dimana c,,c, adalah konstanta riil [3].
Jika syarat batas X (0) =0 disubstitusikan ke persamaan ( 2.14), maka

akan didapatkan c, =—c,, atau persamaan (2.14) menjadi

X (X) =, (e V™ —e¥) (2.15)
Jika syarat batas X (L) =0 disubstitusikan ke persamaan (2.15) maka
persamaan (2.15) akan menjadi ¢ (e V" —e'*')=0. Karena

(e —e"*') 20 maka c, =0. Dengan demikian X (x) =0, yang berarti
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solusi trivial yang didapat.

Sehingga dari ketiga kemungkinan di atas didapatkan solusi
nr )
X, (x) =c,sin \/u_nx dengan u, :(Tj :

Selanjutnya akan dicari solusi dari persamaan (2.5) dengan syarat

batas (2.7). Persamaan karakteristik dari persamaan (2.5) adalah p® - =0
nr ) nz) n
atau p’=pu. Karenanilai gy, :(TJ maka p? :(Tj , sehingga p :J_rTﬂ

dengan demikian solusinya adalah

nmw

Y (y)=cel +ce b (2.16)

dimana c,,c; adalah konstanta riil [S].

Jika syarat batas Y (0) =0 disubstitusikan ke persamaan (2.1) maka c, =—c,.

Sehingga akan didapatkan solusi dengan bentuk

nrw nrx

Y (y)=c,e - —el) (2.17)

Jika syarat batas Y (H ) =0disubstitusikan ke persamaan (2.17), maka

nr nr nr nr

c,e - —e. )=0. Karena (e - -e' )=0 maka c,=0.Dengan

demikian Y (y) =0.

Sehingga dengan menggunakan metode variabel terpisah, solusi

yang didapat adalah
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u(x,y)=X (x) Y (y)=c,siny/u,x (0)=0
yang merupakan solusi trivial.

Berdasarkan pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa suatu
persoalan syarat batas dengan persamaan diferensial parsial berupa
persamaan Laplace dengan syarat batas homogen selalu menghasilkan
solusi yang trivial. Sehingga agar didapat solusi yang non-trivial untuk

persoalan syarat batas tersebut terdapat beberapa kemungkinan, yaitu :

a. Persamaan diferensial parsial yang non-homogen , yaitu

o’u  d%u
87+W =f(x,y)

dengan f (x,y)# 0 yang dikenal dengan sebutan persamaan

Poisson.
b. Syarat batas yang tidak nol.

Pada bab Il akan dibahas kondisi untuk f(x,y) agar diperoleh solusi

non-trivial untuk persamaan Poisson dan bentuk fungsi Green untuk

persamaan Poisson tersebut.
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BAB Il

FUNGSI GREEN UNTUK PERSAMAAN POISSON

Pada bab IIl ini akan dijelaskan kondisi-kondisi suku non-homogen
persamaan Poisson untuk mendapatkan fungsi Green pada persamaan
Poisson tersebut. Pada bagian pertama akan dibahas kondisi suku non-
homogen f (x,y)=6(x —x,)8(y —Y,) yang merupakan fungsi Delta Diract.
Fungsi Delta Diract pertama kali diperkenalkan oleh fisikawan Inggris Paul. A.
M Dirac (1902-1982) , yaitu untuk menggambarkan suatu fenomena fisika
yang memiliki nilai pada suatu titik (singular pada satu titik), namun nilai pada

titik lain sama dengan nol. Sedangkan bagian kedua akan dibahas kondisi

f(x,y)=—-4u (x, y) pada persamaan Poisson agar dapat diperoleh fungsi

Green. Berikut ini diberikan terlebih dahulu pengertian dari fungsi Delta

Diract dan sifat-sifatnya.

3.1 Fungsi Delta Diract

Dirac mendefinisikan fungsi Delta sebagai fungsi yang bernilai besar
sekali di x,, dan bernilai nol di luar x,, serta integral fungsi tersebut
sepanjang interval domainnya sama dengan satu . Fungsi Delta Diract di
himpunan bilangan riil R secara matematis dituliskan sebagai [2]

16
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X #X,

{0,
o (X _Xo)=

o0, X =X,

dan mempunyai sifat :

1. T5(x —X,)dx =1
2. Tf (x)o(x —xo)dx =TF (x,)

Pendefinisian fungsi Delta Diract di R* similar dengan fungsi Delta

Diractdi R, yaitu [2] :

0, ) 070
o(x —X0)5(y_yo)={oo g z;jg(( ))//;

dan mempunyai sifat :

1. T Té(x —X)O0(y —Yy,)dxdy =1

—00 —0

2. [ [100y)80—x0)o(y ~yo)ixay =1 (x5,7,)

—00 —00

3.2 Fungsi Green untuk Persamaan Poisson Vi =6 (x —x,)5(y —Y,).

Fungsi Green pertama kali dipublikasikan oleh seorang
matematikawan berkebangsaan Inggris yang bernama George Green (1793-
1841) pada tahun 1828 di dalam jurnalnya yang berjudul “ Essay on the

Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity and
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Magnetism “. Salah satu kegunaan dari fungsi Green adalah untuk
membantu proses penyelesaian persamaan diferensial parsial.
Persamaan Poisson adalah suatu persamaan diferensial parsial order

dua yang berbentuk

Lu)=f(x,y)

dimana L adalah operator diferensial linier yang berbentuk

2 2
L:V2=882X +8€
y

yang dikenal dengan sebutan operator Laplace.

Salah satu cara menyelesaikan persamaan Poisson adalah mencari
operator invers dari operator Laplace yang dinotasikan sebagai (Vz)fl. Jika

invers dari operator Laplace itu ada, maka solusi dari persamaan Poisson

dinyatakan dengan persamaan berikut
-1
u=(v?) (f(x,y)) (3.1)

Karena V? merupakan suatu operator diferensial maka invers dari V> akan
berupa suatu operator integral, sehingga persamaan ( 3.1) dapat dinyatakan

dalam persamaan berikut [1]

ux,y)=(V2) " (F0y) = [[6 (LY X0 Y o)f Koy oddxdy,  (32)

dimana fungsi G (x,y;X,,Y,) merupakan suatu fungsi yang belum diketahui

dan dikenal dengan sebutan fungsi Green.
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Fungsi Green G (x,Y;X,,Y,) untuk persamaan Poisson dapat
dipandang sebagai suatu fungsi yang menyatakan respons di titik (x,y)
terhadap suatu sumber di titik (x,,y,) [2]. Sedangkan f (x,y) merupakan
sumber di (x,,Y,) sehingga f (x,y) dapat dipilih sebagai fungsi yang
terkonsentrasi di (X,, Y,) dan fungsi tersebut dapat dinyatakan sebagai fungsi

Delta Diract yang berbentuk

f (X, y) =5(X_Xo)5(y_ yo)

Berdasarkan sifat fungsi Delta Diract di R* yang kedua, maka

persamaan (3.2) dapat ditulis sebagai berikut :
u(x, ) = [[ G (X, Y%, ¥o) 3 (X=X,)8(y — yo)xely = G(X, ¥; Xy, o)
Dengan demikian berdasarkan persamaan di atas dan persamaan

(3.2) diperoleh hubungan antara fungsi Green dengan fungsi Delta Diract

untuk persamaan Poisson yang dinyatakan dalam persamaan berikut

G(X’y;xm yo):(vz)ilg(x_xo)é‘(y_yo)

atau

VZ[G(x,y;xo,yo)]=5(x —X)o(Y —Y,) (3.3)

Persamaan (3.3) ini memberikan arti bahwa fungsi Green adalah suatu

fungsi yang juga memenuhi persamaan Poisson yang diberikan.
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Di bawah ini diberikan suatu teorema yang menunjukkan bahwa fungsi

Green untuk persamaan Poisson dengan fungsi f(x,y) merupakan fungsi

Delta Diract bersifat simetris. Untuk membuktikannya dibutuhkan formula

Green di dimensi dua yang dinyatakan oleh persamaan berikut ini [4]

vVAUu-uvy | dA = vVu —uVv )ends (3.4)
JI( BN )

Teorema 3.2 Sifat Simetris Fungsi Green
Misalkan G adalah fungsi Green untuk persamaan Poisson, maka G bersifat
simetris di titik (x,y) dan titik (X, Y,) , yaitu ;
G (X ,y;xo’yo)=G (Xo’yo;x ,Y)
Bukti :

Untuk membuktikan teorema di atas digunakan formula Green (3.4). Karena
pada ruas kanan persamaan (3.4) domainnya pada batas-batas dan syarat
batasnya homogen maka akan menjadi sama dengan nol atau persamaan

(3.4) menjadi

”A (v Vau —quv) dA =0 (3.5)

misalkan v=G(x,y;X,,Y,) dan u=G(x,y;x,y;) dimana (x,,Y,) dan (x,y;)

adalah titik-titik di domain A , maka berdasarkan persamaan (3.5) akan di

dapatkan
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”A(G(x,y;xo,yo)VZG (X, Y%, Y1) =G (X,¥ X3, Y,) VG (X,y:X ﬁA 0
atau

jJAG (X,¥;X4.Y0) VG (X,Y;X,,y,)dA =J.J'AG (X, Y%, Y1) VG (X, Y% o, Y, )dA

(3.6)
berdasarkan hubungan fungsi Green dengan fungsi Delta Diract, yaitu :
VG (X, ¥ X 9, Yo)=6(X —X)8(y —Y,) dan

VG (X, ¥ixy, Y1) =8(x =x,)5(y -¥4)

maka persamaan (3.6) dapat dituliskan sebagai berikut
jJAG (X,¥iXg:Y)0(x —x )8 (y —y,)dA :J'J'AG (X,y;X,Y,)8(X =X )8 (y -y, )dA

dengan mengaplikasikan sifat kedua fungsi Delta Diract di dimensi dua pada

persamaan di atas maka akan didapatkan
G (X1’Y1;X o’yo)=G (XO'yO;Xl’yl)

Karena (X,,Y,) dan (x;,y,) merupakan titik-titik di domain A maka terbukti

bahwa G bersifat simetris.
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3.3 Fungsi Green untuk Persamaan Poisson V2u(x,y)=—-Au(x,y).

Berikut ini akan ditunjukkan suatu proses pembentukan fungsi Green

untuk persamaan Poisson dengan menggunakan ekspansi fungsi eigen

Pandang persamaan poisson
Vau(x, y)=-au(x,y) O<x<L, O<x<H

dengan syarat batas Dirichlet homogen :

() u@y)=0 (O<y <H)
(i) u(L,y)=0 O<y<H)
(iii) u(x,0)=0 O<x <L)
(iv) u(x,H)=0 O<x <L)

Andaikan fungsi eigen ¢ dengan nilai eigen 1 ada, maka fungsi eigen

tersebut akan memenuhi persamaan Poisson yang dapat dinyatakan dalam

persamaan berikut
V2¢(X7 y) = —ﬂ,¢(X, y)
Misalkan u(x,y) adalah solusi dari persamaan Poison, maka u(x,y) dapat

dinyatakan sebagai persamaan berikut

U(XaY):Zaz(b/l(X’y) (3.7)

Karena u(x,y) dan ¢,(x,y) merupakan solusi dari persamaan Poisson,
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maka

Viu (X, Y) = Zaﬂzqﬁl (x,y)= _Z a,Ag, (X, y)

Sesuai dengan bentuk umum persamaan Poisson VZu(x,y)= f(x,y) maka

persamaan di atas dapat dituliskan sebagai berikut

f(xy)= _z a9, (X, y)

Jika kedua ruas dikalikan dengan suatu ¢, (x,y ) dan diintegralkan pada

domainnya maka akan didapatkan bentuk sebagai berikut

[[10¢,y ), 0¢,y )dA =ﬂ—§aﬁ¢1(x,y)¢i(x,y)dA

karena sifat ortogonalitas dari {¢, (x, y)}[2], maka bentuk persamaan di atas

dapat dituliskan sebagai
[[f 0, y)8, (v )dA ==23, [[4,2(x y A

namakan variabel x =X, dan y =Yy, pada ruas kiri dari persamaan di atas

sehingga didapat
J.J.f (Xoa yo)¢/1 (Xoa yo)dAo = _)“aAJ.J.(b/lZ(X Y )jA
atau

[[F 00y 0)6, 060y ),
[[4.20¢.y)dA

-, A=
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Berdasarkan persamaan di atas, maka bentuk persamaan (3.7) akan

mempunyai bentuk sebagai berikut

U(X,y):Z:.Uf (X1 Y o), (X0, Y o A,

ST PERT TR

Berdasarkan representasi solusi dari persamaan Poisson (3.2) maka bentuk

fungsi Greennya adalah

G(X,y;XO,yO):Z@(X’y)%(xo’yo)

= —A[[ 4,7 (¢.y)dA (3.8)

Berikut ini akan ditunjukkan bentuk fungsi Green untuk persamaan

Poisson di bawah ini

2 2
a—l;+a—l;:—iu O<x<L,0<x<H (3.9)
oX° oy

dengan syarat batas Dirichlet homogen :

() u(0y)=0 (O<y <H)
(i) u(L,y)=0 (O<y <H)
(iii) u(x,0)=0 O<x <L)
(iv) u(x,H)=0 O0<x <L)

Penyelesaian persoalan syarat batas di atas menggunakan variabel terpisah

yaitu suatu metode dimana solusi dapat dinyatakan dalam bentuk
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u(x,y)=Xx)Y(y) (3.10)
Jika persamaan (3.10) disubstitusikan ke (3.9) maka akan diperoleh

X"XNY (y)+X (xX)Y "(y)+AX (x)Y (y)=0 atau

CX(X) Y () +AY ()
X)) Y(y)

Karena kedua ruas persamaan di atas masing-masing merupakan fungsi
dengan variabel bebas berbeda maka dapat dimisalkan sama dengan suatu

konstanta y, sehingga diperoleh dua persamaan diferensial biasa berikut
X"(x)+uX (x)=0 (3.11)

Yy )= (u=2) (y)=0 (3.12)

Jika persamaan (3.10) disubstitusikan ke syarat batas (i) dan (ii) maka akan
didapatkan persamaan-persamaan berikut ini

u@,y)=X ()Y (y)=0

u(L,y)=X (L)Y (y)=0

Berdasarkan kedua persamaan di atas didapat bahwa X (0)=X (L)=0 atau
Y (y)=0. JikaY (y)=0 maka u(x,y)=0 yang berarti hanya solusi trivial

yang didapat. Sehingga untuk mendapatkan solusi non-trivial haruslah

Y (y)=0 atau didapat syarat batas berikut ini

X (0)=X (L)=0 (3.13)
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Jika persamaan (3.10) disubstitusikan ke syarat batas (iii) dan (iv) maka akan

didapatkan persamaan-persamaan berikut ini

ux,0)=X(x)Y (0)=0

ux,H)=XX)Y (H)=0

Berdasarkan kedua persamaan diatas didapat bahwa Y (0)=Y (H)=0 atau
X (x)=0. Jika X (x)=0 maka u(x,y) =0 yang berarti solusi trivial yang
didapat. Sehingga untuk mendapatkan solusi non-trivial haruslah X (x) =0

atau didapat syarat batas berikut ini
Y (0)=Y (H)=0 (3.14)

Selanjutnya akan dicari solusi dari persamaan (3.11) dengan syarat batas

(3.13). Persamaan karakteristik dari persamaan (3.11) adalah p*+u=0
atau p®=-—u . Nilai-nilai 4 yang mungkin adalah x>0, =0,4<0. Berikut
ini akan ditunjukkan nilai-nilai ¢z agar persamaan (3.11) mempunyai solusi

yang non-trivial :

i. Kemungkinan pertama u >0

Jika u>0, maka p=+-u= J_ri\/; . Karena persamaan (3.11) adalah

persamaan diferensial linier homogen order dua koefisien konstan dengan

nilai-nilai karakteristiknya bilangan kompleks maka solusi dari persamaan

diferensial tersebut adalah X (x) = c,e™** +c,e V¥ [3]. Solusi ini dapat
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juga ditulis dalam bentuk berikut

X(x):clcos\/;x+czsin\/ﬁx (3.15)
dimana c,,c, adalah konstanta riil.
Jika syarat batas X (0) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.15),

maka akan didapatkan solusi berikut

X (X) = ¢, sin \/ux (3.16)

Jika syarat batas X (L) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.16), maka
akan didapatkan nilai ¢, =0 atau sin \/EL =0. Karena yang diinginkan
adalah solusi non-trivial, maka harus memenubhi sin \/;L =0. Nilai \/;L

merupakan pembuat nol dari fungsi sinus, yaitu \/;L =nz , dengan
nr )

n=123,..... Dengan demikian diperoleh nilai ., :(TJ dan

X, (xX)=¢, sin\/u—nx dengan n=12.3,..... .

ii. Kemungkinan kedua =0
Jika u =0 maka persamaan (3.11) akan menjadi X "(x)=0 , sehingga
solusinya adalah
X(X) =c,+C,X (3.17)

dimana c,,c, adalah konstanta riil [3].
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Jika syarat batas X (0) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.17), maka

akan di dapatkan solusi dengan bentuk
X(x) =c,X (3.18)

Jika syarat batas X (L) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.18) , maka
c, =0. Dengan demikian untuk kasus ini diperoleh X (x) =0 yang

merupakan solusi trivial.
iii. Kemungkinan ketiga 1 <0

Jika ;1< 0, maka p=+,/—u . Karena persamaan (3.11) adalah persamaan

diferensial linier homogen order dua koefisien konstan dengan nilai-nilai

karakteristiknya real berbeda maka solusinya
X (X) = eV 4o VX (3.19)

dimana c,,c, adalah konstanta riil [3].
Kemudian syarat batas X (0) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.19),

sehingga akan didapatkan c; =—c,, maka persamaan (3.19) menjadi

X (X) =, (e —el) (3.20)
Jika syarat batas X (L) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.20) , maka
persamaan (3.20) akan menjadi ¢ (e V" —e'*')=0. Karena

(e —e¥#1) 20 maka ¢, =0. Dengan demikian X (x) =0, sehingga pada
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kemungkinan ketiga ini juga diperoleh solusi yang trivial.

Sehingga dari ketiga kemungkinan diatas didapatkan solusi
nr )
X, (x) =c,sin \/u_nx dengan u, :(Tj :

Berikut ini akan dicari solusi dari persamaan (3.12) dengan syarat

batas (3.14). Persamaan eigen untuk persamaan (3.12) adalah
p’—u+A=0, atau p>=(1—u), sebut (A-u)=7. Karena p® =7 maka

akan mengakibatkan tiga kemungkinan, yaitu 7 >0,z =0 dan 7 <0.

i. Kemungkinan pertama 7 >0
Jika >0, maka p = +J7 . Karena persamaan (3.12) adalah persamaan

diferensial linier homogen order dua koefisien konstan dengan nilai-nilai

karakteristiknya bilangan riil berbeda maka solusinya

Y (y)=c7eﬁy jtcge’ﬁy (3.21)
dimana c,,c, adalah konstanta riil [3].
Jika syarat batas Y (0) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.21), sehingga

akan didapatkan c, =-c,, maka solusinya menjadi

Y (y)=c e —e’) (3.22)
Jika syarat batas Y (H ) =0disubstitusikan ke persamaan (3.22), maka

persamaan (3.22) menjadi cg(e’ﬁH _eVH )=0. Karena (e—ﬁH _e )20
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maka c, =0, dengan demikian Y (y)=0, sehingga pada kasus pertama

diperoleh solusi yang trivial.

ii. Kemungkinan kedua 7 =0
Jika 7 =0 maka persamaan (3.12) akan menjadi maka Y (y) =0, sehingga
Y(y)=Cy+CyY (3.23)
Jika syarat batas Y (0)=0 disubstitusikan ke persamaan (3.23) ,

maka solusinya

Y(y)=cpy (3.24)

Jika syarat batas Y (H) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.24) , maka
¢, =0. Dengan demikian untuk kasus ini diperoleh Y (y) =0 yang

merupakan solusi trivial.

iii. Kemungkinan ketiga 7 <0
Jika 7 <0, maka p =i Jr . Karena persamaan (3.12) adalah persamaan

diferensial linier homogen order dua koefisien konstan dengan nilai-nilai
karakteristiknya bilangan kompleks maka solusinya [3]

—iJry

Y (y) :coze‘ﬁy +Cyf . Solusi ini juga dapat dituliskan dalam bentuk

Y (y)=c,coszy +cy,sinry (3.25)

dimana c,,c, adalah konstanta riil.
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Kemudian syarat batas Y (0) =0 di substitusikan ke persamaan (3.25)

maka solusinya menjadi

Y (y)=c,sinzry (3.26)

Jika syarat batas Y (H) =0 disubstitusikan ke persamaan (3.26) , maka
akan diperoleh ¢, =0 atau sin JTH =0. Karena yang diinginkan adalah
solusi non-trivial, maka harus memenuhi sin~/zH =0, agar sin JrH =0

maka ~/7H haruslah pembuat nol dari fungsi sinus, yaitu JeH =m~r,

dengan m =1,2,3,..... Dengan demikian diperoleh nilai 7, :—[%J dan

Yo (y)=cpsinyr,y .
mx )’
Sehingga dari ketiga kasus diatas didapatkan nilai 7, = _(TJ dan

Y. (y)=cp,sin \/Zy . Karena (1 - u) =7 maka diperoleh hubungan
(A4 — 1,) =7, Sehingga dengan mensubstitusikan nilai y, dan ¢, diperoleh
nilai 4

nm ?

yaitu :

{3

dan solusinya adalah

U, (X, y)=a,,sin nil_xsin? (3.27)
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dengan n=12,3,... dan m=123,...
Dengan menggunakan prinsip superposisi yang menyatakan
kombinasi linier dari solusi persamaan diferensial parsial juga merupakan

solusinya [4] maka persamaan (3.27) akan mempunyai bentuk

0 00

u(x, y)=>.> a, sm—sm%y (3.28)
n=1 m=1

Dengan melihat bentuk persamaan (3.28) dan bentuk umum dari persamaan

(3.7), maka nilai

,(xy) =sin = sin S (3.29)
¥ nzx mzy ’ LH
J]4.2(x.y)A =“(Sln—sm X dedy -5 (3.30)

Persamaan (3.29) dan persamaan (3.30) disubstitusikan ke
persamaan (3.8) , maka akan diperoleh bentuk fungsi Green sebagai berikut

n7rx. mzy . NaX, . Mx
o o sin ysm %sin Yo

G(x,y;xo,yo)— ZZ L H L H

n=1 m=1 (nﬂjz (mﬂ'j
_ + -
L H

Fungsi green..., Maulana Malik, FMIPA Ul, 2009.



33

Berdasarkan representasi solusi dari persamaan Poisson (3.2), maka

bentuk umum solusi dari persamaan poisson adalah

. NzX . Mmzy . NaX,
» o SIN—=sin sin

uy) =[] o) >y —b—H L H gg

2 2
n=1 m=1 Nz mrr
4] ==

( L j [ H j
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BAB IV

PENUTUP

Pada bab Il dan 11l telah ditunjukkan bahwa persamaan Laplace
dengan syarat batas Dirichlet homogen hanya akan mendapatkan solusi
trivial. Agar persamaan Poisson mempunyai solusi non-trivial diperlukan

kondisi f(x,y)=0 atau syarat batas yang non-homogen. Pada tugas akhir

ini dipilih f(x,y)#0. Terdapat dua buah kondisi untuk f(x,y)#0 , yaitu :

L F(x.y)=8(x—X,)8(y ~Yo)
diperoleh :

a. Fungsi Green memenuhi persamaan poisson

VZ[G (X, YiXe Y )] =8(X =X)8(Y —Y,)

b. Fungsi Green bersifat simetris

G (X’y;xo’yo):G (XO’yo;X’y)
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2. f(x,y)=-Au(x,y)

diperoleh bentuk umum fungsi Green untuk persamaan Poisson

sebagai berikut

. NaX . Mzy . X, . mry,
4 & &SI sin—n " sin = Ssin
GO Y% Yo) =T 33
n=1l m=

F 3
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