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ABSTRAK

Tulisan ini membahas suatu metode penaksiran mean dengan suatu
metode yang disebut new ratio estimator yang diperkenalkan oleh Prasad
(1989 ) pada stratified random sampling. New ratio estimator yang
diperkenalkan oleh Prasad ini dibatasi hanya pada taksiran rasio gabungan.

Pada dasarnya taksiran mean dengan new ratio estimator Prasad

mempunyai bentuk k'y.. dimana k suatu konstanta dan y.. adalah taksiran

mean dengan menggunakan taksiran rasio konvensional. k™ ini disebut
koreksi Prasad. Dapat ditunjukkan bahwa mean square error ( MSE ) dari
taksiran mean menggunakan new ratio estimator lebih kecil daripada
menggunakan taksiran rasio konvensional. Karena MSE mengukur
keakuratan suatu taksiran, berarti taksiran mean menggunakan new ratio
estimator lebih akurat daripada taksiran mean menggunakan taksiran rasio
konvensional. Dalam tulisan ini dilengkapi pula suatu contoh untuk mencari

taksiran mean dengan menggunakan kedua metode tersebut.

Kata kunci : mean square error, new ratio estimator, stratified random

sampling, taksiran rasio konvensional

Viii+65 him.; lamp.; tab

bibliografi : 5 (1977 — 2005)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Penarikan sampel secara simple random sampling pada populasi yang
heterogen menyebabkan sampling error dari taksiran parameter besar.
Untuk memperoleh taksiran parameter yang mempunyai standar error kecil,
maka populasi yang heterogen dibagi menjadi beberapa subpopulasi yang
homogen dan tidak overlapping yang disebut stratum, kemudian sampel
diambil secara simple random sampling pada masing-masing stratum.

Teknik penarikan sampel seperti ini disebut stratified random sampling.

Umumnya, tujuan penarikan sampel adalah untuk menaksir parameter
populasi. Salah satu parameter populasi yang ditaksir melalui sampel adalah
mean populasi. Biasanya penaksiran mean populasi dari suatu variabel
dilakukan berdasarkan pengukuran data dari variabel tersebut. Namun,
seringkali ada satu variabel lain, sebut X , yang berkorelasi kuat dengan
variabel yang ingin diamati, sebut Y . Dengan melibatkan variabel yang
berkorelasi kuat dengan variabel yang ingin diamati dapat diperoleh
tambahan informasi dalam penaksiran mean dari Y . Salah satu taksiran
yang melibatkan variabel yang berkorelasi kuat dengan variabel yang ingin
diamati adalah taksiran rasio. Taksiran rasio dapat digunakan pada simple

random sampling maupun stratified random sampling.
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Pada stratified random sampling, ada dua cara yang berbeda untuk
mendapatkan taksiran rasio yaitu metode taksiran rasio terpisah ( separate )
dan metode taksiran rasio gabungan. Pada metode taksiran rasio terpisah,
pertama dilakukan penaksiran rasio mean untuk masing- masing stratum
kemudian dicari taksiran mean untuk populasi dengan menggunakan
formula stratified random sampling. Pada metode taksiran rasio gabungan,
pertama dilakukan penaksiran mean populasi untuk masing- masing variabel
dengan formula stratified random sampling kemudian perbandingan nilai
taksiran ini digunakan sebagai taksiran rasio mean populasi. Jika mean dari
X diketahui, maka taksiran rasio dapat digunakan untuk mencari taksiran

mean dari Y .

Pada umumnya taksiran rasio konvensional merupakan taksiran yang
bias sehingga taksiran mean dengan menggunakan taksiran rasio pun bias.
Beberapa metode pengembangan taksiran rasio telah dilakukan tetapi tetap
menghasilkan taksiran rasio yang bias, bahkan menghasilkan mean square
error ( MSE ) yang lebih besar daripada taksiran rasio konvensional (Kadilar,
C.,Cingi, H: 2005). Oleh karena itu, dalam tugas akhir ini akan dibahas
mengenai penaksiran mean dengan menggunakan modifikasi taksiran rasio
yang menghasilkan MSE lebih kecil daripada menggunakan taksiran rasio
konvensional. Modifikasi taksiran rasio yang akan dibahas dalam tugas akhir
ini adalah taksiran rasio yang diperkenalkan oleh Prasad yang disebut new

ratio estimator. Karena taksiran mean dengan menggunakan new ratio
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estimator mempunyai MSE yang lebih kecil daripada menggunakan taksiran
rasio konvensional maka taksiran mean dengan menggunakan new ratio

estimator dikatakan lebih akurat.

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan dalam tugas akhir ini adalah :

Bagaimana mencari taksiran mean dengan menggunakan new ratio
estimator pada stratified random sampling yang lebih akurat dibandingkan

dengan menggunakan taksiran rasio konvensional

1.3 Tujuan Penulisan

Adapun tujuan penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut :

1. Menjelaskan tentang taksiran mean dengan menggunakan new ratio
estimator pada stratified random sampling

2. Membuktikan bahwa taksiran mean dengan menggunakan new ratio
estimator lebih akurat daripada menggunakan taksiran rasio konvensional

3. Dengan menggunakan data hasil panen tahun 2005 dan luas sawah tiap
petak, akan dicari taksiran mean hasil panen tahun 2008 berdasarkan

data stratified random sample tahun 2008
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1.4 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah dalam tugas akhir ini adalah sebagai sebagai

berikut :

1. Elemen sampel dalam tiap stratum diambil tanpa pengembalian dan

dengan menggunakan alokasi proporsional

2. Metode yang dibahas untuk taksiran rasio pada stratified random

sampling adalah taksiran rasio gabungan

1.5 Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini terdiri dari lima bab. Bab | merupakan pendahuluan.
Bab Il merupakan landasan teori yang membahas tentang mean square
error, simple random sampling, stratified random sampling dan taksiran rasio
serta taksiran mean dengan menggunakan taksiran rasio pada stratified
random sampling. Bab Ill membahas taksiran mean dengan menggunakan
new ratio estimator. Bab IV berisi contoh penerapan. Bab V merupakan

penutup yang terdiri dari kesimpulan dan saran.
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BAB Il

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas mengenai dasar- dasar teori yang
digunakan dalam penulisan tugas akhir ini, yaitu Mean Square Error ( MSE ),
MSE dari taksiran mean dalam simple random sampling dan stratified random
sampling serta MSE dari taksiran rasio untuk mean dalam simple random

sampling dan stratified random sampling.

2.1 Mean Square Error ( MSE)

Misalkan @ merupakan suatu parameter dan 0 merupakan taksiran

dari parameter ¢ . Mean Square Error ( MSE ) dari 6 didefinisikan sebagai

berikut:

MSE (8)=E| (6-5)'|
Akan dibuktikan bahwa :

MSE(f) = Var()+ (bias(g,))z
dimana (bias(é)) - E(é)'e dan Var(é) :E[(é_E(é))z}

MSE(0) E| (6-0)' |
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wse(d) <€ (0-€[7] +£[d]-0f |
MSE(6) =E ((e E[4])+(é- E[é}))z}

wse(9) - (o-€[2]) +2(o-e[a)(2-e[2]) +(£[4]- )

MSE(4) = E:(H-E[é])z}+E[2(0-E[é])(é-E[é})}+E[(E[é]-é)1
MSE(4) = E(e-E[é])z +2(9-E[é])E[(é-E[é]ﬂ +E[(E[é]-é)z}
MSE(8) = Var() - 2(0-E[ 4)(E[8]-E[ 4] + (bias(4))
MSE(8) = Var(4) + (bias(d))

MSE (6) = Var(4) + bias(d))

Berdasarkan definisi MSE di atas, jika 6 tidak bias, maka MSE dari 6 akan

sama dengan variansi dari 6

Bukti:

0 dikatakan tidak bias jika E[é} )
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MSE () = Var(é)+(bias(é))2
MSE(8)=E

MSE(é):E

MSE (@)= Var(0)

A

Terbukti bahwa jika 8 adalah taksiran tidak bias untuk 6 maka

MSE()=E| (6-m]’ |=var(9)

Taksiran yang baik adalah taksiran parameter yang tidak bias dan
memiliki variansi minimum diantara taksiran tidak bias lainnya. Pada
kenyataannya, sering dijumpai taksiran yang tidak bias tetapi mempunyai
variansi besar, atau taksiran yang bias tetapi mempunyai variansi kecil.
Karena itu, untuk mengukur keakuratan suatu taksiran digunakan mean
square error ( MSE ) yang melibatkan bias dari taksiran dan variansi dari
taksiran tersebut. Taksiran yang mempunyai MSE lebih kecil dikatakan lebih

akurat.

2.2 Simple Random Sampling

Simple random sampling adalah suatu metode pengambilan sampel

dimana sampel berukuran n diambil dari populasi berukuran N dengan cara
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sedemikian sehingga setiap sampel yang mungkin mempunyai probabilitas
yang sama untuk terpilih menjadi sampel. Simple random sampling

digunakan pada populasi yang homogen.

Pengambilan sampel dalam simple random sampling dapat dilakukan
dengan dua cara, yaitu pengambilan sampel dengan pengembalian dan
pengambilan sampel tanpa pengembalian. Karena unit yang sama tidak
memberikan tambahan informasi maka sering digunakan pengambilan

sampel tanpa pengembalian.

Pada simple random sampling, setiap elemen memiliki probabilitas yang
sama untuk terpilih menjadi elemen sampel. Hal tersebut dijelaskan dalam

teorema berikut :
Teorema 1

Pada simple random sampling, probabilitas suatu elemen terpilih

menjadi elemen sampel adalah sama yaitu %

Bukti:

Misalkan populasi berukuran N dengan nilai- nilai : u,,u,,...,u,

Akan dicari probabilitas u. terpilih menjadi elemen sampel, untuk setiap

i=12,..,N

Didefinisikan :
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p; = Pr (u; muncul pada pengambilan ke- j ), j=1,2,..,n
Untuk j=1, maka

p, = Pr(u, muncul pada pengambilan ke -1)

1
plzﬁ

untuk j=2 maka

p, = Pr (u. tidak muncul pada pengambilan ke-1 dan muncul pada

pengambilan ke-2 )

e )

1
pzzﬁ

Untuk j=n, maka

p, = Pr (u, tidak muncul pada pengambilan ke-1 sampai pengambilan ke

(n—1) dan muncul pada pengambilan ke-n )

H)(lﬁ)(ﬁw N -(i-Z)J(N -(1n-1)]
) ()
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Jadi, pj:%, j=12,..,n

Selanjutnya, misalkan:

7, =Pr(u, terpilih dalam sampel )
A, = kejadian u; muncul pada pengambilan ke- j, j=12,..,n

Maka :
7, =Pr(A VA U..UA)

Karena A, A,,..., A, adalah kejadian saling lepas, diperoleh:

7z, =Pr(A)+Pr(A)+....+Pr(A)

1 1 1
T E—F— . +—
N N N
n
T =—
N
Terbukti bahwa untuk sembarang elemen populasi u,, i=1,2,...,N,

probabilitas u. terpilih dalam sampel adalah %

2.2.1 Taksiran Mean Berdasarkan Simple Random Sample

Misalkan: Y adalah variabel yang ingin diamati

u,,U,,...,u, adalah nilai-nilai dari Y untuk elemen- elemen populasi

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.
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Y., ¥, Y, a@dalah nilai-nilai dari Y untuk elemen- elemen sampel dimana
sampel diambil secara simple random sampling

N

U

N N
. 1 .
Mean dari Y = #, =E[Y]=Y u,R (u, terambil)=>u, = 1N
i=1 i=1

Pandang suatu statistik:

Zn‘,Yi

77— i=1
1 n

Dapat dibuktikan bahwa y adalah taksiran yang tidak bias untuk mean

populasi z,

Untuk membuktikan bahwa y adalah taksiran tidak bias untuk s, yaitu

dengan menunjukkan bahwa E(Y) = x,

Bukti:

Definisikan variabel random Z , dimana:

z =1, jika u; menjadi elemen sampel, i=12,...,N

z,=0 jika u; tidak menjadi elemen sampel, i=12,...,N

Sehingga didapat:
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ZYi ) guizi

E[V]:%iz::uiE[zi] (2.2.1.a)

Nilai E[z ] dapat dicari sebagai berikut :

E[Zi]zgzi Pr(zi)
E[z]=0.Pr(z =0)+1.Pr(z =1)

E[z]=1.Pr(z =1)

E[z]=1.Pr(u, menjadi elemen sampel)

Berdasarkan teorema 1 diperoleh bahwa Pr(ui menjadi elemen sampel) :%
sehingga

n
E[zi]zﬁ (2.2.1.b)

Dengan mensubstitusikan (2.2.1.b) ke (2.2.1.a) diperoleh :
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Karena E[V] = u, maka terbukti bahwa y adalah taksiran tidak bias untuk g,

2.2.2 MSE dari Taksiran Mean Berdasarkan Simple Random Sample

Dalam sub-bab ini akan dibahas mengenai Mean Square Error ( MSE )

dari ¥, yaitu taksiran dari g . MSE dari y didefinisikan sebagai:
MSE(Y) = E[ (V-4 )’ |

Dapat dibuktikan bahwa MSE dari y adalah :

N 2
MSE(y) :(%)% (2.2.2.a)
N
Z(ui - Hy )2
dimana o’ :'ﬂT merupakan variansi dari Y
bukti :

Sesuai definisi MSE(Y) = E[(V- 4, )1 , sehingga
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MSE(Y) =E[¥*-2Yu, + 4% ]
MSE(Y)=E[ ¥* |- 24E[Y]+ 1,
MSE(Y) =E[ V* |- 214 14, + 1,

MSE(y) =E[ ¥* |- 1",

n 2 N 2
2 Yi Zui
MSE(Y)=E|| 22— | [-| 2
n N

MSE(Y) =%E

|

1

MSE(Y) :—E—i(uizi )’ +iiu‘ujzizi}'%(iuijz

2
n -1 T

MSE(V )= %(iuizE[zf]+iiuiqu[zizj ]] %(i uij (2.2.2.0)

i i=

Sekarang akan dicari nilai E[ziz} dan E[zizj]
2]~ Y pr(z)

7;=0
E[z’]=0"Pr(z =0)+1*Pr(z =1)

n

E[z] - (2.2.2.€)
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E[zizi]zzzl: 2,2, Pr(z,2;)

z;=012;=0

El[zz]= Pr(zi =1z :1)
E[z2]=Pr(u, danu; menjadi elemen sampel)

N-2
Cn-2
N
n

El[zz]=

n(n-1)
N(N-1)

El[zz]=

(2.2.2.f)

Dengan mensubstitusikan (2.2.2.e) dan (2.2.2.f) ke (2.2.2.d) diperoleh:

e B (3] (e (g

1 [ N-ng Nn-N-Nn+n
MSE(y)=—| — ) u?
¥ nN[N-lg CTUN(ND) (

)
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diketahui bahwa o} ==

2
maka diperoleh MSE(Y) = E[(V'ﬂy )2} = (%) O-g ( terbukti)

2.3 Stratified Random Sampling

Stratified random sampling merupakan salah satu teknik pengambilan
sampel yang digunakan pada populasi yang heterogen. Dalam stratified
random sampling, populasi yang heterogen dibagi ke dalam beberapa
subpopulasi yang homogen dan tidak overlapping, yang disebut stratum,
kemudian diambil sampel tanpa pengembalian dengan menggunakan simple

random sampling dari masing- masing stratum.

Misalkan populasi yang heterogen berukuran N dibagi menjadi L strata

dengan :
N, :ukuran stratum ke-h
n, : ukuran sampel yang diambil dengan simple random sampling pada

stratum ke-h

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.
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Ly, :meandari Y pada stratum ke-h
A : taksiran mean berdasarkan simple random sample pada stratum
ke-h

o, :variansi dari Y pada stratum ke-h

Karena pada tiap strata diambil sampel secara simple random sampling,

maka pada strata ke-h , h=1,2,...,.L berlaku :

Z Yhi
_ o

h

Yh

adalah taksiran tidak bias untuk s,

Selanjutnya, akan dibahas mengenai taksiran mean populasi pada stratified

random sampling beserta MSE-nya

2.3.1 Taksiran Mean Berdasarkan Stratified Random Sample

Mean populasi dalam stratified random sampling = z, yaitu :

L Ny L
Zzyhi ZNh:uh L N
1, = h=1 i=1 _ h=1 — _h:uh
Y N N ~ N

Untuk mencari taksiran mean populasi berdasarkan stratified random sample,

dibutuhkan nilai-nilai taksiran mean di dalam setiap stratum.

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.
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Misalkan y, adalah taksiran mean populasi dengan menggunakan formula

stratified random sampling

Didefinisikan :

N
Yy = ZWh

h=1

Dapat dibuktikan bahwa Yy, adalah taksiran yang tidak bias untuk ., .

Bukti:

Untuk membuktikan bahwa Yy, adalah taksiran yang tidak bias untuk g, yaitu

dengan menunjukkan E[V, | =

L
Karena E(Y,,) :Z% = p, , maka terbukti bahwa Y, adalah taksiran yang
h=1

tidak bias untuk g,

Selanjutnya akan dibahas mengenai mean square error ( MSE ) dari

taksiran mean dari Y berdasarkan stratified random sample.
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2.3.2 MSE dari Taksiran Mean Berdasarkan Stratified Random Sample

Dalam sub-bab ini akan dibahas mengenai Mean Square Error ( MSE )

dari y,. MSE dari y, didefinisikan sebagai :
MSE(V.)=E| (Va-# )|

Dapat ditunjukkan bahwa:

r N, Y[ N, -n Ghz
MSE(yst)zz[Wh) [ﬁJ;
h

h=1 nh

N

Z(yhi '/‘Yh)z

dengan aYhZ =|:lN— adalah variansi dari Y pada strata ke-h
h

Bukti :

MSE (V) =E[ (V.- )’

L N ;
E (Zﬁyh‘ﬂvj }
h=1

MSE(V,)

w355 oo

__Lﬁ_z-LLﬁ&__-z ,
MSE(ySt)_EZ NYh ZZN NREE 208," + 1y
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MSE (. Z( j E|(%, }ZZ%%E YoV ]- 4 (2.3.2.2)

h=1 =1 k#h
Untuk menyelesaikan (2.3.2.a), maka akan dicari E[(Vh)z} dan

E[V., Y, |terlebih dahulu.

Diketahui bahwa -
Var(,) =E| (% -E[%])’ |

Sehingga
Var(7,)=E[ (%)’ |-2E[5, JE[%,]+(E[%])

Var(v,)=E| (V)" |- E[Val) (2.3.2.b)

karena Y, tidak bias untuk ., maka berdasarkan definisi MSE pada sub-

bab 2.1, Variansi (y,) = MSE(Y,) . Diketahui pula bahwa

n,

MSE(Y,) = [—

2
]O-i sehingga (2.3.2.b) menjadi :
N,-1)n,

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.
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E[(%,)" ] = (N—n] T, (2:3.2.0)

Selanjutnya,
E[V.V.]=cov (¥, i) +E[ Vi |E[ V]
Karena antara strata yang satu dengan yang lain tidak overlapping maka nilai

cov (Y, Vi) =0sehingga :

E[ykyh]zE[yk]E[yh]::quluYh (2.3.2.d)

Dengan mensubstitusikan (2.3.2.c) dan (2.3.2.d) ke (2.3.2.a) diperoleh:
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Terbukti bahwa MSE dari taksiran mean dalam stratified random sampling

adalah :

Np

2
2 (Ym ﬂvh)
MSE (V. ZL:[ ) (N—nJU dengan o, * = 4———

h=1 -1 Nh

2.4 Taksiran Rasio

Dalam penaksiran mean populasi seperti yang sudah dibahas
sebelumnya hanya dilakukan pengukuran terhadap satu variabel yaitu
variabel Y . Namun, seringkali ada variabel tambahan, X , yang berkorelasi
kuat dengan variabel Y yang ingin dilibatkan dalam penaksiran mean
populasi dari Y . Salah satu taksiran yang melibatkan variabel yang

berkorelasi kuat dengan variabel yang ingin diamati adalah taksiran rasio.

Taksiran rasio dapat diterapkan pada simple random sampling dan
stratified random sampling. Pada stratified random sampling, ada dua metode
untuk mencari taksiran rasio yaitu metode taksiran rasio terpisah dan metode
taksiran rasio gabungan. Namun, dalam tugas akhir ini metode taksiran rasio
dalam stratified random sampling yang dibahas adalah taksiran rasio

gabungan.

Berikut adalah pembahasan taksiran rasio gabungan pada masing-

masing teknik sampling tersebut.
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2.4.1 Taksiran Rasio dalam Simple Random Sampling

Misal diambil simple random sample berukuran n dari populasi
berukuran N . Untuk mencari taksiran rasio, variabel yang ingin diamati, Y ,
dan variabel tambahan , X , diukur pada setiap elemen sampel dimana X

dan Y berkorelasi kuat. X, adalah pengukuran X pada elemen ke-i dan Y,

adalah pengukuran Y padaelemenke 1, 1=12,...,n

L)
Hy

Rasio dinyatakan dengan

dimana g, : mean dari variabel Y
4, > mean dari variabel X

Rasio R dapat ditaksir dengan r yaitu :

| <l

dimana V: taksiran tidak bias untuk
X : taksiran tidak bias untuk z,

Dapat dibuktikan bahwa r adalah taksiran yang bias untuk R

Buktinya sebagai berikut :
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Untuk membuktikan bahwa r adalah taksiran bias untuk R dengan

menunjukkan bahwa E[r]#R

Diketahui dari definisi covariansi yaitu :

Cov (r,X) =g -E[r]x,
Dengan membagi kedua ruas dengan x, =0, diperoleh :

Cov(r,X) s -E[r]u,

Hx Hx
Cov(r,Y):ﬂ_E[r]
Hx Hy
Cov(r,Y):R_E[r]
Hy
g[r]-r- SV () (2.4.1.2)
Hy

Nilai Cov(r,X) tidak mungkin nol karena terdapat korelasi antara r dengan
X . Karena E[r] # R maka terbukti bahwa r adalah taksiran yang bias untuk

R . Besarnya bias dari r adalah :

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.
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E[I’] -R=- COV(r, X) — . P %% — -erO-rCX (241 b)
Hx Hy

|E[r] - R| <o,C,

dimana :

Cov(r,X)  :covariansi antara r dengan X

P : korelasi antara r dengan X
o, : standar error dari r
oy : standar error dari X
C = Z* : koefisien variasi dari X
X

Dengan menggunakan aproksimasi deret taylor derajat satu di sekitar

(X,¥)= (s, 44 ) untuk r == maka dapat ditunjukkan bahwa bias(r)

| <

mendekati nol.
Sebelumnya, perhatikan aproksimasi deret Taylor derajat satu dari suatu
fungsi dua peubah f(x,y) disekitar (x,y)=(a,b) yaitu :

f,(ab)

1 (y-5)

f(xy)=f(ab)4 fX(f:'b)(x-a) :

dimana

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.
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f(@b) :turunan parsial pertama dari f(x,y) terhadap x di titik (a,b)
f,(a,b) : turunan parsial pertama dari f(x,y) terhadap y di titik (a,b)

Pandang f (x, y):%sehingga berlaku f (X,y)=

x| <

Aproksimasi deret Taylor untuk f (X,y)== di sekitar (X, )= (1, ) adalah

| | <l

sebagai berikut:

f(Y,V):%z f(ﬂxu”v)‘*‘ fi(ﬂX!ﬂY)(Y'ﬂx)-" fY (:uxuuv)(y'/‘v) (2.4.1.c)

f ()= 25D A (2.4.1.d)
X 24 ) x? (ttx oty ) ﬂxz
of (X,Y) 1 1
fo(uw ) =——— == =— (2.4.1.e)
' 87 (p1x 144y ) X (4x oty ) ’UX

Dengan mensubstitusikan (2.4.1.d ) dan (2.4.1.e) ke (2.4.1.c) diperoleh :

Yo B g ) (T ) (2.4.1)

Dengan mengekspektasikan kedua ruas pada (2.4.1.f), diperoleh :
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V:l _,UY A (% 1 }
E| = |=~E -—=(X +—(Y-u
{X iy ﬂXZ( «) ﬂx( )
_/UY Hy 1
=E|—|-E X-py )| +E| —(V - 1 }
_ﬂx} LUXZ( X)} Lux( Y)
=B B E[X - ]+ —E[V ]
Hy  Hy Hyx
_R_ /uY & =
> (x =1 )+ =y = 11y)
Hyx X
=R
Sehingga:
E[r]-R=E[%}—RzO 2.4.1.9)

Jadi, dapat disimpulkan bahwa : dengan aproksimasi deret Taylor

derajat satu untuk r di sekitar titik (X,y)= (.1 ) didapatkan bias(r)

mendekati nol

2.4.2 MSE dari Taksiran Rasio Berdasarkan Simple Random Sample

Berdasarkan definisi MSE yang telah dibahas dalam sub-bab 2.1, maka

MSE dari r adalah :
MSE(r):E[(r-R)z}zvar(r)+(bias(r))2.

Dengan aproksimasi Taylor derajat satu, bias(r) ~0 maka
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~Var (r)

Dari (2.4.1.f) yaitu :

Y M M s 1,_
R "l )t — Y-
X iy uXZ( 2 ux( )
Maka
A T 4
MSE (1)« Var(r)= Var| 45 ()« (5o
X X X

MSE(I’) =}

MSE(I’) ~

MSE(I’) =

MSE(r)z

Var( ad (Y-ﬂx)+i(v-ﬂy)J

Hyx Hyx

UXYZ JZ Var(Y-ﬂx){iJZ Var(y-M)+2:3 Cov ((X-a).(V-14))

( ;‘Y ] Var(Y)J{iJZ Var(y)+2 ::3 Cov(%,Y)

! Var(y-RX) (2.4.2.a)

2

Hy

Selanjutnya akan dicari Var(y-RX)

Definisikan suatu variabel D dengan nilai- nilai d; =y, - Rx, untuk setiap

elemen populasi

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.



29
Mean populasi dari D=, =E[d;]=E[y,-Rx|=E[y;]-RE[%] =4 -Ruy =0

N 2
_ (di 'ﬂd) _
Variansi populasi dari D = ¢ == N = N = N

(3 -Rx)-0) (v-Rx)’

Misalkan diambil n elemen populasi secara simple random sampling, akan

didapatkan :

idi Zn:(Yi'RXi) Zn:yi Zn:Xi

=1
n n n n

=Yy-RX (2.4.2.b)
Diketahui bahwa pada Simple random sampling

Var(7)=MSE(7)=[HjG—$,

n
Maka :
2 ZN:(Yi 'RXi )2

- N-nyoy | N-n |43
Var(d)=(ij_L(N _1)nJ v (2.4.2.c)
Dari ( 2.4.2.b) dan ( 2.4.2.c) didapat :

N-n i(yi-RXi)z

Var(y- RY):((N -l)nJ il N (2.4.2.d)

Dengan mensubstitusikan (2.4.2.d) ke (2.4.2.a) diperoleh :
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Jadi, dapat disimpulkan bahwa : dengan aproksimasi deret Taylor

derajat satu untuk r di sekitar titik (X, y)= (., ) didapatkan :

MSE(r) zﬂ%(%}%(oﬁ -2Ro,, +R%0% )
X

Penaksiran mean..., Wakhidah Muslikhah, FMIPA Ul, 2009.
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2.4.3 Taksiran Mean dengan Menggunakan Taksiran Rasio Berdasarkan

Simple Random Sample

Jika u, diketahui, maka taksiran rasio dapat digunakan untuk mencari

taksiran mean dari Y . Taksiran mean dari Y dengan menggunakan taksiran

rasio berdasarkan simple random sample dinotasikan dengan Yy,

Didefinisikan :
.\,
= = =r
yr Y luX luX

y. adalah taksiran bias untuk

Bukti :

Untuk membuktikan bahwa y, adalah taksiran bias untuk z, dengan
menunjukkan bahwa E[Y, ] x4, atau E[Y, - 4 ]#0

_ X
E[yr-uY]ZEkﬂx 'ﬂﬂx}

X

E[Vr-ﬂY]Z#XEE-ﬂ—Y}

Hyx

E[Y, - 1 ]1= pcE[r -R] (24.3.a)

Cov(r,X : .
Diketahui bahwa E[r-R] = -M sehingga (2.4.3.a) menjadi :

Hy
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_Cov(r, Y)]

X

E[yr _IUY] = :uX [
E[Y, - 4,1=-Cov(r, %)
E[Vr - :UY] =-Px0,0%
|E[7r - /uY ]| S O-rai

Terbukti bahwa y, adalah taksiran bias untuk g, dengan bias sebesar

-Cov(r,x)

Dengan aproksimasi Taylor untuk r di sekitar (X, V) = (z,, 14 ), maka

bias(y, ) mendekati nol.

Dengan mensubstitusikan (2.4.1.d) yaitu E[r-R]~0 ke (2.4.3.a) akan

diperoleh :
ELY, - 4, ]=pElr-R]=0

Berarti E[Y, |- 1 ~0 atau Bias(y,)~0
2.4.4 MSE dari Taksiran Mean dengan Menggunakan Taksiran Rasio

MSE dari y, didefinisikan sebagai :

MSE(5,)=E[ (7, -4 )|
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MSE(, ) =E| (rzs -Rer )’ |

MSE(¥,) =E[ 4, (r-R)’ |

MSE(¥,) = | (r-R)’ | (2.4.4.2)
Dari sub-bab 2.4.2 diketahui bahwa:

1 (N-n)l
E|:(r‘ R)2:| =MSE(I’) zz(m]ﬁ(ﬁf _ZRO-YX = RZ(T)Z()

Sehingga (2.4.4.a) menjadi :

MSE(¥,) = s E| (r-R)’ |

- 1 (N-n)1
MSE(yr) P~ ﬂxzﬂ—z(mjﬁ(af 'ZRO'YX + RZO->2<)
X

MSE(Y, )= (N—_;]-]%(O'f -2Ro,, + R0} )

Jadi , MSE(V,) ~ ( : - D%(af -2Royy +R°0% ) (2.4.4.b)

Berikutnya akan dibahas mengenai taksiran rasio dalam stratified random

sampling.
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2.4.5 Taksiran Rasio dalam Stratified Random Sampling

Misalkan R. menyatakan rasio gabungan untuk populasi dalam Stratified

Random Sampling, maka :

Re = ,U& ( ¢ menyatakan combined )
X

Taksiran dari R. sebut sebagai r. yaitu perbandingan taksiran mean dari Y

dengan taksiran mean dari X dalam stratified random sampling, ditulis :

I. merupakan taksiran yang bias untuk R. dengan buktinya adalah sebagai

berikut :

Untuk membuktikan bahwa I'. merupakan taksiran yang bias untuk Re

dengan menunjukkan bahwa :
E[rc];t R. atau E[rC —Rc]th
Diketahui dari definisi covariansi yaitu :

Cov(Ie, Xt ) =E[ IcXy |-E[ 1c JE[ %]
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cOv(rC,xst):ngﬁ]e[rc]yx

Cov (I, Rt ) = s ~E[rc ] i

Dengan membagi kedua ruas dengan ., , diperoleh :

COV(rC’YSI) » Ky 'E[rc].ux — RC 4 E[rc]

Hyx Hx
E[r.]-Re =% (245.a)
X

Karena E[rC] # R, maka I, merupakan taksiran yang bias untuk R.

Cov(r.,%Xy)
Hx

dengan bias sebesar -

Dengan menggunakan aproksimasi deret taylor derajat satu di sekitar

(Xet» Voo ) = (ax s 44y ) untuk 1o - Yt maka dapat ditunjukkan bahwa bias( Ie)

st

mendekati nol.

Pandang f(x, y):l, maka f(75t,75t)=£
X

X

st

Aproksimasi deret Taylor untuk f(X,,V,) zé di sekitar (X, Vg ) = (x4 )
X

st

adalah sebagai berikut:
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f (Xst’yst) ~ f (,Ux ’IUY)+ fxst (/Ux uUY)(Yst = My )"' stt (ﬂx UUY)(Vst '/UY)

_ 1
It o B B (R -y ) —— (T - 1ty (2.4.5.b)

Hx  Hy Hx

Dengan mengekspektasikan kedua ruas, diperoleh :

e Y | g 2 My gy (-
_)_(st:| L‘x ;sz( t qu) ,Ux(yt ﬂY)
_Vt_ Hy i 2 1<
E—_Sz _'E_Xs'lu +E_ys'/u}
T <l e g S ()| L5
_yt_ Hy Ky = 1 v
E = - E X = 1 +—E Yt - 1
L Xst Hx /uxz I:( t X):l Hy I:( t Y)}
_Vt_ Hy 1
| Lt | = Re 220 ()t ()
X Re ﬂxz Hx = Hx ™ v T My
_&_z
E_Yst R
Sehingga E[r. |-R; =E[%}- R. ~0 (2.4.5.c)
st

Kesimpulan : dengan menggunakan aproksimasi taylor order satu

untuk rc di sekitar (X, Yy ) = (4, 44 ) akan diperoleh bias (I, ) mendekati nol.

2.4.6 MSE dari Taksiran Rasio Berdasarkan Stratified Random Sample

Berdasarkan definisi MSE yang telah dibahas dalam sub-bab 2.1, maka

MSE dari r¢c adalah :
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MSE(r. ) =E| (1. -Re)” | = var(r; ) + (bias(r. ).
Dengan aproksimasi Taylor derajat satu, bias(r;) ~0 maka
MSE (r.) ~Var (r.)

Dari (2.4.5.b) yaitu :

= % i

# zﬂ_’u_YZ(XSt - iy )+ —— (Yot = 1)
Xg My Hy Hx
Sehingga ,

i 1,
MSE(r, ) ~ Var(ij Var(luY ﬂYz(Xst'ﬂx)"‘ﬂ_(Yst'ﬂY)J
st

Hx X X

MSE(I‘C) Var['%(xst My )+ — (yst ,UY)J

X Hx

MSE (1. )~ (;‘XY szar( Xt - thy ) + (ulx TVar(Vst-ﬂY) ;lXY Cov((%e - 4 ) (Va4 ))

2

,Ux

2
Var (X )+£ij Var (¥ )-2 A -Cov(Xy, Vs )
Hyx

,Ux

MSE(rC)z[

;/

2
MSE(r, )= ( ﬂl J Var (¥, —RoXy) (2.46.)
X

Akan dicari Var(¥,; —R:X) terlebih dahulu

Ambil w,; =y,; - RcX,; untuk setiap elemen populasi
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Pada stratum ke-h, mean populasi dari W adalah x,,

o, =E[ Wy |=E[ Vi -ReXui | =E[ Yii |- ReE[ Xy ]= a4y, -Repiy,

I\

> (W -ty )

==

Variansi dari U pada strata ke-h adalah oy, N
h
Dari (2.4.6.b) dan (2.4.6.c) didapat :

((ym R Xh.) (ﬂvh -Re sy, ))2

O'Wh = Nh

=2

thi_RCXhl
W, = = — ¥, -ReX,
h . Yn - Re Xy
_ LN, &N,
Wst:ZWh h:ZWh(yh_R Xh) yst RCXst
h=1 =

Karena pada stratified random sampling

L (N, Y[ Ny -n, | o
Var(V, ) =MSE(Y )= —“j SN o
seywse) -3 (R %

Penaksiran mean...,
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(2.4.6.b)

(2.4.6.C)

(2.4.6.d)

(2.4.6.e)
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2 2
Var(—st):i(%j [HJ% (2.4.6)

n,

Dengan mensubstitusikan (2.4.6.d) dan (2.4.6.e) ke (2.4.6.f) didapat :

(2.4.6.9)

_nhji,“z“l«ym-mh>-Rc<xh.-uxh>)Z

o EINCYN
Var(yst-Rcht):Z(Whj (Nh -1 /n N
= h h

h=1

Sehingga (2.4.6.a) menjadi :

2
MSE(rC)z(#ij Var (¥, —Re%y)
X

diketahui bahwa

=z

h Nh

(yh' ’uYh)

2 _ =1 2 _ i 2 _ =l
oy , Oy = ,dan oy =

h Nh Xh Nh h Nh

Maka :
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L Nh 2 Nh_nh 2 2 2
Z[—j m (GYh_ZRCGXYh+RC th) (2.4.6.h)

Kesimpulan :

Dengan aproksimasi deret taylor derajat satu, didapatkan

2 2
1) &(N N, -n
MSE(r.)=| — o —h (o2 -2 +R.%0%
(c) [ﬂx} hzz;( N j [(Nh_l)th(o-Yh Reowm + Re th)

2.4.7 Taksiran Mean dengan Menggunakan Taksiran Rasio Berdasarkan

Stratified Random Sample

Jika u, diketahui, maka taksiran rasio gabungan dapat digunakan

untuk menaksir mean dari Y . Taksiran mean dari Y dengan menggunakan

taksiran rasio gabungan berdasarkan stratified random sample dinotasikan

dengan Yg..
Didefinisikan :

- V.
Yre = Ity = Y_St:ux

st

Dapat dibuktikan bahwa Y., merupakan taksiran yang bias untuk /s,

Bukti :
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Untuk membuktikan bahwa Y, merupakan taksiran yang bias untuk g4, yaitu

dengan menunjukkan bahwa E[ Vg | # 24

E[VRC ':UY]: {iﬁ My - Rcﬂx}

st

E[ Ve -1 |= ,uXE{ zS‘ RC} (2.4.7.a)
st

. . Cov(re, Xy) .

dari (2.4.5.a) diperoleh bahwa E[r.]-R. = = sehingga :
Hy

k. Cov(r., X,

E[YRC'/JY]:/UX(' (I t)]
Hy

E[Vre - 4 |=—Cov(r.,X,) (2.4.7.b)

E[VRC] = uy —Cov(r,,Xy)

Karena E[VRC] # 1, maka Y, merupakan taksiran yang bias untuk s,

dengan bias sebesar —Cov(I;,X,,)

Dengan menggunakan aproksimasi taylor derajat satu untuk r. di

sekitar ( w0 Vst) = (ux ,,uY) akan diperoleh bias ( Yg. ) akan mendekati nol.

Dari (2.4.7.a) dan (2.4.5.c) diperoleh :
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E[Vac 'IUY]::L‘XE|:¥'RC:|NO

Karena bias dari Y. dinyatakan dengan E[VRC]—,UY = E[VRC - ,uY] yang

nilainya mendekati nol maka terbukti bahwa :

dengan menggunakan aproksimasi taylor order satu untuk rc di sekitar

(X, Vet ) = (2x, 44y ) akan diperoleh bias ( ¥, ) akan mendekati nol.

2.4.8 MSE dari Taksiran Mean dengan Menggunakan Taksiran Rasio

Berdasarkan Stratified Random Sample

MSE dari Y, didefinisikan sebagai :

MSE(VRC) :E|:(7RC " Hy )2i|

MSE (Vo) =E| (rcst = i1 )” |

E (rcﬂx - Re sy )Z]

MSE (Ve )

MSE(Vee) = 24 °E| (1 -Re )’ | (2.4.8.2)

Dari (2.4.6.c) diperoleh bahwa
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2 2
2 1 L (N N, -n |1
e () 0% (e et 2 o

Sehingga didapat :

MSE(VRC) =ﬂx2E[(rc - Rc)z}

LN, Y (N, -, ) 2
Z(Whj ( Nhh _{jn_(o'vzh - 2R oy, + Rczo_ih)

h

SN Y(N,-n ) L
MSE(yRC) ~ hZ:;,(WhJ [ Nhh _:[ ]n_h(o-\?h 2R Oy + Rczo-ih)

Kesimpulan :
dengan menggunakan aproksimasi taylor derajat satu untuk r. di

sekitar (X, Y) = (#y,14) akan didapatkan nilai aproksimasi untuk

MSE (Vg ) vaitu :

o LN, V[N, -n ) 1
MSE (Ve ) » Z(_hj (Mjn—(afh -2R 0y + Rczaf(h)
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BAB Il

PENAKSIRAN MEAN DENGAN MENGGUNAKAN NEW RATIO

ESTIMATOR PADA STRATIFIED RANDOM SAMPLING

Pada bab ini akan dibahas mengenai penaksiran mean pada stratified
random sampling dengan menggunakan modifikasi dari taksiran rasio.
Metode ini disebut new ratio estimator. Dengan metode ini dapat ditunjukkan
bahwa taksiran mean yang diperoleh lebih akurat dibandingkan dengan

menggunakan taksiran rasio konvensional.

3.1 Penaksiran Mean dengan Menggunakan New Ratio Estimator dalam

Stratified Random Sampling

Pada bab sebelumnya telah dibahas mengenai taksiran mean dari
Y dengan menggunakan taksiran rasio konvensional dalam stratified random
sampling. Taksiran mean yang diperoleh merupakan taksiran yang bias.
Untuk mendapatkan taksiran mean yang lebih baik saat melibatkan variabel
tambahan X , Prasad memperkenalkan metode penaksiran mean dengan

menggunakan new ratio estimator.
Misalkan :

Vs - Mmenyatakan taksiran x, dengan menggunakan new ratio estimator

dalam stratified random sampling
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Taksiran g, dengan menggunakan new ratio estimator dalam stratified

random sampling yang diperkenalkan oleh Prasad memiliki bentuk dasar :

Yap = k*VRC (3.1.a)
dimana :
Vre : taksiran mean yang menggunakan taksiran rasio dalam

stratified random sampling

k™ : suatu konstanta yang meminimumkan MSE(Vstp) , k” disebut

koreksi Prasad

Y4 Merupakan taksiran yang bias untuk s,

Bukti :

Untuk membuktikan bahwa Y, merupakan taksiran yang bias untuk .,

yaitu dengan menunjukkan bahwa E[Vstp] # 1, atau E[Vstp - U, ] #0
E[Vstp - Hy :| = EI:k*VRC -/uY]
E[Vstp'ﬂY]:k*E[VRc]'/‘Y (3.1.b)

Dari (2.4.7.b) diperoleh bahwa E[Yy. | =z, +Cov(r.,X, ). Dengan

mensubstitusikan nilai dari E[Y,. ] ke (3.1.b) didapat :
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E[ Vi - &4 | = (K -1) s, +K'Cov (I, X, )

Jadi, Y, merupakan taksiran yang bias dengan bias sebesar

(k* -l)yY +k'Cov(r.,X,)

Dengan menggunakan aproksimasi deret Taylor derajat satu untuk r.,

dapat ditunjukkan bahwa bias dari ¥, akan mendekati (k”-1) 4,

Bukti sebagai berikut :

Dari sub-bab 2.4.7 diperoleh bahwa dengan aproksimasi Taylor derajat satu ,
E[Vkc|= 1 sehingga (3.1.b) akan menjadi :

E[Vstp - My ] = k*E[VRC ] - py =K -y = (k* '1)/1\(

Terbukti bahwa dengan menggunakan aproksimasi deret Taylor untuk r.,

bias dari Y,, akan mendekati (k" -1)

Taksiran mean dengan menggunakan new ratio estimator pada (3.1.a)
lebih akurat dibandingkan dengan taksiran mean yang menggunakan taksiran
rasio dalam stratified random sampling. Penjelasan mengenai keakuratan

taksiran ini akan dibahas selanjutnya.

Sebelum melihat keakuratan taksiran ini, terlebih dahulu akan dibahas

mengenai mean square error (MSE) dari Y,
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3.2 MSE dari Yy,

MSE dari Y, didefinisikan sebagai :

MSE(7,,)= E[(Vsm "y ﬂ

Akan dicari bentuk dari MSE(Vstp)

MSE(Vstp) =E (ystp - Hy )z:l

MSE(Vstp) E (k*VRc':uY)ZJ

MSE(VStp) = E :(k*VRC )2 - 2k*7RCluY +/uY2:|

MSE(Vstp) - (k*)z E[(VRC )2} Zk*ﬂYE[VRc ] +;U$ (3.2.a)

Dari sub-bab sebelumnya diketahui bahwa :

bias( ¥, ) mendekati nol dengan aproksimasi Taylor, sehingga E[VRC]-yY ~0

atau dengan perkataan lain E[VRC] XLy

sehingga (3.2.a) dapat ditulis sebagai :
MSE (¥, ) =(K) E| (Ve )’ |- 2K 4 E[ Frc ]+ 14

MSE(¥,,)

(K)E| (Ve " |-2645) + 4
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MSE(Y,,)~(k') E

MSE(Y,,)~(k') E

MSE(VStp) ~ (k*)Z E (VRC )2 -(E[VRC ])2}4‘/15 (-Zk* +1+(k*)2)

MSE(V,, )~ (k') Var(Vue )+ i (k-1) (3.2.b)

Dari sub-bab 2.4.8 diperoleh bahwa :

Var(y, ZL:( j( h nhjl(o'vh -2R.om tRe th)
< N, -1

Dengan mensubstitusikan nilai Var(VRC) ke (3.2.b) akan menjadi :

MSE (¥, )~ (k )Zi( NN__nlJl(mh “2R.0y, +R702 )+ e (K <1)

het

(3.2.c)
Taksiran yang paling akurat adalah taksiran yang memiliki MSE terkecil maka
dari bentuk MSE(VSH,) pada (3.2.c) akan dicari nilai k~ yang meminimumkan
bentuk tersebut. Caranya adalah dengan mencari turunan dari MSE(Vstp)
terhadap k™ kemudian disama dengankan nol seperti berikut ini :

R G )

= * =0
dk dk
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dk” -1

d(MSE(ystp)) ZL:( ] [N -n, ]i( Yzh_ZRCGXYh+Rcza§h)+2ﬂ3(k*-1)=

Sehingga

2k Z( j [—Uni(af - 2Ro Oy + R 0% )+ 2445 (K -1) =0
N, —

h

L n 1
) (;[ J(Nhh—ijn_h(afh'ZRCGXYh+Rc2“§h)+ﬂY2J_2u3=O

K = y (3.2.d)

L n, |1
Z(Nh) ( N, —Jn(UYZh 2Reo R0, )b

h=1 h

Nilai k™ pada (3.2.d) tersebut terletak antara 0 sampai 1.

Setelah dicari turunan pertama dari MSE(Vstp) , selanjutnya untuk
membuktikan bahwa k™ pada (3.2.d) meminimumkan MSE(Vstp) maka akan

ditunjukkan bahwa turunan kedua dari MSE(Vstp) terhadap k™ bernilai positif

Turunan kedua dari MSE(Vstp) terhadap k” adalah sebagai berikut :
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&NV (N, -n )1 )
dZ(MSE(Vstp)) . d(Zk ;[Nh) [I\HJW(O_YZ“ 'ZRCO'XYh+Rczo->2(h)+2yY2(k 1)}

dk™? h dk”
dZ(MSE(VStP)) 3 Nh i Nh =Ny, 1 2 2 2 2
dk*z zZE(Wj [mjn—h(aYh -2Ro-XYh+R th)+ ZILIY

L 2 _
Diketahui bahwa Z(ﬁj (Mji(af -2R.0y,, + R0 ) menyatakan
(NN, -1 n 0 :

Variansi dari Y. maka nilainya positif. Oleh karena itu, turunan kedua dari

MSE(VStp) terhadap k™ bernilai positif.

Karena turunan kedua dari MSE(Vstp) terhadap k™ bernilai positif, maka

2
k' = £ meminimumkan

LN, (N, -n, ) 1
Z(Nh) (N:—:[J(O-YZ“ -2Re oy, + Rc20'>2<h )"'/J\f

h=1 n,

MSE(,,)

Informasi populasi sebelumnya dibutuhkan untuk mencari k™. Ketika nilai
Uy, [y, Ov 04, Oy dari populasi sebelumnya diketahui maka k™ dapat
dihitung

Dengan demikian, taksiran mean dengan menggunakan new ratio estimator

dalam stratified random sampling yang diperkenalkan oleh Prasad memiliki

bentuk :
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2

Vstp = L N 2 N n 1 ﬂY VRC (326)
Z(Nhj {Nhh_:[j (O_\?h ~2Rcoy + Rczaih )+,u$

n,

Besarnya k™ bergantung pada besarnya n,,oy 0% ,0yy, - Karena
taksiran rasio dapat digunakan jika terdapat korelasi yang kuat antara Y dan
X, maka o,,, harus besar. Jika n, semakin kecil maka k™ juga semakin kecil.
Jika oy dan of makin besar maka k™ makin kecil. Perlu diingat bahwa jika n,

terlalu kecil maka sampel yang diambil tidak mewakili populasi dan jika

afn dan af(h terlalu besar berarti pembagian strata kurang tepat.

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa koreksi Prasad k™ dapat

memberikan koreksi terhadap taksiran mean Y. jika terjadi kesalahan

pembentukan strata dan kurangnya ukuran sampel secara simultan.

Selanjutnya, akan dibahas keakuratan dari taksiran mean dengan
menggunakan new ratio estimator daripada menggunakan taksiran rasio

konvensional

3.3 Perbandingan Keakuratan dari y,, dengan Yg.

Seperti yang telah dibahas dalam sub-bab 2.1 bahwa suatu taksiran
dikatakan lebih akurat daripada taksiran yang lain jika memiliki Mean Square

Error (MSE) yang lebih kecil. Dalam sub-bab ini akan dicari taksiran manakah
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yang lebih akurat antara Y, dan Y. untuk menaksir x, yaitu dengan

membandingkan MSE kedua taksiran tersebut.

Diketahui bahwa :

2
MSE(VStP) ~ (k*)z i(%] (%]ni(of -2R.0oyy, + Rczaih )+,uf (k* -1)2
h=1 h h

2

Ly

N, YN, -n, ) 2
Z(Nhj LN“h_:[J(afh -2R Oy, + R0y, )+,uY2

L
h=1 n,

dimana k" =

dan

_ L (N Y(N.-n )1
MSE(yRC) ~ ZE—*‘J {ﬁjn—(ofh -2R.0u + RCZGf(h)
h h

LN, Y(N, -n )1
Sebut v= (—hj —h "= (52 -2R.0w + R 252
(] (Nt (et -2y eric

Maka MSE(¥,, )~ (k) v+ 42 (k"-1)" dan MSE (Y, )~V

2
Hy -V
M, TV

Perhatikan nilai dari

LN, Y (N, -0, ) 1
Karena v = —“j —h_h 1 — (o2 -2R.0,, +R.’0% ) menyatakan
;(N (Nh—ljnh( Y, cOxvn T Re xh)

aproksimasi dari variansi y.. yang nilainya positif, maka berlaku :
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2

2
#ol o M (3.3.a)
My TVl +V

2

Dari (3.2.d) diperoleh bahwa : k™ = Hy > sehingga (3.3.a) menjadi :
V+ 4y

BV (3.3.b)

Hy +V

Dengan mengalikan kedua ruas pada (3.3.b) dengan x’ +vdidapat :

1y V<K (15 +v)

0<k"(1f +V)- 5 +v

0<(k*-1)yY2+(k*+l)v (3.3.c)
Karena nilai k™ terletak antara 0 sampai 1 , maka

nilai (k”-1)<0

sehingga jika kedua ruas pada (3.3.c) dikalikan dengan (k* —1) <0 akan

menjadi :
0> (k* -1)[(k* -1),uY2 +(k* +1)v}

0> (K -1) s+ (K -1)(K +1)v
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v (K1) 2+ (k) v (3.3.d)
Karena (k*)szf(k*—l)2 menyatakan aproksimasi dari MSE(¥,,, ) dan

v menyatakan aproksimasi dari MSE(VRC) maka (3.3.d) dapat ditulis:

MSE (Vyp ) <MSE (Vic )

Karena MSE(VSm)<MSE(VRC) maka Y, lebih akurat dibandingkan Vg,

Dapat disimpulkan bahwa : Taksiran mean dengan menggunakan new ratio
estimator dalam stratified random sampling lebih akurat daripada

menggunakan taksiran rasio konvensional.
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BAB IV

PENERAPAN

Dalam bab ini, akan dibahas contoh penggunaan taksiran mean
dengan menggunakan 2 metode yaitu taksiran rasio konvensional dan new

ratio estimator pada stratified random sampling.

Suatu pengamatan dilakukan untuk mengetahui mean dari hasil panen
tiap petak sawah dalam satu tahun di kelurahan Tangkil, Sragen tahun 2008.
Akan dilakukan pengambilan sampel tahun 2008. Perlu menjadi catatan

bahwa data populasi tahun 2005 diketahui.

Penghitungan hasil panen ini dilakukan dengan memperhitungkan luas
sawah tiap petak. Luas sawah tiap petak berpengaruh pada besar kecilnya
hasil panen sehingga peneliti ingin melibatkan luas tanah tiap petak untuk
menaksir mean hasil panen. Karena diduga hasil panen berkorelasi kuat
dengan luas petak tanah, maka akan digunakan taksiran rasio untuk mencari

taksiran mean hasil panen tiap petak sawah dalam 1 tahun.

Sawah yang ada di kelurahan Tangkil, Sragen terbagi menjadi 2
macam yang memiliki tingkat kesuburan yang berbeda. Perbedaan tingkat
kesuburan tanah ini menyebabkan ada sawah yang dapat panen 3 kali dalam
setahun ( 120 petak sawah ) dan ada juga sawah yang hanya dapat panen 2

kali dalam setahun (30 petak sawah). Dengan kondisi populasi yang seperti
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ini, pengambilan sampel dilakukan secara stratified random sampling dengan
menganggap tingkat kesuburan tanah sebagai strata dan petak sawah

sebagai unit sampling.

Dalam penelitian ini, variabel yang ingi diamati, Y , adalah hasil panen
tiap petak sawah dalam satu tahun ( dalam satuan kuintal ). Sedangkan

variabel tambahan, X , adalah luas petak sawah ( dalam satuan m?)
Misalkan

N,= banyak petak sawah populasi pada strata ke-1 ( tanah subur )

N, = banyak petak sawah populasi pada strata ke-2 ( tanah tidak subur )
Diketahui bahwa :

N, =120 petak dan N, = 30 petak, sehingga

Ukuran populasi yang dinotasikan dengan N adalah :

N =N, + N, =120 + 30 =150

Dari data populasi tahun 2005 diperoleh informasi sebagai berikut :

Mean dari Y =g, =61.1019 kw
Mean dari X = u, =3247.3333 m?

Variansi dari X pada strata 1 = &, = 410553.9
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Variansi dari X pada strata 2 = o,,° = 145241.4
Variansi dari Y pada strata 1 = o, = 194.5651

Variansi dari Y pada strata 2 = o,,> = 27.96527

Dengan diketahuinya data populasi tahun 2005, informasi mengenai populasi
tahun 2005 ini akan digunakan dalam penaksiran mean hasil panen tahun

2008.

Untuk dapat menggunakan taksiran rasio, pertama diperiksa terlebih
dahulu korelasi antara X dengan Y . Hal ini penting untuk dilakukan karena
syarat untuk dapat digunakan taksiran rasio adalah korelasi antara Y dan X
harus kuat. Korelasi dihitung untuk masing- masing strata. Dengan
menggunakan SPSS 16.0, output korelasi antara Y dan X dapat dilihat

pada tabel 1 dan 2 dan diperoleh :
Pada strata 1 : korelasi antara Y dan X secara signifikans adalah 0.968
Pada strata 2 : korelasi antara Y dan X secara signifikans adalah 0.883

Korelasi antara Y dan X pada masing- masing strata sangat kuat sehingga

taksiran rasio dapat digunakan.
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Tabel 1 : Korelasi antara Y dan X pada strata 1

Correlations

58

luas X1 panen Y1
Luas_X1 Pearson Correlation 1 968"
Sig. (2-tailed) 0
Sum of Squares and Cross-
products 4.89E+07 1.03E+06
Covariance 410553.922 8648.083
N 120 120
panen_Y1 Pearson Correlation 968" 1
Sig. (2-tailed) 0
Sum of Squares and Cross-
products 1.03E+06 2.32E+04
Covariance 8648.083 194.565
N 120 120
**_Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).
Tabel 2 : Korelasi antara Y dan X pada strata 2
Correlations
luas_X2 panen Y2
Luas_X2 Pearson Correlation 1 883"
Sig. (2-tailed) 0
Sum of Squares and Cross-
products 4.21E+06 5.16E+04
Covariance 1.45E+05 1779.745
N 30 30
panen_Y2 Pearson Correlation 883" 1
Sig. (2-tailed) 0
Sum of Squares and Cross-
products 5.16E+04 810.993
Covariance 1.78E+03 27.965
N 30 30

**_Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).
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Untuk pengamatan diambil sampel di tahun 2008 dengan menggunakan
stratified random sampling dari suatu populasi berukuran 150 petak sawah
yang memiliki 2 jenis tingkat kesuburan tanah. Misalkan diambil sampel
berukuran 40 dengan alokasi proporsional, maka ukuran sampel pada
masing- masing strata adalah sebagai berikut :

120
n, =-——(40)=32
1 =150 40)

30
n =" (40)=8
2 150( )

Dengan menggunakan spss 16.0, deskriptif dari sampel dapat dilihat sebagai

berikut :

Tabel 3 : statistik deskriptif sampel strata 1

Descriptive Statistics

N Mean Std. Variance
Deviation
luas x1 32 3075 780.405 | 609032

hasil_panen_y1 32 63.297 16.4836 | 271.708
Valid N
listwise) 32

Tabel 4 : statistik deskriptif sampel strata 2

Descriptive Statistics

N Mean Std. Variance
Deviation
luas_x2 8 3650 160.357 | 25714.3

hasil_panen_y2 8 48.753 2.24453 | 5.03791
Valid N
(listwise) 8
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Dari tabel 3 dan tabel 4, diperoleh :

rata- rata hasil panen pada strata 1 = y, =63.297
rata- rata hasil panen pada strata 2 = y, =48.753
rata- rata luas petak sawah pada strata 1 = X =3075
rata- rata luas petak sawah pada strata 2 = X, = 3650

Selanjutnya akan dilakukan penaksiran mean dari hasil panen tiap petak
sawah dalam satu tahun dengan menggunakan 2 metode yaitu taksiran rasio

konvensional dan new ratio estimator

4.1 Taksiran Mean dengan Menggunakan Taksiran Rasio Konvensional

Seperti yang telah dijelaskan pada bagian sebelumnya bahwa Yy, —hyx
X

st
menyatakan taksiran untuk mean dengan menggunakan taksiran rasio

konvensional pada stratified random sampling.
Sebelumnya, dicari terlebih dahulu nilai y, dan X

2 N
Vo = th

h=1

_ (120)(63.297)+(30)(48.753)

. = = 60.38775
150
2
%, = Mg =120 3575, 39 3650 =3190
SN 150 150
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Dengan menggunakan p, =3247.3333 didapat :

Voo = 24 = 61.47308256 kw

st

Jadi, dengan menggunakan taksiran rasio konvensional, diperoleh taksiran

mean hasil panen tiap petak sawah dalam 1 tahun yaitu 61.47308256 kw
4.2 Taksiran Mean dengan Menggunakan New Ratio Estimator

Dari sub-bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa taksiran mean

dengan menggunakan new ratio estimator adalah :

Vstp = k*VRC

2

My

N, V(N -n )1
SNy

L
h=1

dengan k™ =

Karena populasi tahun 2005 diketahui, maka k dapat dihitung.
Diketahui bahwa :
oy =410553.9, o,,” =145241.4 , 5,7 =194.5651 , 05, ,° = 27.96527

1, =61.1019 kw dan x, =3247.3333 m?

My 61.1019

o= - 2 20018816024
i, 3247.3333
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N, =120, N, =30, n, =32dann, =8

Sehingga nilai k™ adalah :

2

K = T " “Y =0.999918034
-N
O ———

L
h=1 h
Dengan mensubstitusikan nilai k™ diperoleh :

V., =(0.999918034)(61.47308256 ) = 61.46878302

Jadi, dengan menggunakan new ratio estimator, diperoleh taksiran mean

hasil panen tiap petak sawah dalam 1 tahun yaitu 61.46878302 kw

Dalam contoh ini, didapat nilai k™ = 0.999918034 ~ 1 sehingga

Yao ® Yre - DeNgan perkataan lain, koreksi Prasad tidak begitu memberikan

dampak pada besarnya taksiran mean. Walaupun demikian, taksiran mean
dengan menggunakan new ratio estimator tetap lebih akurat dibandingkan

taksiran mean dengan taksiran rasio konvensional.
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BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang didapat :

1.

Jika terdapat variabel bantu X yang berkorelasi kuat dengan variabel
yang ingn diamati Y dengan mean dari X diketahui, maka taksiran
rasio dapat digunakan untuk menaksir mean dari Y pada simple

random sampling maupun stratified random sampling

Taksiran mean dari Y dengan menggunakan taksiran rasio

konvensional adalah :

S
Yre - Hx

st

Taksiran mean dengan menggunakan new ratio estimator adalah :

1

LN, V(N -n )1
Z( NhJ (Nhh_{](af - 2ROy +R0% )+ 444

r-]h
k" dihitung melalui informasi yang didapat dari populasi pada waktu

sebelumnya. k™ ini disebut sebagai koreksi Prasad yang dapat

memberikan koreksi terhadap taksiran mean dengan menggunakan
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taksiran rasio konvensional jika terjadi kesalahan pembentukan strata

dan kurangnya ukuran sampel secara simultan

3. Telah dibuktikan bahwa MSE(¥,, ) < MSE (Vs ) sehingga taksiran rasio

untuk mean pada stratified random sampling dengan metode new ratio

estimator lebih akurat dibandingkan dengan metode konvensional

5.2 Saran

Untuk selanjutnya semoga tulisan ini dapat dikembangkan untuk

mencari new ratio estimator dalam teknik sampling yang lain
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LAMPIRAN 1

Deret Taylor Fungsi 2 Peubah

Andaikan f (x, y) adalah suatu fungsi dua peubah yang memiliki
turunan parsial kontinu sampai derajat (n +1) pada semua titik yang terletak
pada ruas garis yang menghubungkan titik (a,b) dengan (a+h,b+k) pada
domain, maka f (x, y) dapat diaproksimasi oleh fungi polinomial di suatu titik

dalam ruas garis tersebut.

Misalkan titik (c,d) adalah titik dalam ruas garis yang menghubungkan
(a,b) dan (a+h,b+k), maka aproksimasi deret Taylor derajat N untuk

f (x,y) di sekitar titik (c,d) adalah :

m 1 -y, . .
F(xy) =R (xy)=> >~ ——=DiDff (c,d)(x=c)' (y—d)""
dimana

P,(x,y) adalah suatu fungsi polinomial

D/D;' f (c,d) adalah turunan parsial fungsi f (x,y) di titik (c,d)
Sehingga aproksimasi deret Taylor derajat satu untuk fungsi f (x, y) di

sekitar titik (c,d) adalah :
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f(xy)=R(xy)= 33— DIDI T (c.d)(x-c) (y-d)"

m=0 j=0 J!(m_ )
:—f(c,d)+%D§f (c,d)(y—d)+%O!Dif (c.d)(x—c)
=f(c,d)+D;f(c,d)(y-d)+D;f(c,d)(x—c)
dengan

D; f (c.d) : turunan parsial pertama fungsi f(x,y) terhadap y di titik (c,d)

D, f (c,d): turunan parsial pertama fungsi f (x, y) terhadap x di titik (c,d)
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LAMPIRAN 2 : Populasi Strata 1 Tahun 2005

69

Luas X1 |Hasil panen Y1|Luas X1 |Hasil panen Y1 [Luas X1| Hasil panen Y1
4000 89 3500 76.5 3500 72.5
3800 74 3300 62 3500 76.1
3800 77 3300 62.45 3500 73
3800 77.8 3300 64.1 3500 75.7
3800 77.5 3000 59 3500 73.1
3800 80 3000 56.3 3500 73.3
3800 77.8 3000 60 3500 77.1
3800 77 3000 53.75 3500 75.75
3800 78.5 3000 54.5 3500 74
3800 80 3000 52.83 3500 73.77
3800 77 3000 55.4 2700 54.45
3800 72.5 3000 57.05 2700 49.24
3800 78 3000 58.85 2700 57.13
3800 78.5 3000 59.3 2700 51.88
3800 79 3000 61.25 2700 54
3800 79 3000 56.85 2700 50
3800 78 3000 56.25 2700 59.25
3800 74.8 3000 60.79 2700 56.95
3800 78 3000 59 1700 36.36
3800 76.8 3000 58.01 1700 35
3800 75.8 3300 59.6 1700 36.1
3800 75 3000 60.8 1700 38.5
3800 80.75 3000 56.42 1700 39.01
4000 83.7 3000 57 1700 36.4
4000 81.4 3000 59.1 1700 37.1
4000 84.57 3000 55.39 1700 36.2
4000 89 3000 54.5 1700 37.15
4000 84.27 3000 59.7 1700 37
4000 85.3 3000 53.25 1700 38.6
4000 88.57 3000 59.26 1700 36.17
4000 87.5 3300 65 3500 71.6
4000 83.65 3300 68 2700 52.3
3800 78.5 3300 71 2700 55.35
3500 74 3300 715 2700 55.3
3500 70.5 3300 69 2700 50.7
3500 75.5 3300 68 2700 52.5
3500 74 3300 65 2700 56.75
3500 70 3300 64.5 2700 52.6
3500 69.3 3000 53.25 2700 52.55
2700 51.76 3300 62 2700 53.32
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Populasi Strata 2 Tahun 2005

Luas X2 | Hasil panen Y2 |Luas X2| Hasil panen Y2
3800 54 3500 47.5
3800 50.1 3500 a7
3800 55 3500 49
3800 52.8 3500 46.95
3800 47.1 3500 50.5
3800 49 3500 48.85
3500 50.22 3500 50
3500 51.77 1700 24
3500 51.75 3500 44
3500 45 3800 50
3500 44.9 3800 48.85
3500 48.6 3800 48
3500 49.35 3800 50.55
3500 50.9 3800 51
3500 45.1 3800 50

Hasil panen dihitung dalam satuan kuintal

Luas tanah dihitung dalam satuan m?
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LAMPIRAN 3

Data Sampel Tahun 2008
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luas_x1 |hasil panen_ylfluas_x1|hasil panen_yl|luas_x2| hasil panen_y2
4000 89 3000 53.75 3800 49
3800 77.8 3000 57.05 3500 51.77
3800 80 3000 59.3 3500 44.9
3800 77.8 3000 56.85 3500 47.5
3800 77 3000 60.79 3500 47
4000 83.7 3000 60.8 3800 48.85
4000 81.4 3000 59.1 3800 51
4000 84.27 3000 55.39 3800 50
4000 87.5 3000 59.26
3500 72.5 3300 68
3500 76.1 2700 52.55
3500 75.7 2700 56.95
3500 76.5 1700 36.1
1700 37.1 1700 38.6
1700 37 1700 36.17
3300 62.45 1700 39.01
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