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ABSTRAK

Dalam analisis data, saat data mempunyai outlier dan outlier yang
ada bukan merupakan suatu kesalahan, taksiran parameter yang diperoleh
dengan metode Ordinary Least Square (OLS) akan bias karena metode OLS
tidak robust terhadap adanya outlier. Oleh karena itu, dicari metode lain yang
robust terhadap adanya outlier, salah satunya ialah metode regresi robust
dengan menggunakan fungsi Huber. Pada skripsi ini akan dibahas mengenai
taksiran parameter pada model regresi robust sederhana dan berganda
dengan menggunakan fungsi Huber. Selain itu, akan dibandingkan antara
taksiran parameter model regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber
dan taksiran parameter yang didapat dengan metode OLS dilihat dari nilai
effisiensi taksiran parameter. Hasil yang diperoleh dari contoh penerapan
menunjukkan bahwa untuk data ada outlier taksiran parameter yang
diperoleh dengan metode regresi robust dengan fungsi Huber lebih effisien
dibandingkan metode OLS, sedangkan untuk data tanpa outlier taksiran
parameter yang diperoleh dengan metode OLS lebih effisien dibandingkan

metode regresi robust dengan fungsi Huber.

Kata Kunci : effisien, fungsi Huber, metode OLS, outlier, regresi robust

X + 100 hlm.; lamp.; tab.

Bibliografi : 13 (1980-2008)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Untuk melihat hubungan fungsional antara variabel dependen
(variabel terikat) dan variabel independen (variabel bebas) biasanya
digunakan model regresi. Salah satu cara untuk menaksir parameter
pada model regresi yang sering digunakan adalah dengan metode
Ordinary Least Square (OLS) yang meminimumkan jumlah kuadrat error.
Karena taksiran dengan metode OLS dicari berdasarkan jumlah kuadrat
error, maka adanya outlier akan menyebabkan taksiran parameter yang
didapat menjadi bias. Yang dimaksud dengan outlier di sini adalah suatu
observasi yang menyimpang jauh dari hubungan linear yang dibentuk oleh
mayoritas dari data. Dalam hal ini variabel independen dan variabel
dependen diperhitungkan secara simultan.

Pada analisis regresi linier dengan metode OLS, outlier dicari
berdasarkan suatu besaran yang dihitung dari data. Ada banyak cara
untuk mendapatkan besaran tersebut seperti telah dibahas dalam banyak
tulisan tentang model regresi. Setelah outlier ditemukan maka outlier
tersebut dikeluarkan dari analisis dan kemudian taksiran parameter dicari
dengan metode OLS berdasarkan data tanpa outlier. Hal ini tidak

bermasalah jika outlier berasal dari suatu kesalahan. Akan tetapi, jika
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outlier bukan berasal dari kesalahan, tindakan mengeluarkan outlier dari
analisis bukan merupakan tindakan yang tepat karena outlier dapat
memberikan informasi yang justru tidak diberikan oleh observasi lainnya.
Selain itu mengeluarkan outlier dari analisis dapat membuat taksiran

parameter yang diperoleh menjadi “under-estimate”.

Salah satu metode untuk mengatasi masalah outlier adalah
dengan menggunakan regresi robust. Pada regresi robust, taksiran yang
robust terhadap outlier (tidak terpengaruh oleh adanya outlier) akan
dicari sehingga outlier yang ada tidak perlu dikeluarkan dari analisis. Ada
beberapa cara untuk mendapatkan taksiran yang robust terhadap outlier,
salah satunya adalah taksiran robust dengan menggunakan fungsi Huber.
Pada prinsipnya, metode penaksiran dengan menggunakan fungsi Huber
akan mencari taksiran parameter dengan meminimumkan total fungsi dari

error.

Pada tugas akhir ini, penulis akan membahas tentang taksiran
parameter pada model regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber.
Bahasan akan mencakup tentang bagaimana mencari taksiran parameter
pada model regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber, baik pada
model regresi robust sederhana maupun pada model regresi robust
berganda. Dengan contoh data, taksiran parameter yang didapat dengan
metode regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber akan
dibandingkan dengan taksiran parameter yang didapat dengan
menggunakan metode OLS berdasarkan nilai effisiensi dari taksiran yang

didapat.
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1.2 Perumusan Masalah

1. Bagaimana mencari taksiran parameter pada model regresi

robust sederhana dengan menggunakan fungsi Huber?

2. Bagaimana mencari taksiran parameter pada model regresi

robust berganda dengan menggunakan fungsi Huber?

3. Bagaimana perbandingan antara taksiran parameter model
regresi robust dengan fungsi Huber dan taksiran parameter
yang didapat dengan metode OLS dilihat dari efisiensi dari

taksiran parameter?

1.3 Tujuan Penulisan

1. Mencari taksiran parameter pada model regresi robust

sederhana dengan menggunakan fungsi Huber

2. Mencari taksiran parameter pada model regresi robust

berganda dengan menggunakan fungsi Huber

3. Membandingkan antara taksiran parameter model regresi robust
dengan fungsi Huber dan taksiran parameter yang didapat
dengan metode OLS dilihat dari nilai effisiensi dari taksiran

parameter

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.



1.4 Pembatasan Masalah

Permasalahan dalam tulisan ini hanya dibatasi pada penaksiran

parameter dan tidak dilakukan pengujian model.

1.5 Sistematika Penulisan

Bab |. Pendahuluan

. Latar belakang masalah

. Perumusan masalah

=  Tujuan penulisan

= Pembatasan masalah

. Sistematika penulisan

Bab Il. Landasan Teori

. Regresi inier sederhana

= Regresi linier berganda

" Identifikasi outlier untuk regresi linier sederhana dan regresi

linier berganda

. MADN (Normalized Median Absolute Deviation)

= Taksiran Huber
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Bab Ill. Penaksiran parameter pada model regresi robust dengan

menggunakan fungsi Huber

= Penaksiran parameter pada model regresi robust sederhana

dengan menggunakan fungsi Huber

= Penaksiran parameter pada model regresi robust berganda

dengan menggunakan fungsi Huber

= Effisiensi taksiran parameter dengan metode regresi robust

dengan menggunakan fungsi Huber dan metode OLS

Bab IV. Contoh Penerapan

Data

] Deteksi outlier

= Mencari taksiran parameter dengan metode OLS yang
mengikutkan data outlier dan dengan metode regresi robust

yang juga mengikutkan outlier.

= Membandingkan kedua taksiran berdasarkan effisiensi dari

taksiran yang diperoleh

Bab V. Penutup

. Kesimpulan

= Saran
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BAB I

LANDASAN TEORI

2.1 Regresi Linier Sederhana

2.1.1 Model Regresi Linier Umum

Model regresi digunakan untuk melihat hubungan fungsional antara
variabel dependen (variabel terikat) dan variabel independen (variabel
bebas). Jika hubungan antara variabel independen dengan variabel
dependen linier dan hanya ada satu variabel independen pada model regresi,
maka model regresi disebut model regresi linier sederhana. Bentuk model

regresi linier sederhana seperti berikut :

y=p5+PBXx+¢ (2.1.1)

Dimana : y = variabel dependen

x = variabel independen

B; = parameter model regresi yang tidak diketahui nilainya, j=0,1,
yaitu £, merupakan intercept-y dan g, merupakan slope

(kemiringan) garis

& =random error

6
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Dalam analisis regresi terdapat beberapa asumsi dari error yang harus
terpenuhi agar taksiran parameter yang diperoleh BLUE (Best Linier

Unbiased Estimator). Asumsi-asumsi error antara lain
1. Komponen error ¢ mempunyai mean nol

2. Komponen error ¢ mempunyai variansi konstan o atau disebut

homoskedastisitas

3. Error tidak berkorelasi atau corr(s;,&;) =0, Vi= ]

4. Error berdistribusi normal

2.1.2 Estimasi Parameter Model

Salah satu metode yang digunakan untuk menaksir parameter dalam
model regresi adalah metode Ordinary Least Square (OLS). Prinsip dari
metode OLS adalah meminimumkan jumlah kuadrat error. Jumlah kuadrat

error ini dinamakan fungsi least square dan dinyatakan sebagai berikut :

S(BB)=e
= (2.1.2)

n

= 4 (Yi _:30_/31Xi)

2

dimana y, = nilai variabel dependen untuk observasi ke-i
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X, = nilai variabel independen untuk observasi ke-i

Taksiran least square dari g,dan g, diperoleh dengan meminimumkan fungsi

least square S(/,,4,) terhadap S, dan }, , yaitu

oS 0 s a
SN S B —fBx)=0
8,80 BO’Bl ;( yl ﬂo ﬂlxl>

dan
oS n -
= W W B —Bx x =0
8,6’1 BO’BI ;(yl ﬂo ﬂlxl )XI

Penyederhanaan dari persamaan (2.1.3) dan (2.1.4) seperti berikut

nﬁo +/§1in = Z Yi
i1 =)

Bozxi +ﬁAlin2 = zyixi
i=1 i=1 i-1

Solusi dari persamaan (2.1.5) dan (2.1.6) adalah

A

ﬁo = 7_131Y
n Sxy
B = S

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

Pembuktian taksiran parameter g, dan g, dapat dilihat pada lampiran 1.
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dimana Sxy_zyixi_(il j
i=1

M-

sz[j =3 (4%

i-1 n i—1

2.1.3 Ekspektasi dan Variansi dari Taksiran Parameter Metode OLS

1. Nilai ekspektasi taksiran parameter dengan metode OLS

Taksiran untuk £, yaitu ﬁl, dapat dinyatakan dalam bentuk

kombinasi linier dari observasi y;, yaitu

. S a
ﬂlzs—yzzciyi (2.1.9)
XX i=1

dimana ¢, = untuki=1,2,...,n.

(% =X)
S

Sebelum menunjukkan bahwa /?1 merupakan taksiran yang tak

bias untuk £,, terlebih dahulu ditunjukkan bahwa Zci =0 dan
i=1

anci X =1.
i=1

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Yo == = = =0 (2.1.10)
S S S

(2.1.11)

Sekarang akan ditunjukkan bahwa /3’1 merupakan taksiran yang tak

bias untuk .

e

i=1

CE(y,)

M- £

¢ (B +BX)

ﬂo_znlci +ﬂlicixi

I
LN

Hal diatas dapat dipenuhi karena E (&)= 0 (berdasarkan asumsi error),
dan berdasarkan (2.1.10) serta (2.1.11). Jadi, karena E(Bl):ﬁl,

maka Bl merupakan taksiran yang tak bias untuk £,.
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ﬁo juga merupakan
taksiran yang tak bias untuk g, .
E(:Bo) = E(V_Bli)
(7) -E (IBAlY)
E[Z yij_YE(ﬁl)

i=1

n

(ﬂo + ﬂlxi ) - 7ﬂ1

anxi anxi
=Pt b > _i:1n B

n
::Bo

S| S| m

Jadi, karena E(,@O):ﬂo, maka ﬁo merupakan taksiran yang tak bias

untuk £, .

2. Variansi taksiran parameter dengan metode OLS

Variansi dari /3, sebagai berikut

var(ﬁl) = Var(znlci yij
i=1
=var(c,y, +C,Y, +...+¢,Y,)

=c;var(y,)+c; var(y,)+..+c;var(y,)

karena var(yi)chz, sehingga var(ﬁl)menjadi
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var([a’l) =c¢/o’ +Cio’ +...+Cc°

= Zn:cizaz
i=1

2
(o}

S

2

Jadi, var(j)=2-.

(A)=5-
Variansi dari /3, sebagai berikut

var( f, ) = var(y- AX)
:var(7)+72 Var(/}l)—ZYCOV(Vﬁl)

Jadi, var(,@’o):a2 [EJFY—Z]

2.2 Regresi Linier Berganda
2.2.1 Model Regresi Linier Umum

Pada model regresi linier, dapat dijumpai variabel independen yang

lebih dari satu. Kondisi seperti ini dalam model regresi disebut model regresi
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linier berganda. llustrasi data dari regresi linier berganda dengan y sebagai

variabel dependen, x, x,,..., x, variabel independen dan n observasi, yaitu

Pengamatan i y X, X, - X,
1 Yi X Xy Xy
2 Yo Xy Xy oot Xy
n yn an Xn2 y Xnk

Bentuk model regresi linier berganda sebagai berikut :
Yi =B+ X+t LK &
k
=ﬂ0+ZﬂJXU+8l ] i:112!-"!n
j=1
Model regresi linier berganda diatas dapat dijabarkan seperti :

Vi =B+ X+ BoXey o+ B Xy &
Yy, =Byt BXo + BoXop +oot BX + &,

Yo = Bo+ BXyt BoXop +oF B Xy + &,

Y1 T Xt X, By
1 X X <o X
Sebut y-= y:2 , X=| . o 2|, B= '[.))1 , €=
yn 1 an Xn2 Xnk ﬂk

Sehingga model (2.2.2) dapat ditulis sebagai :

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Y1 1ox X o X || B &
Y, _ 1 X%y X:zz Xa || B 4 5;2 (2.2.3)
yn 1 an Xn2 Xnk ﬂ k gn

Dalam bentuk matriks model regresi linier berganda seperti berikut :

y=Xp+e (2.2.4)

Dengan y = vektor kolom dari variabel dependen yang berukuran n x 1

X = matriks dari variabel independen yang berukuran n x p, dengan

p=k+1

B = vektor kolom dari parameter regresi yang berukuran p x 1

¢ = vektor kolom dari error yang berukuran n x 1,

g~ NID(0,%)

2.2.2 Estimasi Parameter Model

Sama halnya dengan regresi linier sederhana, estimasi parameter
dalam model regresi linier berganda juga dapat diperoleh dengan metode
OLS. Fungsi least square untuk model regresi linier berganda sebagai

berikut :

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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S(ﬂo,ﬂl.---,ﬂk)=i€f
= (2.2.5)

k

:i(yi _:Bo _Zﬂjxij)z

j=1
dimana y; = nilai variabel dependen untuk observasi ke-i
Xij = nilai observasi ke-i dari variabel x; , dengan n > k, i=1,2,...,k

Taksiran least square dari f,, g,..., 8, didapat dengan meminimumkan fungsi

least square S(f,, ..., f) terhadap parameter-parameter pada model

regresi.
as n n < 4R
== z_zz(yi —ﬂo—Zﬂinj)=O (2.2.6)
Polppi E
aS n n S .
il =-2> (Y, —ﬂo—Zﬂjxij)xij =0 ,j=12..k (2.2.7)
Pilips = A

Persamaan (2.2.6) dan (2.2.7) diuraikan, sehingga diperoleh persamaan

seperti dibawah ini

NGy + 8D %o+ 5D Xg bt B Xy = DY, (2.2.8)
i=1 i=1 i=1 i-1
,5’02 X+ ﬁlz Xil2 + ﬁAzz X Xip +.ot ,ék Z Xig Xy = z Xi1Yi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

: (2.2.9)
ﬁozxik +B12Xikxi1 +ﬁzzxuxi2 +"'+lékzxik2 = inkyi
i-1 i=1 i=1 i=1 i-1

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Dalam bentuk matriks dapat ditulis sebagai berikut :

S =5

=g'e (2.2.10)
=(y—XB)" (y - XB)
=y'y =B X'y -y XB+B X" XB

dimana &' = transpose dari €. Karena B" X"y merupakan matriks berukuran

1 x 1 dan transpos dari ([5TXTy)T =y"XB juga merupakan skalar yang sama,

maka

SP)=y"'y-2B"X"y +B" X" XB (2.2.11)

Bl oXTy 42X XB=0

Bls (2.2.12)
X"XB=X"y

Jika matriks X"X invertible, maka diperoleh taksiran least square untuk B,

yaitu

B=(X"X)" Xy (2.2.13)

2.2.3 Ekspektasi dan Matriks Kovariansi dari Taksiran Parameter

dengan Metode OLS

1. Nilai ekspektasi taksiran parameter dengan metode OLS

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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E@)=E[(X'X)*XTy]
=(X"X)"X"E(y)
=(X"X)*X"E(XB) (2.2.14)
=(X"X)"X"X E(B)
=B

karena E(g) =0 dan (X' X)X X =I.

Jadi, karena E(fi) =B, maka p merupakan taksiran yang tak bias

untuk B.

. Matriks kovariansi untuk

cov(P)=E| (B-E@)(B-E®) |

—&|(B-p)(-5)’ |

(2.2.15)

Substitusikan persamaan y = XB+¢ kedalam persamaan (2.2.13),

sehingga diperoleh

(2.2.16)

1

+(xTx)’ X'g

I
=

Substitusikan hasil dari persamaan (2.2.16) ke persamaan (2.2.15),

didapat

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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cov() = E{ (xTx)‘l szH

[ T XTeeTX(XTX) }

E| (
(X" ) XTE(ee )X (X'X) "
( X)X oIX(XTX)

#(x7x)
Jadi, cov(p) :az(XTX)_l. Jika C =(XTX)_1, maka
var(ﬁ’j)zazcjj dan cov(,é B, ) C,, dimana Cj; merupakan

elemen diagonal ke-j dari (XTX)fl.

2.3 ldentifikasi Outlier untuk Regresi Linier Sederhana dan Berganda

Outlier merupakan suatu observasi yang menyimpang jauh dari
hubungan linier yang dibentuk oleh mayoritas dari data. Ada beberapa cara
untuk mengidentifikasi outlier dalam analisis regresi, antara lain leverage,
scaled residuals, DFFITS, DFBETAS, dan Cook’s Distance.

1. Leverage

Besarnya pengaruh suatu observasi terhadap besarnya
taksiran parameter antara lain dapat dilihat dari jarak nilai x
terhadap pusat nilai x semua observasi. Suatu observasi yang
mempunyai nilai x yang jauh dari pusat nilai x dapat berpengaruh

kuat dalam analisis regresi. Karena itu, nilai x yang jauh dari pusat

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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perlu dideteksi, salah satunya dengan elemen diagonal dari hat

matriks. Misal x,X,,..., X, variabel independen, n banyaknya
observasi. Sebut X{ =(X,X,,...,%,). Hat matriks didefinisikan

sebagai
H=X(X'X)" X" (2.3.1)

Elemen ke-i pada diagonal dari hat matriks, sebut h;i , dapat

diperoleh dari
h, =x" (X" X)"x, (2.3.2)

hi menyatakan jarak dari x; ke pusat nilai x dari semua
observasi. h; disebut leverage dari observasi ke-i. Untuk regresi

linier sederhana, h; dapat dirumuskan sebagai

(2.3.3)

Dapat ditunjukkan bahwa Zh” = p, dimana p merupakan
i=1

banyaknya parameter dalam persamaan regresi termasuk

P

intercept. Rata-rata dari h; , sebut h == . Nilai h; dikatakan besar
n

jika nilainya lebih dari dua kali rata-rata nilai h;;, yaitu

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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h. >%(Hoaglin&Welsch 1978). Pada regresi linier sederhana,

p=2, maka observasi berpotensi sebagai outlier jika h, >£. Jika hj;
n

besar, maka jarak x; terhadap pusat x besar, sehingga observasi

ke-i merupakan outlier.

. Scaled Residual

Scaled residual merupakan residual yang nilainya telah
distandarkan. Ukuran yang diperoleh dari scaled residual ini akan
terbebas dari skala, sehingga dapat dipakai untuk menentukan
apakah observasi merupakan outlier atau bukan berdasarkan nilai
scaled residuals. Ada beberapa ukuran dari scaled residual ini,
antara lain Standardized Residuals, Studentized Residuals, PRESS
Residuals, dan R-student.

a) Standardized Residuals

Variansi residual ditaksir dengan MSE.
Standardized Residuals dari observasi ke-i didefinisikan

sebagai :

d=—S_i=12,..n (2.3.4)

' JMSE

dimana e, = residual observasi ke-i

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Untuk regresi linier sederhana, MSE =12

Suatu observasi berpotensi sebagai outlier jika
mempunyai standardized redisuals |d; |>2.
b) Studentized Residuals
Menggunakan MSE sebagai taksiran variansi dari

residual ke-i, e, hanya merupakan suatu pendekatan.

Exact variansi residual adalah var(e )=oc"(1-h;). Halini
dikarenakan e=(1-H)y dimana H = X(XTX)fl X',

e=(1—H)(XB+s)
— XB—HXB+(1-H)e
= XB - X(X'X) X XB+(1-H)e
=(1-H)e
Sedemikian sehingga
var(e)=var[ (I-H)e]
=(I-H)var(g)(1-H)'
=o’(1-H)
karena var(e)=c’ldan | —H simetris dan idempotent.
Jadi, diperoleh var (e )=0o’(1-h,).
Studentized Residuals didefinisikan sebagai

=9 i=12,.n (2.3.5)

- JMSE(1-h,)

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Dari rumus (2.3.5), terlihat bahwa r; berpengaruh pada h;.
Jika h; besar (berpotensi sebagai outlier), maka r; juga
besar. Suatu observasi dikatakan berpotensial sebagai
outlier jika mempunyai studentized residuals |rj| >2. Jadi,
ri dapat digunakan untuk mendeteksi outlier secara
simultan.

PRESS Residuals (deleted residuals)

Pendekatan PRESS residual dalam melihat
observasi yang merupakan outlier berbeda dengan
standardized residuals dan studentized residuals.
PRESS residuals melihat selisih antara nilai observasi
ke-1, y; dengan nilai taksiran y; yang didapat dari model
tanpa menyertakan observasi ke-i.

PRESS residuals didefinisikan sebagai :

ey =V —9(1), i=12,..n (2.3.6)
Dimana Y; = nilai observasi ke-i

9(i) = nilai taksiran yang didapat dari model

dengan mengeluarkan observasi ke-i
PRESS residuals dapat juga dituliskan dalam bentuk

ei
= (2.3.7)

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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(Montgomery, Peck&Vining 2001). Dari persamaan
(2.3.7), terlihat bahwa nilai eg juga tergantung pada hi;,
sehingga dengan semakin besarnya h;, yang
mengindikasikan bahwa observasi tersebut berpotensi
sebagai outlier, maka nilai e yang diperoleh juga
semakin besar. Oleh karena itu, PRESS residuals dapat
digunakan untuk mendeteksi outlier yang terjadi secara
simultan.
d) R-student

Perhitungan R-student menyerupai studentized
residuals, akan tetapi variansi residual yang digunakan
untuk R-student memperhitungkan saat observasi ke-i

dikeluarkan dari pengamatan, sehingga variansi residual

ditaksir dengan S;, , yaitu

e
n—p)MSE-——

S? =( ) (1-h,) (2.3.8)
® n-p-1

R-student didefinisikan sebagai

=% i=12,..n (2.3.9)

Terlihat dari persamaan (2.3.9), R-student juga dapat
digunakan untuk melihat indikasi outlier secara simultan,

karena t; juga bergantung pada nilai h;. Suatu observasi
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24

berpotensi sebagai outlier jika nilai |t [>t,
?n—p—l

(Montgomery, Peck&Vining 2001).

3. DFFITS

DFFIT; ( difference in fit) yaitu ukuran pengaruh dengan

melihat selisih nilai taksiran dari observasi ke-i ( §,) dengan nilai

taksiran dari observasi ke-i berdasarkan model jika observasi ke-i

dikeluarkan dari pengamatan (9(i)). Jadi, DFFIT; dapat dituliskan
sebagai DFFIT. =Y. — %. Semakin besar selisih antara nilai Y,

dan 9(i) , maka data ke-i semakin berpengaruh.

DFFITS; merupakan DFFIT; yang dibagi standar errornya,

yaitu
DFFITS, =20 (2.3.10)
S(Zi)hii
dimana S(Zi) = variansi sampel dari residual yang diperoleh dari

model jika observasi ke-i dikeluarkan dari

pengamatan

DFFITS; bergantung pada hji, sehingga ukuran deteksi
outlier dengan DFFITS; memperhatikan nilai x dan y secara

simultan. Belsley, Kuh, dan Welsch menyatakan bahwa suatu

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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observasi dikatakan berpotesi sebagai outlier jika
IDFFITS,| > 2 \/§ , dengan n menyatakan banyaknya observasi dan
n

p menyatakan banyaknya parameter dalam model. Jika model

merupakan regresi linier sederhana, p=2, observasi berpotesi

sebagai outlier jika |[DFFITS| > 2 \/g
n

. DFEBETAS;;

DFBETA,; (difference in Beta) yaitu ukuran pengaruh
dengan melihat selisih nilai taksiran koefisien regresi ke-j, [?j
dengan nilai taksiran koefisien regresi ke-j saat observasi ke-i

dikeluarkan, Untuk model regresi sederhana, DFBETAq

0N
merupakan beda intercept dan DFBETA; merupakan beda slope
(kemiringan) dari garis regresi.

Jika selisih A, dengan £, besar , maka memperlihatkan
bahwa observasi ke-i cukup mempengaruhi parameter regresi.
Demikian juga dengan 4, jika selisin 4, dengan g, besar
(kemiringan yang cukup berbeda antara y, dengan %), maka

observasi ke-i cukup mempengaruhi parameter regresi.
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DFBETAS; merupakan DFBETA, yang dibagi dengan
standar errornya, yaitu
Bi —Piw

DFBETAS,, = 10 (2.3.11)

2
S(i)CJJ

dimana Bj = taksiran koefisien regresi ke-j

A~

B;i = taksiran koefisien regresi ke-j saat observasi ke-i

dikeluarkan

SZ

@ = variansi sampel saat observasi ke-i dikeluarkan

C, =elemen diagonal ke-j dari (X'X)*

Belsley, Kuh, dan Welsch menyatakan bahwa suatu observasi

dikatakan berpengaruh jika | DFBETAS, ; |> N dengan n

Jn

menyatakan banyaknya observasi.

. Cook’s Distance

Cook’s distance merupakan ukuran pengaruh observasi ke-i
terhadap semua taksiran parameter regresi. Cook’s distance

didefinisikan sebagai :
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D — (ﬁ(i) _ﬁ)T (XTX)(ﬁ(i) _ﬁ)
' PMSE
(yi - )2 { h

PMSE | (1- iri]ii)z }

(2.3.12)

dimana /= vektor taksiran koefisien regresi

,80) = vektor taksiran koefisien regresi tanpa observasi ke-i

Dari rumus diatas, Cook’s distance bergantung pada

residual (y;—¥;) dan leverage h; untuk observasi ke-i. Pengaruh

observasi diukur oleh jarak D;. Nilai D; besar mengindikasikan
bahwa observasi ke-i berpotensi sebagai outlier. Observasi
dengan D; >1 sudah dapat dikatakan sebagai outlier

(Montgomery, Peck&Vining 2001).

2.4 MADN (Normalized Median Absolute Deviation)

Misal x;,X,,...,X, nilai-nilai dari sampel random dari distribusi yang

mempunyai mean x dan variansi ¢”. x, dapat dituliskan dalam bentuk

sebagai berikut :
X =up+u  (i=12,..,n) (2.4.1)

Misal u, mempunyai fungsi distribusi F, Vi=12,...,n dan u, saling bebas.
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Didefinisikan  MAD(X) = MAD (X, X, ..., X, )
= med {|x—med (x)|}

dimana median adalah ukuran pusat data yang robust terhadap outlier.

Jika x simetris, maka med(x) = «, sehingga diperoleh MAD(x) = med {|xi —y”

dan berlaku
Pr{|x — 4|< MAD(x)} = e
' 2
Pr(-MAD(x) < X, — £ < MAD(x) ) = %
Pr[— MAD(x) XM MAD(x)j _1
o o o 2
Pr(_ MAD(Y) _, _ MAD(x)j 1
o o 2

MAD(x)
O

Jika Z ~N(0,1), maka didapat =0.6745.

6= %Sg) disebut Normalized Median Absolute Deviation (MADN(X)).

MADN(x) merupakan taksiran yang robust untuk o .

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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2.5 Taksiran Huber

Taksiran Huber merupakan salah satu taksiran yang termasuk dalam
M-estimator yang robust terhadap adanya outlier. M-estimator dicari
berlandaskan konsep dari taksiran maksimum likelihood yang

memaksimumkan fungsi likelihood.

Misal x;,X,,..., X, hilai-nilai dari sampel random dari distribusi yang

mempunyai mean g . x, dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut :
% =u+u  (i=12,.,n) (2.5.1)

Model diatas disebut model lokasi. Misal u, mempunyai fungsi distribusi
F, Vi=12,..,n dan u saling bebas. Observasi x,Xx,,...,X, mempunyali
distribusi dengan fungsi distribusi F,(x—x), dengan F, adalah fungsi

distribusi dari u,. f, =F, adalah pdf dari u, .

Fungsi likelihood dari observasi x;, X,,...,X, adalah

L(y;xl,xz,...,xn):f[fo(xi—y) (2.5.2)

log L (£;%,,%,,.... X, ) = log [li[ fo (X —,u)j
= anlog fo(xi _ﬂ)

i=1

(2.5.3)
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MLE dari x adalah nilai 4 yang memaksimumkan L( ;% X,,...,X,) atau nilai

u yang memaksimumkan log L( 2%, X, ..., X, ).
Sebut g =argmax L(z;%,%,,.... X, )
)7
=argmaxlog L (; X, Xy, ..., X;) (2.5.4)
)7

Misal p=-log f,, sehingga —log f,(x — )= p(x —x). Oleh karena itu,

(2.5.4) dapat dinyatakan sebagai :
[ =arg mﬂlniZ:l:,o(xi — 1) (2.5.5)

Perhatikan 2 kasus dibawah ini :

1. Jika Fo = N(0,1), maka

1 -/
f,(U)=——e 72 2.5.6
o(U) Nors (2.5.6)
Karena p=-log f,, maka diperoleh ,o(u)—ﬁ—logL Jadi
0! 2 rzjz- . H

p(x — ) dapat dituliskan seperti berikut :

(%, —;¢)=M—Iogi (2.5.7)

2 2z

Persamaan (2.5.5) menjadi
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n _ 2
[ =argmin {%— log L}

b Vor (2.5.8)
N i (Xi —,u)z
f1=argmin izﬂ:—z
0, (%~ p1)°
Untuk mendapatkan nilai x# yang meminimumkan Z% maka
i=1
n 2
> w(x—/)=0dimana y =p'. Jika p(u) =u?, maka w(u)=u,
i=1
sehingga
2w (% =)= (%= i)=0 (2.5.9)

)
I

™
Il
x|

Jadi, jika Fp = N(0,1) maka MLE dari x adalah X (mean sampel). X

tidak robust terhadap outlier.

2. Jika Fo = double exponential, maka
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fd@=%e“ (2.5.10)

Karena p=-log f,, maka diperoleh p(u)=|u|—log% , sehingga

1
p(Xi—,u)=|Xi—,u|—|Og§ (2.5.11)

Persamaan (2.5.5) menjadi

1= arg min i{|xi — u|-1log 1}
=] 2

n
f1=argmin iZl]xi — 4

(2.5.12)

n
Untuk mendapatkan nilai x yang meminimumkan »"|x — x|, maka
i=1

Zn:y/(xi —it)=0dimana y = p'. Karena p(u)=|u| tidak dapat
=1

differensial di titik u = 0, maka didefinisikan fungsi

1 jikau<0
w(u)=sign(u)=10 jikau=0 (2.5.13)
1 jikau>0
1 jikau>0 1 jika u<0
Definisikan 1(u>0)=1 " @ gan 1u<0)=, = @t
0 jikau<O 0 jikau>0

Fungsi sign(u) dapat dinyatakan sebagai

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.



33

sign(u)=1(u>0)-1(u<0) (2.5.14)
Dengan mensubstitusikan persamaan (2.5.14) ke

Zn:z//(xi — f1)=0diperoleh

-\ ‘ (2.5.15)

dimana #(x) = banyaknya x, sehingga #(x > /1) =#(x < /). Hal ini
menyatakan bahwa 4 adalah median. Jadi, jika Fo = double
exponential, maka MLE dari 4 adalah median (x). Median robust

terhadap outlier.

Dari penjelasan diatas dapat disimpulkan bahwa bila p(x— ) = (x—y)2
maka MLE dari g adalah X, sedangkan bila p(x—u)=|x- x| maka MLE dari

u adalah median(x).

Untuk selanjutnya MLE dari 4 akan dicari berdasarkan pada fungsi p(u).

Huber mendefinisikan fungsi Huber sebagai berikut :
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1 jika |u] <k

p(u)=1°

. (2.5.16)
klu-=k*  jika |u|>k
2

Taksiran Huber untuk mean adalah nilai 4 yang meminimumkan

D p(x—u), sebut [, -
i=1

/&Huber =arg mﬂin Zp(xi _zu)

i=1

Karena fi,,,., meminimumkan Zn:,o(xi — ), maka Zn:y/(xi —u)=0, dimana

i=1 i=1
v = p'. Berdasarkan fungsi Huber (2.5.16), dapat diperoleh y/(u)seperti :

u jika |u[<k
4 2517
v(u) {k.sign(u) jika [u[> k \8:5:17)

> Untuk nilai k=00, fungsi Huber ,o(ui):%u.2 Vi=1,2,...,n

Nilai taksiran untuk mean akan diperoleh dengan

/&Huber =arg mjn zp(xi —,U)

i=1

. w1 2
= argmin ;E(Xi — )

n

Z(Xi _I[lHuber)= 0

i=1

/uHuber =X
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Jadi, taksiran Huber untuk mean saat k — o« adalah X.
> Untuk nilai k -0, fungsi Huber p(u;)= k|ui|—%k2 Vi=1,2,...,n

Nilai taksiran untuk mean akan diperoleh dengan

At =argmini{k|xi —u|—1k2}
) 2
= arg m;!niZ:1:{k|xi )
Untuk mendapatkan nilai x yang meminimumkan Zn:k|xi —y|, maka
i=1
Zn:w(xi —1)=0dimana y = p' dan
i=1

-k jika u<0

w (u)=k.sign(u) ={ Cjikaus0

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.5.14) ke >y (% — i) =0

i=1

diperoleh

z k'Sign (Xi - /[lHuber ) =0
i=1

0

kZ(I (Xi _:&Huber > O)_ I (Xi _/&Huber < 0))
i=1

k[z I (Xi _/&Huber >0)_ZI (Xi _:&Huber <O)j20
i=1

i=1

k (#(Xi > /&Huber)_#(xi < :&Huber )) = O
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sehingga #(X > fyper ) = #(% < e ) - Hal ini menyatakan bahwa

L e @dalah median.

Jadi, taksiran Huber untuk mean saat k — 0 adalah med(x) .

Jika Fo = N(0,1), dengan simulasi data, Huber mendapatkan bahwa
diperoleh effisiensi relatif taksiran Huber dengan k = 1.345 terhadap taksiran
Huber dengan k — o adalah 95%, sehingga fungsi Huber sering ditulis

sebagai :

%uz jika |u|<1.345

p(u)= .
1.345|u|—§(1.345)2 jika |u[>1.345

Definisi 1. Fungsi Pengaruh

Pandang w(u)za%ﬁu). Fungsi y/(u) mengukur pengaruh dari sebuah data

terhadap taksiran parameter. z//(u) disebut fungsi pengaruh (influence
function).

2
Jika p(u) :u?, maka w(u)=u. Pengaruh taksiran suatu data

terhadap taksiran parameter secara linier sejalan dengan naiknya u.

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.



1 jikau<0
Sedangkan jika p(u)=|u|, maka w (u)=sign(u)=<0 jikau=0.
1 jikau>0

Pengaruh suatu data terhadap taksiran terbatas antara [-1,1].

Seperti yang telah didefinisikan sebelumnya, fungsi Huber secara

umum didefinisikan sebagai berikut :
e jika |u|<k
2

p(u)= !
k|u|—§k2 jika |u|>k

dan fungsi pengaruh Huber yaitu

(1) u jika |u[<k
YU P ksign(u) jika |u[>k

Berikut ditampilkan plot dari fungsi pengaruh Huber

=]
-1 oo OE 1.0

Gambar 1. Plot fungsi pengaruh Huber
(Sumber : Robust Statistics Theory and methods, 2006:26)
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Jika k finite, maka z//(u) akan terbatas, sehingga pengaruh suatu data

terhadap taksiran terbatas.

Definisi 2. Fungsi Bobot
Misal p(u)=-log f,(u) dan y (u) adalah fungsi pengaruh. Didefinisikan

fungsi bobot :

w(u) .
w(u)={ y [Hau=zo (2.5.18)
w'(0) jika u=0

Untuk mendapatkan nilai x yang meminimumkan »_ p(x — ), maka
i=1

(- 2)=0 (2.5.19)

Sehingga berdasarkan (2.5.18), persamaan (2.5.19) dapat ditulis

Zn:(xi = f)w(x —/1)=0 untuk x, =0 (2.5.20)

i=1

dan dapat diperoleh
fi="1—— dengan w, =w(x — /) (2.5.21)

Karena w; bergantung pada &, maka 4 dicari dengan iterasi sebagai berikut :

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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med {|x—med (x)|}

¢ Pilih taksiran awal 6, = MADN =
0.6745

dan z, = median(x),

sehingga dapat dihitung w,, :W[X‘ jﬂoj.

Oy

A

e Pada setiap iterasi ke-t, hitung bobot w; :W[Xi _ﬂ‘j dari iterasi

A

O,

sebelumnya.

e Hitung taksiran mean terboboti yang baru

e lIterasi berhenti jika |z, — 4| < &;e>0.

L4 menyatakan estimator dari mean terboboti .

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.



BAB Il

PENAKSIRAN PARAMETER PADA MODEL REGRESI ROBUST DENGAN

MENGGUNAKAN FUNGSI HUBER

3.1 Penaksiran Parameter pada Model Regresi Robust Sederhana

dengan Menggunakan Fungsi Huber

Misalkan hubungan linier antara satu variabel dependen dan satu

variabel independen dapat dimodelkan sebagai berikut :

Y, =By + BX +& (3.1.1)

Dimana y; = variabel dependen observasi ke-i

Xj = variabel independen observasi ke-i
& = random error ke-i

Seperti yang telah dijelaskan dalam bab sebelumnya, biasanya

parameter regresi £ ditaksir dengan menggunakan metode OLS, tetapi

taksiran yang diperoleh sangat dipengaruhi oleh adanya outlier, maka dalam
bagian ini akan dibahas mengenai taksiran parameter dalam model regresi

yang robust terhadap outlier.

40
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Metode yang paling umum untuk menaksir parameter pada regresi

robust adalah dengan menggunakan M-estimator. Metode M-estimator akan

mengganti kuadrat error, &’ dengan fungsi dari error.
Taksiran parameter g,dan g, diperoleh dengan cara meminimumkan

fungsi Zp(gi)terhadap p,dan £, yaitu :

i=1

GiZ::p(gi)

B 0 (3.1.2)
dan
oY p(s)
.:187 =0 (3.1.3)
Sehingga diperoleh
éw(yi ~fh-Bx)=0 (3.1.4)
dan
an]xit//(yi /- Bx)=0 (3.1.5)

dimana y = turunan pertama dari p

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Sebut e =y, —(,BO +B1xi) dan didefinisikan suatu fungsi pembobot

‘//(yi _/?0 _ﬁlxi>
| & Yi _/?o_/zxi

, sehingga diperoleh

w(yi — By - X ) =w, (yi — By - Bx, ) . Oleh karena itu, persamaan (3.1.4) dan

(3.1.5) dapat dinyatakan sebagai berikut :

ivvi(yi—ﬁo_ﬁlxi)zo (3.1.6)
dan
_anxiw(yi—/?o—ﬁ’lxi):o (3.1.7)

Persamaan (3.1.6) dapat diselesaikan dan diperoleh taksiran untuk 4,

seperti berikut :

Zyivvi _ﬁozwi _ﬁlzxiwi =0
= im1 =

,éozwi :Z YiWi _ﬁlzxivvi
i=1 i=1 i=1

R Zn: YiW; R n XW,

Py =E—— = (3.1.8)
>ow dw,
i=1 i=1

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Untuk mendapatkan taksiran g, persamaan (3.1.7) dapat diselesaikan

iXiWi(Yi _Bo_ﬁlxi)zo

Zn:XiV\’i Yi _:éozn‘,xiwi _Blixivvixi =0
i1 i1 i1

(3.1.9)
Substitusikan (3.1.8) pada persamaan (3.1.9)
a Zn:YiWi Zn:XiWi 0 "
inWi Yi— izln _181 i:}] ZXiWi _ﬁlzxizvvi =0
i=1 Z\Nl Z\NI i=1 i=1
i=1 i=1
n Zn: yiV\/iZn:XiVVi Zn:XiNZn:XiV"i n
Yoxwy, — g H 5% xw =0 (3.1.10)
i1 ZWi ZWi i1
i=1 i=1

Persamaan (3.1.10) dikalikan dengan Zwi pada kedua sisi, sehingga
i=1

diperoleh

n n n n n 2 n n
WD XWY, D YWD X W +I%(inwij ~ AW xw =0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

ﬂAlZn:WiZn:XiZWi ‘ﬁl[ixiwij :Zn:\,\/izn:xiwiyi _Zn: YiWiZn:XiWi
Bl[zn:wizn:xizwi _(ixin J:iWi n XW,Y; _Zn:yiwizn:XiWi

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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A iwiixiWiYi _i iniiXiWi
[ =21 i=1 =
1 - - . .
ZWi Z XCW, —(Z Xiwij
i=1 il i1

(3.1.11)

dimana w; = bobot dari observasi ke-i.

Jika fungsi  tidak linier, maka persamaan diselesaikan dengan

metode iterasi. Metode yang digunakan adalah iterasi kuadrat terkecil

terboboti (iteratively reweighted least square) dengan prosedur :

1. Pilih nilai taksiran awal 4 dan £, sehingga dapat dihitung

W(yi - A(EO) - Al(O)Xi)

(0) _
w® =
] 2(0) 2(0)
Yi=Po — P K

2. Pada setiap iterasi ke-t, hitung residual e = y. — 3% — gy dan

bobot ' = w[ e? | dari iterasi sebelumnya.

3. Hitung taksiran kuadrat terkecil terboboti yang baru

n n
Z y Vv_(t_l) X W-(t_l)
L 170
o) _ =1 p =l
v | . (t=1) _ﬂl | . (t-1)
t-1 t-1
& g
1= 1=

n

n n n
(t-1) (t-1) (t-1) (t-1)
. Z W, Z XW, Yi _z YiWi z XW,
() _ =1 i=1 i=1 i=1
ﬂl N n n n 2
(t-1) 2., ,(t-1) (t-1)
2 W Xw, —[inwi ]
i=1 i=1 i=1
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dimana w!™® = bobot pada iterasi ke-(t-1)
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Langkah ke-2 dan ke-3 berulang hingga taksiran parameter yang diperoleh

konvergen. Dengan perkataan lain, jika ‘ﬁj“) —,8].‘“1)‘ cukup kecil untuk j=0,1.

Jika penaksiran parameter pada model regresi robust dicari dengan

menggunakan fungsi Huber, maka bobot w dapat dicari sebagai berikut :

Pandang fungsi Huber

%(g)2 jika |e] <k

ple)=

elk—2k? jikale|> k
2

Turunan dari fungsi Huber yaitu :

Kk jika e <—k
w(e)=1¢ jika|e|<k
K jikag>k

Sebut vy, —3,— Bx =e , maka diperoleh

-k  jikae<-—k
w(e)=y(yi-B-Ax)=1e iikae<k
k jikae>k

‘//(ei)

e

Seperti telah diketahui w, = , maka didapat

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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_K jikae <—k
€
wo=<1 jika |e|<k (3.1.15)
LS jikae >k
ei
Dengan perkataan lain
1 jika e <k

— 3.1.16
" ‘eh‘ jika [e|>k ( )

Jika diambil nilai terstandardisasi dari e, maka berdasarkan simulasi yang
dilakukan oleh Huber dipilin nilai k = 1.345, sehingga bobot menjadi seperti
berikut :

1 jika |e|<1.345

WL e e >1.345

1

Dengan metode iterasi kuadrat terkecil terboboti seperti yang telah dijelaskan

diatas, maka taksiran £ dapat diperoleh.

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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3.2 Penaksiran Parameter pada Model Regresi Robust Berganda

dengan Menggunakan Fungsi Huber

Pada bagian ini akan dibahas mengenai regresi robust berganda yang
melibatkan lebih dari satu variabel independen. Misalkan hubungan linier
antara satu variabel dependen dengan variabel-variabel independennya

dapat dimodelkan sebagai :
Vi = By + BiXy + BoXip +o+ BX + &, 1=1,2,..,0 (3.2.1)
dimana y; = variabel dependen observasi ke-i
Xij = variabel independen ke-j dari observasi ke-i
& =random error ke-i
B; = parameter regresi yang tidak diketahui nilainya, j=0,1,2,...,k
Penjabaran dari model (3.2.1) dapat ditulis seperti berikut :

Y1 =B+ BXy + BoXy + o+ B Xy + &
Yy =B+ BXo + B Xy ot BXo + &,

(3.2.2)
yn = ﬁo +ﬁlxn1 + ,Bzxnz +ot :kank + gn
Dalam bentuk matriks, model diatas dapat dituliskan sebagai berikut :
Y, =)(iTB-|-gi (3.2.3)

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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dimana x{ =[1 X, - X]
Py
p=| '
B

Taksiran parameter B diperoleh dengan cara meminimumkan fungsi Zp(ei)
i=1

terhadap B, yaitu

33 p@) Sy -XB)
i—1 _ i =0 (3.2.4)
op P

Sehingga diperoleh
> xw(yi-xB)=0,  j=012..k (3.2.5)
i=1

Dimana y = p'
X; = nilai observasi ke-i pada variabel independen ke-j

=1

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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v(e)

e

Sebut e =y, —xin} dan didefinisikan suatu fungsi pembobot w. =

, sehingga diperoleh l//( B) ( i—xini), maka persamaan (3.2.5)

menjadi

0, j=012..k (3.2.6)

23 xB)

qu |y| ZXUWX [3 0

ZXIJ i IB ZXU | (327)

Untuk j=0 dari persamaan (3.2.7), diperoleh

>

XlOW yl

o

i.ﬁ

Z\Ni (:80 +,B1Xi1+---+:ékxik): : W, Yi

i=1

s 0

Wl(ﬁo+ﬁlxll+"'+ﬂkxlk)+"'+wn(ﬁo+ﬂlxn1+"'+Xnkﬂk):lel+W2y2+"'+Wnyn
(ﬂOWl+ﬂOW2+"'+ﬂOW )+ +(ﬂk 1X1k+,3kWX2k+ +ﬂk n nk) WY, +W, Y, ..+ WY,

ﬁ’Ova +...+/§k2xikwi =W, +W,Y, +. WY, (3.2.8)

i=1 i=1
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Untuk j=1 dari persamaan (3.2.7), diperoleh

n n
TA
Z X WX B = Z X WY
i=1 i=1
n R R R n
Z X W, (ﬁo + ,leil + ---+:Bk Xik ) = Z X W, Y
i=1 i=1
X11W1 (ﬁo +ﬂ1X11 + "'+ﬁkxlk )+ ot anwn (lBO +ﬂlxn1 +...F Xnk ) = Xllwlyl ot anwnyn
(ﬂoxllwl +..+ ﬁoxnlwn ) + "'+(ﬂkxilWlX1k +...+ ﬂkxnlwnxnkﬂk ) u X11W1y1 ot anWn yn

Bozxilvvi N "'+ﬂAkZXi1Xik\Ni = XWiYy +X,Wo ¥, +o X WL Y, (3.2.9)

i=1 i=1

Demikian seterusnya, hingga j=k. Untuk j=k, diperoleh
Bozxikwi +"'+lékzxiivvi = X WYy + X Wo Yy 4+ X Wo Vi (3.2.10)
i=1 j=is

Penjabaran dari persamaan (3.2.7) untuk j=0,1,...,k dapat ditulis dalam

bentuk matriks sebagai berikut :

n n n
IBOZWI +ﬂllelvvl ++IBkZXIkWI
= Bl = WY, +W, Y, + .+ WY

X Wiy + XWo ¥, +o+ X WL Y,

n n n

. . , -

,Boz X W, + ﬂlz XgW; +...+ B, Z X Xy Wi
i1 i1 i-1

X W Y, X W, ¥, o+ X WL Y,

n n n

R R . ,

B, E Xy W + [, E Xi X Wi + ...+ S, E X W,
i=1 i=1 i=1 -

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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i=1 i=1
n n

i=1

n n
inkwi z Xilxik
L i=1 i=1
Wl W2
X11W1 X21W2
Xlle X2kW2
(1 1 1
Xll X21 an
X1k X2k Xnk

W D XaW,

2
Xy Wi Z Xy W,
=1

W,

Z Xi Wi _
n|:1 ﬂo Wl Wz
Z Xia Xy Wi ﬂl . X Wy X Wy
i=1 = . .
n ,Bk Xy Wy X W,
D Xaw, )
i=1 0
1 x4 X || Bo 11
1 X51 Xok ﬂl = Xy Xy
1 Xn1 Xok i ﬁk | X Kok
0 -~ 0L x5 - x4
W2 0 1 X21 X2k ﬂl
O Wn l nl Xnk L Bk

W

nl™"n

XnkWn

Yi
Y2

Y

Jadi, persamaan (3.2.7) dapat dituliskan dalam bentuk matriks, yaitu

Dimana W = matriks diagonal berukuran n x n dengan elemen diagonalnya

XTWXB = X" Wy
B=(X"Wx) X"Wy

berupa bobot wq,wo,...,wp.

Jika fungsi  tidak linier, maka persamaan diselesaikan dengan
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(3.2.11)

metode iterasi. Prosedur dari metode iterasi kuadrat terkecil terboboti

(iteratively reweighted least square) sama dengan regresi robust sederhana,

yaitu :

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.

Y1
Y,

Y



52

1. Pilih nilai taksiran awal B© , sehingga dapat dihitung

2. Pada setiap iterasi ke-t, hitung residual e = y. —x'B“® dan bobot

w'? =w[ e | dari iterasi sebelumnya.
3. Hitung taksiran kuadrat terkecil terboboti yang baru
ﬁ(t) | (XT W(t—l)X)& XTWDy
Dimana X matriks berukuran n x p dengan x{ baris ke-i dari X dan

W™ adalah matriks bobot pada iterasi ke (t-1).

Langkah ke-2 dan ke-3 berulang hingga taksiran parameter yang diperoleh
konvergen. Dengan perkataan lain, jika |,@l.“) —,8].‘“1)| cukup kecil untuk
j=0,1,....k.

Seperti pada model regresi robust sederhana, matriks bobot W
diperoleh dari fungsi Huber. Jika diambil nilai terstandardisasi dari e, maka

berdasarkan simulasi yang dilakukan oleh Huber, dipilih nilai k =1.345,

sehingga diperoleh w; sebagai berikut :

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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1 jika |e|<1.345
w, =11.345

jika |e|>1.345
&

dengan w; merupakan elemen diagonal ke-i dari matriks bobotW .

Dengan metode iterasi kuadrat terkecil terboboti seperti yang telah dijelaskan

diatas, maka taksiran B dapat diperoleh.

3.3 Effisiensi Taksiran Parameter pada Model Regresi Robust dengan

Menggunakan Fungsi Huber dan Metode OLS

Effisiensi relatif dari dua penaksir ialah rasio dari variansi kedua

penaksir tersebut. Misal ,B merupakan taksiran parameter regresi ke-j

jHuber
yang didapat dengan metode regresi robust dengan fungsi Huber dan ﬁjLs

merupakan taksiran parameter regresi ke-j yang didapat dengan metode

Ordinary Least Square, dimana j=0,1,...,k. Efisiensi relatif ,B terhadap

jHuber

oy

f,.s dapat diukur dengan

off [ﬂAjHuber J: Var(BjHuber )

ﬁjLS Var(léjLS)

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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JHuber
jLS

dikatakan lebih efisien dibanding S, jika eff (ﬂ L uber j<1

A

atau var(ﬁ’jHuber )<var(ﬁ’jLs).

Metode Ordinary Least Square

Seperti yang telah ditunjukkan pada bab2.2, nilai variansi dari taksiran

parameter pada metode least square, ,BJ.LS sebagai berikut :

A

var( A ) =o°C

i
dimana C; = elemen diagonal ke-j dari matriks (XTX)_l.

Karena 6° = MSE adalah taksiran tak bias untuk o*, maka var(ﬁ’jLS)

dapat ditaksir dengan \7a\r( AJ.LS):&ZCjj :

Metode regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber
Seperti telah dijelaskan pada bab3.2, taksiran robust untuk B adalah
ﬁHuber = (XT WX)_l XT Wy .

Menurut Maronna, Matrtin, dan Yohai (2006), dapat dibuktikan bahwa

-1

cov(f}Huber):v(XTX)

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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var (ﬂjHuber ) =V ij

dimana  C; = elemen diagonal ke-j dari matriks (XTX)_l

V=0 ———%—, dan nilai taksiran dari v adalah

| jika |9 <k

e, o %
&) e e
k sign(—jj, jika [=- >k
(o} (o)

|

Taksiran robust yang sering digunakan untuk menaksir o adalah

MADN(e).

Dari penjelasan diatas, maka

2 aVel (W(e:jz]

MAD(e)] o n o

) ( 0.6745 [a\/e '[ei ij n-p V

3 Vo =
(o)

eff (ﬂ’\jHuber J Var(ﬂjHuber .

var(,éjLS) MSE C;

A

ﬂjLS
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Jika eff ('B’;H“ber j <1, maka dapat disimpulkan bahwa taksiran

ﬂjLS
parameter pada model regresi robust dengan fungsi Huber lebih

effisien daripada taksiran parameter metode OLS .

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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BAB IV

CONTOH PENERAPAN

Dalam bab ini akan dibahas effisiensi taksiran parameter yang
diperoleh dengan metode Ordinary Least Square (OLS) dan metode regresi
robust dengan fungsi Huber dengan suatu contoh kasus. Ada 2 contoh
kasus yang akan diberikan dalam bagian ini, yaitu data yang ada outlier dan

data yang tanpa outlier.

4.1 Kasus Data yang Mengandung Outlier

4.1.1 Data

Data yang digunakan mengenai penjualan rumah didaerah Arizona,
Amerika Serikat. Data ini terdiri dari 100 observasi dengan variabel yang
digunakan harga jual rumah (dalam ribuan dollar), usia rumah (dalam tahun)
dan luas tanah (dalam meter persegi). Data penjualan rumah ini memiliki
outlier, sehingga digunakan sebagai contoh pada tugas akhir ini.
Diasumsikan outlier yang ada bukan karena suatu kesalahan dalam

pengambilan sampel, sehingga outlier tidak akan dikeluarkan dari analisis.

57
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4.1.2 Analisis Data

Berdasarkan data yang ada, akan dilihat hubungan antara harga jual
rumah dengan usia rumah dan luas tanah. Dalam hal ini, harga jual rumah
merupakan variabel dependen, usia rumah dan luas tanah merupakan
variabel independen.

Model secara umum dari data yang ada ialah
Y, =By + B X, + B X, +&
dimana y,= harga jual rumah observasi ke-i (dalam ribuan dollar)
B; = parameter regresi, j = 0,1,2
X,, = usia rumah observasi ke-i (dalam tahun)
X, = luas tanah observasi ke-i (dalam meter persegi)

& = random error ke-i

Sebelum mencari taksiran parameter, akan diperiksa terlebih dahulu
keberadaan outlier dalam data. Outlier akan dideteksi berdasarkan ukuran
outlier, seperti standardized residuals, studentized residuals, R-student,
leverage, DFFITS, DFBETAS, dan cook’s distance untuk setiap observasi.
Pengolahan data dilakukan dengan menggunakan perangkat lunak SPSS
16.0. Pada kasus ini, karena n = 100 dan p = 3, dimana p merupakan
banyaknya parameter regresi, maka observasi dikatakan sebagai outlier jika
nilai

e standardized residuals , |d,|>2

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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e studentized residuals, |r|>2

e R-student, [t|>2

e Leverage, h, >Q:£:O.06
n 100
P 3
. |DFFITSi|>2 — =2,|—=0.3464
n 100
2 2
e |DFBETAS,|> —==—==0.2
| | Jn 100

Berdasarkan Tabel deteksi outlier untuk data penjualan rumah
didaerah Arizona, Amerika Serikat saat data ada outlier (Tabel 7) terlihat ada
beberapa observasi yang memenuhi kriteria sebagai outlier. Observasi ke-
15, dan 57 diindikasikan kuat merupakan outlier.

> Pada observasi ke-15,

= |d|=2981>2

= |ry|=8129>2

= |t|=3.283>2

= h,=0.082>0.06

= | DFFITS,|=1.047 > 0.3464

= |DFBETAS, ;| =0.522>0.2

= |DFBETAS, ;| =0.976>0.2
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> Pada observasi ke-57,

= |d,|=2576>2
" || =2.662>2
= t,[=2.751>2
= |DFFITS,,|=0.718> 0.3464

= |DFBETAS,,,|=0.580>0.2

= |DFBETAS,,;|=0.659>0.2

Terlihat bahwa observasi ke-15 dan 57 memenuhi banyak kriteria
observasi sebagai outlier. Oleh karena itu, observasi ke-15 dan 57
merupakan outlier dan akan membuat taksiran parameter yang diperoleh
dengan metode OLS menjadi tidak bagus. Selain itu, ada observasi-

observasi lainnya yang memenuhi kriteria observasi sebagai outlier tetapi

hanya 1 atau 2 kriteria, seperti observasi ke-6, nilai [DFBETAS, ;| =0.291> 0.2

dan [DFBETAS, ;| =0.207 >0.2. Hal ini bukan merupakan indikasi yang kuat

untuk menyatakan bahwa observasi ke-6 merupakan outlier. Demikian juga
dengan observasi ke-9, 24, 25 dan beberapa observasi lainnya.

Pengolahan data untuk mencari taksiran parameter baik untuk metode
OLS maupun metode regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber
diperoleh dengan menggunakan perangkat lunak S-Plus 2000 Professional

Release 2.
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Tabel 1

Nilai taksiran parameter dan standar error dari
metode OLS saat data ada outlier

Variabel Nilai Taksiran Std error
Intercept 59666.3935 5216.3246
usia -2521.9155 260.9813
Luas 2.4044 0.8995
Tabel 2

Nilai taksiran parameter dan standar error
metode regresi robust dengan menggunakan

fungsi Huber

Variabel Nilai Taksiran Std error

Intercept 58991.2068 5149.7002
usia -2368.1648 257.6480
Luas 1.7946 0.8880

Taksiran parameter yang diperoleh dari metode OLS dan metode

regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber cukup berbeda, yaitu

S, = 59666.3935 sedangkan f,,,,.. = 58991.2068, S, = -2521.9155

sedangkan £, = -2368.1648, dan f, .= 2.4044 sedangkan f,,,.. =

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Untuk melihat effisiensi relatif taksiran parameter metode regresi
robust dengan menggunakan fungsi Huber terhadap taksiran parameter
metode OLS, akan dilihat dari variansi masing-masing parameter. Dari tabel
1 dan tabel 2, dapat dilihat nilai standar error dari masing-masing parameter.
Karena standar error merupakan akar variansi dari taksiran, maka dapat

diperoleh nilai variansi taksiran masing-masing parameter.

Tabel 3

Nilai variansi taksiran parameter dari metode
OLS dan metode regresi robust dengan
menggunakan fungsi Huber saat data ada
outlier

Variabel var OLS var reg robust

Intercept | 27210042.33 | 26519412.15

usia 68111.23895 | 66382.49191

Luas 0.80910025 0.788544

Dengan demikian dapat diperoleh nilai effisiensi untuk masing-masing

parameter, sebagai berikut

ot [ Do | _ 2651041235 _ o
b ) 27210042.33

off | Puouer |_ 6638249191 _ oo pe1a0s 4
G, ) 6811123895
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ﬂZHuber

0.788544

ﬂZLS

~0.80910025

=0.97459369 <1
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Nilai effisiensi untuk masing-masing parameter diperoleh lebih kecil

dari 1. Dengan perkataan lain, variansi taksiran parameter metode regresi

robust dengan menggunakan fungsi Huber lebih kecil dari taksiran parameter

dengan metode OLS. Hal ini menunjukkan bahwa pada contoh diatas,

metode regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber lebih effisien

daripada metode OLS.

Dari model Huber dapat digambarkan plot residual sebagai berikut :

huber$residuals

10000 20000 30000
I _ |} \

0

|

-10000

D

oo

Index

100

Gambar 2. Plot residual metode regresi robust dengan menggunakan

fungsi Huber dari setiap observasi

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Dari Gambar 2 dapat dilihat bahwa observasi ke-15 memiliki residual
yang paling besar dibanding observasi lainnya. Selain itu, observasi ke-57
juga memiliki residual yang cukup besar.

Bobot yang diberikan untuk setiap observasi dapat digambarkan

dalam plot dibawah ini :

1.0

0.9
I

0.8

Huber Weight

0.6
!

m
T T T T T T
o 20 40 60 80 100

0.5

Index

Gambar 3. Plot besarnya bobot yang diberikan pada setiap
observasi
Dari Gambar 3 terlihat bahwa bobot untuk obervasi ke-15 paling kecil
dibandingkan observasi lainnya. Setelah itu, bobot ke-2 terkecil diberikan
untuk observasi ke-57. Jadi, dapat disimpulkan bahwa dalam regresi robust
dengan menggunakan fungsi Huber, untuk observasi yang mempunyai

residual besar diberikan bobot kecil.

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.



65

4.2 Kasus Data Tanpa Outlier

4.2.1 Data

Data yang digunakan serupa dengan data pada kasus sebelumnya,
yaitu mengenai penjualan rumah didaerah Arizona, Amerika Serikat. Akan
tetapi data hanya terdiri dari 60 observasi dan data tidak mempunyai outlier.
Variabel yang digunakan harga jual rumah (dalam ribuan dollar), usia rumah

(dalam tahun) dan luas tanah (dalam meter persegi).

4.2.2 Analisis Data

Akan dilihat hubungan antara harga jual rumah dengan usia rumah
dan luas tanah, dimana harga jual rumah merupakan variabel dependen, usia
rumah dan luas tanah merupakan variabel independen.

Model secara umum dari data yang ada ialah

V. =By +BX+ B X, +&
dimana vy, = harga jual rumah observasi ke-i (dalam ribuan dollar)
B; = parameter regresi, j = 0,1,2
X;; = usia rumah observasi ke-i (dalam tahun)
X, = luas tanah observasi ke-i (dalam meter persegi)
= random error ke-i

i
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Sebelum mencari taksiran parameter, akan diperiksa terlebih dahulu
keberadaan outlier dalam data. Pengolahan data dilakukan dengan
menggunakan perangkat lunak SPSS 16.0. Pada kasus ini, karena n = 60
dan p = 3, dimana p merupakan banyaknya parameter regresi, maka

observasi dikatakan sebagai outlier jika nilai

standardized residuals , |d;|>2
e studentized residuals, |r|>2

e R-student, [t]|>2

e Leverage, h;> 2p_23_ 0.1
n 60
P 3
e |DFFITS|>2,|— =2 |— =0.4472
n 60
e |DFBETAS,|> LY Ty 0.2582
Jn' /6o

Berdasarkan Tabel deteksi outlier untuk data penjualan rumah
didaerah Arizona, Amerika Serikat saat data tanpa outlier (Tabel 8), terlihat
tidak ada data yang mengindikasikan kuat sebagai outlier.

Pengolahan data untuk mencari taksiran parameter baik untuk metode
OLS maupun metode regresi robust dengan menggunakan fungsi Huber
diperoleh dengan menggunakan perangkat lunak S-Plus 2000 Professional

Release 2.
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Nilai taksiran parameter dan standar error dari

Tabel 4

metode OLS saat data tanpa outlier

Variabel Nilai Taksiran Std error
Intercept 34048.6779 2390.0428
usia -548.7666 136.9960
Luas -0.1937 0.3565
Tabel 5

Nilai taksiran parameter dan standar error

metode regresi robust dengan menggunakan

fungsi Huber saat data tanpa outlier

Variabel Nilai Taksiran Std error

Intercept 34202.1236 2655.3015
usia -558.6715 152.2005
Luas -0.2016 0.3961

Taksiran parameter yang diperoleh dari metode OLS dan metode

S, = 34048.6779 sedangkan £, = 34202.1236 , 3, = -548.7666

sedangkan £, = -558.6715 , dan }, = -0.1937 sedangkan f,,,., = -

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Dari tabel 4 dan tabel 5, dapat diperoleh nilai variansi dari taksiran
masing-masing parameter.
Tabel 6
Nilai variansi taksiran parameter dari metode
OLS dan metode regresi robust dengan

menggunakan fungsi Huber saat data tanpa
outlier

Variabel var OLS var reg robust

Intercept | 5712304.586 | 7050626.056

usia 18767.90402 | 23164.9922

Luas 0.12709225 | 0.15689521

Dengan demikian dapat diperoleh nilai effisiensi untuk masing-masing

parameter, sebagai berikut :

off | Loruser | 7050626056 _g o555 5
B, ) 5712304586

eff p LHuber. | — £320,9922 =1.23428 >1
18767.90402

ﬂlLS

off | Lzuser | 015089521 53099
B, ) 0.12709225

Nilai effisiensi untuk masing-masing parameter diperoleh lebih besar
dari 1. Dengan perkataan lain, variansi taksiran parameter metode regresi

robust dengan menggunakan fungsi Huber lebih besar dari taksiran

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.



parameter dengan metode OLS. Hal ini menunjukkan bahwa pada contoh
diatas, metode OLS lebih effisien daripada metode regresi robust dengan

menggunakan fungsi Huber saat data tanpa outlier.
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BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diperoleh dari penulisan skripsi ini adalah

1. Dalam analisis data, saat data yang ada mempunyai outlier, taksiran
parameter yang robust terhadap outlier salah satunya dapat diperoleh
dengan menggunakan metode regresi robust dengan fungsi Huber.

2. Taksiran parameter untuk ,30 dan Bl pada model regresi robust

sederhana dengan menggunakan fungsi Huber, diperoleh sebagai

berikut :
ZnZYiWi " W,
By = i:ln — /A i:?\
2w W
i=1 i=1
" W, " %W, Yi _Zn:yiwiixiwi
ﬂAl: i=l =l i=1 i=1 .
W K —(ixiwij
i=1 i=1 i=1
1 jika|g|<k
dengan W =1 K siafe|>k

1
Jika diambil nilai terstandardisasi dari e, maka berdasarkan simulasi

yang dilakukan oleh Huber dipilih nilai k = 1.345.
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3. Taksiran parameter untuk [3 pada model regresi robust berganda
dengan fungsi Huber, diperoleh sebagai berikut :
B=(X"WX)" X'Wy

4. Efisiensi relatif 3 terhadap ;s dapat diukur dengan

jHuber

, VG ['//(Eijz}
(MAD(e)) o n -
0.6745 [ .(e- Dz n-p

avey | —

i _ (o2

var(ﬁjLS) MSE C;

~

off [ﬁjHuber] Var('éiHuber) _
ﬁjLS

~

Jika eff (@j <1, dapat disimpulkan bahwa taksiran parameter

jLS
pada model regresi robust dengan fungsi Huber lebih effisien daripada

taksiran parameter metode OLS .

5.2 Saran

Saran untuk pengembangan skripsi ini adalah

1. Dapat dibahas mengenai pengujian model secara keseluruhan dan
penguijian signifikansi dari masing-masing parameter untuk mencari
model regresi robust terbaik.

2. Dapat dibahas mengenai metode regresi robust lainnya selain dengan

fungsi Huber.

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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LAMPIRAN

Lampiran 1
Membuktikan taksiran parameter pada metode regresi linier sederhana

dengan metode OLS

A | .
Adib : B, =y- X dan ,BI:S—XV.

XX

Bukti :

» Untuk mendapatkan j, , selesaikan persamaan ng,+ 4> % =,
i=1 i=1

(persamaan (2.1.5))
n,éo +/élixi o i Yi
n:éo = Zi‘, Yi _ﬁli X;

X Z Yi ,Blz X;
IB — =1 o i=1

° n n
Bo =y _ﬁly

e Untuk mendapatkan ﬁl, selesaikan persamaan
B %+ B> %= yx (persamaan (2.1.6)).
i=1 i=1 i=1

Substitusikan 3, =¥ - X kedalam persamaan 2.1.6, sehingga

diperoleh
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Z YiX;
i1

i X
i=1

it B

i=1l

zz[

i_ﬂ’\l

>
i=1

y

=1

=1

ZYiXi _yzxi

J

=1

=1

Do xE=X X

< &
f= i —
R EANR
AR
< 2_i
= x
L7
Il
SN

B
B,
7_B17 dan Bl =

dan y

.. Terbukti bahwa £,

dimana X

X
X
Sy
S

XX

, Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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Lampiran 2
Data yang digunakan pada contoh penerapan 4.1, yaitu saat data

mengandung outlier

observasi | harga usia luas
1 27450 12 1835
2 29850 12 2672
3 25350 11 2430
4 15750 21 1578
5 19650 20 2034
6 23560 10 2246
7 27000 16 2564
8 24000 15 1887
9 65840 7 3754
10 20850 13 1652
11 30000 10 2130
12 28500 12 2031
13 65000 8 4853
14 30150 e 2046
15 74521 12 6524
16 24150 18 1890
17 24450 16 3439
18 21600 17 3329
19 27900 20 3302
20 29100 18 3288
21 22650 15 4209
22 20850 16 4464
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23 22950 16 4154
24 30600 11 5621
25 20400 15 4955
26 23850 21 3862
27 22800 18 5140
28 20700 15 2962
29 21300 18 2408
30 24300 13 3282
31 19650 15 3139
32 60000 8 4653
33 30300 15 2600
34 61250 7 3676
35 36000 9 2542
36 25200 15 1498
37 16200 16 1613
38 22800 18 1834
39 43500 9 2463
40 30300 14 2278
41 31950 13 2126
42 35250 16 2254
43 37800 16 2408
44 31200 16 2226
45 29400 16 4274
46 70000 7 5572
47 33900 10 4135
48 27150 18 4129
49 22200 13 3672

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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50 31350 12 4633
51 25640 12 4502
52 33300 12 4456
53 26250 14 4422
54 31950 19 2330
55 30000 15 3892
56 61290 10 4098
57 80546 5 3351
58 30750 14 4077
59 33540 20 2933
60 34950 15 2511
61 40350 8 3654
62 30270 18 2189
63 26250 19 2395
64 32400 10 2288
65 20400 16 2506
66 24150 17 2164
67 20120 22 2642
68 29700 20 4100
69 21600 17 3672
70 24450 12 3988
71 28050 12 4042
72 70560 7 4624
73 49000 10 4952
74 16350 18 4464
75 68520 8 5042
76 38560 14 4237

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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77 28500 14 4735
78 28800 13 4951
79 24450 14 3821
80 43650 14 3278
81 61500 7 2945
82 31650 14 3021
83 61875 8 2904
84 21750 18 1950
85 22500 20 4723
86 21600 18 4906
87 34410 10 4654
88 20700 17 4499
89 47550 7 2789
90 33900 15 2279
91 23400 17 2401
92 32850 13 2379
93 55750 7 2895
94 25200 13 2310
95 26250 15 2472
96 26400 13 2265
97 39150 12 4082
98 21450 12 4278
99 29400 13 1867
100 29850 12 2672
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Lampiran 3
Output S-PLUS 2000 Professional Release 2 dari contoh penerapan 4.1,

yaitu saat data mengandung outlier

Working data will be in C:\Documents and
Settings\Vani\SPLUS Home\ Data

> rumah_read.table("f:\\narga.txt", header=T, row.names=NULL)
> attach(rumabh)

> regresi<-lm(harga~usia+tluas,rumah)

> summary(regresi)

Call: Im(formula = harga ~ usia + luas, data = rumah)

Residuals:
Min  1Q Median 3Q Max

-18239 -7320 -704.2 6813 29431

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t))
(Intercept) 59666.3935 5216.3246 11.4384 0.0000
usia -2521.9155 260.9813  -9.6632 0.0000

luas 2.4044 0.8995 2.6730 0.0088
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Residual standard error: 9872 on 97 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5447

F-statistic: 58.02 on 2 and 97 degrees of freedom, the p-value is O

> library(MASS)

> huber<-rim(harga~usia+luas,rumah)

> summary(huber)

Call: rim.formula(formula = harga ~ usia + luas, data = rumah)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-16800 -7049 -261.8 6870 32240

Coefficients:
Value Std. Error  tvalue
(Intercept) 58991.2068 5149.7002 11.4553
usia -2368.1648 257.6480  -9.1915

luas 1.7946 0.8880 2.0208

Residual standard error: 10370 on 97 degrees of freedom
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Lampiran 4
Data yang digunakan pada contoh penerapan 4.2, yaitu saat data

mengandung outlier

observasi | harga usia luas
1 27450 12 1835
2 29850 12 2672
3 25350 11 2430
4 19650 20 2034
5 23560 10 2246
6 27000 16 2564
7 24000 15 1887
8 24550 13 1652
9 30000 10 2130
10 28500 12 2031
11 30150 11 2046
12 24150 18 1890
13 24450 16 3439
14 21600 17 3329
15 29100 18 3288
16 22650 15 4209
17 20850 16 4464
18 22950 16 4154
19 30600 11 5621
20 20400 15 4955
21 23850 21 3862
22 22800 18 5140
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23 20700 15 2962
24 21300 18 2408
25 24300 13 3282
26 19650 15 3139
27 30300 15 2600
28 25200 15 1498
29 22800 18 1834
30 30300 14 2278
31 29400 16 4274
32 27150 18 4129
33 22200 13 3672
34 25640 12 4502
35 26250 14 4422
36 30000 15 3892
37 30750 14 4077
38 27270 18 2189
39 26250 19 2395
40 20400 16 2506
41 24150 17 2164
42 20120 22 2642
43 24700 20 2230
44 21600 17 3672
45 24450 12 3988
46 28050 12 4042
47 28500 14 4735
48 28800 13 4951
49 24450 14 3821
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50 21750 18 1950
51 22500 20 4723
52 21600 18 4906
53 20700 17 4499
54 23400 17 2401
55 25200 13 2310
56 26250 15 2472
57 26400 13 2265
58 21450 12 4278
59 29400 13 1867
60 29850 12 2672
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Lampiran 5
Output S-PLUS 2000 Professional Release 2 dari contoh penerapan 4.2,

yaitu saat data tanpa outlier

Working data will be in C:\Documents and
Settings\Riantil\SPLUS Home\ Data

> rumah_read.table("f:\\tanpa outlier.txt", header=T, row.names=NULL)
> attach(rumabh)

> regresi<-lm(harga~usia+tluas,rumah)

> summary(regresi)

Call: Im(formula = harga ~ usia + luas, data = rumah)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-5559 -2204 -239.7 2612 5566

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t))
(Intercept) 34048.6779  2390.0428 14.2461 0.0000
usia -548.7666 136.9960  -4.0057 0.0002

luas -0.1937 0.3565 -0.5433 0.5890

Residual standard error: 3015 on 57 degrees of freedom
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85



86

Multiple R-Squared: 0.2232

F-statistic: 8.189 on 2 and 57 degrees of freedom, the p-value is 0.0007481

> library(MASS)

> huber<-rim(harga~usia+luas,rumabh)

> summary(huber)

Call: rim.formula(formula = harga ~ usia + luas, data = rumah)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-5539 -2224 -214.9 2589 5617

Coefficients:

Value Std. Error t value

(Intercept) 34202.1236 2655.3015 12.8807

usia -558.6715 152.2005 -3.6706

luas -0.2016 0.3961 -0.5090

Residual standard error: 3393 on 57 degrees of freedom
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Deteksi outlier untuk data penjualan rumah dic}_;ebrgh7Arizona, Amerika Serikat saat data ada outlier
no y | x1| X d r e f hi | DFFITS PFBET | DFBET | DFEET D,
ASo; AS;; ASy;
1 27450 | 12 | 1835 | -0.645 |-0.656 | -6582.213 | -0.654 | 0.023 -0.121 -0.102 0.050 0.096 | 0.005
2 |29850 | 12 | 2672 | -0.606 |-0.611 | -6079.935 |-0.609 | 0.007 | -0.079 -0.061 | 0.037 0.042 | 0.002
3 | 25350 | 11 | 2430 | -1.258 | -1.273 | -12727.664 | -1.278 | 0.014 -0.202 -0.176 0.117 0.123 | 0.013
4 115750 | 21 | 1578 | 0.532 | 0.548 | 5577.398 | 0.546 | 0.049 0.136 -0.013 | 0.089 | -0.067 | 0.006
5 |19650 | 20 | 2034 | 0.560 | 0.573 | 5777.035 | 0.571 | 0.033 0.120 -0.018 | 0.082 | -0.048 | 0.005
6 |23560| 10 | 2246 | -1.650 |-1.678 |-16851.517 |-1.694 | 0.023 | -0.315 -0.291| | |0.207 0.200 | 0.033
7 27000 | 16 | 2564 0.154 | 0.155 | 1544.612 | 0.154 | 0.006 0.020 0.003 0.007 -0.009 | 0.000
8 24000 | 15| 1887 | -0.241 |-0.244 | -2438.433 | -0.243 | 0.016 -0.040 -0.021 | -0.001 0.030 | 0.001
9 65840 | 7 | 3754 1.499 | 1.531 | 15433.034 | 1.542 | 0.031 0.319 0.213 -0.270 0.006 | 0.033
10 | 20850 | 13 | 1652 | -1.013 |-1.031|-10361.554 | -1.032 | 0.025 -0.195 -0.151 0.055 0.163 | 0.013
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11 | 30000 | 10 | 2130 | -0.969 |-0.987 | -9926.613 | -0.987 | 0.026 -0.191 -0.178 0.123 0.129 | 0.012
12 | 28500 | 12 | 2031 | -0.586 |-0.595| -5954.059 |-0.593 | 0.018 -0.101 -0.084 0.043 0.076 | 0.003
13 | 65000 | 8 | 4853 1.402 | 1.434 | 14483.992 | 1.442 | 0.034 0.311 0.063 -0.184 0.161 | 0.032
14 | 30150 | 11 | 2046 | -0.678 | -0.689 | -6917.627 |-0.687 | 0.022 -0.125 -0.112 0.068 0.091 | 0.005
15 | 74521 | 12 | 6524 2.981)| | 3.129 | 32426.231 | 3.283 | 0.082 1.047 -0.527 0.044 0.976| | 0.332
16 | 24150 | 18 | 1890 0.540 | 0.549 | 5516.557 | 0.547 | 0.023 0.101 0.012 0.047 -0.059 | 0.003
17 | 24450 | 16 | 3439 | -0.318 |-0.320| -3178.414 |-0.318 | 0.004 -0.038 0.012 -0.019 | -0.008 | 0.000
18 | 21600 | 17 | 3329 | -0.324 | -0.327 | -3254.178 | -0.325 | 0.007 -0.043 0.017 -0.028 | -0.006 | 0.001
19 | 27900 | 20 | 3302 1.087 | 1.108 | 11142.854 | 1.109 | 0.027 0.217 -0.128 0.185 0.037 | 0.016
20 | 29100 | 18 | 3288 0.701 | 0.709 | 7079.862 | 0.707 | 0.012 0.107 -0.050 0.079 0.015 | 0.004
21 | 22650 | 15 | 4209 | -0.943 |-0.952 | -9486.233 | -0.951 | 0.009 -0.132 0.063 -0.047 | -0.085 | 0.006
22 | 20850 | 16 | 4464 | -0.932 |-0.945| -9454.124 | -0.944 | 0.017 -0.157 0.099 -0.076 | -0.112 | 0.008
23 | 22950 | 16 | 4154 | -0.644 |-0.651 | -6491.007 | -0.649 | 0.011 -0.095 0.054 -0.049 | -0.058 | 0.003
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24 | 30600 | 11 | 5621 | -1.503 |-1.545 | -15678.707 | -1.556 | 0.043 -0.370 0.114 0.049 -0.313| | 0.045
25 | 20400 | 15 | 4955 | -1.352 |-1.377 | -13842.441 | -1.384 | 0.025 -0.265 0.160 -0.088 | |-0.221] | 0.023
26 | 23850 | 21 | 3862 0.796 | 0.818 | 8295.260 | 0.816 | 0.043 0.193 -0.143 0.168 0.075 | 0.012
27 | 22800 | 18 | 5140 | -0.388 | -0.400 | -4065.537 | -0.398 | 0.048 -0.099 0.078 -0.060 | -0.078 | 0.003
28 | 20700 | 15| 2962 | -0.837 |-0.842 | -8356.411 |-0.840 | 0.002 -0.091 -0.013 | -0.021 0.021 | 0.003
29 | 21300 | 18 | 2408 0.125 | 0.127 | 1270.419 | 0.126 | 0.015 0.020 -0.002 0.012 -0.008 | 0.000
30 | 24300 | 13 | 3282 | -1.061 |-1.066 |-10583.639 | -1.067 | 0.000 -0.110 -0.040 0.023 0.007 | 0.004
31 | 19650 | 15 | 3139 | -0.986 | -0.992 | -9843.834 | -0.992 | 0.001 -0.105 -0.004 | -0.028 0.009 | 0.004
32 | 60000 | 8 | 4653 0.944 | 0.964 | 9717.601 | 0.964 | 0.031 0.199 0.055 -0.126 0.090 | 0.013
33 | 30300 | 15 | 2600 0.224 | 0.226 | 2243.012 | 0.224 | 0.004 0.027 0.009 0.004 -0.013 | 0.000
34 | 61250 | 7 | 3676 1.053 | 1.076 | 10842.523 | 1.076 | 0.031 0.222 0.154 -0.190 | -0.004 | 0.016
35 | 36000 | 9 | 2542 | -0.717 |-0.730 | -7335.167 |-0.728 | 0.025 -0.138 -0.127 0.105 0.071 | 0.006
36 | 25200 | 15 | 1498 | -0.024 |-0.025| -248.438 |-0.025| 0.026 -0.005 -0.003 0.000 0.004 | 0.000
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37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

16200

22800

43500

30300

31950

35250

37800

31200

29400

70000

33900

27150

22200

16

18

14

13

16

16

16

16

10

18

13

1613

1834

2463

2278

2126

2254

2408

2226

4274

5572

4135

4129

3672

-0.708

0.417

0.062

0.047

-0.004

1.065

1.286

0.662

-0.019

1.478

-1.063

0.299

-1.369

-0.721

0.425

0.063

0.047

-0.004

1.076

1.298

0.669

-0.020

1.532

-1.075

0.304

-1.376

-7236.959

4264.454

631.545

471.965

-44.297

10732.807

12929.171

6670.487

-196.785

15681.121

-10732.601

3045.661

-13664.298

-0.719

0.423

0.062

0.047

-0.004

1.077

1.302

0.667

-0.020

1.543

-1.076

0.302

-1.383

0.024

0.024

0.026

0.009

0.013

0.010

0.008

0.011

0.013

0.060

0.013

0.021

0.001

-0.134

0.080

0.012

0.006

-0.001

0.155

0.177

0.097

-0.003

0.422

-0.164

0.054

-0.148

-0.060

0.011

0.011

0.004

-0.001

0.044

0.040

0.028

0.002

0.028

-0.051

-0.038

-0.017

-0.019

0.036

-0.009

-0.001

0.000

0.042

0.054

0.026

-0.002

-0.200

0.092

0.039

0.020

0.104

-0.048

-0.007

-0.004

0.001

-0.092

-0.092

-0.058

-0.002

0.271

-0.059

0.030

-0.040

0.006

0.002

0.000

0.000

0.000

0.008

0.010

0.003

0.000

0.059

0.009

0.001

0.007
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50 | 31350 | 12 | 4633 | -0.931 |-0.943 | -9423.604 |-0.942 | 0.014 -0.149 0.027 0.022 -0.106 | 0.007
51 | 25640 | 12 | 4502 | -1.478 |-1.494 | -14915.625 | -1.504 | 0.012 -0.225 0.031 0.038 -0.150 | 0.017
52 | 33300 | 12 | 4456 | -0.691 |-0.698 | -6964.770 | -0.696 | 0.011 -0.102 0.012 0.018 -0.067 | 0.004
53 | 26250 | 14 | 4422 | -0.886 |-0.895| -8925.208 | -0.894 | 0.011 -0.129 0.052 -0.024 | -0.093 | 0.006
54 31950 | 19 | 2330 1.479 | 1.503 | 15077.345 | 1.513 | 0.022 0.274 -0.044 0.183 -0.094 | 0.025
55 | 30000 | 15| 3892 | -0.121 | -0.122 | -1213.266 |-0.121 | 0.005 -0.015 0.005 -0.005 | -0.007 | 0.000
56 | 61290 | 10 | 4098 1.721 | 1.740 | 17376.870 | 1.759 | 0.012 0.266 0.087 -0.152 0.091 | 0.023
57 80546 | 5 | 3351 2.576| | 2.662 | 27164.146 | 2.751 | 0.054 0.718 0.580 -0.659| | -0.125 | 0.161
58 | 30750 | 14 | 4077 | -0.346 |-0.348 | -3464.625 | -0.347 | 0.005 -0.043 0.012 -0.007 | -0.025 | 0.001
59 | 33540 | 20 | 2933 1.748 | 1.780 | 17899.307 | 1.801 | 0.026 0.347 -0.163 0.288 -0.001 | 0.039
60 | 34950 | 15 | 2511 0.717 | 0.722 | 7185.087 | 0.720 | 0.005 0.090 0.033 0.012 -0.048 | 0.003
61 | 40350 | 8 | 3654 | -0.803 |-0.816 | -8193.219 | -0.815 | 0.023 -0.149 -0.100 0.122 0.000 | 0.007
62 | 30270 | 18 | 2189 1.087 | 1.103 | 11044.979 | 1.104 | 0.018 0.188 0.002 0.101 -0.089 | 0.012
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63 | 26250 | 19 | 2395 0.885 | 0.900 | 9022.242 | 0.899 | 0.021 0.161 -0.030 0.110 -0.050 | 0.009
64 | 32400 | 10 | 2288 | -0.765 |-0.777 | -7802.770 |-0.776 | 0.023 -0.142 -0.131 0.094 0.090 | 0.007
65 | 20400 | 16 | 2506 | -0.501 |-0.505 | -5026.581 |-0.503 | 0.007 -0.066 -0.012 | -0.022 0.031 | 0.001
66 | 24150 | 17 | 2164 0.218 | 0.221 | 2206.884 | 0.220 | 0.014 0.035 0.006 0.014 -0.019 | 0.000
67 | 20120 | 22 | 2642 0.971 | 0.999 | 10143.929 | 0.999 | 0.045 0.242 -0.116 0.210 -0.017 | 0.019
68 | 29700 | 20 | 4100 1.075 | 1.101 | 11136.326 | 1.102 | 0.037 0.245 -0.186 0.202 0.119 | 0.020
69 | 21600 | 17 | 3672 | -0.407 |-0.412 | -4102.441 |-0.410 | 0.009 -0.058 0.030 -0.038 | -0.021 | 0.001
70 | 24450 | 12 | 3988 | -1.473 |-1.484 | -14761.940 | -1.494 | 0.005 -0.184 -0.020 0.052 -0.078 | 0.011
71 | 28050 | 12 | 4042 | -1.122 |-1.130 | -11245.477 | -1.132 | 0.005 -0.142 -0.011 0.039 -0.065 | 0.007
72 | 70560 | 7 | 4624 1.765 | 1.809 | 18304.370 | 1.831 | 0.038 0.410 0.148 -0.291 0.156 | 0.055
73 | 49000 | 10 | 4952 0.268 | 0.273 | 2745.851 | 0.272 | 0.026 0.053 -0.002 | -0.019 0.036 | 0.001
74 | 16350 | 18 | 4464 | -0.877 |-0.894 | -8999.103 |-0.893 | 0.028 -0.178 0.133 -0.121 | -0.117 | 0.011
75 | 68520 | 8 | 5042 1.712 | 1.756 | 17767.580 | 1.775 | 0.039 0.401 0.055 -0.220 0.230| | 0.052
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76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

38560

28500

28800

24450

43650

61500

31650

61875

21750

22500

21600

34410

20700

14

14

13

14

14

14

18

20

18

10

17

4237

4735

4951

3821

3278

2945

3021

2904

1950

4723

4906

4654

4499

0.406

-0.734

-1.012

-0.921

1.156

1.257

0.003

1.560

0.283

0.194

-0.453

-1.137

-0.700

0.410

-0.744

-1.028

-0.927

1.161

1.287

0.003

1.590

0.287

0.200

-0.464

-1.155

-0.712

4083.836

-7447.039

-10310.945

-9210.207

11524.337

13002.332

26.973

15996.478

2881.706

2042.829

-4703.882

-11575.290

-7144.857

0.408

-0.742

-1.028

-0.927

1.164

1.291

0.003

1.603

0.286

0.199

-0.462

-1.157

-0.710

0.007

0.017

0.022

0.002

0.000

0.036

0.001

0.027

0.022

0.052

0.040

0.020

0.023

0.054

-0.124

-0.186

-0.103

0.117

0.283

0.000

0.315

0.052

0.051

-0.106

-0.204

-0.131

-0.019 0.009
0.059 -0.024
0.074 | -0.010
0.017 -0.014
0.019 0.006
0.248 -0.247
0.000 0.000
0.276 -0.263
0.005 0.025
-0.042 0.039
0.083 -0.067
-0.015 0.088
0.091 -0.077

0.035

-0.099

-0.152

-0.045

-0.002

-0.093

0.000

-0.112

-0.029

0.033

-0.080

-0.120

-0.091

0.001

0.005

0.011

0.004

0.005

0.027

0.000

0.033

0.001

0.001

0.004

0.014

0.006
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89 | 47550 | 7 | 2789 | -0.118 |-0.121 | -1227.908 | -0.121 | 0.038 -0.027 -0.024 0.023 0.010 | 0.000
90 | 33900 | 15 | 2279 0.667 | 0.673 | 6707.342 | 0.671 | 0.009 0.092 0.041 0.008 -0.059 | 0.003
91 | 23400 | 17 | 2401 0.084 | 0.085 851.147 0.085 | 0.011 0.012 0.001 0.006 -0.006 | 0.000
92 |32850 | 13 | 2379 0.025 | 0.025 253.051 0.025 | 0.008 0.003 0.002 -0.001 | -0.002 | 0.000
93 | 55750 | 7 | 2895 0.686 | 0.703 | 7106.858 | 0.701 | 0.037 0.155 0.137 -0.135 | -0.054 | 0.008
94 | 25200 | 13 | 2310 | -0.733 |-0.740 | -7379.741 | -0.738 | 0.010 -0.104 -0.075 0.030 0.071 | 0.004
95 |26250 | 15| 2472 | -0.155 |-0.156 | -1555.999 | -0.156 | 0.006 -0.020 -0.007 | -0.003 0.011 | 0.000
96 | 26400 | 13 | 2265 | -0.600 | -0.607 | -6050.427 | -0.605 | 0.010 -0.087 -0.063 0.025 0.061 | 0.003
97 |39150 | 12 | 4082 | -0.007 |-0.007 -69.329 -0.007 | 0.006 -0.001 0.000 0.000 0.000 | 0.000
98 | 21450 | 12 | 4278 | -1.848 | -1.865 | -18580.200 | -1.889 | 0.008 -0.258 0.011 0.056 -0.150 | 0.022
99 | 29400 | 13 | 1867 | -0.200 |-0.203 | -2029.067 | -0.202 | 0.019 -0.035 -0.027 0.010 0.028 | 0.000
100 | 29850 | 12 | 2672 | -0.606 |-0.611 | -6079.935 |-0.609 | 0.007 -0.079 -0.061 0.037 0.042 | 0.002
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Deteksi outlier untuk data penjualan rumah did;—;bail irizona, Amerika Serikat saat data tanpa outlier
DFBET | DFBET | DFBET
no y X1 X2 di I € {; hii DFFITS; D
ASy, AS;; AS;;

1 27450 | 12 1835 0.113 0.117 364.597 | 0.116| 0.045 0.030 | 0.026 -0.017 | -0.019 | 0.000
2 29850 | 12 2672 0.963 0.984 | 3027.521| 0.983| 0.024 0.203 | 0.174 -0.144 | -0.059 | 0.014
3 25350 | 11 2430 | -0.727 | -0.750| -2331.501| -0.747) 0.043 -0.189 | -0.174 | 0.145 0.067 0.012
4 19650 | 20 2034 | -1.005 | -1.050| -3305.737| -1.051 0.067 -0.317 | 0.116 -0.242 | 0.150 0.034
5 23560 | 10 2246 | -1.514 | -1.582| -4981.701| -1.604 0.067 -0.484 || -0.461| | | 0.392 0.181 0.076
6 27000 | 16 2564 0.739 0.748 | 2281.537| 0.745| 0.007 0.115 | 0.017 0.029 -0.055 | 0.004
7 24000 | 15 1887 | -0.482 | -0.491| -1512.042| -0.488 0.023 -0.100 | -0.049 | 0.003 0.076 0.003
8 24550 | 13 1652 | -0.678 | -0.699| -2171.846| -0.696 0.042 -0.173 | -0.136 | 0.070 | 0.129 0.010
9 30000 | 10 2130 | 0.614 | 0.643| 2027.099| 0.639| 0.070 0.197 | 0.189 -0.156 | -0.081 | 0.013
10 28500 | 12 2031 0.474 0.488 | 1513.728| 0.485| 0.039 0.117 | 0.104 -0.071 | -0.067 | 0.005
11 30150 | 11 2046 0.841 0.872 | 2724.618| 0.870| 0.053 0.238 | 0.223 -0.170 | -0.119 | 0.019
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12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

24150

24450

21600

29100

22650

20850

22950

30600

20400

23850

22800

20700

21300

24300

18

16

17

18

15

16

16

11

15

21

18

15

18

13

1890

3439

3329

3288

4209

4464

4154

5621

4955

3862

5140

2962

2408

3282

0.114

-0.051

-0.821

1.846

-0.780

-1.179

-0.502

1.219

-1.478

0.688

-0.124

-1.507

-0.798

-0.656

0.118

-0.051

-0.831

1.878

-0.793

-1.204

-0.510

1.313

-1.526

0.722

-0.130

-1.520

-0.815

-0.665

365.933

-155.266

-2535.476

5758.260

-2428.873

-3706.584

-1562.927

4260.294

-4747.183

2286.497

-410.947

-4623.723

-2509.012

-2032.969

0.117

-0.051

-0.829

1.922

-0.790

-1.209

-0.507

1.321

-1.544

0.719

-0.129

-1.538

-0.812

-0.662

0.040 0.029
0.002 -0.007
0.007 -0.130
0.017 0.357
0.015 -0.143
0.025 -0.251
0.015 -0.091
0.120 0.527
0.044 -0.394
0.077 0.231
0.070 -0.040
0.001 -0.204
0.025 -0.169
0.010 -0.109

-0.002

0.001

0.050

-0.189

0.024

0.102

0.034

0.071

0.113

-0.186

0.027

-0.061

0.040

-0.067

0.016

-0.002

-0.070

0.251

0.007

-0.045

-0.019

-0.243

0.015

0.200

-0.017

0.011

-0.107

0.066

-0.018

-0.002

-0.015

0.024

-0.098

-0.188

-0.059

0.414

-0.335

0.060

-0.031

0.039

0.076

-0.009

0.000

0.000

0.006

0.041

0.007

0.021

0.003

0.091

0.050

0.018

0.001

0.014

0.010

0.004
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

19650

30300

25200

22800

30300

29400

27150

22200

25640

26250

30000

30750

27270

26250

15

15

15

18

14

16

18

13

12

14

15

14

18

19

3139

2600

1498

1834

2278

4274

4129

3672

4502

4422

3892

4077

2189

2395

-1.844

1.654

-0.108

-0.337

1.451

1.645

1.253

-1.328

-0.316

0.246

1.637

1.716

1.169

1.026

-1.860

1.672

-0.112

-0.347

1.474

1.674

1.283

-1.348

-0.326

0.251

1.657

1.743

1.197

1.055

-5653.838

5095.180

-346.446

-1079.025

4513.619

5138.758

3959.938

-4126.877

-1014.744

772.488

5057.621

5338.893

3697.219

3274.441

-1.902

1.699

-0.111

-0.345

1.490

1.702

1.291

-1.358

-0.323

0.249

1.684

1.776

1.202

1.056

0.000

0.005

0.039

0.042

0.014

0.018

0.029

0.013

0.046

0.025

0.007

0.014

0.030

0.039

-0.248

0.251

-0.027

-0.086

0.265

0.324

0.282

-0.238

-0.083

0.052

0.264

0.317

0.267

0.257

-0.057

0.102

-0.014

0.006

0.176

-0.125

-0.189

-0.109

-0.024

0.000

-0.020

0.031

-0.044

-0.094

0.014

-0.012

0.001

-0.046

-0.079

0.064

0.169

0.136

0.048

-0.014

-0.014

-0.097

0.160

0.190

0.008

-0.117

0.023

0.057

-0.160

0.225

0.148

-0.082

-0.053

0.038

0.145

0.193

-0.145

-0.102

0.020

0.020

0.000

0.003

0.023

0.034

0.026

0.019

0.002

0.001

0.022

0.032

0.024

0.022
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40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

20400

24150

20120

24700

21600

24450

28050

28500

28800

24450

21750

22500

21600

20700

16

17

22

20

17

12

12

14

13

14

18

20

18

17

2506

2164

2642

2230

3672

3988

4042

4735

4951

3821

1950

4723

4906

4499

-1.454

-0.050

-0.446

0.683

-0.799

-0.743

0.454

1.012

0.943

-0.390

-0.678

0.113

-0.538

-1.044

-1.472

-0.051

-0.475

0.711

-0.810

-0.761

0.466

1.040

0.979

-0.395

-0.697

0.119

-0.559

-1.070

-4492.712

-156.454

-1522.825

2232.252

-2475.182

-2351.138

1438.637

3224.151

3060.905

-1206.459

-2161.049

378.451

-1751.459

-3306.595

-1.487

-0.050

-0.471

0.708

-0.807

-0.759

0.462

1.041

0.978

-0.392

-0.694

0.118

-0.555

-1.072

0.008

0.021

0.101

0.061

0.010

0.030

0.031

0.037

0.054

0.009

0.038

0.081

0.058

0.031

-0.235

-0.010

-0.172

0.206

-0.134

-0.168

0.104

0.248

0.270

-0.063

-0.167

0.039

-0.158

-0.240

-0.038

0.000

0.110

-0.086

0.064

-0.078

0.046

-0.020

0.008

-0.012

0.016

-0.032

0.107

0.136

-0.058

-0.004

-0.156

0.163

-0.068

0.112

-0.069

-0.058

-0.102

0.021

-0.093

0.027

-0.073

-0.090

0.120

0.006

0.033

-0.084

-0.048

-0.076

0.049

0.198

0.214

-0.030

0.104

0.023

-0.118

-0.171

0.018

0.000

0.010

0.014

0.006

0.009

0.004

0.020

0.024

0.001

0.009

0.001

0.008

0.019
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54

55

56

57

58

59

60

23400

25200

26250

26400

21450

29400

29850

17

13

15

13

12

13

12

2401

2310

2472

2265

4278

1867

2672

-0.283

-0.420

0.302

-0.025

-1.720

0.944

0.963

-0.288

-0.428

0.306

-0.026

-1.769

0.969

0.984

-882.949

-1315.526

933.692

-78.985

-5484.744

2996.917

3027.521

-0.286

-0.425

0.304

-0.025

-1.803

0.968

0.983

0.015

0.020

0.007

0.021

0.038

0.033

0.024

-0.052

-0.083

0.047

-0.005

-0.434

0.222

0.203

0.002

-0.067

0.020

-0.004

-0.157

0.177

0.174

-0.024

0.042

-0.002

0.003

0.269

-0.097

-0.144

0.027

0.044

-0.026

0.003

-0.244

-0.153

-0.059

0.001

0.002

0.001

0.000

0.060

0.016

0.014

Taksiran parameter..., Stevani Wijaya, FMIPA Ul, 2009.
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