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ABSTRAK 
 
 
 

Metode two stage adaptive cluster sampling (2S-ACS) sangat baik 

digunakan untuk mengambil sampel dimana elemen yang akan diteliti sangat 

jarang atau berkelompok.  Pada 2S-ACS, pengambilan sampel diawali 

dengan membagi wilayah penelitian menjadi unit-unit primer.  Masing-masing 

unit primer dibagi menjadi unit-unit sampling.  Pada tahap pertama, dipilih 

beberapa unit primer secara SRS.  Pada tahap kedua, dari masing-masing 

unit primer yang terpilih pada tahap pertama, diambil beberapa unit sampling 

sebagai sampel awal.  Kemudian, dilakukan proses penambahan sampel 

pada masing-masing unit sampling yang terpilih pada sampel awal.  Ada dua 

skema yang dapat digunakan untuk menambahkan sampel, yaitu skema 

overlapping dan skema nonoverlapping.  Pada skema overlapping, proses 

penambahan sampel diperbolehkan melewati batas unit primer, sedangkan 

pada skema nonoverlapping tidak diperbolehkan melewati batas unit.  Pada 

masing-masing skema akan digunakan taksiran Horvitz-Thompson dan 

taksiran Hansen-Hurwitz untuk menaksir mean dan total populasi.  Taksiran 

yang diperoleh adalah taksiran yang tak bias.  Pada tugas akhir ini akan 

diberikan contoh penerapan two stage adaptive cluster sampling dengan 

menggunakan skema overlapping dan skema nonoverlapping. 

Kata kunci : taksiran Horvitz-Thompson; taksiran Hansen-Hurwitz; two stage 

adaptive cluster sampling; unit primer; unit sampling. 

ix+106 hal.;lamp.;gamb.;tab.; 

Bibliografi :  10 (1967-2002) 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1  Latar Belakang 
 

 

 

Pengambilan sampel merupakan hal yang penting dalam melakukan 

suatu penelitian.  Pengambilan sampel dilakukan untuk memperoleh data 

yang akan digunakan dalam penelitian.  Ada berbagai macam metode yang 

dapat digunakan dalam pengambilan sampel.  Pemilihan metode 

pengambilan sampel juga harus diperhatikan karena akan mempengaruhi 

hasil penelitian.  Jika metode pengambilan sampel yang digunakan tidak 

sesuai, maka hasil yang diperoleh dari penelitian tersebut dapat 

menyesatkan.  Oleh karena itu, dalam pengambilan sampel perlu diketahui 

bagaimana keadaan dari populasi.  

Populasi merupakan kumpulan dari elemen-elemen yang merupakan 

objek penelitian dimana pengukuran akan diambil.  Elemen-elemen tersebut 

seringkali dapat dikelompokkan ke dalam kelompok-kelompok yang 

merupakan partisi dari populasi terkait.  Kelompok-kelompok ini disebut 

sebagai unit sampling.  Pengambilan sampel dilakukan terhadap unit-unit 

sampling sedangkan pengukuran dilakukan terhadap elemen-elemen yang 

terdapat pada unit sampling yang terpilih sebagai sampel.   
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Adakalanya unit sampling dan elemen merupakan hal yang sama.  

Sebagai contoh, misalkan akan diteliti rata-rata pertambahan berat ayam 

setelah diberi vitamin tertentu.  Kemudian, ayam-ayam yang akan diteliti 

berada di dalam beberapa kandang dan pengambilan sampel dilakukan pada 

kandang ayam.  Kemudian, pengukuran dilakukan pada ayam-ayam yang 

berada di dalam kandang yang terpilih menjadi sampel.  Dalam penelitian ini 

unit samplingnya adalah kandang sedangkan elemennya adalah ayam.  

Andaikan ayam-ayam yang akan diteliti tidak berada di dalam kandang dan 

pengambilan sampel dilakukan secara langsung pada ayam, maka unit 

sampling dan elemen dalam penelitian ini adalah sama yaitu ayam.  

Dalam penelitian, terutama penelitian lapangan populasi merupakan 

daerah yang mencakup seluruh wilayah penelitian.  Wilayah penelitian dapat 

dibagi menjadi beberapa daerah penelitian/subwilayah yang merupakan 

partisi dari wilayah penelitian.  Sampel dipilih dari daerah 

penelitian/subwilayah dan pengukuran dilakukan terhadap objek penelitian 

yang berada di dalam daerah penelitian/ subwilayah yang terpilih sebagai 

sampel.  Dalam hal ini daerah penelitian/subwilayah merupakan unit 

sampling dan objek penelitian merupakan elemen.   

Dalam penelitian sering terjadi suatu kasus di mana elemen yang akan 

diteliti sangat jarang atau saling berkelompok.  Dalam kasus ini, ketika 

pengambilan sampel dari unit sampling dilakukan dengan metode 

konvensional, ada kemungkinan bahwa elemen yang akan diteliti tidak 

ditemukan dalam unit sampling yang terpilih sebagai sampel, sehingga data 
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yang cukup tidak akan diperoleh.  Ada juga kemungkinan lain bahwa elemen 

yang diperoleh dari unit sampling yang terpilih sebagai sampel hanya sedikit, 

tetapi elemen-elemen yang akan diteliti dapat ditemukan juga pada unit-unit 

sampling yang bertetanggaan dengan unit sampling yang terpilih sebagai 

sampel.  Seandainya elemen-elemen yang terdapat pada unit-unit sampling 

yang bertetanggaan dengan unit sampling yang terpilih menjadi sampel, juga 

dapat dimasukkan menjadi elemen sampel, maka data yang diperoleh akan 

lebih memadai.  

 Thompson (1990, 1992) memperkenalkan suatu metode pengambilan 

sampel yang akan memasukkan elemen-elemen yang ditemukan pada unit-

unit sampling yang bertetanggaan dengan unit sampling yang terpilih sebagai 

sampel untuk menjadi elemen sampel.  Metode ini dikenal dengan adaptive 

cluster sampling. 

Cara pengambilan sampel pada adaptive cluster sampling diawali 

dengan membagi wilayah penelitian menjadi subwilayah-subwilayah yang 

disebut unit-unit sampling.  Kemudian, ambil sampel awal (initial sampel) dari 

unit-unit sampling dengan teknik sampling yang sudah diketahui, misalnya 

simple random sampling (SRS).  Jika dalam sampel awal tersebut terdapat 

elemen yang akan diteliti, maka unit-unit disekitarnya dijadikan sampel dan 

diteliti apakah terdapat elemen dan memenuhi kondisi tertentu yang telah 

ditentukan oleh peneliti.  Apabila terdapat elemen yang akan diteliti dan 

memenuhi kondisi yang diinginkan oleh peneliti, maka unit-unit disekitarnya 

juga akan dijadikan sampel dan diteliti apakah memenuhi kondisi tersebut.  
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Proses ini terus dilakukan hingga tidak ada lagi unit-unit disekitar unit 

sampling yang terpilih menjadi sampel dan memenuhi kondisi yang 

diinginkan oleh peneliti.  Pada adaptive cluster sampling dapat diperoleh 

taksiran parameter (dalam tugas akhir ini dibatasi untuk mean dan total) yang 

tak bias dengan taksiran variansi yang tak bias pula.  

Metode adaptive cluster sampling memiliki beberapa kelemahan, yaitu 

ada kemungkinan bahwa elemen pada sampel akhir yang terbentuk akan 

sangat banyak.  Kelemahan berikutnya adalah memerlukan banyak 

usaha/tenaga dalam meneliti unit-unit sampling yang menjadi sampel awal 

karena ada kemungkinan unit-unit sampling tersebut terletak berjauhan.  Hal 

ini menjadi suatu kesulitan jika daerah yang menjadi objek penelitian sangat 

luas. 

Dalam tugas akhir ini akan diperkenalkan suatu metode yang dapat 

digunakan untuk mengatasi permasalahan dalam adaptive cluster sampling, 

yaitu elemen pada sampel akhir sangat banyak, dan atau sampel awal 

terletak berjauhan.  Metode ini dikenal dengan two stage adaptive cluster 

sampling.  Berbeda dengan adaptive cluster sampling, pada two stage 

adaptive cluster sampling, daerah yang menjadi objek penelitian dibagi 

dahulu menjadi beberapa unit primer yang diperkirakan homogen.  

Kemudian, masing-masing unit primer dibagi menjadi unit-unit sampling.  

Selanjutnya, ambil beberapa unit primer secara SRS dan dari  unit primer 

yang terpilih, pilih unit sampling sebagai sampel awal (initial sample) secara 

SRS.  Setelah sampel awal terpilih, proses selanjutnya sama seperti adaptive 
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cluster sampling.  Permasalahan yang perlu diselesaikan pada two stage 

adaptive cluster sampling adalah bagaimana mendapatkan taksiran mean 

populasi yang tak bias dengan taksiran variansi yang tak bias pula.  Hal ini 

yang akan diselesaikan dalam tugas akhir ini. 

 
 
1.2  Permasalahan 

 

 

Permasalahan dalam tugas akhir ini adalah bagaimana mendapatkan 

taksiran tak bias untuk mean dan total dengan taksiran variansi yang tak bias, 

pada two stage adaptive cluster sampling. 

 
 
 

1.3  Tujuan Penulisan 

 

 

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah : 

 Menjelaskan tentang metode two stage adaptive cluster sampling. 

 Mencari taksiran tak bias untuk mean dan total dengan taksiran 

variansi yang tak bias, pada two stage adaptive cluster sampling. 
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1.4  Pembatasan Masalah 

 

 

Batasan masalah dalam skripsi ini antara lain : 

 Pemilihan unit primer dan sampel awal (initial sampel) hanya dilakukan 

dengan simple random sampling (SRS) tanpa pengembalian. 

 Banyaknya unit sampling pada masing-masing unit primer adalah 

sama. 

 Banyaknya unit sampling yang terpilih sebagai sampel awal pada 

masing-masing unit primer adalah sama. 

 
 
 

1.5 Sistematika Penulisan 

 

 

Penulisan tugas akhir ini dibagi menjadi lima bab, yaitu  

BAB I : Pendahuluan 

Pada bab ini dibahas latar belakang, permasalahan, tujuan, 

pembatasan masalah, dan sistematika penulisan tugas akhir ini. 

BAB II : Landasan Teori 

Pada bab ini dibahas mengenai landasan teori tugas akhir ini, yaitu 

simple random sampling, two stage sampling, unequal probability 

sampling, dan adaptive cluster sampling. 
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BAB III : Two stage adaptive cluster sampling 

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai skema yang digunakan pada  

two stage adaptive cluster sampling.  Pada masing-masing skema 

akan dijelaskan taksiran Horvitz-Thompson dan taksiran Hansen-

Hurwitz untuk menentukan taksiran mean dan total populasi. 

BAB IV : Contoh Penerapan  

Pada bab ini diberikan suatu ilustrasi / contoh penerapan metode two 

stage adaptive cluster sampling dengan menggunakan skema 

overlapping dan skema nonoverlapping. 

BAB V : Penutup 

Bab ini terdiri dari kesimpulan dan saran. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

 

 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori yang mendasari topik 

pada tugas akhir ini, yaitu Simple Random Sampling (SRS), Two Stage 

Sampling, Unequal Probability Sampling, dan Adaptive cluster sampling. 

 
 
2.1 Simple Random Sampling  

 

 

 Simple Random Sampling (SRS) adalah metode pengambilan sampel 

dimana setiap kombinasi sampel yang mungkin, mempunyai probabilitas 

yang sama untuk terpilih menjadi sampel.  Sampel yang dipilih secara SRS 

disebut Simple Random Sample.  SRS merupakan bentuk dasar dari 

probability sampling dan secara teoritis menjadi dasar dari bentuk sampling 

yang lebih rumit.  Dalam pengambilan sampel, SRS dapat dilakukan dengan 

dua cara yaitu dengan pengembalian atau tanpa pengembalian.  Dalam 

tugas akhir ini hanya akan dibahas SRS tanpa pengembalian. 

Teorema 2.1: 

Dalam SRS tanpa pengembalian, probabilitas suatu unit terpilih menjadi 

anggota sampel adalah sama yaitu n

N
, dimana n adalah ukuran sampel 

sedangkan N adalah ukuran populasi. 
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p j n
N

u

D u

D D D





 
 

 



 





   



1 1 2

1 2

adian  saling lepas, maka :

                 Pr( ... )

                    ( ) ( ) ... ( )

1 1 1                    ...

                    

Hal yang sama juga berlaku untuk unit

j
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n
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D D D
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Dengan demikian telah terbukti bahwa dalam SRS tanpa pengembalian, 

probabilitas suatu unit terpilih menjadi anggota sampel adalah sama yaitu n

N
. 

Selanjutnya, akan dibahas mengenai taksiran mean dan total pada SRS, 

beserta variansi dan taksiran variansi dari taksiran mean dan total. 

 
 
2.1.1 Taksiran Mean 

 

 

Misalkan 1 2, ,..., ny y y  menyatakan suatu simple random sample dari 

suatu populasi 1 2, ,..., Nu u u  sedemikian sehingga ;  1,2,...,i i iy u z i N   dimana 

iz adalah variabel indikator, yaitu : 

1, jika unit ke i terpilih sebagai sampel
0, jika unit ke i tidak terpilih sebagai sampeliz


 
  

Mean populasi adalah rata-rata dari semua nilai pengamatan di populasi, 

yaitu : 

 1 2
1

1 1...
N

N i

i

u u u u
N N




       

taksiran mean pada SRS adalah : 

 


     1 2
1

1 1...
n

n i

i

y y y y y
n n

. 
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Akan ditunjukkan bahwa y  adalah taksiran tak bias untuk  .  Telah 

dibuktikan bahwa dalam SRS tanpa pengembalian, probabilitas suatu unit 

terpilih sebagai sampel adalah n

N
, maka : 

   





[ ] 0.Pr( 0) 1.Pr( 1)
       1.Pr(unit ke i terpilih sebagai sampel)

       

i i iE z z z

n

N  
sehingga 

1

1

1

1

1

1[ ]

1       

1       . [ ]

1       .

1       

       

n

i

i

N

i i

i

N

i i

i

N

i

i

N

i

i

E y E y
n

E u z
n

u E z
n

n
u

n N

u
N













 
  

 

 
  

 



















 

Jadi, y  adalah taksiran tak bias untuk  . 

Untuk mencari variansi dari y , terlebih dahulu akan dicari variansi dan 

kovariansi dari variabel indikator iz , yaitu : 

(2.1.1) 
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Dengan demikian, 
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(2.1.2) 

(2.1.4) 

(2.1.3) 
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Dengan demikian, 

2

var[ ] N n
y

n N

  
  

 
 

dengan  
2

2

1 1

N
i

i

u

N










 .  Taksiran dari variansi tersebut adalah 


2

var[ ] s N n
y

n N

 
  

 
 

dimana  
22

1

1
1

n

i

i

s y y
n 

 

 .  Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa taksiran 

variansi tersebut adalah taksiran yang tak bias,  tetapi akan ditunjukkan dulu 

bahwa 2 2[ ]E s 

 

(2.1.5) 

(2.1.6) 
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maka,  

 

 

 

 
(2.1.8) 

(2.1.7) 
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.
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Dengan demikian, taksiran variansi tersebut adalah taksiran yang tak bias. 

 
 
2.1.2 Taksiran Total 

 

 

Total populasi adalah 

1

N

i

i

N u 


   

sedangkan taksirannya adalah  

1
ˆ

n

i

i

N
Ny y

n




    

lalu, karena  

[ ˆ] [ ] [ ]E E Ny NE y N      . 

maka taksiran tersebut merupakan taksiran yang tak bias untuk total. 

Variansi untuk taksiran total adalah 

2 2
2 2var[ ˆ] var[ ] var[ ] . ( )

N n
Ny N y N N N n

n N n

 


 
     

 
 

dengan taksirannya adalah  

  
2 2

2 2var[ ˆ] var[ ] var[ ] . ( )
s N n s

Ny N y N N N n
n N n


 

     
 

 

lalu, karena : 

  2 2[var[ ˆ]] [var[ ]] [var[ ]] var[ ] var[ ] var[ ˆ]E E Ny N E y N y Ny       

maka dimana taksiran variansi tersebut merupakan taksiran yang tak bias 

untuk variansi dari taksiran total. 
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2.2 Two Stage Sampling 

 
 

Dalam pengambilan sampel secara simple random sampling (SRS) 

tidak selamanya efektif, walaupun SRS merupakan metode sampling yang 

paling sederhana.  Misalkan dalam penelitian yang mencakup daerah yang 

sangat luas, seperti hutan.  Jika pengambilan sampel dilakukan secara SRS, 

maka peneliti akan memerlukan banyak tenaga, waktu dan biaya untuk 

meneliti unit-unit yang terpilih sebagai sampel karena kemungkinan besar 

unit-unit tersebut terletak berjauhan.  Agar lebih efektif, pengambilan sampel 

dapat dilakukan dengan dua tahap.  Pada tahap pertama pengambilan 

sampel dilakukan pada unit primer, kemudian pada tahap kedua pengambilan 

sampel dilakukan pada unit sekunder yang berada di dalam unit primer yang 

terpilih sebagai sampel.  Pengambilan sampel seperti ini disebut Two Stage 

Sampling.  Pada tugas akhir ini, pengambilan sampel pada masing-masing 

tahap hanya dilakukan dengan SRS tanpa pengembalian.   

Misalkan M adalah banyaknya unit primer pada populasi dan iN

adalah banyaknya unit sekunder pada unit primer ke i.  Misalkan 
ij

menyatakan total pengukuran pada unit sekunder ke j dalam unit primer ke i 

pada populasi,  maka total pengukuran pada unit primer ke i adalah 

1
iN

i ijj
 


 , sedangkan total populasi adalah 

1 1 1
iM N M

ij ii j i
  

  
    .  

Selanjutnya, mean pada unit primer ke i adalah i i iN  , sedangkan mean 
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populasi adalah N  , dimana 
1

M

ii
N N


  yaitu banyaknya unit sekunder 

pada populasi.   

 
 

2.2.1 Taksiran Mean Dan Total Populasi 

 

 

Misalkan m menyatakan banyaknya unit primer yang terpilih sebagai 

sampel pada tahap awal pengambilan sampel, sebut 1s  sebagai kumpulan 

unit primer dalam sampel.  Kemudian in  menyatakan banyaknya unit 

sekunder pada unit primer ke i yang terpilih sebagai sampel pada tahap 

kedua pengambilan sampel, 
ijy  adalah total pengukuran pada unit sekunder 

ke j di dalam unit primer ke i, yang terpilih sebagai sampel.  Karena in  unit 

sekunder dipilih secara SRS pada tahap kedua, maka taksiran mean dan 

total pada unit primer ke i adalah 

1

1
ˆ

in

i ij

ji

y
n




   

1
ˆ ˆ

in

i
i i i ij

ji

N
N y

n
 



    

Selanjutnya, taksiran mean dan total populasi adalah 

1
ˆ ˆ

m

i

i

M

Nm
 



   

1
ˆ . ˆ ˆ

m

i

i

M
N

m
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Misalkan 1s  adalah himpunan semua unit primer yang terpilih sebagai 

sampel.  Akan ditunjukkan bahwa diberikan himpunan 1s , taksiran total pada 

unit primer ke i adalah taksiran tak bias untuk total pada unit primer ke i.  

Dengan perkataan lain, akan ditunjukkan bahwa 1[ ˆ | ]i iE s   sebagai berikut: 

Misalkan 
ijz  adalah variabel indikator,  yaitu : 

1, jika unit sampling ke j pada unit primer ke i terpilih sebagai sampel
0, jika unit sampling ke j pada unit primer ke i tidak terpilih sebagai sampelijz


 


 

dimana 1Pr( 1| ) i
ij

i

n
z s

N
  , maka : 

 

1 1
1

1
1

1
1

1 1
1

1

[ ˆ | ] |

            |

            [ | ]

            0.Pr( 0 | ) 1.Pr( 1| )

            

        

i

i

i

i

i

n

i
i ij

ji

N

i
ij ij

ji

N

i
ij ij

ji

N

i
ij ij ij

ji

N

i i
ij

ji i

N
E s E y s

n

N
E z s

n

N
E z s

n

N
z s z s

n

N n

n N





















 
  

 

 
  

 



   













1
    

            

iN

ij

j

i













 

Kemudian, akan ditunjukkan bahwa ̂  dan ̂  adalah taksiran tak bias 

untuk mean dan total populasi.  Misalkan iz  adalah variabel indikator, yaitu : 

1, jika unit primer ke i terpilih sebagai sampel
0, jika unit primer ke i tidak terpilih sebagai sampeliz
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dengan Pr( 1)i

m
z

M
  , maka : 

1

1
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sedangkan untuk taksiran total 

1

1

1

[ ˆ] [ ( ˆ | )]

      [ ( . ˆ | )]

      . [ ( ˆ | )]

      .
      

E E E s

E E N s

N E E s
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Jadi, ̂  dan ̂  adalah taksiran tak bias untuk   dan  . 

Selanjutnya akan dicari variansi dari ̂  dan ̂ .  Variansi dari ̂  dapat 

diperoleh dengan menggunakan dekomposisi sebagai berikut : 

1 1var[ ˆ ] var[ ( ˆ | )] [var( ˆ | )]E s E s     (2.2.2) 
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Ada dua bagian pada (2.2.2) yang akan dicari  

Bagian pertama dari ruas kanan persamaan (2.2.2) adalah 

 

1
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2

2

2

            .

1                  ( )

u
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M M m

N M m

M M m
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dimana 2
u  adalah variansi antar unit primer, yaitu  

22
1

1

1
1

M

u i

iM
  



 

 , 

dengan 1
1

1 M

i

iM
 



  yaitu mean per unit primer. 

Bagian kedua dari ruas kanan persamaan (2.2.2) adalah 
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dimana 2
i  adalah variansi di dalam unit primer ke i, yaitu 

 
22

1

1
1

iN

i ij i

jiN
  



 

 , dengan i i iN   yaitu mean di dalam unit primer ke 

i, untuk  i = 1, 2, …, N. 

Jadi, variansi dari ̂  adalah 

2 2

2 2
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1 1
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M
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M
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Taksiran dari (2.2.3) adalah 
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(2.2.3) 

(2.2.4) 
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dimana  
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 , untuk i= 1, 2,…m.  

Akan ditunjukkan bahwa (2.2.4) adalah taksiran tak bias untuk (2.2.3) 
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maka,  
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Jadi, karena [var[ ˆ]] var[ ˆ]E    maka var[ ˆ ]  merupakan taksiran tak bias 

untuk var[ ˆ] . 

 Selanjutnya, taksiran variansi untuk taksiran total adalah sebagai 

berikut 
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Kemudian, karena  

  2 2[var[ ˆ]] [var[ . ˆ]] [var[ ˆ]] .var[ ˆ] var[ . ˆ] var[ ˆ]E E N N E N N           

maka, taksiran variansi tersebut merupakan taksiran tak bias untuk variansi 

dari taksiran total. 
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2.3 Unequal Probability Sampling 

 
 

Jika dalam SRS probabilitas terpilihnya suatu unit adalah sama, tetapi 

adakalanya unit-unit dalam populasi memiliki probabilitas yang berbeda untuk 

terpilih sebagai sampel. Untuk kasus dimana unit-unit memiliki peluang yang 

berbeda untuk terpilih sebagai sampel, ada dua jenis taksiran yang dapat 

digunakan untuk menaksir mean dan total populasi, yaitu taksiran Horvitz-

Thompson dan taksiran Hansen-Hurwitz.   

 
 
2.3.1 Taksiran Horvitz-Thompson 

 

 

Taksiran ini dapat digunakan ketika pengambilan sampel dilakukan 

dengan atau tanpa pengembalian.  Misalkan dipunyai unit pada populasi 

1 2{ , ,..., }Nu u u  berukuran N, kemudian diambil suatu sampel 1 2{ , ,..., }ny y y  

berukuran n  dimana probabilitas terpilihnya unit ke i sebagai sampel tidak 

sama, sebut i .  Taksiran Horvitz-Thompson untuk mean adalah   

1

1
ˆ

n
i

HT

i i

y

N




   

Akan ditunjukkan bahwa taksiran ini adalah taksiran yang tak bias untuk 

mean.  Sebelumnya, didefinisikan suatu variabel indikator iz  yang bernilai 1 

jika unit ke i terpilih menjadi sampel dan bernilai 0 jika unit ke i tidak terpilih 

menjadi sampel.  Jadi,  
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maka, taksiran tersebut merupakan taksiran yang tak bias untuk mean. 

Untuk mencari variansi dari taksiran Horvitz-Thompson, terlebih dahulu akan 

dicari variansi dan kovariansi dari variabel indikator iz , yaitu : 

2 2 2[ ] 0 .Pr( 0) 1 .Pr( 1)
        1.Pr(unit ke i terpilih menjadi sampel)
        

i i i

i

E z z z



   





 

2 2
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var[ ] [ ] [ [ ]]
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i i i

i i

i i

z E z E z

 

 

 

 

 

 

cov[ , ] [ ] [ ]. [ ]

               
i j i j i j

ij i j

z z E z z E z E z

  

 

 
 

Dimana 
ij  adalah probabilitas unit ke i dan ke j terpilih menjadi sampel. 

(2.3.1) 
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Variansi dan taksiran variansi dari taksiran mean Horvitz-Thompson adalah 
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Akan dibuktikan bahwa taksiran variansi tersebut adalah taksiran yang tak 

bias untuk variansi dari taksiran mean: 
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Karena [var[ ˆ ]] var[ ˆ ]HT HTE   , maka taksiran variansi tersebut merupakan 

taksiran yang tak bias. 

Selanjutnya, taksiran Horvitz-Thompson untuk total adalah  

1 1
ˆ . ˆ

n N
i i i

HT

i ii i

y u z
N 

  

    . 

Berdasarkan (2.3.1), diperoleh  

[ ˆ ] [ . ˆ ] . [ ˆ ] .HT HT HTE E N N E N         

sehingga taksiran Horvitz-Thompson untuk total tersebut merupakan taksiran 

tak bias untuk total. 

Kemudian, variansi dari taksiran total dapat diperoleh sebagai berikut 

2

1 1

-
var[ ˆ ] var[ ˆ ] var[ ˆ ]
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dan taksiran variansi  

(2.3.2) 
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 . 

Berdasarkan (2.3.2), dapat diperoleh 

  2 2[var[ ˆ ]] [var[ . ˆ ]] [var[ ˆ ]] var[ ˆ ] var[ . ˆ ] var[ ˆ ]HT HT HT HT HT HTE E N N E N N           

sehingga var[ ˆ ]HT  adalah taksiran tak bias untuk var[ ˆ ]HT . 

 
 
2.3.2 Taksiran Hansen-Hurwitz  

 
 

Taksiran ini biasa digunakan ketika pengambilan sampel dilakukan 

dengan pengembalian.  Misalkan dari N unit pada populasi 1 2{ , ,..., }Nu u u  

diambil suatu sampel berukuran n  1 2{ , ,..., }ny y y  dengan pengembalian. 

Misalkan ip  adalah probabilitas terpilihnya unit ke i.  Taksiran Hansen-

Hurwitz untuk mean adalah  

1

1
ˆ

n
i

HH

i i

y

nN p




   

Misalkan if  menyatakan berapa kali unit i terpilih sebagai sampel, 

dengan demikian if  berdistribusi binomial ( ( , ))i if b n p , sehingga taksiran 

Hansen-Hurwitz dapat pula dinyatakan sebagai : 

1 1
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Karena ( , )i if b n p , maka [ ]i iE f np , sehingga taksiran Hansen-Hurwitz 

dapat pula dinyatakan dengan 
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Akan dibuktikan bahwa taksiran tersebut adalah taksiran yang tak bias 

untuk mean, yaitu : 
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Jadi, ˆHH  merupakan taksiran yang tak bias untuk mean. 

Untuk mencari taksiran variansi dari ˆHH yang tak bias, didefinisikan 

variabel random T dengan nilai i

i

u

Np
dan Pr , ( 1,2,..., )i

i

i

u
T p i N

Np

 
   

 
, 

maka  

(2.3.3) 
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Misalkan t adalah sampel random dengan distribusi dari variabel random T, 
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa var[ ˆ ]HH  adalah taksiran yang tak 

bias untuk var[ ˆ ]HH  



 

 

    

   

2

2

1

2

1

2

1

2

1

[var[ ˆ ]]

1 1                 .
1

1                 .
( 1)

1                 .
( 1)

1                 .
( 1)

HH

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

s
E E

n

E t t
n n

E t t
n n

E t t
n n

E t n t
n n



 

 









 
  

 

 
   

 
    

 
      


    









   

   

22

1

22

1

1

1                 .
( 1)

1                 .
( 1)

1                 . var[ ] var[ ]
( 1)

1                 
(

n

i

i

n

i

i

n

i

i

E t nE t
n n

E t nE t
n n

t n t
n n

n n

 

 











               

             

 
  

  










2

1

2

1

2

1

1. .var[ ]
1)

1 1                 . .var[ ]
( 1)

1 1                 . . var[ ]
( 1)

n

T i

i

n

T i

i

n

T i

i

n n t
n

n t
n n n

n t
n n n













 
 

 

 
  

  

 
  

  







 

Taksiran mean..., Mayramadan Madya Putra, FMIPA UI, 2009

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 



36 

 

 

 

2 2

2

2

1 1                 . .
( 1)

1                 . ( 1).
( 1)

                 

                 var[ ˆ ]

T T

T

T

HH

n n
n n n

n
n n

n

 







 
  

  

 






 

Jadi, var[ ˆ ]HH  adalah taksiran yang tak bias untuk var[ ˆ ]HH . 

Taksiran Hansen-Hurwitz untuk taksiran total adalah 
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Berdasarkan (2.3.3), dapat diperoleh  

[ ˆ ] [ . ˆ ] . [ ˆ ] .HH HH HHE E N N E N         

sehingga taksiran Hansen-Hurwitz untuk total adalah taksiaran yang tak bias. 

 Selanjutnya, variansi dari taksiran total tersebut adalah 
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dan taksiran variansi 
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Kemudian, berdasarkan (2.3.4), dapat diperoleh 

  2 2[var[ ˆ ]] [var[ . ˆ ]] [var[ ˆ ]] var[ ˆ ] var[ . ˆ ] var[ ˆ ]HH HH HH HH HH HHE E N N E N N         

 
sehingga var[ ˆ ]HH  merupakan taksiran tak bias untuk var[ ˆ ]HH . 

 
 

(2.3.4) 
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2.4 Adaptive Cluster Sampling 

 

 

 Metode adaptive cluster sampling digunakan untuk mengambil sampel 

dimana elemen yang akan diteliti sangat jarang dan atau berkelompok.  

Metode ini ada dua jenis, tetapi pada tugas akhir ini hanya dibahas metode 

adaptive cluster sampling dengan sampel awal dipilih secara SRS tanpa 

pengembalian.  Metode ini banyak digunakan dalam penelitian mengenai 

spesies langka, penyakit langka, atau mendeteksi wilayah dengan 

kandungan barang tambang terbanyak. 

 
 
2.4.1 Keadaan Populasi 

 

 
Populasi terdiri dari unit-unit sampling yang saling lepas. Pada metode 

adaptive cluster sampling, setiap unit-unit sampling (misalkan unit i), 

mempunyai tetangga yaitu unit-unit yang berada di sebelah kiri, kanan, 

depan, dan belakang unit i.  Selain itu, peneliti akan menetapkan suatu syarat 

atau kondisi C untuk unit sampling.  Dari unit-unit sampling yang ada pada 

populasi, diantaranya ada yang memenuhi kondisi C, ada pula yang tidak 

memenuhi kondisi C. 

Misalkan unit i adalah suatu unit sampling pada populasi yang memiliki 

tetangga unit p, q, r, dan s.  Jika unit i tidak memenuhi kondisi C, maka unit i 

disebut sebagai network berukuran satu.  Jika unit i memenuhi kondisi C, 

tetapi tidak ada satu pun unit tetangganya yang memenuhi kodisi C, maka 
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unit i juga disebut network berukuran satu.  Jika unit i memenuhi kondisi C 

dan ada unit tetangganya yang memenuhi kondisi C (misalkan unit p dan r), 

maka unit p dan r digabung dengan unit i membentuk sebuah network 

berukuran tiga.  Network ini dilambangkan dengan iA , yaitu network yang 

dibentuk dari unit i.  Sementara unit q dan s yang tidak memenuhi kondisi C 

tidak digabung dengan unit i dan masing-masing disebut sebagai network 

berukuran satu.  Lalu, jika tetangga dari unit p dan r ada yang memenuhi 

kondisi C, maka unit-unit tersebut juga digabung dengan network iA , 

sehingga ukuran network iA  bertambah.  Proses ini terus terjadi hingga tidak 

ada unit-unit yang memenuhi kondisi C.   

Berdasarkan penjelasan tersebut, dapat dikatakan bahwa populasi 

terdiri dari network-network berukuran tertentu yang saling lepas. 

 
 
2.4.2 Cara Pengambilan Sampel 

 

 

 Pengambilan sampel pada adaptive cluster sampling diawali dengan 

membagi wilayah penelitian menjadi N unit-unit sampling.  Dari N unit-unit 

sampling pada populasi, dipilih suatu sampel awal berukuran 1n  unit secara 

SRS.  Misalkan unit i adalah salah satu anggota dari sampel awal.  Unit i 

tersebut diteliti apakah memenuhi kondisi C atau tidak.  Jika unit i memenuhi 

kondisi C, maka unit-unit sampling yang bertetanggaan dengan unit i 

diperiksa.  Jika unit sampling yang merupakan tetangga dari unit i juga 
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memenuhi kondisi C, maka unit tersebut dijadikan sampel dan unit sampling 

yang bertetanggaan dengannya juga diperiksa.  Jika unit yang bertetanggaan 

dengan tetangga unit i juga memenuhi kondisi C, maka unit tersebut juga 

dijadikan sampel dan seterusnya.  Proses ini dinamakan proses penambahan 

sampel dan berhenti ketika unit-unit sampling yang bertetanggaan dengan 

sampel tidak memenuhi kondisi C.  Dari proses penambahan sampel, unit i 

membentuk suatu kumpulan unit-unit sampling yang merupakan suatu 

network berukuran tertentu yang dinotasikan dengan iA .  Network iA  yang 

dibentuk oleh unit i, juga merupakan network dalam populasi.  Oleh karena 

itu, jika unit i terpilih dalam sampel awal maka network iA  dapat dianggap 

sebagai network yang terpilih dalam sampel.  Hal yang sama dengan unit i 

juga dilakukan terhadap unit sampling lain yang terpilih pada sampel awal. 

   Jika unit sampling yang terpilih pada sampel awal tidak memenuhi 

kondisi C, maka proses penambahan sampel tidak dilakukan dan unit 

tersebut merupakan network berukuran satu.  Kemudian, jika suatu sampel 

awal memenuhi kondisi C, tetapi unit-unit sampling tetangganya tidak 

memenuhi kondisi C, maka sampel awal tersebut merupakan network 

berukuran satu pula. 

 
 
 
2.4.3 Penaksiran Mean Dan Total Populasi 
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 Metode adaptive cluster sampling merupakan unequal probability 

sampling.  Hal ini disebabkan karena semakin besar ukuran suatu network, 

maka probabilitas network tersebut terpilih sebagai sampel semakin besar.  

Taksiran untuk mean dan total yang dapat digunakan dalam kasus unequal 

probability sampling seperti ini adalah taksiran Horvitz-Thompson dan 

taksiran Hansen-Hurwitz. 

 
 

2.4.3.1 Penaksiran Mean Dan Total Populasi Dengan Taksiran Horvitz-

Thompson  

 

 

  Misalkan N adalah banyaknya unit sampling pada populasi, 1n  adalah 

banyaknya sampel awal, K banyaknya network pada populasi,  adalah 

banyaknya network pada sampel, *
k  adalah total pengukuran pada network 

ke k dalam populasi, *
ky  adalah total pengukuran pada network ke k dalam 

sampel, i adalah total pengukuran pada unit ke i dalam populasi, iy  adalah 

total pengukuran pada unit ke i dalam sampel, dan k adalah probabilitas 

network ke k terpilih sebagai sampel.  Taksiran Horvitz-Thompson untuk 

mean tersebut didefinisikan sebagai berikut : 

*

1

1
ˆ k

k k

y

N






   

Bentuk k  dapat dicari sebagai berikut : 

(2.4.1) 

Taksiran mean..., Mayramadan Madya Putra, FMIPA UI, 2009

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 



41 

 

 

Misalkan kx  adalah banyaknya unit sampling pada network ke k dan kp  

adalah probabilitas network ke k tidak terpilih sebagai sampel.  Pada network 

ke k ada sebanyak kx unit sampling, sedangkan kN x  unit tidak berada 

pada network k.  Sehingga banyaknya cara memilih 1n  unit dari kN x unit 

adalah 
1

kN x

n

 
 
 

, sedangkan banyaknya semua kemungkinan sampel adalah 

1

N

n

 
 
 

, maka probabilitas network ke k tidak terpilih sebagai sampel adalah 

1 1

k

k

N x N
p

n n

   
    
   

.  Jadi, probabilitas network ke k terpilih sebagai sampel 

adalah  

1 1

1 1 k

k k

N x N
p

n n


    
        

      

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ̂  pada (2.4.1) adalah taksiran 

tak bias untuk mean.  Sebelumnya, didefinisikan kz adalah variabel indikator, 

yaitu  

1, jika ke k terpilih sebagai sampel
0, jika  ke k tidak terpilih sebagai sampelk

network 
z

network


 


 

dimana Pr( 1)k kz    dan 

[ ] 0.Pr( 0) 1.Pr( 1)
1.Pr(network k  terpilih menjadi sampel)

k k k

k

E z z z

        

        

   





 

maka 

(2.4.2) 
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*

1

*

1

*

1

*

1

*

1

1

1
[ ˆ ]

1       

[ ]1       

1       

1       

1       

       

k

k k

K
k k

k k

K
k k

k k

K
k k

k k

K

k

k

N

i

i

y
E E

N

z
E

N

E z

N

N

N

N














 



















 
  

 

 
  

 







 















 
sehingga ̂  merupakan taksiran yang tak bias untuk mean. 

Untuk mencari variansi dari taksiran mean pada (2.4.1), terlebih dahulu 

akan dicari nilai dari var[ ]kz  dan 'cov[ , ]k kz z , yaitu : 

'

2 2

2 2 2

2

1 1

' ' '
0 0

'

var[ ] [ ] [ [ ]]

          0 .Pr( 0) 1 .Pr( 1) [ [ ]]

          
          (1 )

[ ] Pr( , )

          1.1.Pr( 1, 1)
          Pr(network ke k d

k k

k k k

k k k

k k

k k

k k k k k k

z z

k k

z E z E z

z z E z

E z z z z z z

z z

 

 

 

 

      

 

 



  



 

'

an network ke k' terpilih sebagai sampel)
          kk

 

' ' '

' '

cov[ , ] [ ] [ ]. [ ]
               

k k k k k k

kk k k

z z E z z E z E z

  

 

 
 

Sehingga variansi dari (2.4.1) dapat ditentukan sebagai berikut  

(2.4.3) 

(2.4.4) 

(2.4.5) 
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*

1

*

1

*

2
1

2* * *
'

'2
1 1 ' '

*

2

1
var[ ˆ ] var

1          var

1          var

1          var[ ] cov[ , ]

1          

k

k k

K
k k

k k

K
k k

k k

K K
k k k

k k k

k k k kk k k

k

k

y

N

z

N

z

N

z z z
N

N














  

  











  

 
  

 

 
  

 

 
  

 

   
   

   










 

 
2 * *

'
' '

1 1 ' '

* 2 * * ' '
'2

1 1 ' '

* *' '
'2

1 ' 1 '

. (1- ) . -

(1- ) -1          

-1          

K K
k k

k k kk k k

k k k k k k

K K
k kk k k

k k k

k k k kk k k

K K
kk k k

k k

k k k k

N

N

 
    

 

   
  

  

  
 

 

  

  

 

  
  

   

   
   

   

 
  

 

 

 


 

dengan taksirannya adalah 

 

 

Bentuk 'kk  dapat dicari sebagai berikut : 

 Misalkan : 

'

' '

'

1 1

(network k dan network '  tidak terpilih sebagai sampel), maka
( 1 1)

      = 

kk

kk k k

k k

p P k

p P z z

N x x N

n n



   

    
   
   

 

Kemudian, komplemen dari 'kkp  adalah 

' '

'

( 1 1)

     ( 1 1)

c c

kk k k

k k

p P z z

P z z

     

   
 

(2.4.6) 

(2.4.7)  * *' '
'2

1 ' 1 ' '

-1
var[ ˆ] kk k k

k k

k k k k kk

y y
N
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dengan demikian, '
c

kkp adalah probabilitas network k atau network k’ terpilih 

sebagai sampel, maka  

' '

'

'

1 1

1
     1 ( 1 1)

     1

c

kk kk

k k

k k

p p

P z z

N x x N

n n

 

    

    
     

   

 

Jadi, probabilitas network k dan network k’ terpilih sebagai sampel adalah  

' ' '

' '

1 1 1 1 1 1

' '

1 1 1

     1 1 1

     1

c

kk k k kk

k k k k

k k k k

p

N x N N x N N x x N

n n n n n n

N x N x N x x N

n n n n

    

                           
                        

                       

         
         

       1

 
 
 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa var[ ˆ ]  adalah taksiran tak bias 

untuk var[ ˆ]  :   

 * *' '
'2

1 ' 1 ' '

* *' '
' '2

1 ' 1 ' '

* *' '
'2

1 ' 1 ' '

-1
[var[ ˆ ]]

-1               

-1              .

kk k k
k k

k k k k kk

K K
kk k k

k k k k

k k k k kk

K K
kk k k

k k

k k k k kk

E E y y
N

E z z
N

N

    


  

  
 

  

  
 

  

 

 

 

  
   

  

  
   

  

 
  

 





 '[ ]k kE z z

 

* *' '
' '2

1 ' 1 ' '

* *' '
'2

1 ' 1 '

-1              .

-1              

              var[ ˆ ]

K K
kk k k

k k kk

k k k k kk

K K
kk k k

k k

k k k k

N

N

  
  

  

  
 

 



 

 

 
  

 

 
  

 





  

(2.4.8) 

(2.4.9) 
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maka taksiran variansi tersebut merupakan taksiran yang tak bias. 

Selanjutnya, taksiran Horvitz-Thompson untuk total adalah  

*

1
ˆ . ˆ k

k k

y
N



 


 
.
 

Akan ditunjukkan bahwa ̂  adalah taksiran tak bias untuk total.  Berdasarkan 

(2.4.3) diperoleh 

[ ˆ] [ . ˆ] . [ ˆ]E E N N E N        . 

sehingga ̂  adalah taksiran tak bias untuk total. 

 Variansi dari taksiran total adalah 

2 * *' '
'

1 ' 1 '

-
var[ ˆ] var[ ˆ] var[ ˆ]

K K
kk k k

k k

k k k k

N N
  

    
  

 
    

 
  

dan taksiran variansi  

  2 * *' '
'

1 ' 1 ' '

-
var[ ˆ] var[ ˆ] var[ ˆ] kk k k

k k

k k k k kk

N N y y
    

  
   

 
    

 
 . 

Akan ditunjukkan bahwa taksiran variansi tersebut adalah taksiran yang tak 

bias.  Berdasarkan (2.4.9), diperoleh 

 





2

2

2

[var[ ˆ]] [var[ ˆ ]]

             [ var[ ˆ ]]

             [var[ ˆ ]]

             var[ ˆ ]

             var[ ˆ ]

             var[ ˆ]

E E N

E N

N E

N

N

 























 

sehingga terbukti bahwa var[ ˆ]  adalah taksiran tak bias untuk var[ ˆ] . 

 

(2.4.10) 

(2.4.11) 
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2.4.3.2 Penaksiran Mean Dan Total Populasi Dengan Taksiran Hansen-

Hurwitz 

 

 

 Misalkan N adalah banyaknya unit sampling pada populasi, iy  adalah 

total pengukuran pada unit ke i, dan im  adalah banyaknya unit sampling 

yang ada di network iA .  Taksiran Hansen-Hurwitz untuk mean didefinisikan 

sebagai berikut : 

1

1
[ ]

n
i

i i

y

N E f




   

atau dapat ditulis sebagai : 

1

1
[ ]

N
i i

i i

f

N E f





   

Kemudian, misalkan if  adalah banyaknya sampel awal yang ada di network 

iA  (network yang dibentuk oleh unit ke i).  Dengan demikian, if  berdistribusi 

hypergeometrik (Hyper[N, im , 1n ]) dengan 1[ ]i iE f n m N , dan persamaan 

(2.4.12) dapat ditulis sebagai berikut : 

11

1 N
i i

i i

f

n m





 

 

Taksiran pada persamaan (2.4.13) dinyatakan sebagai penjumlahan 

dari N unit sampling.  Untuk mempermudah dalam perhitungan, persamaan 

(2.4.12) 

(2.4.13) 
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(2.4.13) dapat dinyatakan sebagai penjumlahan dari 1n  network yang terpilih 

sebagai sampel, yaitu ; 

1

1

11

11

1 1

1   

   

i

n

j

i j Ai

n

i

i

y
n m

w
n

w


 









 





 

dimana iw  adalah rata-rata pengukuran di iA  yang terdiri dari im  unit.  Akan 

dibuktikan bahwa   adalah taksiran tak bias untuk  , yaitu : 

1

1

11

11

11

11

1[ ]

1 1        

1        

1        . [ ]

i

n

i

i

n

j

i j Ai

N
i i

i i

N
i

i

i i

E E w
n

E y
n m

f
E

n m

E f
n m




 





 
  

 

 
  

 

 
  

 






 







 

1

11

1

1        .

1        

        

N
i i

i i

N

i

i

n m

n m N

N










 





  

karena [ ]E   , maka   adalah taksiran tak bias untuk  . 

 Dalam pemilihan sampel awal berukuran 1n  digunakan SRS tanpa 

pengembalian.  Berdasarkan konsep SRS dan persamaan (2.1.5) dan (2.1.6) 

variansi dan taksiran variansi dari   dapat diperoleh sebagai berikut : 

(2.4.14) 

(2.4.15) 

(2.4.15) 
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1

21

11

21

11 1

var[ ]
( 1)

var[ ]
( 1)

N

i

i

n

i

i

N n
w

Nn N

N n
w

Nn n

 

 






 




 









 
 

Dengan memisalkan  
22

1

1
( 1)

N

i

i

w
N

 


 

  dan  

1 22

11

1
( 1)

n

i

i

s w
n




 

  , 

maka cara yang sama seperti (2.1.7) dan (2.1.8) dapat digunakan untuk 

menunjukkan bahwa  

[var[ ]] var[ ]E   

 sehingga, var[ ]  adalah taksiran tak bias untuk var[ ] .  

Selanjutnya, taksiran Hansen-Hurwitz untuk taksiran total adalah 

1 1

1 11 1

1. .
i

n n

j i

i j A ii

N N
N y w N w

n m n
 

  

      

 

Akan ditunjukkan bahwa  adalah taksiran tak bias untuk total.  Berdasarkan 

(2.4.15), diperoleh  

[ ] [ . ] . [ ]E E N N E N           

Sehingga ̂ adalah taksiran tak bias untuk total. 

 Berdasarkan (2.4.16) dan (2.4.17), variansi dan taksiran variansi dari 

taksiran total dapat diperoleh sebagai berikut  

 
 

212

11

var[ ] var[ ] var[ ]
( 1)

N

i

i

N N n
N N w

n N
   




   


    

    
 

1 212

11 1

var[ ] var[ ] var[ ]
( 1)

n

i

i

N N n
N N w

n n
   




   


   

. 

(2.4.16) 

(2.4.17) 

(2.4.18) 
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Akan ditunjukkan bahwa var[ ]  adalah taksiran tak bias untuk var[ ] .  

Berdasarkan (2.4.18), maka 

 





2

2

2

[var[ ]] [var[ ]]

             [ var[ ]]

             [var[ ]]
             var[ ]
             var[ ]
             var[ ]

E E N

E N

N E

N

N

 























 











 

sehingga var[ ]  adalah taksiran tak bias untuk var[ ] . 
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BAB III 

TWO STAGE ADAPTIVE CLUSTER SAMPLING 

(2S-ACS) 

 

 

 

Pada bagian sebelumnya telah dibahas mengenai metode adaptive 

cluster sampling.  Metode ini sangat berguna digunakan apabila elemen yang 

akan diteliti bersifat sangat jarang dan atau berkelompok.  Akan tetapi, 

metode adaptive cluster sampling memiliki beberapa kelemahan, yaitu ada 

kemungkinan bahwa elemen pada sampel akhir yang terbentuk akan sangat 

banyak.  Kelemahan berikutnya adalah memerlukan banyak usaha/tenaga 

dalam meneliti unit-unit sampling yang menjadi sampel awal karena ada 

kemungkinan unit-unit sampling tersebut terletak berjauhan.  Hal ini menjadi 

suatu kesulitan jika daerah yang menjadi objek penelitian sangat luas.  Oleh 

karena itu, pada bagian ini akan dijelaskan mengenai suatu metode yang 

dapat digunakan untuk mengatasi  kelemahan-kelemahan tersebut, yaitu 

metode two stage adaptive cluster sampling (2S-ACS).   

Berbeda dengan adaptive cluster sampling, pada two stage adaptive 

cluster sampling, daerah yang menjadi objek penelitian dibagi dahulu menjadi 

unit-unit primer yang diperkirakan homogen.  Kemudian, masing-masing unit 

primer dibagi menjadi unit-unit sampling.  Selanjutnya, ambil beberapa unit 

primer secara SRS dan dari unit primer yang terpilih, pilih unit sampling 

sebagai sampel awal (initial sample) secara SRS.  Masing-masing sampel 
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awal diteliti apakah terdapat elemen dan memenuhi kondisi C.  Jika dalam 

sampel awal terdapat elemen yang akan diteliti dan memenuhi kondisi C, 

maka unit-unit sampling yang bertetanggaan dengan sampel awal diperiksa.  

Jika pada unit sampling yang bertetanggaan dengan sampel awal terdapat 

elemen dan memenuhi kondisi C, maka unit-unit tersebut dijadikan sampel.  

Lalu, unit yang bertetanggan dengan unit-unit yang memenuhi kondisi C juga 

diperiksa, jika memenuhi kondisi C maka unit tersebut dijadikan sampel pula.  

Proses ini dinamakan proses penambahan sampel. 

Dalam penambahan sampel, pada 2S-ACS ada dua skema yang 

dapat digunakan, yaitu skema overlapping dan skema nonoverlapping.  Pada 

skema overlapping, proses penambahan sampel diperbolehkan melewati 

batas unit primer, dan proses penambahan sampel berhenti ketika tidak ada 

lagi unit-unit sampling yang bertetanggaan dengan sampel yang memenuhi 

kondisi C.  Pada skema nonoverlapping, proses penambahan sampel tidak 

diperbolehkan melewati batas unit primer.  Dengan demikian, pada skema 

nonoverlapping, proses penambahan sampel  berhenti ketika tidak ada lagi 

unit-unit sampling yang bertetanggaan dengan sampel yang memenuhi 

kondisi C atau ketika penambahan sampel telah mencapai batas unit primer. 

Sama halnya dengan adaptive cluster sampling, sampel yang 

diperoleh pada 2S-ACS merupakan network-network dengan ukuran tertentu.  

Jika suatu unit sampling yang terpilih pada sampel awal tidak memenuhi 

kondisi C, maka unit tersebut merupakan network berukuran satu.  

Kemudian, jika suatu unit sampling pada sampel awal memenuhi kondisi C, 
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tetapi unit-unit sampling tetangganya tidak memenuhi kondisi C, maka 

sampel awal tersebut merupakan network berukuran satu pula.  

Misalkan M adalah banyaknya unit primer pada populasi dan iN

adalah banyaknya unit sampling pada unit primer ke i.  Misalkan 
ij

menyatakan total pengukuran pada unit sampling ke j dalam unit primer ke i, 

maka total pengukuran pada unit primer ke i adalah 
1

iN

i ijj
 


 , sedangkan 

total pengukuran pada populasi adalah 
1 1 1

iM N M

ij ii j i
  

  
    .  

Selanjutnya, mean / rata-rata pengukuran pada unit primer ke i adalah 

i i iN  , sedangkan mean pengukuran pada populasi adalah N  , 

dimana 
1

M

ii
N N


  yaitu banyaknya unit sampling pada populasi.  Misalkan 

pula m adalah banyaknya unit primer yang terpilih sebagai sampel pada 

tahap pertama, in adalah banyaknya unit sampling pada unit primer ke i (i = 

1, 2, …, m) yang terpilih sebagai sampel awal pada tahap kedua, dan 0n  

adalah total sampel awal dimana 0 1

m

ii
n n


 . 

 Dalam hal penaksiran mean dan total, metode two stage adaptive 

cluster sampling merupakan unequal probability sampling.  Jadi, taksiran 

Horvitz-Thompson dan taksiran Hansen-Hurwitz akan digunakan untuk 

menaksir mean dan total populasi pada masing-masing skema (skema 

overlapping dan skema nonoverlapping).  

3.1 Skema Overlapping 
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 Pada skema overlapping, proses penambahan sampel diperbolehkan 

melewati batas unit primer.  Jadi, pada skema ini penambahan sampel 

berhenti ketika tidak ada lagi unit sampling yang bertetanggaan dengan 

sampel yang memenuhi kondisi C.  Dengan perkataan lain, penambahan 

sampel pada 2S-ACS dengan skema overlapping sama dengan penambahan 

sampel pada adaptive cluster sampling, walaupun cara pengambilan sampel 

kedua metode adalah berbeda.  Oleh karena itu, bentuk taksiran Horvitz-

Thompson untuk mean dan total pada skema overlapping sama dengan 

bentuk taksiran pada adaptive cluster sampling.   

 
 
3.1.1 Penaksiran Mean Dan Total Populasi Dengan Taksiran Horvitz-

Thompson 

 

 

 Misalkan N adalah banyaknya unit sampling pada populasi, K adalah 

banyaknya network pada populasi,   adalah banyaknya network pada 

sampel, *
k  adalah total pengukuran pada network ke k dalam populasi, *

ky  

adalah total pengukuran pada network ke k dalam sampel, i  adalah total 

pengukuran pada unit ke i dalam populasi, iy  adalah total pengukuran pada 

unit ke i dalam sampel, dan k  adalah probabilitas network ke k terpilih 

sebagai sampel,  maka taksiran Horvitz-Thompson untuk mean adalah  
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*

1

1
ˆ k

k k

y

N






 
. 

Sama halnya dengan (2.4.3), maka taksiran mean pada (3.1.1) adalah 

taksiran tak bias untuk mean.  Lalu, variansi dan taksiran variansi dari 

taksiran mean sama seperti (2.4.6) dan (2.4.7), yaitu  



* *' '
'2

1 ' 1 '

* *' '
'2

1 ' 1 ' '

-1
var[ ˆ ]

-1
var[ ˆ ]

K K
kk k k

k k

k k k k

kk k k
k k

k k k k kk

N

y y
N

 

  
  

 

  


  

 

 

 
  

 

 
  

 





 

dimana 
kj adalah probabilitas network ke k dan network ke k’ terpilih sebagai 

sampel.  Berdasarkan (2.4.9), maka taksiran pada (3.1.3) adalah taksiran tak 

bias untuk (3.1.2).  Selanjutnya, taksiran Horviz-Thompson untuk total adalah  

*

1
ˆ ˆ k

k k

y
N



 


 
 

sama halnya dengan (2.4.10), maka ̂  adalah taksiran tak bias untuk total.  

Kemudian, variansi dan taksiran variansi dari taksiran total adalah  



* *' '
'

1 ' 1 '
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dan langkah seperti (2.4.11) dapat digunakan untuk menunjukkan bahwa  

var[ ˆ]  adalah taksiran tak bias untuk var[ ˆ] . 

(3.1.1) 

(3.1.2) 

(3.1.3) 
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Meskipun bentuk taksiran Horvitz-Thompson pada two stage adaptive 

cluster sampling dengan skema overlapping dan adaptive cluster sampling 

adalah sama, namun bentuk k  dan 'kk  pada kedua metode berbeda.   

Bentuk k  dan 'kk  akan dijelaskan sebagai berikut : 

Misalkan ikx  adalah banyaknya unit sampling pada network ke k di dalam 

unit primer i, kB  adalah himpunan unit primer yang beririsan dengan network 

ke k, kg adalah banyaknya anggota himpunan kB , ikC adalah kejadian bahwa 

paling sedikit satu unit sampling dari network ke k yang ada pada unit primer 

i, terpilih sebagai sampel awal, kC adalah kejadian bahwa paling sedikit satu 

unit sampling pada network ke k terpilih sebagai sampel awal, maka : 

k

k ik

i B

C C


   

sehingga 

1
'

'

Pr( ) Pr( )

                 Pr( ) Pr( ) ... ( 1) Pr( )
k

k

k k

k k ik

i B

g

ik ik i k ik

i B i i i i B

C C

C C C C






  

 

      




 

Akan dicari terlebih dahulu bentuk dari Pr( )
k

ik

i B

C


 .  Misalkan 1s adalah 

himpunan dari unit primer yang terpilih sebagai sampel pada tahap pertama.  

Jika, diberikan 1s  kejadian ikC  saling bebas, maka 

 

1

1

1 1

1 1

Pr( ) Pr | .Pr( )

              Pr( ). Pr |
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Karena 1Pr( ) 1
M

S
m

 
  

 
 dan ada sebanyak k

k

M g

m g

 
 

 
 cara bagi unit primer 

ki B untuk berada dalam sampel, maka  
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k kk

k

ik ik

S B i Bi B
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k
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i B

M
C C S

m

M g

m g
C S

M
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Sementara  1Pr |ikC S  dapat diartikan pula sebagai probabilitas network ke k 

pada unit primer i terpilih sebagai sampel, maka untuk mencari bentuk 

 1Pr |ikC S dapat dilakukan cara yang sama seperti (2.4.2), sehingga  

Pr( ) 1
kk

k i ik

k i

ik

i Bi B i

i

M g N x

m g n
C

M N

m n



     
    

     
    
    
     

  

Dengan cara yang sama seperti diatas, 'Pr( )ik i kC C  dapat ditentukan, yaitu : 

Ada sebanyak 
2
2

M

m

 
 

 
 cara bagi unit primer i dan i’ untuk berada dalam 

sampel, sehingga  
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Begitupun untuk mencari bentuk Pr( )ikC .  Karena ada sebanyak 
1
1

M

m

 
 

 
 cara 

bagi unit primer i untuk berada dalam sampel, maka 
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Dengan demikian,  
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Selanjutnya akan dicari bentuk 'kk yaitu probabilitas network ke k dan 

ke k’ terpilih sebagai sampel.  Misalkan 'kkC  adalah kejadian bahwa paling 

tidak satu unit sampling di dalam network ke k dan ke k’ yang ada di dalam 

unit primer i, terpilih sebagai sampel awal.  Karena 
k

k ik

i B

C C


  , maka  

'
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k k

kk ik ik

i B i B
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Sehingga  
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(3.1.4) 
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Sementara
' '

' '
k k kk

ik ik ikk

i B i B i B

C C C
  

   
    

   
   , yaitu kejadian bahwa paling tidak 

satu unit sampling dari network ke k atau ke k’ yang ada di dalam unit primer 

i, terpilih sebagai sampel awal.  Untuk mencari 
'

'Pr
kk

ikk

i B

C


 
  
 
 , dapat 

digunakan cara yang sama ketika mencari Pr( )
k

ik

i B

C


 , yaitu  
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dimana 'kkB  adalah himpunan unit primer yang beririsan dengan network ke k 

atau ke k’, dan 'kkg  adalah banyaknya anggota himpunan 'kkB .  Oleh karena 

itu, bentuk 
'

'Pr
kk
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i B

C


 
  
 
 , sama seperti bentuk (3.1.4), dengan ikx  diubah 

menjadi 'ik ikx x , sehingga diperoleh  
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Akhirnya diperoleh bentuk 'kk  sebagai berikut : 
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Meskipun bentuk k  dan 'kk  sangat rumit, tetapi kg  dan 'kkg  biasanya kecil 

sehingga hanya beberapa suku yang dibutuhkan dalam perhitungan. 

 
 
3.1.2 Penaksiran Mean Dan Total Populasi Dengan Taksiran Hansen-

Hurwitz 

 

 

 Misalkan 
ijy  adalah total pengukuran pada unit sampling j di dalam 

unit primer i, ip  adalah probabilitas unit primer ke i terpilih sebagai sampel 

dan 'iip adalah probabilitas unit primer ke i dan i’  terpilih sebagai sampel.  

Didefinisikan 
ijA  yaitu network yang dibangun oleh unit sampling ke j dalam 

unit primer i, dan 
ijlA  yaitu bagian dari network 

ijA  yang ada di dalam unit 

(3.1.5) 
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primer l.  Misalkan 
ijlf  adalah banyaknya unit sampling pada sampel awal 

yang ada di network 
ijlA  dan 

ijla  adalah banyaknya unit sampling pada 

network 
ijlA .  Dengan demikian, banyaknya sampel awal pada network 

ijA  

adalah .
1

M

ij ijl

l

f f


 .  Taksiran Hansen-Hurwitz untuk mean adalah  

1 1 .

1
[ ]

inm
ij

i j ij

y

N E f


 

 

 

Bentuk .[ ]ijE f  dapat dicari sebagai berikut : 

Misalkan lz  adalah variabel indikator, yaitu  

1, jika unit primer ke l terpilih sebagai sampel
0, jika unit primer ke l tidak terpilih sebagai sampellz




 

dimana Pr( 1)l lz p  .  Jadi, apabila unit primer ke l tidak terpilih sebagai 

sampel maka 0ijlf  , dan apabila unit primer ke l terpilih sebagai sampel 

maka ( , , )ijl l ijl lf Hyper N a n dengan [ | 1]ijl l l ijl lE f z n a N  , sehingga  

 

  

 

 

 

 

 

(3.1.6) 
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Nilai .[ ]ijE f  adalah sama untuk setiap unit sampling pada network 
ijA , 

maka taksiran mean pada (3.1.6) dapat pula ditulis sebagai 

' '
1 1 ( ', ').

1 1 .

1 1
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1  
[ ]

i

ij

i

nm

i j

i j i j Aij

nm
ij

i j ij

y
N E f

Y

N E f


  

 

 
  

 
 



  





 

dimana 
ijY  adalah total pengukuran pada network 

ijA . 

 Diasumsikan bahwa banyaknya unit sampling pada unit primer i 

adalah sama, dan banyaknya unit sampling yang terpilih sebagai sampel 

awal pada masing-masing unit primer juga sama, maka nilai ip  dan i in N

untuk setiap unit primer adalah sama.  Oleh karena itu, nilai ekspektasi dari 

.ijf  menjadi . 1
[ ] Mi i

ij ijll
i

n p
E f a

N 
  , sehingga taksiran mean pada (3.1.7) dapat 

ditulis sebagai berikut 
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M
i j i iijll
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M
i ji i ijll
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N E f
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N p na
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N p n a

 misalkan 
1

M

ij ij ijll
w Y a


  adalah mean / rata-rata pengukuran dari network 

ijA  dan 
1

1 in

i ijj
i

w w
n 

   adalah taksiran mean pada unit primer ke i, maka  

(3.1.7) 
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1 1
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1
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inm
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i ji i

m
i i

i i

N
w

N p n

N w

N p

 

Lalu, karena pemilihan unit primer dilakukan secara SRS tanpa 

pengembalian, maka ip m M , sehingga bentuk taksiran mean menjadi  

1

1 m

i i

i

M
N w

N m




   

 Kemudian, karena iw  adalah taksiran mean pada unit primer ke i, 

maka i iN w  adalah taksiran total pada unit primer ke i.  Jadi, dengan 

memisalkan î i iN w  , maka (3.1.8) dapat ditulis sebagai berikut 

1

1
ˆ

m

i

i

M

N m
 



   

Taksiran mean pada (3.1.9) sama seperti bentuk taksiran mean pada 

persamaan (2.2.1) yang ada pada pembahasan Two Stage Sampling.   

 Misalkan 
1

iN

i ijj
W w


 adalah total pada unit primer ke i, 

i i iW W N

adalah mean pada unit primer ke i, 
2

2

1

( )
1

iN
ij i

i

j i

w W

N








  adalah variansi di 

dalam unit primer ke i, 
1

. M

ii
W W M


  adalah rata-rata per unit primer, dan 

2
2

1

( .)
1

M
i

u

i

W W

M








  adalah variansi antar unit primer. 

 Misalkan 1s  adalah himpunan semua unit primer yang terpilih sebagai 

sampel.  Akan ditunjukkan bahwa diberikan himpunan 1s , taksiran mean dan 

(3.1.8) 

(3.1.9) 
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total pada unit primer ke i adalah taksiran tak bias untuk mean dan total pada 

unit primer ke i. Dengan perkataan lain, akan ditunjukkan 1[ | ]i iE w s W  dan 

 1[ ˆ | ]i iE s W  sebagai berikut : 

 Misalkan 
ijz  adalah variabel indikator,  yaitu : 

1, jika unit sampling ke j pada unit primer ke i terpilih sebagai sampel
0, jika unit sampling ke j pada unit primer ke i tidak terpilih sebagai sampelijz


 


 

dimana 1Pr( 1| ) i
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i

n
z s

N
  , maka 
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Kemudian, akan 

ditunjukkan bahwa   adalah taksiran tak bias untuk mean populasi.  

Misalkan iz  adalah variabel indikator, yaitu : 

1 1 1[ ˆ | ] [ | ] [ | ]i i i i i i i iE s E N w s N E w s NW W    
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1, jika unit primer ke i terpilih sebagai sampel
0, jika unit primer ke i tidak terpilih sebagai sampeliz


 
  

dimana Pr( 1)i

n
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N
  , sehingga 
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Jadi,   adalah taksiran tak bias untuk mean populasi 

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.1.9), variansi dari   dapat dicari 

dengan menggunakan dekomposisi sebagai berikut  

     1 1var[ ] var[ ( | )] [var( | )]E s E s  

(3.1.10) 
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bentuk pertama dari dekomposisi variansi dapat dicari sebagai berikut : 

1 1
1

1
1

1

2

2
1

2

2

var[ ( | )] var ˆ |

                   var [ ˆ | ]

                   var

1                   var

                   var

m

i

i

m

i

i

m

i

i

m

i

i

M
E s E s

Nm

M
E s

Nm

M
W

Nm

M
W

N m

M
W

N

 











  
   

  

 
  

 

 
  

 

 
  

 













22

2

2

2

                   .

1                   ( )

u

u

M M m

N M m

M M m
N m






 

 
  

 

 
 

sedangkan bentuk kedua dari dekomposisi variansi dapat dicari sebagai 

berikut : 
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Jadi, variansi dari   adalah  
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karena bentuk (3.1.11) sama seperti (2.2.3) pada yang ada pada 

pembahasan two stage sampling, maka bentuk taksirannya juga sama 

seperti (2.2.4), yaitu : 

 


   
2 2
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  ,  dan  
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1
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i ij i
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s w w
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 , 

untuk i= 1, 2,…,m.  Dengan cara yang sama seperti pada pembahasan two 

stage sampling, dapat dibuktikan bahwa taksiran variansi pada (3.1.12) 

adalah taksiran takbias untuk (3.1.11) atau    [var[ ]] var[ ]E . 

Selanjutnya, taksiran Hansen-Hurwitz untuk total adalah  

1

1

.

 

 ˆ
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i i

i

m

i

i

N

M
N w

m

M

m

 

















 

 

sedangkan variansi dan taksiran variansi dari taksiran total tersebut adalah 

(3.1.11) 

(3.1.12) 
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dengan mnggunakan cara yang sama seperti pada taksiran mean, dapat 

dibuktikan bahwa taksiran total dan taksiran variansi tersebut adalah taksiran 

tak bias untuk total dan variansi. 

 
 
3.2 Skema Nonoverlapping 

 
 
 Pada skema nonoverlapping, proses penambahan sampel tidak 

diperbolehkan melewati batas unit primer.  Dengan demikian, proses 

penambahan sampel berhenti ketika tidak ada lagi unit sampling yang 

bertetanggaan dengan sampel yang memenuhi kondisi C dan juga ketika 

penambahan sampel telah mencapai batas unit primer.   

 
 
3.2.1 Penaksiran Mean Dan Total Populasi Dengan Taksiran Horvitz-

Thompson 

 

 

 Misalkan N adalah banyaknya unit sampling pada populasi, iK  adalah 

banyaknya network pada unit primer i, i  adalah banyaknya network pada 

Taksiran mean..., Mayramadan Madya Putra, FMIPA UI, 2009
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unit primer i yang terpilih sebagai sampel, *
ik  adalah total pengukuran pada 

network k di dalam unit primer i pada populasi, *
iky  adalah total pengukuran 

pada network k di dalam unit primer i pada sampel, ik  adalah probabilitas 

network k pada unit primer i terpilih sebagai sampel, dan *
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y


 


 adalah 

taksiran total pada unit primer i, maka taksiran Horvitz-Thompson untuk mean 

adalah 

*

1
1 1

1

ˆ

   ˆ

im
ik

i k ik

m

i

i

yM
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Dengan menggunakan cara yang sama seperti pada (2.4.2), akan 

diperoleh bentuk ik  sebagai berikut   

1 1 i ik i

ik ik

i i

N x N
p

n n


    
        

      

 Kemudian, akan ditunjukkan bahwa î  adalah taksiran tak bias untuk 

total pada unit primer i.  Misalkan 1s  adalah himpunan unit primer dalam 

sampel, ikz  adalah variabel indikator, yaitu  

1, jika network j pada unit primer i terpilih sebagai sampel
0, jika network j pada unit primer i tidak terpilih sebagai sampelikz


 


 

dimana  1Pr( 1| )ik ikz s , maka  

(3.2.1) 

(3.2.2) 
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Jadi, î  adalah taksiran tak bias untuk i  (total pada unit primer i).  

Kemudian, akan akan ditunukkan bahwa 1̂  adalah taksiran tak bias untuk 

mean populasi.  Misalkan iz  adalah variabel indikator, yaitu  

1, jika unit primer ke i terpilih sebagai sampel
0, jika unit primer ke i tidak terpilih sebagai sampeliz


 


 

dimana Pr( 1)i

m
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M
  , maka 
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Jadi, 1̂  merupakan taksiran tak bias untuk mean populasi. 

 Untuk mencari variansi dari 1̂ , sebelumnya akan dijelaskan dahulu 

mengenai variansi dari *

1
ˆ

i

i ik ik

k

y


 


 , atau variansi dari network pada unit 

primer i, yaitu : 

Berdasarkan (2.4.4) dan (2.4.5), diperoleh   1var[ | ] (1 )ik ik ikz s  dan 

' 1 ' 'cov[( , ) | ]ik ik ikk ik ikz z s     , sehingga 
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Dengan demikian, variansi dari 1̂  dapat ditentukan sebagai berikut  
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Selanjutnya, dengan menggunakan cara yang sama seperti pada 

(2.4.8), akan diperoleh bentuk 'ikk  sebagai berikut 
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(3.2.3) 
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 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa  1var[ ˆ ] adalah taksiran tak bias 

untuk 1var[ ˆ ] , yaitu : 
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bentuk (a) dan (b) dapat dicari sebagai berikut : 
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Selanjutnya akan dicari bentuk kedua (II) yaitu : 
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Jadi, karena 
1 1[var[ ˆ ]] var[ ˆ ]E    maka  1var[ ˆ ]  merupakan taksiran tak bias 

untuk 1var[ ˆ ] . 

 Selanjutnya, taksiran Horvitz-Thompson untuk total adalah  

*

1
1 1

1

ˆ

   ˆ

im
ik

i k ik

m

i

i

yM

m

M

m








 











 

sedangkan variansi dan taksiran variansu untuk taksiran total tersebut adalah  
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1
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Dengan menggunakan cara yang sama seperti pada taksiran mean, dapat 

ditunjukkan bahwa taksiran total dan taksiran variansi tersebut adalah 

taksiran tak bias untuk total dan variansi dari taksiran total. 

 
 
3.2.2 Penaksiran Mean Dan Total Populasi Dengan Taksiran Hansen-

Hurwitz 

 

 

Misalkan  
ijy  adalah total pengukuran pada unit sampling j di dalam 

unit primer i, 
ija adalah banyaknya unit sampling pada network 

ijA , 
ijf  adalah 
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banyaknya sampel awal pada network 
ijA , ip  adalah probabilitas unit primer 

ke i terpilih sebagai sampel, dan
ijp adalah probabilitas unit primer ke i dan j 

terpilih sebagai sampel.  Taksiran Hansen-Hurwitz untuk mean didefinisikan 

sebagai berikut   

1
1 1

1
[ ]

inm
ij

i j ij

y

N E f


 

   

Bentuk [ ]ijE f  dapat dicari sebagai berikut : 

Misalkan iz  adalah variabel indikator, yaitu  

1, jika unit primer ke i terpilih sebagai sampel
0, jika unit primer ke i tidak terpilih sebagai sampeliz




 

dimana Pr( 1)i iz p  .  Jadi, apabila unit primer ke i tidak terpilih sebagai 

sampel maka 0ijf  , dan apabila unit primer ke i terpilih sebagai sampel 

maka ( , , )ij i ij if Hyper N a n  dengan [ | 1] i ij

ij i

i

n a
E f z

N
   sehingga  

[ ] [ [ | ]]

       [ | 0].Pr[ 0] [ | 1].Pr[ 1]

       [ | 1].Pr[ 1]

       .

       

ij ij i

ij i i ij i i

ij i i

i ij

i

i

i ij i i

E f E E f z

E f z z E f z z

E f z z

n a
p

N

n a p N



     

  





 

 Nilai [ ]ijE f  adalah sama untuk setiap unit pada network 
ijA , maka 

taksiran mean pada (3.2.5) dapat pula ditulis sebagai 

(3.2.5) 
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dimana 
ijY  adalah total pengukuran pada network 

ijA . 

 Misalkan #
ij ij ijw Y a  adalah mean dari network 

ijA , dan 

# #
1

1 in

i ijj
i

w w
n 

  adalah taksiran mean pada unit primer ke i.  Lalu, karena 

[ ]ij i ij i iE f n a p N maka taksiran mean pada (3.2.6) dapat ditulis sebagai  

1
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karena pemilihan unit primer dilakukan secara SRS tanpa pengembalian, 

maka ip m M , sehingga  

#
1

1

1 m

i i

i

M
N w

N m




   

Cara yang sama seperti (3.1.10) dapat digunakan untuk menunjukkan bahwa 

1  adalah taksiran tak bias untuk mean populasi.  

(3.2.6) 

(3.2.7) 
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Pada dasarnya, bentuk modifikasi taksiran Hansen-Hurwitz pada 

skema overlapping dan skema nonoverlapping adalah sama, tetapi pada 

skema nonoverlapping, network dibatasi oleh batas unit primer.  Hal ini 

terlihat pada taksiran mean pada (3.1.8) dan (3.2.7), akan tetapi pada (3.1.8) 

simbol yang digunakan adalah iw , sedangkan pada (3.2.7) digunakan simbol 

#
iw .  Oleh karena bentuk taksiran mean pada (3.2.7) sama seperti (3.1.8), 

maka bentuk variansi dan taksiran variansi dari (3.2.7) adalah sama seperti 

bentuk variansi dan taksiran variansi pada (3.1.11) dan (3.1.12), yaitu  

2 2

1 2 2
1

1 1var[ ] ( ) ( )
M

u i
i i i

i i

M
M M m N N n

N m N m n

 




     

 


   
2 2

1 2 2
1

1 1var[ ] ( ) ( )
m

u i
i i i

i i

s sM
M M m N N n

N m N m n
 

dimana  
2

2 # #
1

1

1
1

m
m

u i i i ii
i

s N w N w m
m 



 

  ,  dan  

22 # #

1

1
1

in

i ij i

ji

s w w
n 

 

 , 

untuk i= 1, 2,…,m.   

Untuk membuktikan bahwa taksiran variansi pada (3.2.9) adalah 

taksiran tak bias untuk (3.2.8), cara yang sama seperti pada skema 

overlapping dapat digunakan. 

 Selanjutnya, taksiran Hansen-Hurwitz untuk total adalah  

1 1

#

1

.

  
m

i i

i

N

M
N w

m

 





 

 

 

 

(3.2.8) 

(3.2.9) 
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sedangkan variansi dan taksiran variansi dari taksiran total tersebut adalah 

 

1 1
2 2
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Dengan cara yang sama seperti pada taksiran mean, taksiran total dan 

taksiran variansi tersebut adalah taksiran tak bias untuk total dan variansi dari 

taksiran total. 
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BAB IV 

CONTOH PENERAPAN METODE  

TWO STAGE ADAPTIVE CLUSTER SAMPLING 

 
 
 
 Pada pembahasan ini, akan dijelaskan suatu contoh penggunaan 

metode two stage adaptive cluster sampling untuk menaksir rata-rata berat 

jamur (dalam kg) per 100 meter persegi dan total berat jamur disuatu hutan.  

Jamur tersebut hidup berkelompok dan cukup sulit ditemukan.  Misalkan 

hutan tersebut mempunyai luas 22.500 meter persegi dan dibagi menjadi 

sembilan unit primer, dimana masing-masing unit primer dibagi menjadi unit 

sampling sebanyak 25 unit, dengan masing-masing unit sampling seluas 100 

meter persegi.   

Misalkan pada tahap pertama, dipilih empat unit primer sebagai 

sampel.  Pada masing-masing unit primer, dipilih tiga unit sampling sebagai 

sampel awal.  Dengan demikian, dalam contoh ini diperoleh 9,M   25,iN   

225,N   4,m   dan 3in  .  Dalam contoh ini, akan digunakan kondisi 

{ | 0, 1,2,..., }j jC y y j N   .  Selanjutnya setiap unit sampling yang terpilih 

sebagai sampel awal tersebut diperiksa apakah memenuhi kondisi C atau 

tidak.  Kedua skema (skema overlapping dan skema nonoverlapping) akan 

diterapkan dalam contoh ini dan juga kedua jenis taksiran (Horvitz-Thompson 
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dan Hansen-Hurwitz) akan digunakan untuk menaksir mean dan total 

populasi. 

4.1 Skema Overlapping 

 
 

Dengan menggunakan skema overlapping, sampel yang diperoleh 

dapat dilihat pada Gambar (4.1).  Pada Gambar (4.1), unit primernya adalah 

kotak persegi yang dicetak tebal dan masing-masing unit primer diberi nomor 

pada pojok kanan unit primer.  Sementara kota-kotak persegi sebanyak 225 

menunjukkan unit sampling dengan angka-angka pada unit sampling 

menunjukkan total pengukuran pada unit sampling tersebut. 

 

Gambar 4.1. Sampel Dengan Skema Overlapping 

Keterangan : 

            : unit sampling yang terpilih sebagai sampel awal 

Berdasarkan Gambar 4.1, terlihat bahwa sampel yang diperoleh 

sebanyak 12 buah network.  Dari 12 network pada sampel, ada sebuah 
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network berukuran 14, satu network berukuran 10, satu network berukuran 4, 

dan sembilan network berukuran satu.  Masing-masing total pengukurannya 

adalah *
1 300y  , *

2 180,y   *
3 178y  , dan * * *

4 5 12... 0y y y    .  Kemudian, 

akan dicari taksiran Horvitz-Thompson dan Hansen-Hurwitz untuk mean dan 

total. 

 
 

4.1.1 Taksiran Mean Dan Total Dengan Taksiran Horvitz-Thompson 

 

 

Telah disebutkan bahwa ikx  adalah banyaknya unit sampling pada 

network ke k di dalam unit primer i,  kB  himpunan unit primer yang beririsan 

dengan network ke k, dan kg  adalah banyaknya unit primer yang beririsan 

dengan network ke k.  Dengan demikian,  

11 41 52 93

1 2 3

1 2 3

11, 3, 10, 4
{1,4}, {5}, {9}
2, 1, 1

x x x x

B B B

g g g

   

  

  

 

Selanjutnya akan dicari 1 , 2 , dan 3 , sebagai berikut : 

Telah disebutkan bahwa ikC adalah kejadian bahwa salah satu unit sampling 

dari network ke k yang ada pada unit primer i, terpilih sebagai sampel awal.  

Kemudian, karena keadaan (4.1.1), maka berdasarkan bentuk (3.1.4), nilai 1

, 2 , dan 3  dapat diperoleh sebagai berikut : 

(4.1.1) 
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1 11 41

11 41 11 41

2

Pr( )
   Pr( ) Pr( ) Pr( )

25 11 25 25 3 254 4   . 1 . 1
9 3 3 9 3 3

25 11 25 25 3 254.3       . 1 . 1
9.8 3 3 3 3

   0.47461

C C

C C C C





 

   

           
             

          

           
            

          



 52

3 92

Pr( )

25 10 254   . 1  
9 3 3

   0.35652
Pr( )

25 4 254   . 1
9 3 3

   0.18744

C

C

    
     

    





    
     

    


 

Dengan demikian, taksiran Horvitz-Thompson untuk mean dan total dapat 

diperoleh yaitu 

*3

1

1
ˆ

225
1 300 180 178  

225 0,47461 0,35652 0,18744
  9,27385
ˆ . ˆ 2086,62

k

k k

y

N




 





 
   

 



 



 

Jadi, rata-rata berat jamur adalah 9,27385 kg per 100 meter persegi, 

sedangkan total berat jamur pada hutan tersebut adalah 2086,62 kg. 

 Berikutnya akan dicari taksiran variansi dari taksiran mean tersebut.  

Sebelumnya, akan dicari dahulu nilai 12 13 23,  ,  dan     sebagai berikut : 
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Telah disebutkan bahwa 'kkB  adalah himpunan unit primer yang beririsan 

dengan network ke k atau network ke k’, 'kkg adalah banyaknya unit primer 

yang beririsan dengan network ke k atau network ke k’, dan ' 'ikk ik ikx x x   

adalah banyaknya unit sampling pada unit primer i yang beririsan dengan 

network ke k atau network ke k’.  Dengan demikian,  

12 13 23

12 13 23

112 412 512

113 413 913

523 923

{1,4,5}, {1,4,9}, {5,9}
3, 3, 2
11, 3, 10
11, 3, 4
10, 4

B B B

g g g

x x x

x x x

x x

  

  

  

  

 

 

Jadi, karena kondisi (4.1.2), maka berdasarkan bentuk (3.1.5), nilai 

12 13 23,  ,  dan     dapat diperoleh sebagai berikut   

12
4
9

0.47461 0.35652
        { (0.84174 0.33043 0.802174) (0.04636 0.11254 0.044178) 0.010625}
    0.14609

   

     



 

(4.1.2) 

12

12 1 2

12

12 '12

'

1 112

       1

( 1)         1 1
( 1)

( 1)( 2)         1
( 1)( 2)

i i i

i B i i

i i i i i i

i i i i i i i

N x Nm

n nM

N x N N x Nm m

n n n nM M

N xm m m

M M M

  





  

     
     
     

           
            

           

 
 

 





1 4 412 4

1 1 4 4

5 512 5

5 5

1

                                                                        . 1

N N x N

n n n n

N x N

n n
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13

13 1 3

13

13 '13

'

1 113

       1

( 1)         1 1
( 1)

( 1)( 2)         1
( 1)( 2)

i i i

i B i i

i i i i i i

i i i i i i i

N x Nm

n nM

N x N N x Nm m

n n n nM M

N xm m m
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1 4 413 4

1 1 4 4

9 913 9

9 9

1

                                                                        . 1

N N x N

n n n n

N x N

n n

          
          

          

     
     
     

13 0.47461 0.18744
    {0.37411 0.14686 0.18744 (0.04636 0.05917 0.02323) 0.00559}
    0.07681

   

      



 

23 2 3

5 523 5 9 923 9

5 5 9 9

5 523 5 9 923 9

5 5 9 9

23

       1 1

( 1)         1 1
( 1)

0.31304 0.

N x N N x Nm m

n n n nM M

N x N N x Nm m

n n n nM M

  



  

            
             
           

            
             

            

  18744 {(0.31304 0.18744) 0.04951}
    0.056385

  



 

sehingga taksiran variansi dari taksiran mean dan taksiran total adalah  
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* *' '

'2
1 ' 1 ' '

3 3
* *' '

'2
1 ' 1 ' '
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89983,4187 177574,8051
         12,60559

var[ ˆ] .var[ ˆ ] 638158,2138N 
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4.1.2 Taksiran Mean Dan Total Dengan Taksiran Hansen-Hurwitz 

 

 

 Telah dijelaskan bahwa 
ijY  adalah total pengukuran pada network 

ijA . 

Berdasarkan Gambar 4.1, diperoleh bahwa  

11 31 51 91

12 32 52 92

13 33 53 93

300,       0,   180,       178,
0,           0,  0,           0,
0,           0,  0,           0,

Y Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y Y Y

   

   

   

 

Untuk mencari taksiran mean dan total dengan taksiran Hansen-Hurwitz, 

terlebih dahulu akan ditentukan 
1

M

ij ij ijll
w Y a


    dan 

1

1 in

i ijj
i

w w
n 

   sebagai 

berikut : 

11 21,42857w   31=0w  51 18w   91 44,5w   

12 0w   32 0w   52 0w   92 0w   

13 0w   33 0w   53 0w   93 0w   

1 7,14286w   3 0w   5 6w   9 14,83w   

Dengan demikian, taksiran Hansen-Hurwitz untuk mean dan total dapat 

diperoleh sebagai berikut 

1

1

9.25  (7,14286 0 6 14.83)
225.4

  6,99405
. 1573,661

m

i i

i

M
N w

N m

N
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Jadi, rata-rata berat jamur adalah 6,99405 kg per 100 meter persegi, 

sedangkan total berat jamur pada hutan tersebut adalah 1573,661 kg. 

 Selanjutnya akan dicari taksiran variansi dari taksiran mean dan total 

tersebut.  Sebelumnya akan dicari dahulu  
22

1

1
1

in

i ij i

ji

s w w
n 

 

 i = 1, 3, 5, 9 

dan  
2

2
1

1

1
1

m
m

u i i i ii
i

s N w N w m
m 



 

   sebagai berikut : 

 

 

 

2 2 2 2
1

2
3

2 2 2 2
5

2 2 2 2
9

1 (21,42857 7,1428571) (0 7,1428571) (0 7,1428571)
2

   153,06122
0
1 (18 6) (0 6) (0 6)
2

   108
1 (44,5 14,83) (0 14,83) (0 14,83)
2

   660,083

s

s

s

s

     





     



     



 

1

1 25 (7,14286 0 6 14,83) 174,8512
4

m

i i

i

N w
m 

      

 

     

      

2
2

1
1

2 2

2 2

1
1

1   25 7,14286 174,8512 25 0 174,8512
3

           25 6 174,8512 25 14,83 174,8512

   23204,4537

m
m

u i i i ii
i

s N w N w m
m 



 


         

         



 

 

Jadi, taksiran variansi dari taksiran mean dan taksiran total dapat dicari 

dengan menggunakan bentuk (3.1.12), yaitu 
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2 2

2 2
1

2

2

1 1var[ ] ( ) ( )

1 23204,4537 9.25.22         9.5. 153,06122 0 108 660,083
225 4 4.3

         12,66168

var[ ] .var[ ] 641022,2337

m
u i

i i i
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s sM
M M m N N n

N m N m n

N



 



   

 
     

 



 



 

 

Dengan menggunakan skema overlapping, hasil taksiran yang diperoleh 

adalah sebagai berikut : 

 

Tabel 4.1. Hasil Taksiran Pada Skema Overlapping 

Taksiran Horvitz-Thompson Taksiran Hansen-Hurwitz 

ˆ 9,27385   6.99405   

var[ ˆ] 12,60559   var[ ] 12,66217   

ˆ 2086,616   1573,661   

var[ ˆ] 638158,2138   var[ ] 641022,2337   

 

Dari contoh terlihat bahwa untuk skema overlapping, ternyata taksiran 

Horvitz-Thompson sedikit lebih efisien dibandingkan taksiran Hansen-

Hurwitz. 
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4.2 Skema Nonoverlapping 

 

 

 Apabila skema nonoverlapping digunakan dalam penelitian ini, maka 

sampel yang diperoleh adalah sebagai berikut  

 

Gambar 4.2. Sampel Dengan Skema Nonoverlapping 

Jumlah network yang diperoleh pada skema ini adalah sama dengan 

jumlah network yang diperoleh pada skema overlapping, namun pada skema 

ini ukuran network pertama adalah 11 sedangkan pada skema overlapping 

ukuran network pertamanya adalah 14.  Misalkan *
iky  adalah total 

pengukuran dari network ke k yang ada pada unit primer i.  Kemudian, total 

pengukuran pada masing-masing network adalah *
11 200y  , *

52 180,y   

*
93 178y  , sedangkan total pengukuran dari sembilan network lainnya adalah 

nol.   
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4.2.1 Taksiran Mean Dan Total Dengan Taksiran Horvitz-Thompson 

 

 

 Untuk menentukan taksiran mean dan total dengan taksiran 

Horvitz_Thompson, terlebih dahulu akan dicari nilai dari 11 , 52 , dan 93  

dengan menggunakan persamaan (3.2.2), yaitu  

11

52

93

25 11 25
1 0,84174

3 3
25 8 25

1 0,80217
3 3

25 4 25
1 0,42174

3 3







   
     

   

   
     

   

   
     

   

 

Dengan demikian, taksiran Horvitz-Thompson untuk mean dan total adalah  

*

1
1 1

1 1

ˆ

9 200 180 178   
225.4 0,84174 0,80217 0,42174

   8,84055
ˆ . ˆ 1989,125

im
ik

i k ik

yM

Nm

N






 

 



 
   

 



 



 

Jadi, rata-rata berat jamur adalah 8,84 kg per 100 meter persegi, sedangkan 

total berat jamur pada hutan tersebut adalah 1989,125 kg. 

Selanjutnya untuk mencari taksiran variansi dari taksiran mean dan 

taksiran total yang ada pada persamaan (3.2.3), terlebih dahulu akan dicari 

nilai 1V ,  3V ,  5V ,  9V  dan 
2

2 1

1

( ˆ ˆ )

1

m
m

i ii
u

i

m
s

m

 










   sebagai berikut : 
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Dengan demikian, taksiran variansi dari taksiran mean dan total dapat 

diperoleh sebagai berikut  
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4.2.2 Taksiran Mean Dan Total Dengan Taksiran Hansen-Hurwitz 

 

 

Dengan menggunakan skema nonoverlapping, diperoleh total pengukuran 

network sebagai berikut: 

11 31 51 91

12 32 52 92

13 33 53 93

200,       0,   180,       178,
0,           0,  0,           0,
0,           0,  0,           0,

Y Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y Y Y

   

   

   

 

Kemudian akan dicari #
ij ij ijw Y a  dan # #

1

1 in

i ijj
i

w w
n 

  ,  sebagai berikut : 

#
11 18,18182w   #

31 0w   #
51 18w   #

91 44,5w   

#
12 0w   #

32 0w   #
52 0w   #

92 0w   

#
13 0w   #

33 0w   #
53 0w   #

93 0w   

#
1 6,06061w   #

3 0w   #
5 6w   #

9 14,83w   

Maka taksiran Hansen-Hurwitz untuk mean dan total dapat dicari sebagai 

berikut 
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Jadi, rata-rata berat jamur adalah 6,72348 kg per 100 meter persegi, 

sedangkan total berat jamur pada hutan tersebut adalah 1512,784 kg. 

Selanjutnya akan dicari taksiran variansi dari taksiran mean dan total 

tersebut.  Sebelumnya akan dicari dahulu variansi antar unit sampling pada 

unit primer ke 1, 3, 5, dan 9 dengan menggunakan bentuk 
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sebagai berikut : 

 2 2 2 2
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Jadi, taksiran variansi dari taksiran mean dan taksiran total dapt ditentukan 

dengan menggunakan bentuk (3.1.12), yaitu 
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Dengan menggunakan skema nonoverlapping, hasil taksiran yang diperoleh 

sebagai berikut: 

Tabel 4.2. Hasil Taksiran Pada Skema Nonoverlapping 

Taksiran Horvitz-Thompson Taksiran Hansen-Hurwitz 

1ˆ 8,84055   1 6,72348   


1var[ ˆ ] 12,05161   

1var[ ] 12,33863   

1̂ 1989,125   1 1512,784   


1var[ ˆ ] 610112,9881   

1var[ ] 624642,9741   

 

Dengan skema nonoverlapping, taksiran Horvitz-Thompson lebih baik 

dibandingkan taksiran Hansen-Hurwitz. 
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Berdasarkan contoh tersebut dapat diambil kesimpulan bahwa untuk 

kedua skema, taksiran Horvitz-Thompson lebih efisien daripada taksiran 

Hansen-Hurwitz.  Kemudian, taksiran Horvitz-Thompson dan taksiran 

Hansen-Hurwitz pada skema Nonverlapping menghasilkan taksiran variansi 

yang lebih kecil daripada skema Overlapping, sehingga pada contoh ini 

skema Nonverlapping lebih efisien daripada skema Overlapping.  

Walaupun demikian, hal ini tidak selalu terjadi, karena secara umum 

antara kedua jenis taksiran tersebut tidak ada yang lebih efisien secara 

seragam.  Begitupun mengenai skema yang digunakan, skema mana yang 

lebih baik tidak dapat dibandingkan, karena pemilihan skema ditentukan oleh 

keadaan lapangan.  Akan tetapi, berdasarkan berbagai macam penelitian 

yang telah dilakukan dan juga berdasarkan literatur-literatur yang telah ada  

(Thompson and Seber, 1996; Roesch, 1993; M. Salehi, 2003), menyarankan 

bahwa taksiran Horvitz-Thompson dengan skema Nonoverlapping cenderung 

lebih efisien untuk berbagai macam situasi.    
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BAB V 

PENUTUP 

 
 
 

5.1 Kesimpulan 

 

 

 Berdasarkan penjelasan pada BAB III, dapat diperoleh kesimpulan 

sebagai berikut : 

1. Pada metode two stage adaptive cluster sampling, ada dua skema 

yang dapat digunakan yaitu skema overlapping dan skema 

nonoverlapping.  Pada skema overlapping, proses penambahan 

sampel diperbolehkan melewati batas unit primer, sedangkan skema 

nonoverlapping, proses penambahan sampel tidak diperbolehkan 

melewati batas unit primer 

2. Berikut adalah taksiran tak bias untuk mean dan total populasi, 

dengan variansi dan taksiran variansinya yang tak bias pula : 

 Skema Overlapping, dengan taksiran Horvitz-Thompson  
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 Skema Overlapping, dengan taksiran Hansen-Hurwitz : 
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 Skema Nonoverlapping, dengan taksiran Horvitz-Thompson : 
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 Skema Nonoverlapping, dengan taksiran Hansen-Hurwitz :  
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3. Dalam penelitian dimana elemen yang diteliti bersifat sangat jarang 

atau saling berkelompok, 2S-ACS lebih baik untuk digunakan 

dibandingkan dengan metode konvensional dan adaptive cluster 

sampling, karena : 

 Data yang diperoleh pada 2S-ACS akan lebih memadai 

dibandingkan metode konvensional, karena pada 2S-ACS 

dilakukan proses penambahan sampel dari unit-unit tetangga 

sampel awal yang memenuhi suatu kondisi tertentu. 

 2S-ACS lebih efektif dalam hal meneliti unit sampling yang terpilih 

sebagai sampel awal, dibandingkan adaptive cluster sampling.  Hal 

ini disebabkan karena pada 2S-ACS, pemilihan sampel awal hanya 
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dilakukan pada unit sampling yang berada di dalam unit primer 

yang terpilih pada tahap pertama, sehingga sampel awal tidak 

terlalu menyebar dan peneliti lebih mudah untuk meneliti sampel 

awal tersebut.  Dengan demikian, meskipun wilayah penelitian 

sangat luas, tetapi usaha/tenaga yang dibutuhkan akan lebih 

sedikit dibandingkan metode adaptive cluster sampling.  

 

 

5.2 Saran 

 

 

1. Pembahasan pada tugas akhir ini dapat dilanjutkan dengan 

membahas taksiran Rao-Blackwell untuk mean dan total pada metode 

Adaptive cluster sampling dan Two stage adaptive cluster sampling.  

Dengan menggunakan taksiran Rao-Blackwell, akan dihasilkan 

variansi yang lebih kecil dibandingkan dengan taksiran Horvitz-

Thompson dan taksiran Hansen-Hurwitz. 

 

2. Ada baiknya dipelajari mengenai perbandingan antara taksiran 

Hansen-Hurwitz dan taksiran Horvitz-Thompson untuk adaptive 

cluster sampling. 
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LAMPIRAN 1 

Double Ekspektasi 

 

 

Jika 1X  dan 2X  adalah variabel random (bertipe diskrit/kontinu), maka dapat 

ditunjukkan bahwa : 

2 2 1[ ] [ [ | ]]E X E E X X  

Bukti : 

Misalkan 1X  dan 2X adalah variabel random bertipe diskrit yang memiliki pdf 

bersama 1 2( , )f x x , pdf marginal dari 1X  adalah 
1

1 1 1 2( ) ( , )
x

f x f x x , dan pdf 

marginal dari 2X  adalah 
2

2 2 1 2( ) ( , )
x

f x f x x , maka 

1 2

1 2

1 2

1

2 2 1 2

1 2
2 1 1

1 1

2 1 2 1 1

2 1 1 1

2 1

[ ] ( , )

( , )        ( )
( )

        ( | ) ( )

        [ | ] ( )

        [ [ | ]]

x x

x x

x x

x

E X x f x x

f x x
x f x

f x

x f x x f x

E X x f x

E E X X



 
  

 

 
  

 







 

 



 

Jadi, terbukti bahwa 2 2 1[ ] [ [ | ]]E X E E X X .  Hal yang sama dapat dilakukan 

untuk variabel random jenis kontinu. 
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LAMPIRAN 2 

Dekomposisi Variansi 

 

 

Jika 1X  dan 2X  adalah variabel random (bertipe diskrit/kontinu), maka dapat 

ditunjukkan bahwa  : 

   2 2 1 2 1var[ ] var[ | ] var [ | ]X E X X E X X   

Bukti : 

2 2
2 2 2var[ ] [ ] { [ ]}X E X E X   

Berdasarkan pembuktian pada lampiran 1, diperoleh : 

 

     

       
  

22
2 2 1 2 1

2 2 22
2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 22
2 1 2 1 2 1 2 1

22
2 1 2 1
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          [ [ | ]] [ | ] [ | ] [ [ | ]]
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          [ | ] [ | ] [

X E E X X E E X X

E E X X E E X X E E X X E E X X

E E X X E E X X E E X X E E X X

E E X X E X X E E

 

      
   

      
   

       
   

2 2
2 1 2 1

2 1 2 1

| ] [ [ | ]]

          var[ | ] var [ | ]

X X E E X X

E X X E X X

  
 

 

 

Jadi, terbukti bahwa jika 1X  dan 2X  adalah variabel random, maka 

   2 2 1 2 1var[ ] var[ | ] var [ | ]X E X X E X X  . 
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