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ABSTRAK

Nilai aset finansial dipengaruhi antara lain oleh tingkat bunga, risiko dan lain-
lain. Tugas akhir ini membahas pengaruh tingkat bunga pada aset finansial,
khususnya tingkat bunga yang diasumsikan memenuhi model tingkat bunga Hull-
White Dua Faktor dengan aset finansial berupa zero-coupon bond. Model Hull-White
Dua Faktor adalah model tingkat bunga yang memiliki mean-reversion level dengan
komponen stokastik. Untuk melihat pengaruh tingkat bunga pada aset finansial akan
dibandingkan tingkat bunga hasil aproksimasi dengan tingkat bunga pada pasar.
Begitu pula dengan zero-coupon bond, harga hasil aproksimasi akan dibandingkan
dengan harga pada pasar. Aproksimasi parameter model tingkat bunga akan
dilakukan dengan metode Newton-Raphson dan skema Euler-Maruyama.
Sementara aproksimasi tingkat bunga menggunakan skema Euler-Maruyama dan
simulasi Monte Carlo. Data yang digunakan adalah data tingkat bunga di
www.bankofengland.co.uk. Simulasi hasil implementasi menunjukkan bahwa
aproksimasi tingkat bunga model Hull-White Dua Faktor memiliki pola yang sama
dengan tingkat bunga pada pasar. Sedangkan aproksimasi harga zero-coupon bond
dapat memberikan informasi bagi pemegang bond untuk mempertahankan atau

melepas investasinya.

Kata kunci : zero-coupon bond, model Hull-White Dua Faktor, Euler-Maruyama,
Monte Carlo;

viii + 134 him.; lamp;
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Tingkat bunga dan prediksi pergerakan nilainya di masa depan
merupakan salah satu kunci terpenting dalam pengambilan keputusan suatu
investasi. Sebagai contoh, seorang investor dalam berinvestasi akan
mengharapkan suatu imbal hasil yang tinggi, yang tentunya dipengaruhi oleh

tingkat bunga yang berlaku.

Salah satu instrumen investasi yang dipengaruhi oleh tingkat bunga
adalah bond. Bond dapat dikatakan sebagai surat hutang dalam bentuk
sekuritas, dengan penerbit bond adalah pihak yang berhutang dan pemegang
bond adalah pemberi pinjaman. Bond memiliki fitur-fitur berupa, nilai nominal
atau nilai hutang pokok, yaitu nilai yang harus dibayar penerbit pada saat
jatuh tempo. Harga pembelian, yaitu nilai yang ditawarkan kepada investor
dan tertera pada bond. Kemudian tanggal jatuh tempo, kupon (coupon),
tanggal pemberian kupon, dan dokumen resmi yang menjelaskan hak-hak

dari pemegang bond.
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Pada umumnya , bond diterbitkan untuk jangka waktu tetap di atas 10
tahun. Di Amerika Serikat, US Treasury Securities atau bond pemerintah
Amerika diterbitkan dengan jangka waktu 10 tahun. Untuk jangka waktu 1
sampai 10 tahun biasa disebut dengan surat hutang, sementara untuk jangka
waktu di bawah 1 tahun disebut surat perbendaharaan. Di Indonesia, bond
yang diterbitkan oleh pemerintah dengan jangka waktu 1 sampai 10 tahun
disebut Surat Utang Negara, sedangkan untuk jangka waktu di bawah 1

tahun disebut Surat Utang Perbendaharaan Negara.

Secara umum, bond dapat diklasifikasikan berdasarkan pembayaran
coupon, yaitu bond yang memberikan pembayaran coupon dan bond tanpa
pembayaran coupon. Bond yang tidak memberikan pembayaran coupon

disebut dengan zero-coupon bond.

Zero-coupon bond tidak diperdagangkan secara aktif. Biasanya
seorang pemegang zero-coupon bond akan menahan asetnya tersebut
hingga masa jatuh tempo. Akan tetapi, ada kalanya seorang pemegang zero-
coupon bond ingin menjual zero-coupon bond miliknya sebelum masa jatuh
tempo. Tentunya si pemegang zero-coupon bond ingin mendapatkan
keuntungan dari penjualan zero-coupon bond miliknya tersebut. Apabila hal
ini terjadi, diperlukan pengetahuan mengenai penentuan harga zero-coupon
bond. Dari pengetahuan ini, diharapkan pemegang zero-coupon bond
memiliki informasi yang cukup kapan dia akan menjual asetnya tersebut dan

kapan dia akan menahannya.
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Harga dari zero-coupon bond hanya bergantung kepada nilai dari
tingkat bunga. Untuk tingkat bunga yang konstan atau deterministik, tidaklah
sulit untuk menentukan harga zero-coupon bond. Akan tetapi pada
kenyataannya tidaklah demikian, seringkali pergerakan tingkat bunga
berubah-ubah secara tidak pasti dan merupakan proses stokastik sehingga

untuk mengamatinya diperlukan suatu model tingkat bunga stokastik.

Saat ini terdapat banyak model tingkat bunga yang dapat digunakan
untuk mengaproksimasi harga zero-coupon bond. Model-model tersebut
dapat dibedakan berdasarkan jumlah faktor stokastiknya, yaitu model dengan

faktor stokastik tunggal dan model dengan faktor stokastik lebih dari satu.

Salah satu contoh model dengan faktor stokastik tunggal adalah model
yang dikembangkan oleh Vasicek (1977). Model ini merupakan model
pertama yang mengadopsi teori mean-reversion level yang menyatakan
tingkat bunga akan bergerak menuju suatu level rata-rata. Akan tetapi, model
ini memiliki suatu kekurangan, yaitu tingkat bunga dapat bernilai negatif.
Kekurangan ini diperbaiki pada model Cox-Ingersol-Ross (1985). Contoh
lainnya adalah model yang dikembangkan oleh Ho-Lee dan Hull-White. Ho-
Lee mengusulkan model no-arbitrage pertama pada 1986. Model ini tidak
memungkinkan tingkat bunga memiliki lebih dari satu nilai pada saat yang
sama. Model Hull-White (1990) merupakan pengembangan dari model

Vasicek. Model ini disebut juga sebagai model Hull-White Satu Faktor karena
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Hull-White juga mengembangkan model tingkat bunga dengan faktor

stokastik lebih dari satu.

Model dengan faktor stokastik yang lebih dari satu memiliki beberapa
kelebihan dibandingkan model dengan faktor stokastik tunggal. Salah
satunya adalah jangkauannya terhadap kemungkinan pergerakan tingkat
bunga. Pada dasarnya, pergerakan tingkat bunga dipengaruhi oleh banyak
faktor, dengan semakin banyak faktor yang dipertimbangkan diharapkan hasil
aproksimasinya akan lebih baik. Akan tetapi, semakin banyak faktor yang
dipertimbangkan akan menyebabkan perhitungan numerik yang semakin
tidak efisien. Contoh model dengan faktor stokastik lebih dari satu yang
cukup populer adalah model two-additive-factor Gaussian, biasa ditulis G2++
dan model Hull-White Dua Faktor. Model Hull-White Dua Faktor merupakan
pengembangan dari Model Hull-White Satu Faktor. Bedanya ialah, pada
Model Hull-White Satu Faktor, mean-reversion level merupakan suatu fungsi
deterministik terhadap waktu, sementara pada Model Hull-White Dua Faktor,

mean-reversion level memiliki suatu komponen stokastik.

Pada skripsi ini Model Hull-White Dua Faktor akan digunakan untuk
mengamati pergerakan tingkat bunga dan untuk mengaproksimasi harga
zero-coupon bond. Kemudian dari hasil aproksimasi harga zero-coupon
bond, akan dilihat apakah hasil aproksimasi tersebut dapat membantu

investor dalam menentukan keputusan bertransaksi zero-coupon bond.
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1.2 PERMASALAHAN

Bagaimana perilaku model Hull-White Dua Faktor dalam
mengaproksimasi tingkat bunga harian, harga zero-coupon bond, dan
apakah hasil aproksimasi tersebut dapat membantu investor dalam

pengambilan keputusan bertransaksi zero-coupon bond.

1.3 TUJUAN PENULISAN

Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut:

1. Menjelaskan model Hull-White Dua Faktor dan kaitannya dengan
persamaan harga zero-coupon bond.

2. Mengimplementasikan model Hull-White Dua Faktor untuk
mengaproksimasi tingkat bunga harian.

3. Mengimplementasikan model Hull-White Dua Faktor untuk
mengaproksimasi harga zero-coupon bond.

4. Menganalisa hasil aproksimasi harga zero-coupon bond terkait dengan

pengambilan keputusan bertransaksi zero-coupon bond.
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1.4 PEMBATASAN MASALAH

Asumsi-asumsi yang akan digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

adalah:

1. Tidak ada pajak, biaya transaksi, dan biaya-biaya lainnya untuk setiap

bond dengan masing-masing jatuh tempo.

2. Tidak ada kesempatan untuk arbitrage, yaitu tingkat bunga memiliki

lebih dari satu nilai pada saat yang sama.

3. Pembeli bond adalah risk neutral, yaitu pembeli bond hanya

memandang imbal hasil dari bond yang dibelinya tanpa

mempertimbangkan risiko.

4. Untuk setiap t, harga bond P(t, T) memiliki turunan terhadap T.

1.5 SITEMATIKA PENELITIAN

Bab |

Bab Il

Pendahuluan

Berisi latar belakang, permasalahan, tujuan penelitian,
pembatasan masalah, dan sistematika penulisan.

Landasan Teori

Berisi persamaan diferensial stokastik, solusi persamaan
diferensial linier, tingkat bunga, persamaan harga bond, taksiran

maksimum likelihood, metode Newton-Raphson, skema Euler-
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Bab IlI

Bab IV

Bab V

Maruyama, dan simulasi Monte Carlo.

Model Hull-White Dua Faktor dalam Mengaproksimasi Harga
Zero-Coupon Bond

Berisi Model Hull-White Dua Faktor, persamaan harga zero-
coupon bond untuk model Hull-White Dua Faktor, solusi eksplisit
model Hull-White Dua Faktor, simulasi model Hull-White Dua
Faktor, dan estimasi parameter Model Hull-White Dua Faktor.
Implementasi model Hull-White Dua Faktor

Berisi implementasi model Hull-White Dua Faktor untuk
mengaproksimasi tingkat bunga harian dan implementasi model
Hull-White Dua Faktor untuk mengaproksimasi harga zero-
coupon bond.

Penutup

Berisi kesimpulan dan saran.
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BAB Il

LANDASAN TEORI

Bab ini akan membahas teori-teori yang mendukung isi skripsi ini.
Adapun teori-teori yang akan dibahas adalah teori-teori dalam persamaan
diferensial stokastik, tingkat bunga, persamaan harga zero-coupon bond,
taksiran Maximum Likelihood, metode Newton-Raphson, dan simulasi

dengan skema Euler-Maruyama dan simulasi Monte Carlo.

2.1 PERSAMAAN DIFERENSIAL STOKASTIK

Pada subbab ini akan dibahas mengenai teori-teori yang berkenaan
dengan persamaan diferensial stokastik. Teori-teori ini akan menjadi dasar

dari model tingkat bunga yang menjadi topik skripsi ini.

Pada tahun 1826-1827, Robert Brown meneliti gerak partikel pada air.
Dia menemukan bahwa gerak partikel tersebut sangat tidak beraturan dan
gerak dari dua partikel yang berbeda terlihat saling bebas. Gerak yang tidak

beraturan tersebut kemudian disebut gerak Brown. Pada tahun 1900, Louis
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Bachelier menggunakan konsep gerak Brown sebagai model pergerakan
harga saham pada teori spekulasi matematikanya. Norbert Wiener
memberikan konsep dasar matematika untuk gerak Brown pada 1931

sehingga gerak ini disebut juga sebagai proses Wiener.

Gerak Brown, atau dikenal juga sebagai proses Wiener pada interval
[0, T] adalah proses stokastik Z(t) yang memenubhi tiga kondisi sebagai

berikut:

1. Z(0) = 0 dengan probabilitas 1.
2. Z(t) — Z(s) berdistribusi N(0,t —s)untuk 0 < s <t <T.
3. UntukO<s<t<u<uv<T,Z(t) — Z(s) dan Z(u) — Z(v) saling

bebas.

Setelah mendefinisikan proses Wiener, selanjutnya akan diberikan
pengertian mengenai salah satu teori penting dalam persamaan differensial

stokastik, yaitu integral stokastik.

Misalkan diberikan suatu fungsi x, integral fOTx(t)dt dapat

diaproksimasi dengan jumlah Riemann sebagai berikut

N-1

> x(5) (b1~ 1) (2.1.1)

J=0
dengan t; = jAt merupakan titik-titik diskritisasi. Nilai dari fOT x(t)dt dapat

didefinisikan sebagai limit At — 0 pada persamaan (2.1.1). Dengan cara yang
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sama, suatu integral stokastik fOTx(t)dZ(t) dapat diaproksimasi dengan
jumlah Riemann sebagai berikut

N-1

> 1) (2(44) - 2(1))

j=0 (2.1.2)
Pada kasus ini, x(t) diintegralkan terhadap suatu proses Wiener Z(t).
Disebut integral stokastik karena fungsi x(t) diintegralkan terhadap suatu

proses Wiener.

Selanjutnya akan diberikan pengertian mengenai persamaan

diferensial stokastik. Misalkan Z (t) adalah suatu proses Wiener dengan

0 <t <T.Suatu persamaan dengan bentuk

dX(t) = u(X(t), t)dt + a(X(t), t)dZ(t), (2.1.3)
dengan fungsi u(X(t), t) dan o (X(t), t) diberikan, disebut persamaan
diferensial stokastik (PDS). Fungsi (X (t), t) merupakan suku deterministik
dari PDS (2.1.3) dan biasa disebut sebagai drift dari PDS (2.1.3), sementara
fungsi o (X (t), t) menggambarkan fluktuasi dari kurva X (t) dan disebut
sebagai diffusion dari PDS (2.1.3). PDS (2.1.3) disebut juga sebagai proses
Ito apabila fOT o(X(t), t)dZ(t) diaproksimasi dengan jumlah Riemann seperti

pada persamaan (2.1.2).
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PDS (2.1.3) merupakan PDS 1-dimensi. Yang dimaksud dengan
dimensi di sini adalah jumlah proses Wiener yang dimiliki oleh PDS tersebut.

PDS dengan bentuk

dX(6) = u(X (D), Ddt + Z (X (8), £)dZ;(1) (2.1.)

disebut PDS m-dimensi dengan Z;, i = 1,2, ..., m merupakan proses Wiener.

2.2 SOLUSI PERSAMAAN DIFERENSIAL STOKASTIK LINIER

Model tingkat bunga yang menjadi topik dalam skripsi ini merupakan
suatu PDS linier dan kasus khusus yang mengikuti proses Ornstein-
Uhlenbeck. PDS linier yang mengikuti proses Ornstein-Uhlenbeck terkadang
disebut sebagai PDS tipe Langevin [9]. Subbab ini akan membahas cara

mencari solusi eksplisit dari PDS tipe Langevin.
Perhatikan PDS

dX(t) = —aX(t)dt + odZ(t), (2.2.1)
dengan a dan o merupakan konstanta non-negatif. PDS yang memiliki bentuk

(2.2.1) dikatakan mengikuti proses Ornstein-Uhlenbeck atau merupakan PDS

tipe Langevin.
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Pada kasus dimana o = 0, PDS (2.2.1) berubah menjadi dX(t) =
—aX(t)dt yang merupakan suatu persamaan diferensial biasa dan memiliki
solusi x,e ~“t. Untuk mencari solusi dari PDS (2.2.1), pandang proses

Y(t) = X(t)e*. Dengan menurunkan Y (t), diperoleh

dY(t) = e®dX(t) + ae* X(t)dt. (2.2.2)
Substitusikan dX(t) pada persamaan (2.2.1) ke dalam persamaan (2.2.2),

maka diperoleh
dy(t) = oe*dZ(t). (2.2.3)
Solusi untuk persamaan (2.2.3) adalah

t

Y(t) =Y(0) +j oge™dZ(s),

0

sehingga solusi untuk X (t) menjadi

e <X(0) + jtae“SdZ(s))

Dengan cara yang sama, dapat dicari solusi untuk persamaan yang

lebih umum

dx(t) = (B — aX(t))dt + odZ(2). (2.2.4)
PDS (2.2.4) merupakan bentuk umum dari PDS tipe Langevin dan memiliki

solusi [9]

Model hull-white..., Reza Henganing Ayodya, FMIPA Ul, 2009.



13

X() = p +e (X(O) - g + jtae“SdZ(s))

a

2.3 LEMMAITO

Pada subbab ini, akan dibahas mengenai Lemma Ito. Lemma Ito
nantinya akan digunakan untuk membentuk persamaan harga zero-coupon

bond berdasarkan model tingkat bunga yang digunakan.

Sebelum membahas Lemma Ito, akan diperkenalkan suatu aturan
yang nantinya akan berguna dalam penerapan Lemma lto. Aturan yang akan
diperkenalkan biasa disebut dengan multiplication rules, akan tetapi
mengenai pembahasannya tidak akan diberikan pada skripsi ini.
Multiplication rules diperoleh dari perbandingan antara besar pengaruh fungsi
drift dengan fungsi diffusion terhadap suatu PDS pada interval tertentu.
Contoh penggunaan dan pembahasan selengkapnya dapat dibaca pada
buku Derivatives Market, oleh Robert MacDonald [13]. Adapun bentuk dari

multiplication rules adalah

dt? =0,
dt xdZ =0,
dZ? = dt,

dan
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le' X dZ] = pdt,

dengan p merupakan korelasi antara Z; dan Z;.

Misalkan suatu fungsi deterministik f(x,t) yang dapat diturunkan dua
kali dan suatu proses Y = f (X, t) dengan X merupakan suatu proses lto

seperti pada (2.1.3). Formula Ito untuk menghitung dY adalah

K, ©) " all 2f

dYy = y u(X,t) 9% —o(X, t)

dz. (2.3.1)

+o(X,t) afg); 2

Untuk mendapatkan persamaan (2.3.1), perhatikan ekspansi deret

Taylor dari AY,

i 0
AY = —fAt +—fAX
ot 0x

+ aZfAt2 +2 2 AtAX+£AX2 + 0(AX3,At?) (2.3.2)
ot2 dtox J0x2 . 4 e

Dengan menggunakan multiplication rules, dX? = o?(X, t)dt, dt? = 0, dan

dXdt = 0 untuk limit AX — 0 dan At — 0 sehingga

d d 1 0°
dy = a—fdt + a—de +=0(X,t)? —fdt (2.3.3)

Substitusikan dX dari persamaan (2.1.3) ke dalam persamaan (2.3.3) akan

diperoleh persamaan (2.3.1).
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Pada skripsi ini, model short rate yang digunakan mengikuti beberapa
proses Ito, sehingga pergerakan harga zero-coupon bond-nya merupakan
suatu PDS m-dimensi. Oleh karena itu diperlukan Lemma Ito untuk PDS m-

dimensi. Lemma Ito untuk PDS m-dimensi disebut Lemma Ito Multivariat.

Lemma Ito Multivariat

Misalkan suatu fungsi determinsitik f(x;, x5, ..., X;,, t) yang dapat

diturunkan dua kali dan proses Y,,, didefinisikan sebagai

Y, = (X1, Xop oo, X )

dengan

Xm' = Hi(Xi: t)dt + O-i(Xil t)le, [ = 1,2, e, M.
Z; dan Z; merupakan proses Wiener dan diasumsikan memiliki korelasi p; ;
sedemikian sehingga dZ;dZ; = p;;dt. Perhatikan ekspansi deret Taylor order

dua dari AY,,,

of  Of 1o [ 9%f ,
M= SoBt+ ; o +§Z}Z<axlax,- AX;AX; + O(AtAX;) + 0(At?) ).
Untuk AX; - 0 dan At — 0, fungsi 0(AtAX;) dan O (At?) dapat dihilangkan
dan dengan multiplication rules, dX;dX; = a;(X;, t)o;(X;, t)p;;dt. Maka

diperoleh versi Lemma Ito untuk PDS m-dimensi berupa
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m m m
of of 1 02
o= [ S 35S avnonnon, 2
' 4t ' i (X;, t) ox) +2 > 0;(X;, )i (X;, t)pi;j 3310 dt
i=1 i=1j=1
m of
+Zai(Xi't)6_xidZi' (2.3.4)

=1

2.4  TINGKAT BUNGA

Skripsi ini membahas suatu model tingkat bunga, oleh karena itu,
pengertian tingkat bunga secara umum menjadi penting untuk dikuasai.
Subbab ini akan membahas pengertian tingkat bunga, jenis-jenis tingkat

bunga, dan teori pergerakan tingkat bunga.

Bunga dapat didefinisikan sebagai kompensasi yang dibayarkan oleh
peminjam modal (borrower) kepada pemilik modal (/lender) atas pemakaian
modal yang dimiliki pemilik modal oleh peminjam modal. Oleh karena itu,
bunga dapat dilihat sebagai biaya sewa yang dikenakan atas pemakaian
modal. Tingkat bunga adalah perbandingan antara besarnya bunga dengan

besarnya modal yang dipinjam (hutang).

Terdapat beberapa faktor yang mempengaruhi besar kecilnya tingkat

bunga, salah satunya adalah masa jatuh tempo pembayaran hutang atau
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biasa disebut maturity date. Semakin panjang masa jatuh tempo pembayaran
hutang, maka semakin tinggi tingkat bunga yang diharapkan oleh pemberi
pinjaman. Begitu juga sebaliknya, semakin pendek masa jatuh tempo
pembayaran hutangnya, tingkat bunga yang diharapkan pemberi pinjaman
akan semakin rendah pula. Dinamika tingkat bunga terkait dengan masa
jatuh tempo pembayaran hutang biasa disebut sebagai term structure of

interest rates.

Tingkat bunga dapat diklasifikasikan menjadi spot rate, short rate, dan
forward rate. Spot rate s, adalah tingkat bunga yang berlaku saat ini hingga
masa jatuh tempo t. Terkadang spot rate disebut juga sebagai yield rate atau
yield to maturity. Short rate r, adalah tingkat bunga yang berlaku untuk suatu
interval tertentu. Sementara itu, forward rate f, ., adalah tingkat bunga yang
dikenakan pada uang yang dipinjam pada saat t; dan dibayarkan pada saat

t,. Untuk lebih jelasnya, perhatikan ilustrasi pada gambar berikut ini:
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Gambar 1. Hubungan antar tingkat bunga

Perhatikan Gambar 1, misalkan terdapat sejumlah uang sebesar 1

pada saat t,. Pada saat t,, dengan menggunakan short rate yang berlaku
nilai dari 1 telah menjadi (1 + ;) dan pada saat t, nilai dari (1 4+ r;) menjadi
(1 +r)( + r,). Apabila tingkat bunga yang digunakan adalah spot rate s,
dan forward rate f; ,, pada saat t; nilai dari 1 telah berubah menjadi (1 + s;)
dan pada saat t, nilai dari (1 + s;) telah berubah menjadi (1 + s,)(1 + f;,)-
Sementara jika yang digunakan adalah spot rate s,, pada saat t; nilai dari 1
berubah menjadi (1 + s,) dan pada saat t, berubah lagi menjadi (1 + s,)2.
Nilai 1 pada saat t, dengan menggunakan berbagai tingkat bunga yang
berlaku adalah sama, yaitu (1 +7)(1+ 1) = (1 +s)(1 + f1,) =

(1 + s,)2.
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Secara matematis, hubungan antara spot rate dengan short rate dapat

ditulis sebagai berikut [12]:
A+s)i=0+r)A+7n)..(1+1n).

Sementara hubungan antara spot rate dengan forward rate dapat ditulis

sebagai berikut:
| i j-i
(1+Sj) _(1+Si) (1+fl']) 7
denganj > i.

Pergerakan short rate tidak sepenuhnya acak, akan tetapi menuju
suatu level tertentu. Pada saat short rate tinggi, permintaan kredit akan
menurun dan mengakibatkan nilai short rate turun menuju suatu level
tertentu. Begitu juga sebaliknya, pada saat short rate rendah, permintaan
kredit akan meningkat dan mengakibatkan nilai short rate naik menuju suatu
level tertentu. Level yang dituju ini disebut mean-reversion level, sementara
laju perubahan short rate menuju mean-reversion level disebut reversion rate.
Short rate yang memiliki pergerakan seperti ini disebut mengikuti teori mean-

reversion level.

Untuk lebih jelasnya, perhatikan ilustrasi pada gambar sebagai berikut:
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Gambar 2. Mean-reversion level
[Sumber: Hadi Ismail, 2008]
Terdapat beberapa model short rate yang mengikuti teori mean-
reversion level, diantaranya adalah model Vasicek dan model Hull-White
Satu Faktor. Model short rate yang menjadi topik pada skripsi ini, yaitu model

Hull-White Dua Faktor juga mengikuti teori mean-reversion level.

25 PERSAMAAN HARGA BOND

Bond adalah suatu kontrak yang menjamin penerbit bond untuk
membayar sejumlah uang tertentu kepada pemegang bond menurut

peraturan yang ditetapkan pada saat bond tersebut ditetapkan. Suatu bond
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menjamin penerbit bond untuk membayar sejumlah uang tertentu ( par value)
pada saat jatuh tempo dan biasanya penerbit bond juga memberikan suatu
pembayaran secara periodik yang disebut coupon. Penerbit bond dapat
berupa suatu perusahaan ataupun pemerintahan suatu negara, sementara
pemegang bond dapat berupa individu maupun institusi. Bond biasanya

diterbitkan untuk menggalang modal.

Pada dasarnya, bond adalah suatu hutang yang dikenakan tingkat
bunga. Sama seperti tingkat bunga, harga bond juga dipengaruhi masa jatuh
tempo. Untuk masa jatuh tempo yang panjang, harga bond akan cenderung
lebih murah karena tingkat bunga yang dikenakan lebih tinggi. Sebaliknya,
untuk masa jatuh tempo yang pendek, harga bond akan cenderung lebih
mahal karena tingkat bunga yang dikenakan lebih rendah. Dapat dikatakan
hubungan antara harga bond dengan tingkat bunga adalah berbanding

terbalik.

Harga bond sama dengan nilai kini dari par value ditambah nilai kini
dari pembayaran coupon. Persamaan harga bond P yang membayar 1 pada

saat jatuh tempo T adalah [12]

ST
S @4+nT ,1(1+r)"
i=
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dengan C menyatakan coupon dan r menyatakan tingkat bunga yang
berlaku. Pada persamaan harga bond di atas, tingkat bunga yang berlaku

selalu sama hingga masa jatuh tempo T.

Suatu bond yang tidak memberikan coupon disebut zero-coupon bond.
Karena tidak memberikan coupon, harga dari zero-coupon bond hanya
bergantung kepada nilai kini dari par value. Untuk zero-coupon bond P yang
membayar 1 pada saat jatuh tempo T dengan tingkat bunga r yang berlaku
hingga masa jatuh tempo, persamaan harganya adalah

1

P=as7

Untuk zero-coupon bond dengan tingkat bunga yang berubah-ubah pada tiap
interval, persamaan harganya menjadi

.

= A A+ ity

Sementara itu, untuk zero-coupon bond dengan tingkat bunga r(t) yang

kontinu terhadap waktu t, persamaan harganya adalah
pP = e—fOTr(t)dt _

Pada skripsi ini, model short rate yang akan digunakan untuk
mengaproksimasi harga zero-coupon bond bersifat stokastik. Persamaan

harga bond untuk short rate yang bersifat stokastik adalah unik dan

Model hull-white..., Reza Henganing Ayodya, FMIPA Ul, 2009.



23

bergantung pada asumsi-asumsi yang digunakan pada model short rate itu
sendiri. Akan tetapi, untuk model short rate yang memiliki pola tertentu akan

membentuk persamaan harga zero-coupon bond dengan pola tertentu pula.
Misalkan suatu model short rate memiliki PDS berupa

dr = u(r,t)dt + o(r,t)dZ. (2.5.1)
Model (2.5.1) disebut memiliki affine term structure jika 1 dan o2 merupakan

fungsi yang dapat dinyatakan dengan

p(r,©) = a(®)r + b(¢),
a?(r,t) = c()r +d(t),
dengan a, b, ¢, dan d merupakan fungsi deterministik terhadap waktu.

Persamaan harga zero-coupon bond dengan jatuh tempo T untuk model

short rate yang memiliki affine term structure didefinisikan sebagai

P(t,T) = A(t, T)e B&D",
dengan fungsi A(t,T) dan B(t, T) ditentukan kemudian berdasarkan asumsi

yang digunakan model short rate.

Pada skripsi ini, model short rate mengikuti dua proses Ito sehingga
diperlukan pendekatan berbeda. Misalkan suatu short rate memiliki PDS

berupa
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dx = u,(x,t)dt + o, (x,t)dZ, ,
(2.5.2)
dy = py (v, )dt + 0y, (y, t)dZ,, .

Model short rate (2.5.2) memiliki affine term structure apabila ., iy, 02, dan

0)3 merupakan fungsi yang dapat dinyatakan dengan

Hy (X, 1) = ax(£)x + by (D),

ty(y,t) = a,(t)y + by (1),

a5 (x,£) = cx(O)x +.d (1),

oy (v, t) = cy()y +d, (1),
dengan ay, a,, by, by, ¢, ¢y, d,, dan d,, merupakan fungsi deterministik
terhadap waktu. Persamaan harga zero-coupon bond dengan jatuh tempo T

untuk model short rate dengan dua faktor stokastik yang memiliki affine term

structure didefinisikan sebagai [2]

P(t,T) = A(t,T) exp(—B(t,T)x — C(t, T)y),
dengan fungsi A(t,T), B(t,T) dan C(t, T) ditentukan kemudian berdasarkan

asumsi yang digunakan model short rate.
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26 TAKSIRAN MAKSIMUM LIKELIHOOD

Untuk mengestimasi parameter-parameter dari model yang menjadi
topik dari skripsi ini, akan digunakan taksiran maksimum likelihood (MLE).

Subbab ini akan khusus membahas mengenai MLE.

Misalkan X3, X,, ..., X, merupakan suatu sampel acak berukuran n dari
suatu distribusi yang memiliki pdf f(X; ), yang bergantung terhadap 6 € Q.
Q disebut ruang parameter. Karena X, X,, ..., X,, saling bebas dan memiliki
distribusi yang sama, pdf bersama dari X;, X,, ..., X,, dapat dinyatakan

sebagai
f(Xl'XZJ '"an; 0) = f(X1; g)f(XZ; 9) f(Xn; 9)

Pdf bersama dari X4, X5, ..., X;; juga mengandung parameter 6
sehingga dapat ditulis sebagai suatu fungsi terhadap 6, yaitu L(6) yang

disebut fungsi Likelihood dan memiliki bentuk

L(Q) = f(XIJXZ' ""Xn; 9);

= fX1;0)f (X2;0) ... f (Xp; 0),

= ]l[f(xi; 0).
i=1

Selanjutnya akan dicari solusi untuk 8 yang memaksimumkan fungsi

L(6). Untuk mempermudah pencarian solusi 8, fungsi L(8) dimodifikasi ke
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dalam bentuk In L(6). Modifikasi ini dapat dilakukan karena nilai 8 yang

memaksimumkan In L(8) juga memaksimumkan L(6). Fungsi L(6) yang

telah dimodifikasi akan menjadi

InL(H) = In (1_[ FOX;; 9)>,
i=1

= i In f(X;; 0).

Fungsi In L(0) disebut sebagai fungsi log-likelihood.

Solusi 8 yang memaksimumkan fungsi log-likelihood In L (8) diperoleh
dengan cara menurunkan fungsi In L(8) terhadap 6. Solusi dari 8 dapat

diperoleh dengan memecahkan persamaan

d(InL(6)) _ 0
do -

Solusi 8 = u(Xy, X,, ..., X;;) akan memaksimumkan fungsi In L (6) dan

disebut sebagai taksiran maksimum likelihood untuk parameter 6.

Idealnya, taksiran maksimum likelihood dapat diperoleh dalam bentuk

d(InL(6))

solusi eksplisit dari = (0. Akan tetapi, ada kalanya solusi tersebut

d(InL(6))

sulit untuk diperoleh yaitu apabila fungsi memiliki banyak

parameter yang saling bergantung. Oleh karena itu, untuk mendapatkan

nilai @ akan digunakan pendekatan numerik. Salah satu pendekatan numerik
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yang dapat digunakan adalah metode Newton-Raphson yang penjelasannya

akan diberikan pada subbab selanjutnya.

2.7 METODE NEWTON-RAPHSON

Pada bab sebelumnya, telah dijelaskan bahwa taksiran maksimum
likelihood akan digunakan untuk mengestimasi parameter-parameter dari
model yang menjadi topik dalam skripsi ini. Akan tetapi, ada kalanya solusi
untuk taksiran tersebut sulit untuk dipecahkan. Apabila hal tersebut terjadi,
akan digunakan suatu pendekatan numerik untuk menaksir parameter-
parameter tersebut. Subbab ini akan membahas suatu pendekatan numerik
untuk menaksir parameter-parameter tersebut, yaitu metode Newton-

Raphson.

Misalkan p adalah solusi dari f(x) = 0. Misalkan pula X adalah
aproksimasi dari p sedemikian sehingga f'(x) # 0 dan nilai dari |p — x|
cukup kecil. Perhatikan ekspansi deret Taylor order satu untuk f (x) terhadap

X, yaitu

(x —

F) = @ + (- DF @ + (),
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dengan &(x) berada di antara x dan x. Karena f(p) = 0, maka persamaan

di atas apabila x = p akan menjadi

o=f@y+@—xvca+9§§2f1am)

Metode Newton-Raphson mengasumsikan |p — x| cukup kecil, sehingga

(p — x)? akan menjadi lebih kecil dan dapat diabaikan. Dengan asumsi

tersebut, persamaan sebelumnya menjadi

0~ fX)+@=-0f @.

Dari persamaan di atas, diperoleh

f&
f1

p~%-

Metode Newton-Raphson dimulai dengan nilai awal p, dan membentuk

barisan (p,)»-o dengan

f(pn)
Pn+1 = Pn — Fon’ untuk n = 0. (2.7.1)

Solusi rekursif (2.7.1) akan terus dicari hingga nilai dari |p,,.; — p,,| lebih

kecil dari toleransi error yang diinginkan.

Metode iteratif Newton-Raphson ini nantinya akan digunakan pada
Bab 3.5, yaitu untuk mengaproksimasi parameter-parameter dari model yang

menjadi topik dalam skripsi ini.
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2.8 SIMULASI MODEL TINGKAT BUNGA

Model tingkat bunga yang menjadi topik dari skripsi ini memiliki mean-
reversion level yang memiliki komponen stokastik. Untuk mensimulasikan
komponen stokastik tersebut akan digunakan skema Euler-Maruyama. Akan
tetapi, untuk mensimulasikan tingkat bunga akan digunakan simulasi Monte
Carlo. Hal ini dikarenakan model tingkat bunga yang digunakan memiliki
suatu parameter yang berupa suatu fungsi deterministik sehingga tidak dapat

disimulasikan dengan skema Euler-Maruyama.

Pada subbab ini akan dibahas mengenai skema Euler-Maruyama dan

simulasi Monte Carlo. Pertama-tama akan dibahas skema Euler-Maruyama.
Misalkan suatu PDS 1-dimensi

dX(0) = f(X(@®)dt + g(X(©))dz(), X(0)=X,, 0<t<T. (2.8.1)
Apabila g = 0 dan X, merupakan suatu konstanta, maka PDS (2.8.1)
menjadi persamaan diferensial biasa dX (t)/dt = f(X(t)), dengan X(0) =
X,.

Untuk mengaplikasikan metode numerik terhadap PDS (2.8.1) pada

interval [0, T], dimisalkan At = T /L untuk suatu bilangan bulat positif L, dan
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7; = jAt. Untuk mempermudah penulisan, aproksimasi numerik X (z;) akan

ditulis sebagai X;. Skema Euler-Maruyama dari PDS (2.8.1) memiliki bentuk

X1 = X+ (XAt + g(X)) (2(1j1) - 2())),  j=012,...,L.
Setelah membahas skema Euler-Maruyama, berikutnya akan dibahas

simulasi Monte Carlo.

Simulasi Monte Carlo dalam proses stokastik adalah metode yang
secara iteratif mengevaluasi suatu model stokastik menggunakan bilangan

acak sebagai input. Misalkan suatu PDS

dX(t) = (ut) +aX(t))dt + o(t)dZ(t), (2.8.2)
dengan u dan o merupakan fungsi deterministik terhadap waktu. PDS (2.8.2)

memiliki solusi

t t
X(t) = X(s)e™ (=9 +J e~ =)y (s)ds +J e~ E=)g(s)dZ(s). (2.8.3)
S S
Bentuk rekursif dari persamaan (2.8.3) adalah

tita
e~ i1~y (§)ds + f e~ ti1=S)g(s)dZ(s), (2.8.4)

ti

tit1
Xi+1 = Xie_aAt + f
t

dengan X;,, = X(t;;,) dan At = (t;,, — t;). Z(t) merupakan proses
Wiener, maka X (t) berdistribusi normal. Misalkan m(t;, 4, t;) adalah mean

dari persamaan (2.8.3) dan v2(t;,, t;) adalah variance dari persamaan
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(2.8.4). Simulasi Monte Carlo untuk X (t) pada titik-tittk 0 < t; < t, <-- <,

adalah

Xiyr = m(ti1, t) + v(tie1, )€, (2.8.4)

dengan ¢ merupakan bilangan random.

Untuk kasus dengan PDS 2-dimensi, akan dibutuhkan dua bilangan

random, misalkan &; dan &,. Untuk simulasi Monte Carlo, misalkan x; dan x,

berdistribusi N(0,1), maka bilangan random &, dan &, dapat diperoleh

dengan cara [6]

El = xl;

$2 = x.p + x5/1 = p?,

dengan p merupakan korelasi antara x; dengan x,.
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BAB Il

MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR DALAM MENGAPROKSIMASI

HARGA ZERO-COUPON BOND

Pada bab sebelumnya, telah dijelaskan teori-teori persamaan harga
bond, skema Euler-Maruyama, simulasi Monte Carlo, taksiran Maksimum
Likelihood, dan metode Newton-Raphson. Maka pada bab ini teori-teori
tersebut akan digunakan untuk membuat simulasi harga zero-coupon bond
berdasarkan model Hull-White Dua Faktor. Secara rinci, subbab 3.1 akan
menjelaskan model Hull-White Dua Faktor, subbab 3.2 akan membahas
persamaan harga zero-coupon bond untuk model Hull-White Dua Faktor,
subbab 3.3 membahas solusi eksplisit dari model Hull-White Dua Faktor,
subbab 3.4 membahas metode simulasi dari model Hull-White Dua Faktor,
dan subbab 3.5 membahas estimasi parameter-parameter model Hull-White

Dua Faktor.

32
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3.1 MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR

Merujuk pada teori mean-reversion level yang telah dijelaskan pada
subbab 2.4, pada tahun 1977, Oldrich Vasicek dalam jurnalnya

mengemukakan suatu model short rate yang mengikuti proses

dr = a(b —r)dt + adZ, (3.1.1)
dengan r menyatakan short rate, b menyatakan mean-reversion level dari r,
a menyatakan reversion rate, ¢ menyatakan fluktuasi dari pergerakan short

rate r, dan Z merupakan proses Wiener.

Model (3.1.1) disebut model Vasicek. Model Vasicek merupakan dasar
dari model-model short rate yang mengadopsi teori mean-reversion level.
Kekurangan dari model ini adalah kemungkinan dapat terjadinya kondisi
arbitrage, yaitu suatu kondisi dimana dua aset yang sama memiliki harga
yang berbeda pada saat yang bersamaan. Kekurangan ini terjadi karena
pada model Vasicek, tingkat bunga pada saat ini merupakan output
sedangkan tingkat bunga saat ini telah diketahui dari observasi pasar. Hal ini
dapat menyebabkan perbedaan antara tingkat bunga yang merupakan output
dari model Vasicek dengan tingkat bunga yang diperoleh melalui observasi

pasar.
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Untuk mengatasi masalah kemungkinan terjadinya kondisi arbitrage,
pada tahun 1986 Thomas Ho dan Sang-Bin Lee mengajukan suatu model
short rate yang selalu cocok dengan tingkat bunga saat ini, sehingga
menutup kemungkinan terjadinya arbitrage. Model yang diajukan oleh Ho-Lee
memiliki unsur drift berupa suatu fungsi deterministik terhadap waktu dan
nilainya diambil dari tingkat bunga pada saat ini.Hal ini berbeda dengan
model Vasicek yang unsur drift-nya berupa konstanta (parameter a dan b).
Unsur drift yang merupakan fungsi terhadap waktu mengakibatkan tingkat
bunga pada saat ini merupakan input sehingga dapat dipastikan model short
rate ini selalu cocok dengan tingkat bunga saat ini. Model-model yang tidak
memberi kemungkinan terjadinya arbitrage biasa disebut dengan model no-

arbitrage.

Model no-arbitrage yang diajukan Ho-Lee mengikuti proses

dr = 6(t)dt + odZ, (3.1.2)
dengan r menyatakan short rate, 0 menyatakan fluktuasi dari pergerakan
short rate r, Z merupakan proses Wiener, dan 8(t) merupakan fungsi
berdasarkan waktu yang dipilih agar model sesuai dengan term structure
untuk tingkat bunga saat ini. Kekurangan dari model Ho-Lee adalah pada

model Ho-Lee tidak ada mean-reversion sehingga model Ho-Lee kurang

menggambarkan pergerakan tingkat bunga yang sebenarnya.
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Model no-arbitrage yang telah mengadopsi teori mean-reversion level
diajukan oleh John Hull dan Alan White pada tahun 1990. Pada model Hull-

White, pergerakan short rate mengikuti proses

dr = (6(t) — ar)dt + odZ, (3.1.3)
dengan r menyatakan short rate, a menyatakan reversion rate, o
menyatakan fluktuasi dari pergerakan short rate, dan Z merupakan proses
Wiener. 6(t) merupakan fungsi deterministik terhadap waktu dan dipilih agar

model sesuai dengan term structure untuk tingkat bunga saat ini. Pada model

6(t)

Hull-White, — menyatakan mean-reversion level dari short rate r, sehingga

model Hull-White mengandung mean-reversion level yang berubah ubah
terhadap waktu. Kelebihan lain dari model Hull-White adalah model ini dapat
ditelusuri secara analitik. Model Hull-White sering kali disebut model Hull-
White Extended Vasicek, karena model Hull-White merupakan bentuk umum
dari model Vasicek, dan juga sebagai model Hull-White Satu Faktor agar

dapat dibedakan dengan model Hull-White Dua Faktor.

Pada model Hull-White, mean-reversion level % berubah-ubah

berdasarkan waktu secara deterministik, akan tetapi pada kenyataanya
mean-reversion level berubah secara stokastik dan perubahannya tidak
dapat ditebak. Oleh karena itu, pada tahun 1994 Hull-White mengajukan

sebuah model short rate yang memiliki mean-reversion level dengan
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komponen stokastik. Model yang diajukan Hull-White ini disebut model Hull-

White Dua Faktor dan mengikuti proses

dr =(0(t) +u—ar)dt+o,dZ,, r(0) =r,, (3.1.4)

dengan u mengikuti proses

du = —budt + 0,dZ,, u(0)=0. (3.1.5)
Pada model Hull-White Dua Faktor, r menyatakan short rate, a menyatakan
reversion rate, g, menyatakan fluktuasi dari pergerakan short rate. Sama
seperti pada model Hull-White Satu Faktor, 6(t) merupakan fungsi
deterministik terhadap waktu yang dipilih agar model sesuai dengan term
structure tingkat bunga saat ini. Z; dan Z, merupakan proses Wiener dan
memiliki korelasi sesaat p. Perbedaan utama dengan model Hull-White Satu
Faktor adalah adanya proses stokastik u, dengan u merupakan komponen
stokastik dari mean-reversion level, b menyatakan kelajuan u menuju 0, dan

o, menyatakan fluktuasi pergerakan u.

Pada model Hull-White Dua Faktor, mean-reversion level dinyatakan

o(t)+u

oleh , hal ini mengindikasikan bahwa perubahan mean-reversion level

pada model Hull-White Dua Faktor bersifat acak. Akan tetapi, dari persamaan
(3.1.5), untuk suatu jangka waktu tertentu, u diharapkan akan menghilang.
Model Hull-White Dua Faktor akan sama dengan model Hull-White Satu

Faktor hanya pada saatt = 0.
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Sama seperti model Hull-White Satu Faktor, model Hull-White Dua
Faktor juga dapat ditelusuri secara analitik, akan tetapi karena model Hull-
White Dua Faktor telah mengakomodasi satu faktor stokastik lagi dalam
mean-reversion level, diharapkan model Hull-White Dua Faktor dapat lebih

menggambarkan pergerakan tingkat bunga yang sebenarnya.

Model Hull-White Dua Faktor merupakan model yang memiliki affine
term structure karena drift dan diffusion dari r dan u dapat dinyatakan

sebagai

tr = ar(Or + Br(2),

of =y, (Or + 8.(b),

ty = ay(B)u + By (2),

i = Yu(Ou +6,(0),
dengan a,(t) = —a, B, (t) = 0() +u, ¥ (t) = 0, 6,(t) = o7, @, (t) = =b,
B.(t) =0, y,(t) = 0, dan §,(t) = a%. Maka persamaan harga zero-coupon

bond dari model Hull-White Dua Faktor memiliki bentuk

P(t,T) = A(t,T) exp(—B(t, T)r — C(t, T)u),

dengan fungsi A(t, T), B(t,T), dan C(t,T) akan ditentukan kemudian.
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3.2 PERSAMAAN HARGA ZERO-COUPON BOND UNTUK MODEL

HULL-WHITE DUA FAKTOR

Pada subbab 2.5 lalu telah dijelaskan bahwa persamaan harga zero-
coupon bond untuk tingkat bunga yang mengikuti proses stokastik adalah
berbeda-beda dan bersifat unik tergantung dari asumsi-asumsi model tingkat
bunga yang digunakan. Pada subbab ini akan dijelaskan bagaimana
membentuk persamaan harga zero-coupon bond sekaligus menentukan

fungsi 6(t) untuk model Hull-White Dua Faktor.

Model Hull-White Dua Faktor merupakan model yang risk neutral.
Untuk mendapatkan persamaan harga zero-coupon bond dari model Hull-
White Dua Faktor, pertama-tama akan dimisalkan suatu pergerakan harga
zero-coupon bond di dunia nyata. Kemudian zero-coupon bond ini akan
dibawa ke dunia risk neutral agar sesuai dengan model Hull-White Dua
Faktor. Kemudian dibentuk suatu persamaan zero-coupon bond yang telah
risk neutral. Persamaan zero-coupon bond ini berbentuk suatu persamaan
diferensial parsial. Dengan menyelesaikan persamaan diferensial parsial
tersebut akan diperoleh persamaan harga zero-coupon bond untuk model

Hull-White Dua Faktor.

Misalkan harga suatu zero-coupon bond P di dunia nyata mengikuti

proses Ito sebagai berikut [11]:
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dP
5= e(r,u, t)dt + w,(r,u, t)dZ; + w,(r,u, t)dZ,, (3.2.1)

dengan short rate mengikuti proses

dr = a,(r)dt + B, (r)dZ,, (3.2.2)
du = a,(w)dt + B,(w)dZ,, (3.2.3)
dan
dZ,dZ, = pdt.

Z, dan Z, merupakan proses Wiener dengan p sebagai korelasi sesaatnya.
€, Wy, dan w, merupakan fungsi deterministik terhadap variabel r, u, dan t.
Sementara a; dan 5; merupakan fungsi deterministik terhadap r, sedangkan

a, dan 3, merupakan fungsi deterministik terhadap variabel u.

e(r,u, t) menyatakan ekspektasi perubahan dari zero-coupon bond P,
sementara w, (7, u, t) menyatakan besar fluktuasi yang dibawa oleh proses r

dan w,(r, u, t) menyatakan besar fluktuasi yang dibawa oleh proses u.

Dengan menggunakan lemma Ito multivariat yang telah dibahas pada
subbab 2.3, akan dilihat hubungan antara pergerakan P dengan short rate
yang dipilih. Dengan lemma Ito multivariat, persamaan pergerakan harga

zero-coupon bond P dapat ditulis menjadi

dP dP 102P 102%P
oP = ——_ _ - 24,2 2
Em dr + ™ du + 2372 (dr)* + > 90 (du)
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0%P opP
. (3.2.4)
37 0u (dr)(du) + . dt

* at

Pada persamaan (3.2.4) terdapat beberapa perkalian antara dua proses
stokastik, yaitu (dr)?, (du)?, dan (dr)(du). Untuk mendapatkan hasil dari
perkalian proses stokastik tersebut akan digunakan multiplication rules yang

telah dibahas pada subbab 2.3 dan diperoleh

(dr)? = B2(r)dt, (3.2.5)
(du)? = BZ(u)dt, (3.2.6)

dan
(dr)(du) = B, (r)B, (w)pdt. (3.2.7)

Sehingga dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.2) dan (3.2.3) dan hasil
yang diperoleh pada persamaan (3.2.5), (3.2.6), dan (3.2.7) ke dalam

persamaan (3.2.4), akan diperoleh persamaan

OP daP
oP = ar (ai(r)dt + p,(r)dZ,) + 20 (ay(w)dt + B, (WdZz,)

2 10%P Zp

0 oP
+ 567[))12 (r)dt + EWBZZ (wdt + 1) B (W)pdt + —dt,

drdu ot

opP opP 10%P

- P+ L + 22520 + 50
= _r“17” %azu 20?,231(7’) Eﬁﬁz(u)

+62P (r) ()dt+apdt dt+ap (r)ydz +8P (w)dz (3.2.8)
arauﬁlrﬁzuﬁ) at ar.817” 1 auﬂzu 2+ L.

Agar persamaan (3.2.8) konsisten dengan persamaan (3.2.1), maka tiga

persamaan berikut harus dipenuhi
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1|0P P 10%P ) 10°%P 5
e(r,u,t) = P 5“1(@ +%az(u) +§mﬁ1 (r) +§Wﬂz ()
a%p JP 329
+mﬁ1(7”)ﬁz(u)ﬁ+§], (3.2.9)
W (rut) = % Z—fﬁl(r)], (3.2.10)
wy(r,u,t) = %Z—I:ﬁz(u)], (3.2.11)

Karena terdapat dua faktor stokastik pada model harga zero-coupon
bond P pada persamaan (3.2.1), maka dibutuhkan tiga zero-coupon bond
dengan masa jatuh tempo yang berbeda-beda untuk membentuk suatu
portofolio tanpa risiko. Misalkan suatu portofolio yang mengandung bond
V1, V,, dan V5 dengan masa jatuh tempo T3, T,, dan T5. Misalkan pula [1
menyatakan harga dari portofolio tersebut. Berdasarkan persamaan (3.2.1),

pergerakan harga portofolio adalah

dll = [V,e(Ty) + V,€e(T,) + V5e(T,)]dt
+[Vyw, (Ty) + Vow, (T,) + Vaw, (T3)]dZ,
+[Viw,(Ty) + Vow, (T,) + Vaw,(T3)]1dZ,.  (3.2.12)
€(T;) = e(r,u,t; T;) dengan i = 1,2,3 menyatakan unsur drift dari bond
dengan jatuh tempo T;. Begitu juga dengan w,(T;) dan w,(T;) yang

menyatakan fluktuasi dari bond dengan jatuh tempo T;.
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Pilih 1}, V,, dan V; sedemikian sehingga faktor stokastik pada

persamaan (3.2.12) hilang dan menyebabkan portofolio menjadi bebas risiko.

Sehingga diperoleh persamaan

Viw(Ty) + Vo0, (T2) + Vs, (T3) = 0
(3.2.13)
Viw, (Ty) + Vowy(Ty) + Vaw, (T3) = 0.
Karena portofolio telah bebas risiko, maka untuk menghindari arbitrage,

persamaan berikut harus dipenuhi [11],

dH = [Vle(Tl) + VzE(Tz) + V3€(T3)]dt = T(Vl + V2 + V3)dt

sedemikian sehingga

Vl(E(Tl) - T‘) + V2 (E(Tz) - T) + V3 (E(T3) R T‘) = 0. (3.2.14)
Persamaan (3.2.13) dan (3.2.14) membentuk suatu sistem persamaan linear
w1(Ty) w1(T3) w1(T3) Vi 0
e(T) —r €T)—1r €(T3)—1/)\V3 0
Agar solusi dari sistem persamaan linear (3.2.15) memiliki solusi non-trivial,
tetapkan baris ketiga dari matrix 3x3 pada sistem persamaan linear (3.2.15)
sebagai kombinasi linear dari baris pertama dan kedua dari matriks yang

sama. Karena T;, T,, dan T; adalah sebarang, maka dapat diperoleh

persamaan

e(ru,t) —r=A4ut)w (rut) + A, ut)w,(ru,t), (3.2.16)
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dengan A, (r,u,t) dan A,(r, u, t) secara berturut-turut dikenal sebagai

market price of risk dari r dan u. Market price of risk adalah ekspektasi

tambahan imbal hasil yang diperoleh investor berdasarkan tambahan risiko

yang diterima.

Apabila €, w;, dan w, pada persamaan (3.2.9), (3.2.10), dan (3.2.11)

disubstitusikan ke dalam persamaan (3.2.16), maka diperoleh persamaan
P
o¢ Tl = A0, t)]— + (W) — B (WA (ru, O] =

2 2 2
;3 a2 P+ ;Z L w4 = iﬁl(r)ﬁz(u)pwP —0. (3217)

Pada persamaan (3.2.17), koefisien dari Z—I: dan Z—i masing-masing

mengandung risk premium yang secara berturut-turut dinotasikan dengan
B1(r)A,(r,u,t) dan S, (u)A,(r, u,t). Risk premium adalah imbal hasil yang
diperoleh berdasarkan risiko yang diterima. Proses risk neutral untuk short
rate pada persamaan (3.2.2) dan (3.2.3) didapat dengan cara mengurangi
fungsi drift dengan risk premium [12]. Oleh karena itu, proses risk neutral

untuk short rate (3.2.2) dan (3.2.3) adalah

dr = [a,(r) — By (M)A (r,u, t)]dt + B,(r)dZ, (3.2.18)

dan

du = [a,(u) — B,(WA,(r,u, t)]dt + B, (w)dZ,. (3.2.19)
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Model Hull-White Dua Faktor diasumsikan mengikuti proses risk
neutral, sehingga fungsi drift dan diffusion pada persamaan (3.2.18) dan
(3.2.19) dapat diganti dengan fungsi drift dan diffusion dari model Hull-White

Dua Faktor, yakni

a,(r) — B1(MA (r,u,t) =6(t) +u—ar, (3.2.20)
a; (u) - 182 (U)Az (T, u, t) = _bul (3221)
pi(r) = oy, (3.2.22)
dan
B2(u) = oo. (3.2.23)
san mi )

Untuk mempermudah penulisan, misalkan P, = 55 B. = = B, = P

a% |, _ o L&

P, = o2 Pu = 32 dan P, = = Dengan mensubstitusikan hasil yang

diperoleh pada persamaan (3.2.20), (3. .2.21), (3. .2.22), (3. .2.23) dan

pemisalan tadi ke dalam persamaan (3.2.17), maka akan diperoleh

1 1
P, +[0(t) + u—ar]P. — buP, + EalzPrT + EJZZPW +po,0,Py — 7P = 0.  (3.2.24)

Model short rate Hull-White Dua Faktor tergolong ke dalam model
tingkat bunga affine, sehingga persamaan harga zero-coupon bond-nya

memiliki bentuk

P(t,T) = A(t,T) exp(—B(t, T)r — C(t, T)u), (3.2.25)
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dengan fungsi A(t,T), B(t,T), dan C(t, T) akan ditentukan kemudian dan

QA(LT) __9B(tT) _
ST , By = oL ,dan C; =

ac(t,T)
vt dengan

P(T,T) = 1. Misalkan 4, =

mensubstitusikan P(t, T) pada persamaan (3.2.25) ke dalam persamaan
(3.2.24), diperoleh persamaan
A; + A[—-Br — Cu] — [6(t) + u — ar]AB + buAC
1 1
+5012AB2 + EGZZACZ + po,0,ABC — 1A =0

yang dapat ditulis kembali menjadi

1 1
A, — 6(t)AB + EaleBZ + EUZZAC2 + po,0,ABC

+[(B —aB +1)(—r) + (C; — bC + B)(—u)]A=0. (3.2.26)

Jika persamaan (3.2.26) diturunkan terhadap r maka akan diperoleh

(B, — aB + 1)(=A4) = 0.

Sementara, jika diturunkan terhadap u, diperoleh

(C, — bC + B)(=A) = 0.

Karena T sebarang, maka haruslah

Bi—aB+1=0 (3.2.27)

dan

C,—bC+B=0. (3.2.28)
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Dari fakta yang diperoleh pada persamaan (3.2.27) dan (3.2.28) dan

menggunakannya ke dalam persamaan (3.2.26), diperoleh

1 1
Ay — 0(H)AB + EafABZ + EO'ZZACZ + po,0,ABC = 0. (3.2.29)

Penurunan ini dilakukan karena lebih mudah mendapatkan fungsi A(t, T),
B(t,T), dan C(t,T) serta menentukan fungsi 6(t) dari persamaan (3.2.27),

(3. 2.28), dan (3. 2.29) daripada mencarinya langsung dari persamaan (3.

2.26).

Sebelum mencari solusi dari persamaan (3.2.27), (3. 2.28), dan (3.
2.29), akan dicari terlebih dahulu boundary condition dari masing-masing

persamaan yang nantinya akan berguna dalam mencari solusi tersebut.

Berdasarkan definisi yang digunakan, P(T,T) = 1 sehingga dari

persamaan (3.2.25) diperoleh A(T,T) = 1, B(T,T) = 0, dan C(T,T) = 0.

Sekarang akan ditentukan solusi untuk persamaan (3.2.27) dan
(3.2.28). Persamaan (3.2.27) dan (3.2.28) merupakan Persamaan Diferensial
Linier (PD linier) dengan B(T,T) = 0 dan C(T,T) = 0. Untuk mencari solusi
dari PD linier akan digunakan faktor integrasi yang sesuai. Faktor integrasi

dari persamaan (3.2.27) adalah e ™% sehingga

B,—aB+1 =0,

Be % —qBe % = —e™9,
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d(e~*B)
at

T T
f d(e"*B) = —f e~ *dt,
t t

1
e B = [ — ]

1
e TB(T,T)—e “B(t,T) =—[e % —e 2],
a

karena B(T,T) = 0, maka
1 e—aT ] e—at
sum= L2,
a —
dan dapat ditulis

B(t,T) = %(1 — eaT-0), (3.2.30)

—bt

Sementara itu, faktor integrasi dari persamaan (3.2.28) adalah e ™" sehingga

dengan menggunakan cara yang sama untuk mencari (3.2.30), diperoleh

1 1
b)) 4
" Y, + (3.2.31)

C(t,T) = (-t

a@a—b)°
Untuk mencari solusi dari persamaan (3.2.29), yaitu A(t, T), akan lebih
mudah apabila fungsi 6(t) dicari terlebih dahulu. Apabila persamaan (3.2.29)

dibagi dengan A(t, T), maka diperoleh

dA 1 1
= = |o@B 1) - SotB? (6. T) ~ 502 C* (4. T) — pr, B I, T)] at,

yang apabila diintegralkan menjadi
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InA(t, T}

T 1 T
f@(t)B (t,T)at—Ealzf B2(t,T) ot
0 0

1 T T
_Eazzf CZ(t,T)at—palazf B(t,T)C(t,T) dt,
0 0

T

r 1 2 2
foe(t)B (t,T)at—Ealj B4(t,T) dt

0

InA(T,T) —In A(0,T)

1 i T
_Eazzf Cz(t,T)at—palazf B(t, T)C(t,T) dt,
0 0

karena A(T,T) = 1 maka In A(T,T) = 0 sehingga

T 1 T 1 T
f@(t)B(t,T)at = —1nA(0,T)+§012f Bz(t,T)6t+§022f C%(t,T) ot
0 0 0

T
+p0102f B(t,T)C(t,T) ot. (3.2.32)
0

Dari persamaan (3.2.25) dapat diperoleh
InA(t,T) =InP(t,T)+ B(t,T)r + C(t,T)u, (3.2.33)

sehingga apabila In A(t, T) pada persamaan (3.2.33) disubstitusikan ke

dalam persamaan (3.2.32) dan B(t, T) yang diperoleh dari persamaan

(3.2.30) disubstitusikan ke dalam sisi kiri persamaan (3.2.32) akan diperoleh

ot= —InP(0,T)—B(0,T)r —C(0,T)u

fT 0(t)(1— e T-0)
0

a

1 T 1 T
+—012f Bz(t,T)at+—a§f C%(t,T) ot
2 0 2 o

T
+p0102f B(t,T)C(t, T) ot. (3.2.34)

0
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Untuk mencari 6(t), persamaan (3.2.34) akan diturunkan dua kali

terhadap T. Untuk turunan pertamanya, diperoleh
T
j 0(t)e~*T-D gt = F(0,T) — B+(0,T)r — C;(0,T)u
0

+1 ZafTBZtT at+1 26chth ot
29197 ), (&) 29297 ), (&)

a T
+p0102ﬁf B(t,T)C(t, T) dt, (3.2.35)
0

dengan F(0,T) merupakan instantaneous forward rate dari short rate dan

dInP(0,T)

F(0,T) = T

Sebelum melanjutkan pembahasan untuk menentukan 8(t), terlebih
dahulu akan dibahas fungsi B2(t, T), C2(t,T), dan B(t,T)C(t,T) dan
hubungannya dengan B2(0,T), €?(0,T), dan B(0,T)C(0,T). Pembahasan ini

diperlukan untuk mempermudah pencarian fungsi 6(t).

Pertama-tama, akan dibahas fungsi B%(t, T) dan hubungannya dengan
B%(0,T). Dengan menggunakan fungsi B(t, T) yang diperoleh dari persamaan

(3.2.30), diperoleh

_ —a(T-t) —-2a(T-t)
B2(t,T) = 1-2e +e

)

a?

T _ p2aT —aT
f B2t T)dt = 2aT —e** +4e % +3 ,
0 2a3
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1—2e 9T 4 g—2aT

9 T
—_— 2 =
7 jo B2(t,T) at — ,

sehingga diperoleh

a T
—f B%(t,T)dt = B2(0,T). (3.2.36)
ar J,

Kemudian hubungan fungsi C?(t,T) dengan €2(0,T). Dengan menggunakan

fungsi C(t, T) yang diperoleh pada persamaan (3.2.31), diperoleh

2 _ p2e=2(T-t) _ 9,pe—(@+b)(T—t) 4 ,2,-2b(T-1)
c<(t,T) [Qsz(a — b)z] [ e abe +a‘e
2b(a — b)e~*T"8 —2a(a — b)e PO + a2 — ab + b?],
T 1 2ab —(a+b)T _ 1 3b2 1 — eg—2aT
f C2(¢t,T) dt = [ _ ] ab(e ) 3b°(1=e7?)
0 a?b?(a — b)? a+b 2a
3(12 1— e—2bT

- ( Br ) +2a(1—e™PT) + 2b(1 — e 2T) + (a? — ab + b?)T|,

a (" 1
2 — b2e=2T — 2ghe—(a+D)T 2,-2bT
anO C%(t,T) ot [asz(a_b)z][ e abe +a’e

2b(a — b)e T —2a(a — b)e T + a? — ab + b?],

sehingga diperoleh

a T
—f C*(t, T)ot = C*(0, T). (3.2.37)
aT J,

Terakhir, hubungan fungsi B(t,T)C(t,T) dengan B(0,T)C(0,T). Dengan
menggunakan fungsi B(t,T) dan C(t,T) yang diperoleh dari persamaan

(3.2.30) dan (3.2.31), diperoleh
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B(t, T)C(t,T) = b)] [ae=@D)T-D | (25 — g)e=aT-D

[ 2b(a
_be—Za(T—t) _ ae—b(T—t) 4+a-— b] ,

ae—(a+b)T (Zb _ a)e—aT be—2aT ae—bT

aZb(a—b)” a+b a 2a b

fTB(t, T)C(t, T)dt = [
0

(3b% — 2ab — 2a®)(a + b) + 2a®b
—b)T
T@—b)T + 2ab(a + D) '

0 a+b)T -a
an B(t,T)C(t,T)dt = [m] [ae (a+b)T 4 (2b — a)e T

—be 29T — ge~bT 4+ q — b],

sehingga diperoleh

bl T
an B(t,T)C(t,T) t = B(0,T)C(0, T). (3.2.38)

Kembali ke pembahasan 6(t), dengan mensubstitusikan hasil yang

diperoleh dari persamaan (3.2.36), (3.2.37), dan (3.2.38) ke dalam

persamaan (3.2.35), akan diperoleh

f 8()e=* TVt = F(0,T) — B;(0,T)r — Cp(0, Tu + ;0 B(0,T)?
0

1
+503C(0,T)? + p0,0,B(0,T)C(0,T). (3.2.39)

Untuk mempermudah penulisan, misalkan

1
—07C(t,T)? + po,0,B(t, T)C(t,T),

¢t T) = —alB(t T)? + 5

maka persamaan (3.2.39) dapat ditulis sebagai
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T
f 0(t)e 2T g9t = F(0,T) — B+(0,T)r — C+(0,TDu + ¢(0,T). (3.2.40)
0

Apabila persamaan (3.2.40) diturunkan terhadap T akan diperoleh

T
—af 0(t)e T D3t + 6(T) = Fr(0,T) — By (0, T)r — Cpr (0, TDu + ¢4(0,T),  (3.2.41)
0

sehingga apabila hasil yang diperoleh pada persamaan (3.2.40) disubstitusi

ke dalam persamaan (3.2.41), diperoleh

0(T) = Fy(0,T) =B (0,T)r = Crr(0,T)u + ¢p7(0,T) + a fo Te(t)e—a<T—f> at,
= Fr(0,T)+aF(0,T) + ¢+(0,T) + a¢(0,T)
—Br (0, T)r — aB7(0, T)r — Crp (0, T)u — aCr (0, T)w. (3.2.42)
Perhatikan fungsi B; (0, T) dan B (0, T) pada pesamaan (3.2.42).
Kedua fungsi ini secara berurutan merupakan turunan pertama dan kedua
terhadap T dari fungsi B(t, T) dari persamaan (3.2.30) pada saat t = 0, yang
dapat ditulis sebagai berikut

y—e T

a

B(0,T) =

Br(0,T) = e,
BTT(O' T) s _ae_aT,

sehingga B;1(0,T) = —aB;(0,T) dan mengakibatkan

_BTT(O' T)T - aBT(O, T)T = 0. (3.243)

Sementara itu, u(t) = 0 pada saat t = 0 sehingga
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Substitusikan hasil yang diperoleh pada persamaan (3.2.43) dan (3.2.44) ke

dalam persamaan (3.2.42), diperoleh

0(t) = F.(0,t) + aF(0,t) + ¢.(0,t) + ap(0,t) (3.2.45)
dengan
P00 = ~2REPCD) .24

1 .
¢, T) = EafB(t, T)? + EJZZC(t, T)? + po,0,B(t, T)C(t, T),  (3.2.47)
dan B(t,T) dan C(t, T) seperti yang didapat pada persamaan (3.2.30) dan

(3.2.31).

Setelah 6(t) berhasil diperoleh, sekarang akan dilanjutkan dengan
pembahasan solusi persamaan (3.2.29), yaitu fungsi A(t, T). Substitusikan
6(t) pada persamaan (3.2.45) ke dalam persamaan (3.2.29), maka

persamaan (3.2.29) dapat ditulis

10A

15¢ = Fe(0,0) +aF(0,0) + ¢:(0,0) + ad(0,0)]B(t, T) = ¢ (&, T),

yang apabila diintegralkan menjadi

T T T
InA(t, T)IF = f F.(0,t)B(t, T)dt + af F(0,t)B(t, T)dt +J ¢.(0,t)B(t, T)ot
t t t

T T
+a f ¢(0,)B(t, T)dt — j o(t,T)ot,
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T T T
InA(T,T) —InA(t, T) = f F.(0,t)B(t, T)dt + af F(0,t)B(t, T)ot +f ¢.(0,t)B(t, T)dt
t t t

T T
+aJ- #(0, t)B(t,T)at—f ¢(t, T)ot. (3.2.48)
t t

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.30) ke dalam persamaan (3.2.48)

dan boundary condition A(T,T) = 1, maka

12 —-a(T-t) 1— —a(T-t)
(1.2 e7atr-) eer0)

6t+aJTF(O,t)(

—InA(t,T) fTFt(O, t)

- e*a(T—t))

b 1 _ ,—a(T-t)
+ f $:(0,t) (—— g )
t

0t+afr¢(0,t)(1—
t

a a

yr
at — t, T)at
¢ f (1)
1 T q: T > T
= ZL Ft(O,t)at—;ft Ft(O,t)e‘“(T‘t)6t+jt F(O,t)at—ft F(0,t)e~*T-Yq¢t
T T i v
%ft (l)t(O,t)at—%f[ ¢t(0,t)e‘a<T‘t)6t+J; ¢(0,t)6t—j; ¢(0,t)e= 2099t
e
= [seno (3.2.49)
i3

Untuk mempermudah penurunan, ada baiknya apabila persamaan
(3.2.49) tidak diselesaikan secara langsung, akan tetapi dengan cara
membahas beberapa suku pada sisi kanan persamaan (3.2.49) secara
terpisah. Hal ini bertujuan untuk mengubah persamaan (3.2.49) ke dalam

bentuk yang lebih mudah dalam penurunan selanjutnya.

Pandang suku pertama dari sisi kanan persamaan (3.2.49),

T
f F.(0,6) 0t = F(0,T) — F(0, ). (3.52.50)

Kemudian perhatikan suku ketiga dari sisi kanan persamaan (3.2.49), karena

(3.2.46) maka
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T
fF(O,t)at = —[InP(0,T) —InP(0,t)]

P(0,T)
P(0,t) "

=—In

(3.2.51)

Sementara untuk suku kelima dari sisi kanan persamaan (3.2.49),

T
[ 0000 = 001 - 60,0, (3.2.52)
t
Hasil yang diperoleh pada persamaan (3.2.50), (3.2.51), dan (3.2.52)

disubstitusikan ke dalam persamaan (3.2.49) sehingga diperoleh

P(0,T)

—InA(t,T) R

T
1 [F(0,T) —F(0,t)] — lj F,(0, t)e—a(T—t)at —1n
a a .
T 1 LT
_f F(0,t)e~T-99¢ + —[¢(0,T) — (0, )] — _f ¢:(0, t)e—a(T—t)at
t a al,

1 T T
— -a(T-t) 5t —
+ft ¢(0,t)0t ft¢(0,t)e at ft¢(t,T)6t,

Z[F(0,7) ~ F(0,0) —lfT[F (0,6)e=aT= — aF (0,t)e~*"~Y)] a¢
a ’ ’ a " A\ )

B0~ $(0.0]

T
. %j [9:(0,0)e ™" ~ agp(0, )e ="~ o¢
t

P(0,T)

0D

T T
+f ¢(0,t)at—f ¢(t,T)ot. (3.2.53)

Sekarang pandang suku kedua dari sisi kanan persamaan (3.2.53),

T
f [F:(0,t)e T~ — qF(0,t)e~*T-D] 9t = F(0,T) — F(0,t)e"¢T-D, (3.2.54)
t

Kemudian perhatikan suku keempat dari sisi kanan persamaan (3.2.3),
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T
j [¢:(0,6)e™*T=0 — qp(0,t)e~*T-D] ot = ¢(0,T) — $(0,t)e~*T-D,  (3.2.55)
t

Hasil yang diperoleh pada persamaan (3.2.54) dan (3.2.55) kemudian

disubstitusikan ke dalam persamaan (3.2.53), sehingga

—InA(,T) = %[F(O;T)—F(O,t)]—%[F(O,T)—F(O,t)e‘a(T‘f)]

1 1
+-[¢(0,7) = $(0,00] = [600, ) = $(0,£)e=T-9]

P(0,T)

BTN

T T
+jt ¢(0,t)at—jt ¢(t,T)at,

1 — e—a(T—t)

1— e—a(T—t)
= l—l F(0,t) — [f ¢(0,¢)

a

P(0,T)

—In P(0,¢)

T T

+f (,b(O,t)at—f ¢(t,T)at,
t t

sehingga diperoleh

P(0,T)

InA(,T) = BETIFO,0) + BETH(0,0) +Inperms

T T
—f ¢(0,t)at+f ¢ (t, T)ot. (3.2.56)
t t

Sampai di sini fungsi A(t, T) pada persamaan (3.2.56) telah ditentukan

dalam bentuk In A(t, T) dan pembahasannya boleh dihentikan, akan tetapi
persamaan (3.2.56) dapat lebih disederhanakan lagi. Perhatikan suku

keempat dan kelima dari sisi kanan persamaan (3.59),

T T T t T t
—f ¢(0,t)5t+f d)(t,T)at:—f ¢(o,t)at+f ¢(o,t)at+f ¢(t,T)at—f ot Tot.  (3.2.57)
t t 0 0 0 0
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Persamaan (3.2.36), (3. 2.37), dan (3. 2.38) dapat ditulis sebagai
T T
f B%(t,T) 0t = f B%(0,t) at,
0 0

T T
fcz(t,T)atzf C2(0,t) ot,
0 0

dan

T T
fB(t,T)C(t,T)6t=J B(0,t)C(0,t) at.
0 0

Sehingga, dengan mensubstitusikan ketiga persamaan tersebut ke dalam

persamaan (3.2.47) akan diperoleh

T T T T
1 1
f(b(t,T)at =§off Bz(t,T)6t+Eazzf Cz(t,T)6t+pcrlsz B(t,T)C(t,T) ot,
0 0 0 0
1 T 1 T T
:Eaff BZ(O,t)6t+§azzf C%(0,0) 6t+p0102f B(0,t)C(0,t) at,
0 0 0

= [0 (3:2.58)

Substitusikan hasil yang diperoleh pada persamaan (3.2.58) ke dalam

persamaan (3.2.57) maka akan diperoleh

—fT¢(o, t)6t+JT¢(t,T)6t= Jotqb(o,t)at—jtd)(t,'l")at-

yang apabila disubstitusikan ke persamaan (3.2.56), persamaan (3.52.56)

akan berubah menjadi

P(0,T)
P(0,0)

InA(t,T) = B(t,T)F(0,t) + B(t,T)¢p(0,t) +In
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t t
+L¢(o,t)at—L¢(t,T)at. (3.62)

Sebagai kesimpulan dari subbab ini, model Hull-White Dua Faktor

memiliki bentuk persamaan harga zero-coupon bond
P(t, T) =A(t,T)exp(—B(t, T)r — C(t,THu),

dengan

1
B(t,T) = - (1 — e—a(T—t))'

1 1 1
-~ ,-a(T-t) _____—  ,-b(T-t) _
e i) ba—b)° it

dan

P(0,T) ¢
5(0,0) +J0¢(0,t)6t

InA(t,T) =B(t,T)F(0,t) + B(t,T)¢p(0,t) + log

- jtqb(t, T)ot.

Sementara fungsi 6(t) adalah

0(t) = F.(0,t) + aF(0,t) + ¢.(0,t) + a¢p(0,t)

dengan

Fo = _2nPOY

Jt

1 1
o, T) = EalzB(t, T)? + Ecr;C(t, T)? + po,0,B(t, T)C(t, T),
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dan B(t,T) dan C(¢t,T) seperti yang didapat pada persamaan (3.2.30) dan

(3.2.31).

3.3 SOLUSI EKSPLISIT MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR

Pada subbab ini, akan dibahas solusi eksplisit dari model Hull-\White
Dua Faktor. Solusi eksplisit ini nantinya akan digunakan sebagai dasar dari

simulasi model.

PDS (3.1.4) dan (3.1.5) merupakan PDS tipe Langevin. Untuk mencari

solusi dari PDS (3.1.4), perhatikan proses e%r(t),

d(e®r(t)) = e%“[ar(t)dt + dr(t)]. (3.3.1)
Susbstitusikan dr pada persamaan (3.1.4) ke dalam persamaan (3.2.1),

maka

d(e®r(t)) =e[ar@®)dt+ (8(t) +u(t) — ar(t))dt + 0,dZ,],
= e®[0(t)dt + u(t)dt + o,dZ,]. (3.3.2)

Integral dari persamaan (3.3.2) adalah

t t t
er(t) —e®r(s) = fe‘“ﬂ9(v)dv+f e®u(v) dv+.f 0,dZ;,
S S N
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t t t
etr(t) = e¥r(s) +f e‘”’G(v)dv+f eu(v) dv+f 0,dZ,,
N N S

sehingga diperoleh

t t
r(t) = e_a(t_s)r(s) + f e_a(t“’)ﬂ(v)dv + f e_a(t_”)u(v) dv
s s

t
+j e Vg d7,. (3.3.3)
S

Dengan cara yang sama, akan dicari solusi dari PDS (3.1.5). Perhatikan

proses e?tu(t),

d(ebtu(t)) = ePt[bu(t)dt + du(t)]. (3.3.4)

Substitusikan du pada persamaan (3.1.5) ke dalam pesamaan (3.3.4), maka

d(ebtu(t)) = ebt[bu(t)dt — bu(t)dt + 0,dZ,],

= eb'[f0,dZ,]. (3.3.5)

Integral dari persamaan (3.3.5) adalah
t
ePtu(t) — ePsu(s) = J ea,dZ,,
S

t
ebtu(t) = e’Su(s) +f ea,dZ,,
S

sehingga solusi untuk PDS (3.1.5) adalah

t
u(t) =e PE9u(s) + f e btg, dZ,. (3.3.6)
S
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Persamaan (3.3.3) masih mengandung fungsi u(t) dan 6(t). Agar

nilai r(t) dapat dicari, substitusikan u(t) pada persamaan (3.3.6) dan 6(t)
pada persamaan (3.2.45) ke dalam persamaan (3.3.3). Pertama-tama
substitusikan u(t) pada persamaan (3.3.6) ke dalam persamaan (3.3.3).

Perhatikan suku ketiga dari persamaan (3.3.3), dan asumsikan a # b,

t t t v
j e‘a(t_”)u(v) dv = j e—a(t—v)—b(t—v)u(s) dv+J e—a(t—v).[ e_b(x_”)O'deZdU,
s s s s

—b(t-s) _ e—a(t—s)

= ) a—b

t v
+aze_atj e(a‘b)”J eb*dz,dv. (3.3.7)
S

S

Pandang suku kedua dari persamaan (3.3.7), dengan integration by parts [2]

t v 1 t v
f e(a—b)v J- ebx de dv = f f ebde2 dv(e(a—b)v)’
s s a—>b s s

1 t
= le(a—b)tf ebx de
a—>b S

t v
—J ela-bvg (j i dZ2> |
S S

1 t v
— ~ bf [e(a—b)t _ e(a—b)v] d,, (f ebx dZZ> ,
s

s

1
a—>b

t
f [edt=b(t=v) — ea¥]dz7, . (3.3.8)
N

Substitusikan hasil yang diperoleh pada persamaan (3.3.8) ke dalam

persamaan (3.3.7), maka
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e—b(t—s) —e —a(t-s)

a—b>b

t t
J- e—a(t—v)u(v) dv = u(s) + ag_z bf [e—b(t—v) — e—a(t—v)]dzz . (3.3.9)

Substitusikan hasil pada persamaan (3.3.9) ke dalam (3.3.3), maka diperoleh

-b(t-s) _ ,—a(t-s)

e
—-b

t
r(t) = e *=9r(s) +f e~ Mg (W) dv + u(s)

t t
+O.1f e—a(t—v)dZ1 + L b.[ [e—b(t—v) b e—a(t—v)]dzz .
N N

Sekarang 6(t) pada persamaan (3.2.45) akan disubstitusikan ke

dalam persamaan (3.3.10). Pandang suku kedua pada persamaan (3.3.10),

t t
f e Mg (p)dy = f e~ (0,v) 4+ aF(0,v) + ¢,(0,v) + ap(0,v)] dv,
S S
t
= j [E, (0, v)e~2E=v) 1 qF(0, v)e‘a(t‘”)]dv
S

t
+f [¢v(0, U)e—a(t—v) + a¢(0, U)e_a(t_v)]dv,
s

= F(0,t) + ¢(0,t) — (F(0,5) = ¢(0,s))e =9, (3.3.11)
Substitusikan hasil yang diperoleh pada persamaan (3.3.11) ke dalam
persamaan (3.3.10), maka diperoleh solusi r(t) berupa

—b(t-s) __ e—a(t—s)

r() = e~et=9r(s) + u(s) g

+ K(t) — k(s)e™aE=S)

t
O, j [e—b(t—v) _ e—a(t—v)]dzz
a—b), '

t
+0, f e-at=qz, +
S

dengan
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k(t) = F(0,t) + ¢(0,¢t). (3.3.13)
Proses Wiener berdistribusi normal, maka r(t) juga berdistribusi

normal. Dengan menggunakan analogi dari model Gaussian 2++ (G2++) [2],

diperoleh mean

—b(t—s) _ p—a(t-s) (3.3.14)
e e
m = e~ (s) + u(s) > + k(t) — k(s)e a(t-s)
dan variance
2 = i o2 + a3 —2p 9102 (1 _ e—Za(t—s)) + i 0—22 (1 _ e—zb(t—s))
2a| ' " (a—b)? (a—Db) 2b |(a — b)?
(3.3.15)
2 P010; o 022 _ ,—(a+b)(t-s)
+(a+b)[(a—b) (a—b)z](l ¢ ).

Mean dan variance dari r(t) ini nantinya akan digunakan untuk
estimasi parameter dari model Hull-White Dua Faktor yang akan dibahas
pada subbab 3.5 dan juga untuk simulasi model Hull-White Dua Faktor
dengan menggunakan simulasi Monte Carlo yang akan dibahas pada subbab
3.4. Sebelum membahas estimasi parameter model Hull-White Dua Faktor,
terlebih dahulu akan dibahas simulasi tingkat bunga yang mengikuti model

Hull-White Dua Faktor.
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3.4  SIMULASI TINGKAT BUNGA UNTUK MODEL HULL-WHITE DUA

FAKTOR

Untuk simulasi tingkat bunga, akan digunakan skema Euler-
Maruyama dan simulasi Monte Carlo. Subbab ini akan membahas bentuk
skema Euler-Maruyama dan simulasi Monte Carlo untuk model Hull-White

Dua Faktor.

Skema Euler-Maruyama akan digunakan untuk mensimulasikan u(t),
sementara simulasi Monte Carlo akan digunakan untuk mensimulasikan r(t).
Untuk simulasi u(t), akan digunakan persamaan (3.1.5) untuk membentuk
skema Euler-Maruyama untuk u(t). Sementara itu, solusi eksplisit 7 (t)
seperti yang ditunjukkan pada persamaan (3.3.12) akan digunakan untuk
membangun simulasi Monte Carlo untuk r(t). Alasan kenapa r(t)
disimulasikan dengan menggunakan simulasi Monte Carlo adalah karena
model r(t) pada persamaan (3.1.4) terlalu rumit untuk disimulasikan dengan

skema Euler-Maruyama. Hal ini dikarenakan terdapatnya fungsi 6(t).

Pertama-tama akan dibahas simulasi u(t). Misalkan u(t) akan
disimulasikan pada selang [0, T']. Misalkan pula At = T/L dan 7; = jAt

untuk suatu bilangan bulat positif L. Untuk mempermudah penulisan,
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misalkan aproksimasi numerik u(7;) akan ditulis sebagai u;. Skema Euler-

Maruyama untuk u(t) adalah

Ujpq = U — buAt + oy (Z2 (Tj+1) -7, (‘L’j)). (3.4.1)
Untuk simulasi r(t), akan digunakan mean dan variance dari r(t)
seperti yang ditunjukkan pada persamaan (3.3.14) dan (3.3.15). Untuk

mempermudah penulisan, misalkan r(z;) = r;. Simulasi Monte Carlo untuk

r(t) adalah

—bAt __ _—aAt

e
nty

e
a—b>b

a1 = eTOAL + Kjyq — Kje 98t

1 o? 0,0 1 o
.2 2 4 12 _ ,—2a(t-s) |z _ ,—2b(t-s)
i (Za ["1 T2 @< b)] (A~ )+3, [(a x b)Z] (1-e )

2 |[poyo, o} ) X4 ¥ 3 3.4.2
NeED) (al—b)_(a—b)z](l_e e ))> (&0 +6/T=07), 4

dengan

Kk, =F(0,¢)+ ¢(0,¢). (3.4.3)
Fungsi F (0, t;) diberikan pada persmaan (3.2.46) dan fungsi ¢ (0, t;) seperti

yang diberikan pada persamaan (3.2.47). Pada saat pemrograman, untuk
menghindari kerancuan antara skema Euler-Maruyama dengan simulasi

Monte Carlo, pilih 7; = t;.
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3.5 ESTIMASI PARAMETER MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR

Subbab ini akan membahas cara mengestimasi parameter-parameter
pada model Hull-White Dua Faktor. Metode estimasi yang akan digunakan
adalah taksiran Maksimum Likelihood. Adapun parameter-parameter yang

akan diestimasi adalah a, b, gy, g,, dan p.

Misalkan m menyatakan mean dari model short rate seperti yang
dinyatakan pada persamaan (3.3.14) dan v? menyatakan variance dari model
short rate seperti yang dinyatakan pada persamaan (3.3.15). Model Hull-

White Dua Faktor berdistribusi normal dengan mean m dan variance v2. Pdf

dari model Hull-White Dua Faktor adalah

1 (x —m)?
mv‘”“’(‘ 202 )

Pdf bersyarat dari variabel r; ., terhadap variabel sebelumnya, r; adalah

f&xm,v) =

f(ri+1|ri; a, b; 04,0y, p) =

Cant e~bAt _ p—aht Cant 2
1 Tivr —Ti€ 0 U T K T Kge
exp| — . (351
\2mv P 2v? ( )

Dari persamaan (3..5.1) akan dibentuk fungsi likelihood dengan n sampel

yang saling bebas,
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n-1
nf(rHl |1, a, b, 01,07, p) =
i=0

. . At e~bAt _ p—aht At 2
n-— -a _ -a

1 2 i=0 (ri‘l-l - rle + u'l a — b + Ki+1 - Kle )
eXx -

(Zmﬂ) P 212

kemudian dibentuk fungsi log-likelihood yang berupa

L(a: b; 0-1’ JZP p) =

e—DAL _ p-alt 2
n = (Ti+1 —re " —Q—p Tk~ Kie—am>
——log(2m) — nlog(v) — Z —
> 10g(2m) g(v) 2, 5
i=

Untuk memperoleh taksiran parameter dari a, b, o, g,, dan p, fungsi log-
likelihood L akan diturunkan sekali terhadap tiap parameter yang akan
ditaksir. Hasil taksiran dapat diperoleh dengan menyelesaikan persamaan-

persamaan

dL(a,b,01,05,p)

0, untuk a, (3.5.2)
da
0L(@,b,91,92:P) _ untuk b, (3.5.3)
ob
dL(a,b, 0y, 0,,
(a 01,02 ’D) =0, untuk 01, (3.5.4)

day

aL Fbl ) )
(@,b,01,0,p) =0, untuko,, (3.5.5)

)

do,

dan
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dL(a,b,ay,0,,p)

=0, untukp.

p (3.5.6)
Akan tetapi,
n-1 .. N2
0L(a,b,01,05,p) _ nGg Z 4Q'Q;  2(Q)°G, (3.5.7)
da 26 G G ’ o
i=0
dengan
2 (02 + oy 2/30"102) (1 - e~2a8t) 2( o3 )(1 — ~20ar)
G = 1 "(@a—bh)?2 a-—0»b (a—b)2
+
a b
2
po,0; 0, _ ,—(a+b)At
8(F2% i ) (- )
a+b ’
20040 207 _ o? 2p040 |
G, = 2 ((ap_1b)22 A @ —2b)3) (1 o ZaAt) 4 <0'12 + @ _zb)2 _ 5_1172) Ate—2aAt
a + a
2(52 + 022 _ 2pa, 0, (1 . —ZaAt)
o1 (a — b)z a—b e 40.22(1 _ e—ZbAt)
P a? (a —b)3b
207 0,0 _ 0,0 a2 _
8 ((a —2b)3 e (5_1b2)2) (1 @ty g <F(’1 ig - _Zb)2>Ate (a+b)At
d a+b o a+b
2
po10; 0, _ ,—(a+b)At
_S(a—b o) )
(a+ b)? ’
(,—bAt _ ,—aAt
Q' = 1y —reT W — e in) — Kipq + e Y,
a—>b
dan
] u-Ate‘aM U e—bAt _ e—aAt
L= rAteedt — « ) — K;Ate™ 98¢,

a—>b (a — b)?
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dengan k; seperti yang diberikan pada persamaan (3.4.3). Terlihat pada
persamaan (3.5.7) bahwa parameter-parameter dari persamaan (3.5.2)
masih saling bergantung sehingga sulit untuk mendapatkan solusi dari
(3.5.2). Hal yang sama juga dijumpai untuk persamaan (3.5.3), (3.5.4),
(3.5.5), dan (3.5.6). Untuk mengatasinya, akan digunakan pendekatan
numerik untuk mendapatkan nilai taksiran parameter. Pendekatan numerik

yang akan digunakan adalah metode Newton-Raphson.

Misalkan suatu vektor parameter

Metode Newton-Raphson membutuhkan vektor fungsi turunan pertama dari

L, yaitu

oL

da
oL

ob
oL

w@) = | 55 |
oL

do,
oL
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dan matriks fungsi turunan kedua dari L, yaitu

0%L 0%L 0%L 0%L 0%L
da? 0dadb 0ado; O0dado, 0adp
0%L 0%L 0%L 0%L 0%L
dbda db? dbdo, 0bdo, 0bdp
i 92L 0L 0L 9L 9L
H(p') = d0,0a 00,0b g2 00,00, 00,0p
0L  0%L d2L 9%L 9°L
doy,0a 00,0b 00,00, 0dZ  00,0p
0%L 9%L 0%L 0%L 0%L
dpda dpdb 0pdoy Opdo,  Odp?

dengan elemen dari vektor w(p') dan elemen dari matriks H(p") diberikan
pada lampiran. Matriks turunan kedua H(pi) biasa disebut sebagai matriks

Hessian.

Untuk memulai metode Newton-Raphson, ambil vektor parameter awal

Untuk mendapatkan vektor parameter p*, simulasikan u(t) menggunakan
skema Euler-Maruyama dengan parameter b° dan o, yang merupakan
elemen dari vektor p°. Simulasi u(t) dilakukan karena data u(t) tidak dapat

diperoleh dari pasar. p* dapat diperoleh dari persamaan

p* =p° — [HP"] *w(p?).
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Setelah mendapatkan p?!, u(t) disimulasikan kembali dengan parameter
terbaru pt. Hasil simulasi u(t) yang terbaru akan digunakan untuk
mencari p2. Dengan cara yang sama, dapat diperoleh vektor parameter

p3,p%, ..., p¢ untuk suatu bilangan bulat £. Secara garis besar, pi*! dapat

diperoleh dari persamaan
pitt = pi — [H(pi)]—lw(pi)_

Metode ini akan terus berlangsung hingga nilai dari [|p'** — pi|| telah lebih

kecil dari toleransi yang diinginkan.
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BAB IV

IMPLEMENTASI MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR

Pada bab ini akan dibahas implementasi model Hull-White Dua Faktor

dalam mengaproksimasi tingkat bunga harian yang sedang berlaku di pasar

dan harga zero-coupon bond di pasar. Secara garis besar, implementasi

model Hull-White Dua Faktor dapat digambarkan sebagai berikut:

A\ 4

forward rate

Data spot rate dan

instantaneous

Spot rate dan
instantaneous

forward rate harian

metode Newton-Raphson
skema Euler-Maruyama

Faktor

Taksiran parameter
model Hull-White Dua

A

Spot curve dan
instantaneous forward
curve

simulasi Monte Carlo
skema Euler-Maruyama

\ 4

\4

simulasi Monte Carlo
v skema Euler-Maruyama

Aproksimasi tingkat bunga
harian dengan model Hull-
White Dua Faktor

Aproksimasi yield
curve

formula harga
zero-coupon bond

A 4 A 4

Aproksimasi harga zero-
coupon bond

Gambar 3. Skema implementasi model Hull-White Dua Faktor dalam mengaproksimasi

harga zero-coupon bond

72

Model hull-white..., Reza Henganing Ayodya, FMIPA Ul, 2009.




73

Berdasarkan Gambar 3, data spot rate dan instantaneous forward rate
akan digunakan untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian dengan model
Hull-White Dua Faktor dan untuk mengaproksimasi harga zero-coupon bond.
Data spot rate dan instantaneous forward rate dapat dibagi lagi menjadi data
spot rate dan instantaneous forward rate harian dan data spot curve dan
instantaneous forward curve. Data spot rate dan instantaneous forward rate
akan digunakan untuk menaksir parameter-parameter model Hull-White Dua
Faktor menggunakan skema Euler-Maruyama dan metode Newton-Raphson.
Hasil taksiran parameter ini dengan data spot rate dan instantaneous forward
rate harian akan digunakan untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian
dengan menggunakan skema Euler-Maruyama dan simulasi Monte Carlo.
Sementara data spot curve dan instantaneous forward curve dengan hasil
taksiran parameter model Hull-White Dua Faktor akan digunakan untuk
mengaproksimasi yield curve. Yield curve adalah kurva yang
menggambarkan imbal hasil dari investasi zero-coupon bond. Aproksimasi
yield curve ini akan digunakan untuk mengaproksimasi harga zero-coupon

bond.

Untuk lebih detailnya, pembahasan mengenai aproksimasi tingkat
bunga harian dengan model Hull-White Dua Faktor dapat dibaca pada
subbab 4.1. Sedangkan pembahasan mengenai aproksimasi harga zero-
coupon bond dengan model Hull-White Dua Faktor dapat dibaca pada

subbab 4.2.
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4.1 IMPLEMENTASI MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR UNTUK

MENGAPROKSIMASI TINGKAT BUNGA HARIAN

Subbab ini akan membahas implementasi model Hull-White Dua
Faktor dalam mengaproksimasi tingkat bunga harian. Implementasi ini
dilakukan untuk melihat perilaku model Hull-White Dua Faktor dalam
mengaproksimasi tingkat bunga harian. Berikut ini akan dibahas langkah-

langkah yang akan diambil untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian.

Untuk memulai implementasi, pertama-tama diambil data tingkat
bunga harian pada pasar. Data yang diambil merupakan data spot rate harian
dan data instantaneous forward rate harian yang diambil dari Bank of
England untuk zero-coupon bond dengan masa jatuh tempo 5 tahun. Data

tersebut dapat dilihat pada [14].

Setelah data diperoleh, akan dilakukan estimasi parameter-parameter
model Hull-White Dua Faktor dengan data tersebut. Untuk estimasi
parameter akan digunakan skema Euler-Maruyama dan metode Newton-

Raphson. Skema Euler-Maruyama digunakan untuk simulasi komponen
stokastik dari mean-reversion level, yaitu u(t). Hal ini dilakukan karena data
u(t) tidak terdapat di pasar. Skema Euler-Maruyama untuk u(t) diberikan
pada (3.4.1). Setelah simulasi u(t), metode Newton-Raphson digunakan

untuk mengestimasi parameter-parameter model Hull-White Dua Faktor
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dengan menggunakan data historis dan data hasil dari simulasi u(t). Proses
estimasi parameter ini akan dilakukan dengan software Matlab 7.0.1 dan

contoh programnya akan diberikan dalam lampiran.

Untuk memulai metode Newton-Raphson diperlukan suatu vektor
parameter awal. Pada implementasi ini, dilakukan beberapa kali percobaan
hingga diperoleh suatu vektor parameter awal yang cukup baik dalam
menaksir nilai parameter sebenarnya. Vektor parameter awal yang diperoleh

adalah

0

a 1072
b° 1078
pt=| o | = 107+ | (4.1.1)
a9 9x 1077
0 05

Vektor parameter awal (4.1.1) akan digunakan untuk mengestimasi
parameter-parameter model Hull-White Dua Faktor. Pemilihan vektor

parameter awal (4.1.1) terlihat kurang wajar, terutama jika toleransi error

yang diinginkan adalah 1073, Hal ini terjadi karena model tingkat bunga

mengandung faktor stokastik .

Misalkan dari proses estimasi ini, diperoleh hasil taksiran parameter

berupa
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a
1)
p=|0 | (4.1.2)
\a;

p

Vektor parameter p akan digunakan untuk mengaproksimasi tingkat bunga
harian. Untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian, akan digunakan skema
Euler-Maruyama untuk simulasi u(t). Kemudian dengan menggunakan data
u(t) hasil simulasi, r(t) akan disimulasikan dengan menggunakan simulasi
Monte Carlo. Simulasi Monte Carlo untuk r(t) diberikan pada (3.4.2).

Simulasi Monte Carlo ini akan dilakukan beberapa kali, hingga dapat
diperoleh suatu lintasan rata-rata. Lintasan rata-rata ini akan digunakan untuk

mengaproksimasi tingkat bunga harian pada pasar.

Setelah menjelaskan langkah-langkah dalam mengaproksimasi tingkat
bunga harian, berikut ini akan dijabarkan proses implementasi beserta

hasilnya.

Pertama-tama model Hull-White Dua Faktor akan diimplementasikan
untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian untuk jangka waktu 1 tahun
terhitung dari tanggal 2 Januari 2002. Pada skripsi ini diasumsikan pada 1
tahun terdapat 256 hari kerja, sehingga data yang digunakan adalah 256 data

spot rate harian dan 256 data instantaneous forward rate harian.

Untuk mendapatkan taksiran parameter, pertama-tama u(t) akan

disimulasikan terlebih dahulu dengan menggunakan nilai parameter awal,
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b =108 dan o, = 9 x 1077. u(t) akan disimulasikan dengan nilai awal
u(0) = 0 seperti yang telah dijelaskan pada subbab 3.1. Setelah simulasi

u(t) diperoleh, maka hasil simulasi ini dan vektor parameter awal akan
digunakan dalam metode Newton-Raphson untuk mendapatkan vektor

parameter yang baru, misalkan p'. Vektor parameter p! akan digunakan
untuk mensimulasikan u(t) kembali dengan nilai b dan o, hasil aproksimasi.
Hasil simulasi u(t) terbaru dengan vektor p! akan digunakan untuk
mendapatkan vektor parameter baru p? dengan menggunakan metode
Newton-Raphson. Proses ini akan terus dilakukan hingga dicapai infinite error

(lp™** —p||) yang diinginkan, yaitu 1073,

Hasil yang diperoleh dari metode Newton-Raphson ini adalah vektor

taksiran parameter berupa

0,12411
—699 x 10710
p=| 236x1073 | (4.1.3)
899 x 1077

0,38876

Gambar 4 menunjukkan hasil estimasi parameter yang berupa output dari

program Matlab. Hasil pada (4.1.3) akan digunakan untuk simulasi u(t), yang
kemudian akan digunakan untuk mensimulasikan r(t) dengan r(0) =
5,0082, yaitu tingkat bunga pada tanggal 2 Januari 2002. Simulasi u(t) dan

r(t) akan dilakukan sebanyak 100 kali. Dari 100 kali simulasi r(t), akan

Model hull-white..., Reza Henganing Ayodya, FMIPA Ul, 2009.



78

dibuat satu lintasan rata-rata yang akan digunakan untuk mengaproksimasi

tingkat bunga pada pasar.

a = 0.1£24112

2 = —-0.0000000006399
Sigmal = 0.00Z366

Sigmas = 0.000000523230
rho = 0.388765

Gambar 4. Hasil estimasi parameter untuk 1 tahun

Dari simulasi yang dilakukan, diperoleh relative error terbesar

|7 —x;l

, dengan x; menyatakan tingkat bunga pada pasar) yaitu 9,26%.

oo

(

X
Hal ini menandakan model Hull-White Dua Faktor cukup baik dalam
mengaproksimasi tingkat bunga harian sepanjang 1 tahun. Hasil aproksimasi
tingkat bunga harian dapat dilihat pada Gambar 5 sementara contoh output

hasil implementasi dapat dilihat pada Tabel 1.
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5.5

T
pasar
hasil aproksimasi

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Gambar 5. Aproksimasi tingkat bunga harian sepanjang 1 tahun

Pada Gambar 5, terlihat bahwa simulasi tingkat bunga dengan model

Hull-White Dua Faktor cenderung menjauhi simulasi tingkat bunga di pasar

setelah melewati 0,5 tahun. Walaupun demikian, berdasarkan Gambar 5

dapat disimpulkan bahwa pergerakan tingkat bunga hasil simulasi dengan

model Hull-White Dua Faktor memiliki pola yang sama dengan pergerakan

tingkat bunga harian yang sebenarnya.
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Tabel 1

Contoh output hasil implementasi sepanjang 1 tahun

Aproksimasi Tingkat Bunga Harian (dalam %)
Pasar Hasil Relative Error
aproksimasi

5,008166 5,008166 0

4,929458 4,964108 0,7029
4,989129 4,969545 0,3925
4,934484 4,837822 1,9589
4,927050 4,823093 2,1099
4,996295 4,848378 2,9605
4,941289 4,793636 2,9881
4,954148 4,771273 3,6914
4,878758 4,738224 2,8805
4,885580 4,729248 3,1999
5,086228 5,103135 0,3324
5,087826 5,117805 0,5892
5,081276 5,126456 0,8892
5,023000 5,060795 0,7524
4,947957 4,987122 0,7916
4,919126 4,946327 0,5530
4,260619 4,551398 6,8248
4,274449 4,568314 6,8749
4,264825 4,554505 6,7923
4,268457 4,560271 6,8365
4,187554 4,488432 7,1850
4,186393 4,490616 7,2669
4,158313 4,456649 7,1744
4,224076 4,540375 7,4880
4,241497 4,565777 7,6454
4,235381 4,562914 7,7333
4,224516 4,549830 7,7006

Relative Error Terbesar =9,2606
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Pada Tabel 1, kolom pertama menunjukkan tingkat bunga harian pada

pasar, kolom kedua menunjukkan hasil aproksimasi tingkat bunga dengan
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model Hull-White Dua Faktor, dan kolom ketiga menunjukkan relative error
hasil implementasi. Untuk mempermudah penyajian data yang disajikan
hanya berjumlah 27 dari 256 data, yaitu 10 data pertama, 6 data yang dimulai

dari data ke-128, dan 11 data terakhir.

Selanjutnya model Hull-White Dua Faktor akan diimplementasikan
untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian dengan interval yang lebih
panjang. Hal ini dilakukan untuk melihat bagaimana model Hull-White Dua

Faktor dalam mengaproksimasi tingkat bunga dengan interval lebih panjang.

Untuk tujuan tersebut akan digunakan tingkat bunga harian untuk
jangka waktu 5 tahun terhitung dari tanggal 2 Januari 2002. Diasumsikan
pada 1 tahun terdapat 256 hari kerja, sehingga data yang digunakan adalah

1280 data spot rate harian dan 1280 data instantaneous forward rate harian.

Dengan cara seperti pada implementasi untuk satu tahun, vektor

parameter awal yang akan digunakan adalah vektor (4.1.1). Infinite error

(lp*** - p'[| ) yang diinginkan adalah 1073,

Hasil yang diperoleh dari metode Newton-Raphson dengan data
sepanjang 5 tahun adalah vektor taksiran parameter berupa
748 x 1073
463 x 107°
p=|562x10"*|. (4.1.4)

899 x 1077
0,4963
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Gambar 6 menunjukkan hasil estimasi parameter untuk tingkat bunga
sepanjang 5 tahun yang berupa output dari program Matlab. Hasil pada
(4.1.4) akan digunakan untuk simulasi r(t) dengan r(0) = 5,0082, yaitu

tingkat bunga pada tanggal 2 Januari 2002. Dari simulasi sepanjang 5 tahun

diperoleh relative error terbesar (lelx;m“ ) yaitu 14,26%.

a = 0.00743Z
b = 0.000000004637
Sigmal = 0.00056:2
Sigmss = 0.00000059232391
rho = 0.436337

Gambar 6. Hasil estimasi parameter untuk 5 tahun

Error yang diperoleh pada aproksimasi sepanjang 1 tahun dengan
aproksimasi sepanjang 5 tahun tidak terlalu berbeda, sehingga dapat
disimpulkan model Hull-White Dua Faktor cukup baik dalam
mengaproksimasi tingkat bunga harian dengan jangka waktu yang lebih

lama, dalam hal ini sekitar 4 tahun.

Hasil aproksimasi tingkat bunga sepanjang 5 tahun dapat dilihat pada
Gambar 7. Sementara contoh output hasil implementasi dapat dilihat pada

Tabel 2.
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T
pasar
hasil aproksimasi

34 | | | | | | | | |

Gambar 7. Aproksimasi tingkat bunga harian sepanjang 5 tahun

Dari Gambar 7, terlihat bahwa model Hull-White Dua Faktor cukup
baik untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian dengan jangka waktu

sekitar 4 tahun.
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Tabel 2

Contoh output hasil implementasi sepanjang 5 tahun

Aproksimasi Tingkat Bunga Harian (dalam %)
Pasar Hasil Relative Error
aproksimasi

5,008166 5,008166 0

4,929458 4,964035 0,7014
4,989129 4,969401 0,3954
4,934484 4,837606 1,9633
4,927050 4,822805 2,1158
4,996295 4,848020 2,9677
4,941289 4,793207 2,9968
4,954148 4,770773 3,7015
4,878758 4,737652 2,8922
4,885580 4,728605 3,2130
5,069950 4,992509 1,5275
5,075459 5,010254 1,2847
4,989577 4,949896 0,7953
4,998962 4,951903 0,9414
5,002836 4,960903 0,8382
5,096463 5,053770 0,8377
4,960679 4,513986 9,0047
5,039119 4,529790 10,1075
5,080147 4,581958 9,8066
5,072376 4,576238 9,7812
5,066023 4,563910 9,9114
5,092851 4,564835 10,3678
5,108068 4,579297 10,3517
5,115135 4,574235 10,5745
5113118 4,548278 11,0469
5,123659 4,556958 11,0605
5,118793 4,593231 10,2673

Relative Error Terbesar =14,2556

Pada Tabel 2, kolom pertama menunjukkan tingkat bunga harian pada

pasar, kolom kedua menunjukkan hasil aproksimasi tingkat bunga dengan
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model Hull-White Dua Faktor, dan kolom ketiga menunjukkan relative error
hasil implementasi. Untuk mempermudah penyajian data yang disajikan
hanya berjumlah 27 dari 1280 data, yaitu 10 data pertama, 6 data yang

dimulai dari data ke-640, dan 11 data terakhir.

Seperti yang telah dijelaskan pada subbab 3.2, parameter b
merupakan kelajuan u(t) menuju 0 dengan u(t) merupakan komponen
stokastik dari mean-reversion level. Dari persamaan (4.1.2), (4.1.3), dan
(4.1.4) terlihat bahwa hasil taksiran parameter b sangat kecil baik untuk
implementasi sepanjang 1 maupun 5 tahun. Hal ini menandakan bahwa
kelajuan u(t) menuju 0 sangat lambat sehingga dapat disimpulkan sifat

stokastik pada mean-reversion level tidak akan hilang untuk waktu yang

lama.

4.2 IMPLEMENTASI MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR UNTUK

MENGAPROKSIMASI HARGA ZERO-COUPON BOND

Pada subbab ini akan dibahas implementasi model Hull-White Dua
Faktor untuk mengaproksimasi harga zero-coupon bond. Berikut ini akan
dibahas langkah-langkah yang akan diambil untuk mengaproksimasi harga

zero-coupon bond.
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Pertama-tama, diambil data tingkat bunga harian yang berlaku di
pasar. Untuk implementasi ini, akan digunakan data spot curve dan
instantaneous forward curve untuk zero-coupon bond dengan masa jatuh
tempo 5 tahun yang diambil dari Bank of England. Data yang diambil adalah

data historis pada tanggal 1 Juni 2009. Data dapat diperoleh di [14].

Selanjutnya, u(t) akan disimulasikan dengan menggunakan
parameter yang diperoleh pada saat mengaproksimasi tingkat bunga harian,
yaitu (4.1.2). Dengan u(t) yang telah diperoleh dan parameter (4.1.2), akan
dibuat beberapa lintasan yield curve r(t)dengan menggunakan persamaan
(3.4.2). Dari beberapa lintasan yield curve akan dibuat suatu lintasan rata-
rata. Lintasan rata-rata ini akan digunakan untuk mengaproksimasi harga
zero-coupon bond berdasarkan persamaan harga zero-coupon bond yang

diberikan pada persamaan (3.2.25).

Setelah menjabarkan langkah-langkah dalam mengaproksimasi harga
zero-coupon bond, selanjutnya akan dijabarkan proses implementasi beserta

hasilnya.

Model Hull-White Dua Faktor akan digunakan untuk mengaproksimasi
harga zero-coupon bond dengan masa jatuh tempo 5 tahun terhitung sejak
tanggal 1 Juni 2009. Data yang digunakan adalah data spot curve dan
instantaneous forward curve bulanan tertanggal 1 Juni 2009 sehingga

terdapat 60 data spot curve dan 60 data instantanious forward curve.
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Taksiran parameter yang akan digunakan adalah taksiran parameter yang
telah diperoleh pada saat mengaproksimasi tingkat bunga harian sepanjang 5

tahun, yaitu (4.1.4).

Untuk mensimulasikan yield curve, u(t) akan disimulasikan dengan
menggunakan parameter (4.1.4) dengan u(0) = 0. Kemudian hasil simulasi
u(t) akan digunakan untuk mensimulasikan yield curve dengan r(0) = 2,82,

yaitu spot curve pada tanggal 1 Juni 2009. Hasil yang diperoleh dapat dilihat

pada Gambar 8.

x 10

1.8 -

1.4¢

0.8+

0.6+ |

0.4r

0.21 -

Gambar 8. Kurva harga zero-coupon bond yang salah
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Gambar 8 tidak memperlihatkan suatu kurva harga zero-coupon bond.
Hal ini disebabkan karena pemilihan data tingkat bunga harian yang kurang
cocok dengan dengan data harga zero-coupon bond. Pada implementasi ini,
data tingkat bunga harian yang digunakan adalah data sepanjang 5 tahun
yang dimulai pada tanggal 2 Januari 2002. Sehingga data tingkat bunga
harian tersebut berakhir pada 2 Januari 2007. Sementara data harga zero-
coupon bond yang digunakan adalah data pada tanggal 1 Juni 2009.
Selanjutnya akan dicoba implementasi harga zero-coupon bond dengan
menggunakan parameter yang diperoleh dari aproksimasi tingkat bunga

harian sepanjang 1 tahun yang dimulai pada tanggal 1 Juni 2008.

Pemilihan parameter awal (4.1.1) cukup baik untuk aproksimasi tingkat
bunga harian sepanjang 5 tahun yang dimulai pada tanggal 2 Januari 2002.
Akan tetapi kurang baik untuk mengaproksimasi tingkat bunga harian
sepanjang 1 tahun yang dimulai pada tanggal 1 Juni 2008. Berikut adalah
vektor parameter awal yang cukup baik untuk mengaproksimasi tingkat

bunga harian sepanjang 1 tahun yang dimulai pada 1 Juni 2008,

0

a 102
b° 10~°
p®=|0of |=|5x10"¢ | (4.2.1)
o? 9 x 1079
0 0,5

Dengan menggunakan cara yang sama untuk memperoleh taksiran

parameter seperti pada subbab 4.1, diperoleh taksiran parameter

Model hull-white..., Reza Henganing Ayodya, FMIPA Ul, 2009.



89

0,364
—209 x 1010
210 x 1073 |. (4.2.2)
899 x 10~°
0,93225

>
Il

Vektor parameter (4.2.2) akan digunakan untuk mengaproksimasi harga

zero-coupon bond.

Dengan cara yang sama seperti pada aproksimasi dengan
menggunakan vektor paramater awal (4.1.4), diperoleh hasil yang dapat

dilihat pada Gambar 9.

1 T
pasar
hasil aproksimasi
0.98 - il
0.96 - i

0.94+ /v \
~

0.92

0.9

0.88

Gambar 9. Kurva harga zero-coupon bond
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Dari Gambar 9, terlihat bahwa pergerakan harga zero-coupon bond
hasil aproksimasi berfluktuasi dan memiliki perbedaan yang cukup kentara
dengan pergerakan harga zero-coupon bond yang diperkirakan oleh Bank of
England. Apabila diasumsikan harga zero-coupon bond hasil aproksimasi
dengan model Hull-White Dua Faktor adalah harga wajar di pasar, maka jika
seorang investor yang memiliki suatu zero-coupon bond dengan masa jatuh
tempo 5 tahun ingin menjual zero-coupon bond miliknya, maka saat antara
0,5 hingga 4 tahun adalah saat yang tepat. Hal ini dikarenakan harga pada
pasar lebih tinggi daripada harga hasil aproksimasi dengan model Hull-White
Dua Faktor. Akan tetapi setelah zero-coupon bond melewati 4 tahun, harga
pada pasar tidak jauh berbeda dengan harga hasil aproksimasi, sehingga
untuk investor yang belum memiliki zero-coupon bond tersebut disarankan
untuk membelinya. Sementara untuk investor yang telah memiliki zero-
coupon bond tersebut, disarankan untuk menahan zero-coupon bond

tersebut hingga jatuh tempo.
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BAB V

PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan yang diperoleh dari pembahasan pada bab-

bab sebelumnya beserta saran untuk penelitian selanjutnya.

5.1 KESIMPULAN

Dari pembahasan Bab 3, model Hull-White Dua Faktor memiliki bentuk
seperti yang diberikan pada (3.14) dan (3.1.5) dan terkait dengan persamaan
harga zero-coupon bond (3.2.25). Hasil implementasi model Hull-White Dua
Faktor dalam mengaproksimasi tingkat bunga harian menunjukkan bahwa
aproksimasi tingkat bunga berdasarkan model memiliki pola yang sama
dengan tingkat bunga harian pada pasar dan cukup baik dalam
mengaproksimasi tingkat bunga harian untuk interval yang pendek maupun
yang panjang. Sementara hasil implementasi model Hull-White Dua Faktor
dalam mengaproksimasi harga zero-coupon bond menunjukkan bahwa
pemilihan data tingkat bunga harian mempengaruhi kurva harga zero-coupon
bond dan hasil aproksimasi harga zero-coupon bond dapat memberikan

informasi untuk investor dalam bertransaksi zero-coupon bond.
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5.2 SARAN

Pada implementasi yang telah dijelaskan pada Bab 4, tidak terlihat
hubungan antara hasil aproksimasi tingkat bunga dengan hasil aproksimasi
harga zero-coupon bond. Oleh karena itu, perlu diteliti lebih jauh hubungan
antara hasil aproksimasi tingkat bunga dengan hasil aproksimasi harga zero-
coupon bond. Kemudian perlu dicoba implementasi model Hull-White Dua
Faktor dalam mengaproksimasi tingkat bunga harian dan harga zero-coupon

bond dengan interval yang lebih panjang dari 5 tahun.

Kalman filter merupakan suatu metode aproksimasi dan estimasi yang
cukup populer [4]. Ada baiknya untuk mencoba mengimplementasikan model

Hull-White Dua Faktor dengan menggunakan Kalman filter.

Model Hull-White Dua Faktor cukup baik dalam mengaproksimasi
tingkat bunga harian, namun ada baiknya untuk mencoba model-model dua
faktor lainnya seperti model Brennan-Schwartz [11] maupun model Gaussian

G2++ [2].
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Lampiran 1

Lampiran ini akan memberikan elemen-elemen dari vektor turunan

pertama

oL
da
oL
ab
_ oL
w(p') = 0,
oL
do,
oL
ap

dan elemen-elemen dari matriks turunan kedua

0L  9°L d°L 0°L 0°L
da’?> 0dadb 0dado, dado,  dadp
0%L 0%L 0%L 9%L 0%L
dboa  db>  0bda; 0bdo, dbdp
9°L  9°L 9°L 9°L 9°L

H(p') = do,0a 00,0b 902 00,00, 00,0p
9%L 0°L 9%L 0%L 0°L
do,0a 00,0b 00,00, 0Jdi  00,0p
0°L 0°L 0%L 0°L 0°L
dpda 0dpdb 0pdo, 0dpdo,  Odp?

Misalkan

%4
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2 2
2 03 _2poyi0, _ _-2aAt % __ _-2bAt
C= 2("1+(a—b)2 a_b>(1 e )+2<—(a_b)2)(1 e )

a b
2
po10; 03 _ _—(a+b)At
8(a—b (a—b)2>(1 e )
a+b ’
dan
—DbAt —aAt
; u;(e —e
Q' = 1y — e = d 7= — Ky + KT,

dengan k; seperti yang diberikan pada persamaan (3.4.3). Maka elemen

pertama dari vektor turunan pertama w adalah

26 G G2

n—-1 P N2
dL(a,b,01,05,p)  nG, Z 4Q'Q5  2(Q')°6G,
da 26 '

i=0

2 2
2 ( 2pa,0, 203 ) (1 _ e—ZaAt) 4 (0_12 + @ izb)z _ 2/”1%2) e—2aAt A4

G, = (a—b)? (a—Db)3 n a-—
a a
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2
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dan
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Elemen kedua dari vektor turunan pertama w adalah
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Elemen ketiga dari vektor turunan pertama w adalah
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2pao. _
Gy, = 2 (201 —g= z) (1 — e~2041) 8po,(1 — e~(a+b)At)
a (a—b)(a+Db)

Elemen keempat dari vektor turunan pertama w adalah

n-1 i\ 2
OL@boyonp) 1, § (2(01) Gaz>

do, 26 - G2
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dengan
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Elemen kelima dari vektor turunan pertama w adalah

n-—1
dL(a, b, al,az,p) n G, Z(Q ) G,
1)

dp
dengan

40,0,(1 — e72948) " 8g;0,(1 — e~ (aFDIAL)
P (a—b)a (a—b)(a+b)

Berikut ini akan diberikan elemen-elemen dari matriks turunan
kedua. Pertama-tama, untuk elemen pada baris dan kolom pertama

yaitu
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Elemen pada baris pertama dan kolom kedua adalah
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Elemen pada baris kedua dan kolom pertama akan sama dengan elemen

pada baris pertama kolom kedua, yaitu
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Elemen pada baris pertama dan kolom ketiga adalah
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0°L _ Q(GaGal_Gaq)Jrz 4Q'Q,G,, +2(Q)*Gas,  4(Q)*GuGy,
dado, 2\ G2 G - G? G ’

dengan

g 2092 ) o~ 2po .
Goo, = 4p0(1—c28) 4 (20, - 2% ) e 2e8tar  2(20, — Z2%) (1 - e720Y)
(a—b)?a a a2

8p0’2(1 - e—(a+b)At) : 8po.le—(a+b)AtAt 8p02(1 4 e—(a+b)At)
(a—b)?(a+Db) (a—b)(a + b) (a —b)(a + b)?

Elemen pada baris ketiga dan kolom pertama akan sama dengan elemen

pada baris pertama dan kolom ketiga, yaitu

2L 0%L
doyda  0adoy

Elemen pada baris pertama dan kolom keempat adalah

n—1

’L _ m (GaGal _Gaoz>+z 4Q'Q,Go, +2(0)?Gg,  4(Q)%646,,
dado, 2\ G2 G - i G3 ’
dengan

2p0y 40, ) _ _-2aAt ( 20, 2/)01) —2aAt
Gag, = 2((a—b)2 (a —b)3 (1 - )+4 (a—b)? a-—->b e 1At
a a

20 2p0 -
2 ((a — 2)2 B ap— ;J) (1 - e72e%) B 80,(1 — e~2bAt)

a? (a—b)3b
40,  poy ) __—(a+b)At (Pal 20 )—(a+b)At
+8((a—b>3 @—byr) (L —e7) 8T @) A
a+b a+b
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poy 20, __—(a+b)At
(@25~ ) (1= )

(a + b)?

Elemen pada baris keempat dan kolom pertama akan sama dengan elemen

pada baris pertama dan kolom keeempat, yaitu

0L 92
do,0a dado,

Elemen pada baris pertama dan kolom kelima adalah

n—1

9%L n (GaGp Gap> Z 4Q'0'G, +2(QH%G,, 4(QH%G,6,
= — —_— + — ,
dadp 2\ G2 G ~ G? G3
dengan

G. = 40102(1 _ e—ZaAt) ~ Salaze—ZaAtAt 40102(1 a e—ZaAt)
ap (a—b)?a (a—Db)a (a — b)a?

80,0,(1 — e~ (@*DIAL)  8g, g e~ (@tDIAIAL  8g, g, (1 — e~ (@+DIAL)
(a—b)?(a+Db) (a—Db)(a+Db) (a—b)(a + b)?

Elemen pada baris dan kolom kedua adalah

0’L n <6§ h @) ) "21 (4(@;;)2 +4Q'0, _ 80'05G, +2(0) 6oy 4(Qi)265>

bz 2\G?2 G G G2 G3

=0

dengan

603 4poy 0, —-2aA
Gy = 2 ((a —b)F (a- b)s) (1—e24) 1202(1 — e72b8t)  16gZe 2bAtAL
a (a — b)*b (a—b)3b

807 (1 — e 2bAt)  Bgfe 2PAtA2  BoZe2PAIAt N 407 (1 — e72b0t)
(a —b)3b2 (a —b)?b (a — b)?b? (a —b)2b3
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2poy0, 603 ) _ —(a+b)At ( poi0, 203 ) —(a+b)At
@R~y (=) 16 (2 )
a+b a+b
poio, 203 _ _—(a+b)At (90102 _ 03 ) —(a+b)At p 42
16((a—b)2 (a—b)3)(1 e ) 823~ @on2)® At

+ (a + b)? a+b

2 2
po10; 0y —(a+b)At (Palaz ) ) _ _—(a+b)At
16(a_b (a_b)z)e At 16( =~ =py (1—e )

(a + b)? (a+b)3
dan
Qhp = ue PATAL? L 2u;e PAtAE  2u;(e DAt — gmahh)
a=b ' (@=b) @by

Elemen pada baris kedua dan kolom ketiga adalah

n—1 .. . i
azL - E (GbGal Yy Gbcﬂ) + Z 4QLQ;’GUI y Z(Ql)szUl _ 4(Ql)szGa1
dbdo, 2\ G2 G ~ G* G? '

dengan

4pa,(1 — e72988)  8pg,(1 — e~ (@+h)AL) | 8pa,e~(@+DAEAL
(a —b)?a (a—b)?(a+b) (a=b)(a+b)

Gbal -

8p0’2(1 - e—(a+b)At)

(a—b)(a+ b)?

Elemen pada baris ketiga dan kolom kedua akan sama dengan elemen pada

baris kedua dan kolom ketiga, yaitu

02L _ 0%L
do,0b  dbdo,

Elemen pada baris kedua dan kolom keempat adalah
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921 E(GbGJZ B Gbgz> N

<4QiQ§,GUZ +2(Q)* Gy, 4(Qf)26b602>

dbdo, 2\ G2 G - G* G?
i=
dengan
4o, 2p0q —2aA
Gpo, = 2 <(a - b3 (a-— b)Z) (1 -em) 8a,(1 — e72bAt)  Bg,e 2PAtAL
a (a—b)3b (a —Db)?%b
poy 40, —(a+b)A
40,(1 — e~2PAT) 8 ((a —b)Z (a— b)3> (1— e laxmar)
(a —b)?b? a+b
poy __ _ 20, ) —(a+b)At ( poy _ _ 20, ) _ o —(a+b)At
+8<(a—b) @—b)Z)° Ac 85 @h2)d-° )
a+b (a + b)?

Elemen pada baris keempat dan kolom kedua akan sama dengan elemen

pada baris kedua dan kolom keempat, yaitu

d°L i d2L
do,0b  0bdo,

Elemen pada baris kedua dan kolom kelima adalah

0°L n<Gpr Gbp) ”Z_f 4Q'0,G, + 2(Q)%Gy,  4(QH2G,G,
= _— —_—— + _ :
dbdp ~ 2\ G* G ) L 2 =
=
dengan
G = 40,0,(1 — e7238Y)  8gy0,(1 — e (@TDIAL)  8g gy~ (aDIALAL
bp — —

(@ —b)%a (@-by2@+b) | (@a=b(a+h

80,0,(1 — e~(@+D)At)
(a—b)(a + b)?

Elemen pada baris kelima dan kolom kedua akan sama dengan elemen pada

baris kedua dan kolom kelima, yaitu
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9°L 9L
dpdb _ dbdp "

Elemen pada baris dan kolom ketiga adalah

02 2\G* G G? 3

: GZ G © (2(01) 6o, 4(Q1)62
0°L 7’1< 0, 0101>+Z< (Q) 0101 (Q) 01>,

i=0
dengan

4 1_e—ZaAt
iy, & W

0101

a

Elemen pada baris ketiga dan kolom keempat adalah

n—1 N2 N2
0°L ﬁ(GQG‘Tz . GU102) + Z (2(Ql) 60102 _ 4(Ql) GJ1GUZ>

90,00, 2\ G2 G £ G2 G3

dengan

c | 8p(1 _ e—(a+b)At) 4p(1 h e—ZaAt)
%1% = (g —b)(a + b) (a —b)a

Elemen pada baris keempat dan kolom ketiga akan sama dengan elemen

pada baris ketiga dan kolom keempat, yaitu

2L %L
00,00, 00,00,

Elemen pada baris ketiga dan kolom kelima adalah
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n—1 N2
aZL _ (60'16 Ulp)_l_ Z(Q) GO'1P 4(Ql) GU1GP
dodp 2 G3 ’

i=0

dengan

_ 80’2(1 _ e—(a+b)At) \ 40.2(1 _ e—ZaAt)
ap (a —b)(a +b) (a—b)a

Elemen pada baris kelima dan kolom ketiga akan sama dengan elemen pada

baris ketiga dan kolom kelima, yaitu

0°L  0°L
dpdo, 00,0p

Elemen pada baris dan kolom keempat adalah

n—1 N2 N2

aZL 71 652 _ 60'20'2 + Z Z(Ql) 60'202 - 4(Ql) ng

902 2\G? G ‘o G? G3 '
i

dengan

c 1 4(1 B e—ZaAt) - 4(1 = e—ZbAt) 16(1 _ e—(a+b)At)
%292 " (g — b)%a (a—Db)?b (a—b)2(a+b)

Elemen pada baris keempat dan kolom kelima adalah

0°L 2<Gasz Gazp)+nz_:l(2(0i)26<fzp 4(Q) Go, p>’

do,0p G? G L G? G3

dengan
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~ 80’1(1 _ e—(a+b)At) 40.1(1 _ e—ZaAt)
%P " (a—b)(a+b) (a—b)a

Elemen pada baris kelima dan kolom ketiga akan sama dengan elemen pada

baris ketiga dan kolom kelima, yaitu

2L %L
dpdo, do,0p

Elemen pada baris dan kolom kelima adalah

n-—1 i 2
92=2§_§:ﬂibﬁ
9p? 2G G3 '

i=0
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LAMPIRAN 2

Tabel-Tabel Data

Tabel 3

Data Yield Curve UK Government Bonds 1 Juni 2009

Jatuh Tempo| Spot Instantaneous
(Bulan) Curve Forward
Curve
60 2.82 4.16
59 2.79 4.14
58 2.77 412
57 2.75 4.10
56 2.72 4.08
55 2.70 4.06
54 2.67 4.04
53 2.65 4.02
52 2.62 4.00
51 2.59 3.99
50 2.57 3.97
49 254 3.95
48 251 3.93
47 2.48 3.91
46 245 3.89
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45

44

43

42

41

40

39

38

37

36

35

34

33

32

31

30

29

28

27

26

25

24

23

22

21
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2.42

2.38

2.35

231

2.28

2.24

2.20

2.16

2.12

2.08

2.04

1.99

1.94

1.89

1.84

1.79

1.74

1.68

1.63

1.57

1.51

1.45

1.38

1.32

1.26

3.87

3.85

3.83

3.80

3.78

3.76

3.73

3.70

3.67

3.64

3.60

3.56

3.52

3.48

3.43

3.37

3.32

3.25

3.18

3.11

3.03

2.94

2.84

2.74

2.62
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20 1.19 2.50
19 1.12 2.37
18 1.06 2.23
17 0.99 2.08
16 0.93 1.92
15 0.87 1.76
14 0.81 1.59
13 0.76 1.42
12 0.71 1.25
11 0.67 1.08
10 0.64 0.92
9 0.61 0.78
8 0.60 0.66
7 0.60 0.57
6 0.61 0.51
5 0.63 0.52
4 0.65 0.59
3 0.65 0.67
2 0.63 0.71
1 0.57 0.69
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Tabel 4

Data Spot Rate dan Instantaneous Forward Rate Harian

UK Government Bonds dengan Masa Jatuh Tempo 5 Tahun

110

Tanggal Spot Instantaneous Tanggal Spot Instantaneous
Rate Forward Rate Forward
Rate Rate
02 Jan 02 5.01 5.16 18 Feb 02 4.92 4.95
03 Jan 02 4.93 5.12 19 Feb 02 4.91 4.98
04 Jan 02 4.99 5.13 20 Feb 02 4.91 5.01
07 Jan 02 4.93 4.99 21 Feb 02 4.93 5.05
08 Jan 02 4.93 4.98 22 Feb 02 4.89 5.00
09 Jan 02 5.00 5.00 25 Feb 02 4.92 5.02
10 Jan 02 4.94 4.95 26 Feb 02 4.94 5.07
11 Jan 02 4.95 4.93 27 Feb 02 4.95 5.05
14 Jan 02 4.88 4.89 28 Feb 02 4.94 5.06
15 Jan 02 4.89 4.88 01 Mar 02 5.01 5.11
16 Jan 02 4.84 4.85 04 Mar 02 5.03 5.10
17 Jan 02 4.83 4.88 05 Mar 02 5.09 5.17
18 Jan 02 4.84 4.93 06 Mar 02 511 5.24
21 Jan 02 4.78 4.89 07 Mar 02 5.19 5.28
22 Jan 02 4.83 4.93 08 Mar 02 5.20 5.26
23 Jan 02 4.78 4.92 11 Mar 02 5.18 5.24
24 Jan 02 4.86 4.99 12 Mar 02 5.18 5.26
25 Jan 02 4.98 5.06 13 Mar 02 5.20 5.30
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28 Jan 02

29 Jan 02

30 Jan 02

31 Jan 02

01 Feb 02

04 Feb 02

05 Feb 02

06 Feb 02

07 Feb 02

08 Feb 02

11 Feb 02

12 Feb 02

13 Feb 02

14 Feb 02

15 Feb 02

4.97

4.95

4.92

4.90

4.89

4.84

4.80

4.82

4.94

491

491

5.03

5.01

4.98

4.92

5.05

5.02

4.96

4.90

4.89

4.85

4.82

4.87

5.01

5.00

5.01

5.06

5.06

5.04

4.96

14 Mar 02
15 Mar 02
18 Mar 02
19 Mar 02
20 Mar 02
21 Mar 02
22 Mar 02
25 Mar 02
26 Mar 02
27 Mar 02
28 Mar 02
02 Apr 02
03 Apr 02
04 Apr 02

05 Apr 02

5.23

5.23

521

521

5.24

5.29

531

5.33

531

5.25

5.30

531

5.25

5.20

5.20

5.35

5.32

5.31

5.32

5.36

5.37

5.38

5.40

5.37

5.30

5.37

5.37

5.31

5.26

5.29
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LAMPIRAN 3

CONTOH PROGRAM MODEL HULL-WHITE DUA FAKTOR

clear all

% Obtaining interest rate data (Bank of England)
tingkatbunga=xlsread("dailyrates.xls");
x=tingkatbunga(1:256*5,1);
f=tingkatbunga(1:256*5,2);

[n begin] = size(x);

% Defining functions for phi
B = inline("(l-exp(-a*(T-t)))/a", "t*, "T°, "a");
C = inline(Cexp(-a*(T-t))/(a*(a- b))—exp( b*(T-t))/(b*(a-

b))+1/(a*b)", "t","T","a","b");

phi =

inline(" (s1™2)*(b"2)/2+(s272)*(c"2)/2+rh*s1*s2*b*c","b","c", "
I,Irhi);

alpha = inline("fth+ph®,*fh","ph®);

% Contstructing the stochastic variabel u
randn("state”, sum(100*clock))

T =05; % 5 year maturity
date

= 5*256; %
times
dt = T/N; % interval
discretization
R =1; % 1 discrete times
per day
W = N/R;
Dt = R*dt;

% Number of simulations

= 100;
le = sqrt(dt)*randn(M,N);
dz2 = sgrt(dt)*randn(M,N);

% Determining descrete points of t
t(1)=0
for i=2:1:n+1
t(i)=(i-1)*Dt;
end

% Initializing the stochastic variabel u

u() =
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% The Newton-Raphson method
% Initial vactor (p=[a b sigmal sigma2 rho])
p = [0.01 108 0.0001 9*10™-7 0.5];

for i=1:1:25
a=p(i,1); b=p(i,2); sigmal=p(i,3); sigma2=p(i,4); rho=p(i,5);
% Generating data for the stochastic variable u
for j=1:1:w-1
% The Brownian Process
zZinc2 = sum(dz2(i,R*(J-1)+1:R*j));
% Approximating the stochastic variabel u
u(+1) =u@)-b*u@)*Dt+sigma2*Zinc2;
end

% Calculating the alpha function and stored it in kappa
for k=1:1:n

kappa(k)=alpha(f(k),phi (B(t(1),t(k),p(i,1)),C(t(1),t(k),p(i,1),p(i,2
)).p(i,3),p(i,3),p(i,5)));

end

% Calculating the sums (the M functions)

% Initiating the sums for the First derivatives
suma=0;

sumb=0;

sumsigmal=0;

sumsigma2=0;

sumrho=0;

% Intitiating the sums for the second derivatives
sumaa=0;

sumab=0;
sumasigmal=0;
sumasigma2=0;
sumarho=0;
sumbb=0;
sumbsigmal=0;
sumbsigma2=0;
sumbrho=0;
sumsigmalsigmal=0;
sumsigmalsigma2=0;
sumsigmalrho=0;
sumsigma2sigma2=0;
sumsigma2rho=0;
sumrhorho=0;

for h=1:1:n-1
rt=x(h+1); rs=x(h); alphat=kappa(h+1); alphas=kappa(h);
us=u(h);
% Calculating the sums for the first derivative
% First derivative w.r.t a

Model hull-white..., Reza Henganing Ayodya, FMIPA Ul, 2009.
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tempa=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp (-
a*Dt)+us*Dt*exp(-a*Dt)/ (a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b)"2)+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-
exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal~2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))2*((-2*sigma2”2/(a-
b)/"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+2*(sigmal™2+sigma2”~2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal”2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-2*sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”2/(a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)"2);

suma=suma+tempa;

% First derivative w.r.t b

tempb=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt) +us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmalr2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(-us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)+us*(exp(-
b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"2)+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))*2/((sigmal™2+sigma2”2/ (a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb))"2*((2*sigma2”2/(a-b)"3-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma22*Dt*exp (-
2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-
b)"2+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)/"3+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2°2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+tb)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+b)"2);

sumb=sumb+tempb;

% First derivative w.r.t sigmal

tempsigmal=(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))"2*((2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/ (a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+tb));

sumsigmal=sumsigmal+tempsigmal;

% First derivative w.r._.t sigma2

tempsigma2=(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal™2+sigma2”2/(a-
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b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))2*((2*sigmaz2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal/ (a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(atb));

sumsigma2=sumsigma2+tempsigma2;

% First derivative w.r.t rho
temprho=(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-
b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/atsigma2”™2*(1-exp(-
2*pb*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (at+tb))"2*(-2*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+d4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb));
sumrho=sumrho+temprho;

% Calculating the sums for the second derivative

% Parameters of the second derivatives with the First
derivative w.r.t a

% Second derivative w.r_.t a (doAdoA)

tempaa=-2*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp(-a*Dt)+us*Dt*exp(-
a*Dt)/ (a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b)~2)7~2/((sigmal”2+sigma2”2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))+4*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (at+tb))"2*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp(-
a*Dt)+us*Dt*exp(-a*Dt)/ (a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt) )/ (a-b)"2)*((-
2*sigma2”~2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigmaz2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/at+2*(sigmal”™2+sigma2”~2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal”2+sigma2”2/ (a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-2*sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)"2+4*sigma2”2/ (a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)"2)-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(-rs*Dt2*exp(-a*Dt) -
alphas*Dt"2*exp(-a*Dt)-us*Dt"2*exp(-a*Dt)/ (a-b)-2*us*Dt*exp (-
a*Dt)/ (a-b)"2+2*us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt) )/ (a-b)"3)-2*(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))"2/((sigmal”2+sigma2n2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb))"3*((-2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*(sigmal™2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal™2+sigma2”2/(a-
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b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a2-2*sigma2”2*(1-
exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2+4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (at+tb)"2)"2+(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))"2/((sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*((6*sigma2”2/(a-b)M-4*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"3)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(-2*sigma2”~2/(a-
b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-2*(-
2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/an2-4*(sigmal”2+sigma2°2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*Dt"2*exp(-2*a*Dt)/a-4*(sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-
2*a*Dt)/an2+2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"3+6*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"+2*(4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3-12*sigma2”~2/(a-b)"4)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+4*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”2/(a-
b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-4*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2+4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (at+b)2-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*Dt 2*exp((-a-
b)*Dt)/(a+b)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)~2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)N2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)"3);
sumaa=sumaattempaa;

% Second derivative w.r.t b (doAdoB)

tempab=-2*(-us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b)"2)/((sigmalr2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b)) *(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2* (1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb))*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp(-a*Dt)+us*Dt*exp(-
a*Dt)/ (a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"2)+2*(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))/ ((sigmal”2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b))"2*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp(-a*Dt)+us*Dt*exp(-
a*Dt)/ (a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"2)*((2*sigmaz2"2/(a-
b)”"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-sigma2”"2*(1-exp (-
2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"2+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"3+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb)"2)-2*(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))/ ((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(us*Dt*exp(-a*Dt)/ (a-b)2+us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)"2-
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2*us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/ (a-b)"3)+2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-
alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/ (a-

b))/ ((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb))"2*((-2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*(sigmal™2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal™2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a2-2*sigma2”2*(1-
exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b)"2+4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)~2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(atb)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b)"2)*(-us*Dt*exp (-
b*Dt)/ (a-b)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"2)-2*(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt) )/ (a-
b))~2/((sigmal~2+sigma2”2/(a-b)”2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb))"3*((-2*sigma2"2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*(sigmalr2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal™2+sigma2/~2/ (a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-2*sigma2/~2*(1-
exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2+4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(atb)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2)*((2*sigma2~2/ (a-
b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/at+2*sigma2”"2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/bN2/ (a-b)"2+2*sigma2/2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)/"3+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2°2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2"2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(atb)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb)"2)+(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))~2/((sigmal”2+sigma2”2/ (a-b)”2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*((-6*sigma2”2/(a-b)M4+4*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)N3)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*(2*sigmaz”2/(a-b)"3-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(2*sigma2”~2/(a-b)"3-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-
4*sigma2”"2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"3+2*sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"3-6*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)N4+2*(-
4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3+12*sigma2”~2/(a-b)"4)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”2/(a-
b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(atb)-2*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2+4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”2/(a-
b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*Dt " 2*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*Dt*exp((-a-
b)*Dt)/(at+tb)"2-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”2/(a-
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b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b)2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"3);
sumab=sumab+tempab;

% Second derivative w.r.t sigmal (doAdoSigmal)
tempasigmal=2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-

2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"2*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp(-
a*Dt)+us*Dt*exp(-a*Dt)/(a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt) )/ (a-
b)"2)*((2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/ (a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))-2*(rt-
rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”~2/ (a-b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"3*((-2*sigma2"2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*(sigmalr2+sigma2”~2/ (a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal~2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-2*sigma2”2*(1-
exp(-2*b*Dt))/b/(a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2+4*sigma2”2/(a-b)"~3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)~2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(at+b)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb)"2)*((2*sigmal-
2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(atb))+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal™2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))2*(2*rho*sigma2/(a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+2*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a”2-4*rho*sigma2/(a-
b)n2*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb)+4*rho*sigma2/(a-b)*Dt*exp((-a-
b)*Dt)/ (a+b)-4*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)”"2);
sumasigmal=sumasigmal+tempasigmal;

% Second derivative w.r.t sigma2 (doAdoSigma2)
tempasigma2=2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-

2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”™2*(1l-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+b))"2*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp(-
a*Dt)+us*Dt*exp(-a*Dt)/(a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b)"2)*((2*sigma2/(a-b)"2-2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+2*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal/ (a-
b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))-2*(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))"2/((sigmal”2+sigmaz2n2/ (a-b)N2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))"3*((-2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*(sigmalr2+sigma2”~2/(a-b)"2-
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2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal™2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a2-2*sigma2”2*(1-
exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2+4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+tb)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b)"2)*((2*sigma2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal/ (a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(atb))+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal™2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb))2*((-4*sigma2/(a-
b)"3+2*rho*sigmal/(a-b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*(2*sigma2/ (a-b)"2-
2*rho*sigmal/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(2*sigma2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-4*sigma2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal/(a-b)"2+8*sigma2/ (a-b)"3)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(at+b)-2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2);
sumasigma2=sumasigma2+tempasigma2;

% Second derivative w.r.t rho (doAdoRho)

temparho=2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal”r2+sigma2”™2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (at+b))"2*(rs*Dt*exp(-a*Dt)+alphas*Dt*exp (-
a*Dt)+us*Dt*exp(-a*Dt)/(a-b)-us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt) )/ (a-b)"2)*(-
2*sigmal*sigma2/ (a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/(at+b))-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/(a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"3*((-2*sigma2”2/ (a-
b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+2*(sigmal™2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-(sigmal~2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-2*sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)"2+4*sigma2"2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)"2)*(-2*sigmal*sigma2/ (a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb))+(rt-
rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal™2+sigma2n2/(a-b)"N2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”™2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*sigmal*sigma2/(a-b)"2*(1-exp(-2*a*Dt))/a-
4*sigmal*sigma2/(a-b)*Dt*exp(-2*a*Dt)/a+2*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-
exp(-2*a*Dt))/anr2-4*sigmal*sigmaz2/(a-b)"2*(1-exp((-a-
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b)*Dt))/(atb)+4*sigmal*sigma2/ (a-b)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2);
sumarho=sumarho+temparho;

% Parameters of the second derivatives with the first
derivative w.r.t b

% Second derivative w.r.t a (doBdoA=doAdoB)

% Second derivative w.r.t b (doBdoB)

tempbb=-2*(-us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b)"2)"2/((sigmal™2+sigma2n2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))+4*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-
alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/ (a-
b))/ ((sigmal”2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(-us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b) 2)*((2*sigma2”™2/ (a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-
sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/(a-b)"2+2*sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2"2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2/~2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2/~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/ (atb)"2)-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmalr2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (at+b))*(us*Dt "2*exp(-b*Dt)/(a-b)-
2*us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)"2+2*us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"3)-
2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”™2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"3*((2*sigma2”2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-
sigma2n2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"2+2*sigma2”2*(1-exp (-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”~2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)"2)"2+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))"2*((6*sigma2”2/(a-b)N4-
4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3)*(1-exp(-2*a*Dt))/a-
4*sigma2”"2*Dt " 2*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-4*sigma2”2*Dt*exp (-
2*b*Dt)/b"2/ (a-b)"2+8*sigma2”"2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-
b)"3+2*sigma2/"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"3/ (a-b)N2-4*sigma2™2*(1-exp (-
2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"3+6*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"4+2*(4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3-12*sigma2”~2/ (a-b)"4)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”~2/(a-
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b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+tb)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-

4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)"2-

2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*Dt "2*exp((-a-

b)*Dt)/(at+b)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-

b)”"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-

2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"3);
sumbb=sumbb+tempbb;

% Second derivative w.r.t sigmal (doBdoSigmal)
tempbsigmal=2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmalr2+sigma2”™2/(a-b)"2-

2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/atsigma2”™2*(1-exp(-
2*pb*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))2*(-us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)+us*(exp(-
b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"2)*((2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb))-2*(rt-
rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b))"3*((2*sigma2”2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-
sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"2+2*sigma2”2* (1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2* (2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)"2-4*sigma2”~2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(atb)-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)"2)*((2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/ (a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))+(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))~2/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2/°2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))"2*(-2*rho*sigmaz/ (a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/ (a-b)"2*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)+4*rho*sigma2/ (a-b)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (at+b)-
4*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)”2);
sumbsigmal=sumbsigmal+tempbsigmal;

% Second derivative w.r.t sigma2 (doBdoSigma2)
tempbsigma2=2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-

2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b))"2*(-us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)+us*(exp(-
b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"2)*((2*sigma2/(a-b)"2-2*rho*sigmal/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))"3*((2*sigma2”2/(a-b)"3-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*Dt*exp (-
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2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-
b)"2+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"3+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b)"2)*((2*sigma2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal/ (a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(atb))+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal™2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (atb)) 2*((4*sigma2/ (a-b)"3-
2*rho*sigmal/(a-b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*sigma2*Dt*exp (-
2*p*Dt)/b/ (a-b)"2-2*sigma2* (1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-b)2+4*sigma2*(1-
exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(2*rho*sigmal/ (a-b)"2-8*sigma2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)+2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(at+tb)-2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2);

sumbsigma2=sumbsigma2+tempbsigma2;

% Second derivative w.r.t rho (doBdoRho)

tempbrho=2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))/((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*pb*Dt))/b/ (a-b)"2+2* (2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/ (a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))2*(-us*Dt*exp(-b*Dt)/ (a-b)+tus*(exp(-
b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)"2)*(-2*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigmal*sigma2/ (a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb))-2*(rt-
rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal”r2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/atsigma2”2*(1l-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))"3*((2*sigma2”2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-
sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/(a-b)"2+2*sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2°2/ (a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)-
2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2/~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb)"2)*(-2*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+d*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb))+(rt-
rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal™2+sigmaz2”2/(a-b)"N2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(-2*sigmal*sigmaz2/(a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigmal*sigma2/ (a-b)"2*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+4*sigmal*sigma2/ (a-b)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2);

sumbrho=sumbrho+tempbrho;

% Parameters of the second derivatives with the first
derivative w.r.t sigmal
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% Second derivative w.r.t a (doSigmaldoA=doAdoSigmal)

% Second derivative w.r.t b (doSigmaldoB=doBdoSigmal)

% Second derivative w.r.t sigmal (doSigmaldoSigmal)

tempsigmalsigmal=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"3*((2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2+2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"2*(1-exp(-2*a*Dt))/a;

sumsigmalsigmal=sumsigmalsigmal+tempsigmalsigmal;

% Second derivative w.r._.t sigma2 (doSigmaldoSigma2)

tempsigmalsigma2=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"3*((2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+4*rho*sigmaz2/ (a-b)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))*((2*sigma2/(a-b)"2-2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+2*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal/(a-
b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb))+(rt-rs*exp(-
a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-
b))"2/((sigmal”2+sigma2”2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))"2*(-2*rho/(a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*rho/(a-b)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/(a+b));

sumsigmalsigma2=sumsigmalsigma2+tempsigmalsigma2;

% Second derivative w.r.t rho (doSigmaldoRho)

tempsigmalrho=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*pb*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b))"3*((2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+4*rho*sigma2/ (a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(-
2*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+d*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b))"2*(-2*sigmaz2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b));

sumsigmalrho=sumsigmalrho+tempsigmalrho;

% Parameters of the second derivatives with the first
derivative w.r.t sigma2

% Second derivative w.r.t a (doSigma2doA=doAdoSigmaZ2)

% Second derivative w.r.t b (doSigma2doB=doBdoSigma2)
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% Second derivative w.r.t sigmal
(doSigma2doSigmal=doSigmalSigma2)

% Second derivative w.r.t sigma2 (doSigma2doSigma2)

tempsigma2sigma2=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))*3*((2*sigmaz2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(a+tb))"2+(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))" 2/ ((sigmal™2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb))"2*(2/(a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"2-8/ (a-b)"2*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b));

sumsigma2sigma2=sumsigma2sigma2+tempsigma2sigma2;

% Second derivative w.r.t rho (doSigma2doRho)

tempsigma2rho=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/ (a-b))"2/((sigmal™2+sigma2”2/(a-
b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)~2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b))3*((2*sigma2/ (a-b)"2-
2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2* (1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal/ (a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(atb))*(-2*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))+(rt-
rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-
a*Dt))/(a-b))"2/((sigmal”r2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/atsigma2”2*(1l-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(-2*sigmal/(a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+d4*sigmal/(a-
b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+h));

sumsigma2rho=sumsigma2rho+tempsigma2rho;

% Parameters of the second derivatives with the first
derivative w.r.t sigma2

% Second derivative w.r.t a (doRhodoA=doAdoRho)

% Second derivative w.r.t b (doRhodoB=doBdoRho)

% Second derivative w.r.t sigmal (doRhodoSigmal=doSigmalRho)
% Second derivative w.r.t sigma2 (doRhodoSigma2=doSigma2Rho)
% Second derivative w.r_.t rho (doRhodoRho)

temprhorho=-2*(rt-rs*exp(-a*Dt)+alphat-alphas*exp(-
a*Dt)+us*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b))"2/((sigmalr2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+2*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b))"3*(-2*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"2;
sumrhorho=sumrhorho+temprhorho;
end
% Function "eval® is not defined for values of class "double”
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v1l=-1/2*n/(2*(sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))*(2*(-2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
2*(sigmal™2+sigma2”2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/an2-4*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4* (-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+b)"2);
v2=-1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+t2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(2*(2*sigma2”~2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+d*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-
2*sigma2"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-b) 2+4*sigma2~2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”2/ (a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)"2);
v3=-1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2"2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb))*(2*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b));
v4=-1/2*n/(2* (sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b))*(2*(2*sigma2/(a-b)"2-2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+d*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-b)"2+4*(2*rho*sigmal/(a-
b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb));
v5=-1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/ (a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb))*(-4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb));

% Vector of the First derivatives v
v=[vl+suma;

v2+sumb;

v3+sumsigmal;

vd+sumsigmaZ2;

v5+sumrho] ;

% Function “"eval® is not defined for values of class "double”

H11=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb))"2*(2*(-2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(sigmal~2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
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2*(sigmal”2+sigma2”2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/an2-4*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4* (-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+tb)"2)"2-
1/2*n/ (2*(sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))*(2*(6*sigma2”2/(a-b)"-4*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"3)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+8*(-2*sigma2”2/ (a-
b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-4*(-
2*sigma2”~2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/an2-8*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)) *Dt"2*exp(-2*a*Dt)/a-8*(sigmalr2+sigma2”~2/ (a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-
2*a*Dt)/an2+4*(sigmalr2+sigma2”2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"3+12*sigma2/2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)M4+4*(4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3-12*sigma2”~2/(a-b)"4)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+8*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”2/(a-
b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-8*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)~2+4*sigma2/~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)2-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*Dt " 2*exp((-a-
b)*Dt)/(a+b)-8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)~2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(at+b)2+8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)”"3);
H12=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma272/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(-2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(sigmal™2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a2-4*sigma2”"2* (1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4*(-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(at+tb)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb)"2)*(2*(2*sigma2"2/ (a-
b)”"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+d*sigma2”"2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-2*sigma2”2* (1-exp(-
2*b*Dt))/b"2/ (a-b)M2+4*sigma2”2* (1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)/"3+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2°2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(atb)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2)-
1/2*n/(2*(sigmal™2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))*(2*(-6*sigma2”2/(a-b)"M4+4*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"3)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(2*sigma2”2/(a-b)"3-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-2*(2*sigma2”~2/(a-
b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-
8*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"3+4*sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"3-12*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)N4+4*(-
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4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3+12*sigma2”~2/(a-b)"4)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)+4*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”2/(a-
b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+tb)-4*(-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2+4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”2/(a-
b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+tb)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*Dt"2*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)-
8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*Dt*exp((-a-
b)*Dt)/(at+b)"2-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)"2+8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"3);
H13=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(-2*sigma2”2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(sigmalr2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
2*(sigmal~2+sigma2”2/ (a-b)~2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/an2-4*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4* (-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(at+b)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)"2)*(2*(2*sigmal-
2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+8*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(a+tb))-1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(4*rho*sigma2/(a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+d4*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
2*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-
8*rho*sigma2/(a-b)"2*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)+8*rho*sigma2/(a-
b)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-8*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)"2);
H14=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+t2*sigma2”2* (1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(-2*sigma2/~2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/ (a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
2*(sigmal~2+sigma2n2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/an2-4*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4* (-
2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)"2+4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+tb)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+tb)"2)*(2*(2*sigma2/ (a-
b)"2-2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+d*sigma2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-
a-b)*Dt))/(atb))-1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+b))*(2*(-4*sigma2/(a-
b)"3+2*rho*sigmal/(a-b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(2*sigmaz2/ (a-b)"2-
2*rho*sigmal/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-2*(2*sigmaz2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-8*sigma2*(1l-exp(-
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2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4*(-2*rho*sigmal/(a-b)"2+8*sigma2/ (a-b)"3)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/ (a+b)+4*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-
b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-4*(2*rho*sigmal/ (a-b)-4*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2);

H15=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb))"2*(2*(-2*sigma2”~2/(a-b)"3+2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*Dt*exp(-2*a*Dt)/a-
2*(sigmal~2+sigma2n2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/an2-4*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4* (-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2+4*sigma2”~2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2"2/(a-
b)”"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb)"2)* (-
4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/(atb))-1/2*n/(2*(sigmal”r2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)-2*sigma2°2/ (a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(4*sigmal*sigma2/(a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a-8*sigmal*sigma2/(a-b)*Dt*exp(-
2*a*Dt)/at+d4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a"2-
8*sigmal*sigma2/(a-b)"2*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+tb)+8*sigmal*sigma2/(a-
b)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)"2);

H22=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-
b)~2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2/~2/ (a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(2*sigma2”~2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/atd*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/(a-b)"2-
2*sigma2”2* (1-exp(-2*b*Dt))/bN2/ (a-b) 2+4*sigma2~2* (1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4*(2*rho*sigmal*sigmaz2/ (a-b)"2-4*sigma2~2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(atb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb)"2)"2-1/2*n/(2*(sigmal™2+sigma2°2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(2*(6*sigma2”2/(a-b)"4-
4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3)*(1-exp(-2*a*Dt))/a-
8*sigma2”"2*Dt"2*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-8*sigma2”"2*Dt*exp (-
2*b*Dt)/b"2/ (a-b)"2+16*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-
b)"3+4*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"3/ (a-b)"2-8*sigma2”™2*(1-exp(-
2*b*Dt))/bN2/ (a-b)"3+12*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)M4+4*(4*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"3-12*sigma2”~2/ (a-b)"4)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+tb)+8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”~2/(a-
b)"3)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-
4*sigma2”2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (a+b)"2-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*Dt"2*exp((-a-
b)*Dt)/(a+b)-8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-
b)”"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)"2+8*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"3);
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H23=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(2*sigma2”2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+d4*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-
2*sigma2”2*(1l-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"2+4*sigma2”2*(1-exp (-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2”~2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb)"2)*(2*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))-
1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(-4*rho*sigma2/(a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*rho*sigma2/(a-b)"2*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b)+8*rho*sigma2/(a-b)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
8*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2);

H24=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2/~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(2*sigma2”~2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/atd*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-
2*sigma2/"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-b) 2+4*sigma2~2* (1-exp (-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4*(2*rho*sigmal*sigma2/ (a-b)"2-4*sigma2”~2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt) )/ (atb)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/(a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/ (a+b)-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)"2)*(2*(2*sigma2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal/ (a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal/ (a-
b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+b))-
1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/at2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(2*(4*sigma2/(a-b)"3-2*rho*sigmal/(a-b)2)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*sigma2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/ (a-b)"2-4*sigma2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b"2/ (a-b)N2+8*sigma2* (1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"3+4*(2*rho*sigmal/(a-b)"2-8*sigma2/(a-b)"3)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)+4*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*Dt*exp((-a-
b)*Dt)/(a+b)-4*(2*rho*sigmal/(a-b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)"2);

H25=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)~2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+tb))"2*(2*(2*sigma2”2/(a-b)"3-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*sigma2”2*Dt*exp(-2*b*Dt)/b/(a-b)"2-
2*sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b"2/ (a-b)"2+4*sigma2”2*(1-exp (-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"3+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)"2-4*sigma2~2/(a-
b)"3)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-
2*sigma2”~2/ (a-b)"2)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb)"2)*(-4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+tb))-
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1/2*n/(2*(sigmal™2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(-4*sigmal*sigma2/(a-b)"2*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*sigmal*sigma2/(a-b)"2*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b)+8*sigmal*sigma2/ (a-b)*Dt*exp((-a-b)*Dt)/(a+b)-
8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b)"2);

H33=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))"2*(2*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*rho*sigma2/ (a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"2-
2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a;

H34=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))*(2*(2*sigma2/(a-b)"2-2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/(a-b)"2+4*(2*rho*sigmal/ (a-
b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(at+tb))-
1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(-4*rho/(a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+8*rho/ (a-b)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/(a+b));

H35=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”~2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(2*sigmal-2*rho*sigma2/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*rho*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+tb))*(-
4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-
exp((-a-b)*Dt))/(a+b))-1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigmaz2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(-4*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b));

H44=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(atb))"2*(2*(2*sigma2/ (a-b)"2-2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal/ (a-
b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/ (a+b))"2-
1/72*n/(2*(sigmal™2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))*(4/(a-b)"2*(1-exp(-2*a*Dt))/a+4*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/(a-b)"2-16/(a-b)"2*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b));
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H45=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b))"2*(2*(2*sigma2/(a-b)"2-2*rho*sigmal/(a-b))*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+4*sigma2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal/ (a-
b)-4*sigma2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(-4*sigmal*sigma2/(a-
b)*(1-exp(-2*a*Dt))/a+8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(a+b))-1/2*n/(2*(sigmal™2+sigma2”~2/(a-b)"2-
2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/a+2*sigma2”"2*(1-exp(-
2*b*Dt))/b/ (a-b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))*(-4*sigmal/ (a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*sigmal/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b));

H55=1/2*n/(2*(sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-
b))*(1-exp(-2*a*Dt))/at+2*sigma2”2*(1-exp(-2*b*Dt))/b/ (a-
b)"2+4*(2*rho*sigmal*sigma2/(a-b)-2*sigma2~2/(a-b)"2)*(1-exp((-a-
b)*Dt))/(at+b))"2*(-4*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp(-
2*a*Dt))/a+8*sigmal*sigma2/(a-b)*(1-exp((-a-b)*Dt))/(a+b))"2;

% Elements of the Hessian matrix
H(1,1)=H1l+sumaa;
H(1,2)=H12+sumab;
H(1,3)=H13+sumasigmal;
H(1,4)=H1l4+sumasigma?2;
H(1,5)=H15+sumarho;
H(2,1)=H(1,2);
H(2,2)=H22+sumbb;
H(2,3)=H23+sumbsigmal;
H(2,4)=H24+sumbsigma2;
H(2,5)=H25+sumbrho;
H(3,1)=H(1,3);
H(3,2)=H(2,3);
H(3,3)=H33+sumsigmalsigmal;
H(3,4)=H34+tsumsigmalsigmaz2;
H(3,5)=H35+sumsigmalrho;
H(4,1)=H(1,4);
H(4,2)=H(2,4);
H(4,3)=H(3,4);
H(4,4)=H44+sumsigma2sigma2;
H(4,5)=H45+sumsigma2rho;
H(5,1)=H(1,5);
H(5,2)=H(2,5);
H(5,3)=H(3,5);
H(5,4)=H(4,5);
H(5,5)=H55+sumrhorho;

p(i+1,:)=Cp(i,:)"-inv(H)*v)";
er(i)=norm(p(i+l,)-p(i,:),inf);

if norm(p(i+l,:)-p(i,:),inf)<10”-3
a=p(i+l,1);
b=p(i+1,2);
sigmal=p(i+1,3);
sigma2=p(i+1,4);
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rho=p(i+1,5);
break;
end

end

% Generating the r(t)
for o=1:1:M
simr(o,1)=x(1);
for 1=1:1:wW-1
% The Brownian Process
Zincl = sum(dzZ1(o,R*(I-1)+1:R*1));
Zinc2 = sum(dz2(o,R*(1-1)+1:R*1));
% Approximating the interest rate
simr(o, 1+1)=simr(o, ) *exp(-a*Dt)+kappa(l+1)-kappa(l)*exp(-
a*Dt)+u()*(exp(-b*Dt)-exp(-a*Dt))/(a-b)+sqrt((sigmal”2+sigma2”2/(a-
b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-exp(-2*a*Dt))/(2*a)+(sigma2”2/(a-
b)"2)*(1-exp(-2*b*Dt))/(2*b)+2*(rho*sigmal*sigma2/(a-b)-sigma2”~2/(a-
b)"2)*(1-exp(-(atb)*Dt))/(a+b))*(rho*Zinc2+Zincl*sqrt(1l-rho”2));
end;
end
r=mean(simr);
erb=norm(abs(x"-r) ./x",inf);

% Obtaining yield curve data
xXb=xlIsread("spotrates.xls");
fb=xlIsread(" forwardrates.xls");
[nb begin]=size(xb);

% Calculatin bond price
Tbh=5;

th=(1:nb)/12;

Dtbh=1/12;

% Calculatin kappa for bond pricing and the bond present value
for k=1:1:nb

kappa(k)=alpha(fb(k) ,phi(B(tb(1),tbh(k),a),C(tb(1),tb(k),a,b),sigmal,
sigma2,rho));

POt (k)=exp(-xb(nb+1-k)*(tb(k))/100) ;
end

% Aproximating the yield curve
dzilb = sqrt(dt)*randn(l,nb);
dz2b = sqrt(dt)*randn(l,nb);
POT=exp(-xb(1)*(Tb-tb(1))/100);
for o=1:1:M
simrb(o,1)=xb(1);
for 1=1:1:nb-1
Zincl = sum(dZ1(R*(i-1)+1:R*i));
Zinc2 = sum(dZ2(R*(i-1)+1:R*i));
if i==
ub(i)=sigma2*Zinc2;
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end

ub(i+1)=ub(i)-b*ub(i)*Dtb+sigma2*Zinc2;

simrb(o, i+1)=simrb(o, i)*exp(-a*Dtb)+kappa(i+1)-
kappa(i)*exp(-a*Dtb)+ub(i)*(exp(-b*Dtb)-exp(-a*Dtb))/(a-
b)+sgrt((sigmal”2+sigma2”2/(a-b)"2-2*rho*sigmal*sigma2/(a-b))*(1-
exp(-2*a*Dtb))/(2*a)+(sigma2”2/(a-b)"2)*(1-exp(-
2*b*Dtb))/(2*b)+2*(rho*sigmal*sigma2/(a-b)-sigma2”2/(a-b)"2)*(1-
exp(-(atb)*Dth))/(a+b))*(rho*Zinc2+Zincl*sqrt(1l-rho”2));

end

end
rb=mean(simrb);

for i=1:1:nb
% defining functions for A(t,T)
yl=exp(-(a+b)*Th)*(exp((atb)*tb(i))-1)/((at+b)*(a-b))-exp(-
2*a*Th)*(exp(2*a*tb(1))-1)/(2*a*(a-b));
y2=(y1l+C(th(i1),Tb,a,b)-C(0,Tb,a,b)+(1/2)*B(tb(i),Tb,a)"2-
(1/72)*B(0,Tbh,a)"2+tb(i)/a-(exp(-a*(Tb-tb(i)))-exp(-
a*Tb))/an2)/(a*b);
y3=-(exp(-(a+tb)*tb(i))-1)/((a+tb)*(a-b))+(exp(-2*a*tb(i))-
1)/(2*a*(a-b));
y4=(y3-C(0,tb(i),a,b)-(1/72)*B(0,th(i),a)2+tb(i)/a+(exp(-
a*tb(i))-1)/a”2)/(a*b);
y5=((1/2)*C(th(1),Tb,a,b)”2-(1/2)*C(0,Th,a,b)”2+y2)/b;
y6=(y4-(1/2)*C(0,th(i),a,b)”2)/b;

nu=sigmal”"2*(1-exp(-2*a*tb(i)))*B(tb(i),Th,a)"2/(4*a)-
rho*sigmal*sigma2*(B(0,th(i),a)*C(0,tb(i),a,b)*B(th(i),Tb,a)+yd-y2)-
(sigma2n~2/2)*(C(0,tb(i),a,b)”2*B(tbh(i),Tb,a)+y6-y5);

% Future cash flow
logA(i)=log(POT/POt(i1))+B(tb(i),Th,a)*fb(i)/100-nu;

% Bond price without inserting the function A(t,T)
Pr(i)=exp(logA(i)-B(tb(i),Tb,a)*rb(i)/100-
C(tb(i),Tb,a,b)*ub(i)/100);
Px(1)=exp(logA(i)-B(th(i),Tb,a)*xb(i)/100-
C(th(i),Tb,a,b)*ub(i)/100);
end

plot([0:Dt:T-Dt], x, "b",[0:Dt:T-Dt], r, "r")
legend("pasar®, "hasil aproksimasi®)

% Displaying the estimated parameters
forintfC---------------- -\ o »  f ;} b b i i i i i i i i i i i i b ———— -
------- \n");

fprintF("\t\t Hasil estimasi paramater\t\t\n");
forintkfC---------------------\t t €l€ 6Ll b o ————————
——————— \n");

fprintf("a \t\t= %f \n", a);

fprintf("b \t\t= %2.12F \n", b);

fprintf("sigmal \t= %F \n", sigmal);

fprintf("sigma2 \t= %2.12F \n", sigma2);
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fprintf("rho \t= %f \n", rho);

% Displaying interest rate approximation

forintfC----------------------- . .n .n }. |} )} o o i i i -

------- \n");
fprintF("\t\t Aprokimasi tingkat bunga harian\t\t\n");

forintfC----------—-------- n  i€F n8  t i i _—_——— -

fprintf('Paéar \t\t\t Aproksimasi \t Relative Error\n-");

for 1=1:1:10
fprintF("%F \t\t %F \e\t %A\n", x(i), r(i), abs(x(i)-
r(i))/x(i));

end

for i=ceil(n/2):1:ceil(n/2)+5

fprintf(C"%F \t\t %f \t\t %f\n", x(i), r(i), abs(x(i)-
r(i))/x(i));
end
for 1=n-10:1:n

fprintF(C"%TF \t\t %F \t\t %FA\n", x(1), r(i), abs(x(i)-
r(i))/x(i));
end

fprintf("Relative Error Terbesar = %f\n", erb);
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