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ABSTRAK

Estimasi parameter model autoregressive dapat diperoleh dengan
beberapa metode, salah satunya adalah metode Marginal Likelihood. Untuk
memperoleh fungsi marginal likelihood, proses autoregressive dapat
dinyatakan sebagai structural model (Fraser, 1968). Dalam structural model,
data runtun waktu stasioner dinyatakan sebagai kombinasi linear dari mean
proses dan variabel error yang tidak terobservasi. Dengan mengganggap
variabel error sebagai proses circular dan noncircular, diperoleh sifat
distribusi dari variabel error yang tidak bergantung pada parameter populasi,
sehingga data runtun waktu mengikuti model Location-scale. Melalui model
Location-Scale dapat dibuktikan bahwa vektor data runtun waktu yang
distandarisasi merupakan ancillary statistic. Ancillary statistic ini menjadi
dasar untuk membangun fungsi marginal likelihood karena distribusi dari

ancillary statistic bebas dari parameter populasi.

Kata kunci : estimasi parameter autoregressive, fungsi marginal likelihood,
struktural model, proses circular dan noncircular, ancillary

statistic.

x+105 hlm.;gbr,; lamp.

Bibliografi: 10 (1955-2005)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Dalam berbagai penelitian sering kali diperoleh data yang
berhubungan dengan waktu, atau yang lebih dikenal dengan istilah runtun
waktu. Runtun waktu adalah himpunan barisan pengamatan yang terurut
dengan waktu, dengan jarak interval waktu yang sama ( Box — Jenkins,
1976). Jika barisan pengamatan tersebut dicatat dalam waktu yang kontinu
maka disebut runtun waktu kontinu. Sedangkan jika barisan pengamatan
dicatat dalam waktu diskrit maka disebut runtun waktu diskrit.

Pada tahun 1970, Box & Jenkins memperkenalkan model runtun
waktu yang biasa digunakan untuk memodelkan runtun waktu yaitu
Autoregressive Moving Avarage (ARMA (p,q)), dimana p dan g berturut-turut
adalah orde dari autoregressive dan moving avarage. Suatu proses runtun
waktu agar dapat dimodelkan dengan model ARMA, harus memenuhi sifat
stasioner, yaitu fungsi mean dan variansinya konstan terhadap waktu, dan
fungsi autokovariansi antara dua observasi pada dua titik waktu yang
berbeda hanya bergantung pada selisih antara dua titik waktu tersebut. Salah
satu bentuk khusus dari model ARMA adalah autoregressive yang

merupakan model ARMA dengan bagian moving avarage berorde 0. Model
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autoregressive berdasarkan namanya adalah regresi terhadap dirinya sendiri
(Jonathan D. Cryer, 1986).

Dalam suatu model autoregressive perlu dilakukan penaksiran
parameter yang terdapat dalam model autoregressive tersebut. Salah satu
metode yang dapat digunakan untuk mengestimasi parameter dalam model
autoregressive adalah metode Marginal Likelihood. Untuk memperoleh fungsi
marginal likelihood dalam proses autoregressive, maka proses
autoregressive dapat dinyatakan sebagai struktural model (Fraser, 1968).

Berbeda dengan fungsi likelihood, fungsi marginal likelihood tidak lagi
mengandung parameter populasi yang pada umumnya tidak diketahui. Untuk
membangun fungsi marginal likelihood, diperlukan ancillary statistic yang

distribusinya tidak bergantung pada parameter populasi.

1.2 PERUMUSAN MASALAH

Perumusan masalah tugas akhir ini adalah:

1) Bagaimana mencari fungsi marginal likelihood untuk proses
autoregressive.
2) Bagaimana menaksir parameter autoregressive dengan fungsi

marginal likelihood.
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1.3 TUJUAN PENULISAN

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah:
1) Mencari fungsi marginal likelihood untuk proses autoregressive.
2) Mencari taksiran untuk parameter autoregressive menggunakan fungsi

marginal likelihood.

1.4 PEMBATASAN MASALAH

Dalam mencari taksiran parameter dalam proses autoregressive
dengan fungsi marginal likelihood perlu diadakan pembatasan masalah:
1) Penaksiran parameter untuk proses autoregressive orde 1.

2) Error berdistribusi normal.

1.5 SISTEMATIKA PENULISAN

Penulisan tugas akhir yang merupakan hasil studi pustaka ini, dibagi
menjadi lima bab, yaitu:
Bab | Membahas tentang latar belakang masalah, perumusan masalah,
tujuan penulisan, pembatasan masalah, dan sistematika penulisan.
Bab II  Membahas tentang dasar-dasar teori yang digunakan dalam
penulisan skripsi, yaitu konsep dasar matriks, konsep dasar runtun

waktu, proses autoregressive, proses circular, proses noncircular,
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distribusi marginal, sufficient dan ancillary statistic, dan marginal
likelihood.

Bab Il Membahas bagaimana mendapatkan fungsi marginal likelihood
untuk proses autoregressive, dan bagaimana menaksir parameter
autoregressive dari fungsi marginal likelihood.

Bab IV  Aplikasi penaksiran parameter model untuk proses autoregressive
orde satu.

Bab V  Kesimpulan dan Saran untuk tugas akhir ini.
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BAB Il

LANDASAN TEORI

Bab ini akan membahas landasan teori yang menjadi dasar estimasi
parameter autoregressive dengan fungsi marginal likelihood, yaitu konsep
dasar matriks, distribusi marginal, sufficient dan ancillary statistic serta fungsi
marginal likelihood. Selain itu, untuk lebih mengenal proses autoregressive,
diberikan pula konsep dasar runtun waktu dan proses autoregressive yang

telah dikenal secara umum.

2.1 KONSEP DASAR MATRIKS

Dalam subbab ini diberikan beberapa teorema dalam operasi dasar
matriks yang akan digunakan dalam tugas akhir ini yang diambil dari buku
Howard Anton, 1994.

Teorema 2.1.1

Misalkan A adalah matriks berukuran NxM dan B adalah matriks
berukuran PxQ, dimana N,M, P dan Q adalah bilangan asli , maka
a)  ((A))'=A
b) (A+B)'=A +B dan (A-B)'=A'-B', dimana N=P dan M=Q

C) (kA)'=kA"', dimana k adalah sembarang skalar

5
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d) (AB)'=B'A’, dimana M=P
Selanjutnya diberikan definisi dari minor dan kofaktor yang akan

digunakan dalam mencari deteminan suatu matriks A, dan beberapa

teorema mengenai determinan suatu matriks.
Definisi 2.1.2 "Definisi Minor dan kofaktor”

Jika A adalah matriks persegi, maka minor dari entri a; dinotasikan
dengan M; dan didefinisikan sebagai determinan dari submatriks yang

bersisa setelah baris ke-i dan kolom ke-j dihilangkan dari A. Bilangan

(-1)*'M; dinotasikan dengan C; dan disebut kofaktor dari entri &, .

Teorema 2.1.3

Determinan dari matriks Anxn dapat dihitung dengan mengalikan entri-
entri dalam baris (atau kolom) dengan kofaktor mereka dan menambahkan
hasil perkaliannya, untuk setiap 1 sisNdanl1l<j<N,

detA)=2a,C; +a,C, +...+,C,

(perluasan kofaktor sepanjang kolom ke-j)
dan

det(A ): a1'1C:i1 ) a| 2C:| 2+ ot a1'N('\'|N
(perluasan kofaktor sepanjang baris ke-i)

Teorema 2.1.4
Misalkan A adalah matriks bujur sangkar.
a) Jika A mempunyai baris atau kolom yang nol, maka det (A )=0.

b) Det(A)=det(A’)
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Teorema 2.1.5

Jika A adalah matriks segitiga berukuran NxN (matriks segitiga atas,
bawah atau diagonal), maka det( A ) adalah perkalian entri-entri diagonalnya,
yaitu det (A )=a,,a,,.. 8y
Teorema 2.1.6

Misalkan A dan B adalah matriks yang berukuran NxN dan k adalah
skalar, maka
a) Det (kA )=k" det(A)
b) det(AB)=det(A) det(B)
Teorema 2.1.7

1

Jika A invertible, maka det(A™)=
det(A)

Teorema 2.1.8
Jika A adalah matriks yang mempunyai invers, maka A" juga

mempunyai invers, dan (A)™" =(A™)".

2.2 KONSEP DASAR RUNTUN WAKTU

2.2.1 Runtun Waktu dan Proses Stokastik

Runtun waktu adalah himpunan barisan pengamatan yang terurut

dengan waktu, dengan jarak interval waktu yang sama (Box — Jenkins, 1976).
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Jika barisan pengamatan tersebut dicatat dalam waktu yang kontinu maka
disebut runtun waktu kontinu, dan jika barisan pengamatan dicatat dalam
waktu yang diskrit maka disebut runtun waktu diskrit.

Notasikan X; sebagai observasi pada waktu t. Untuk memodelkan
ketidakpastian dalam observasi, asumsikan bahwa untuk setiap titik waktu t,
X adalah variabel random. Runtun waktu yang akan dianalisis dapat

dipandang sebagai realisasi dari proses stokastik.

2.2.2 Fungsi Mean, Fungsi Autokovariansi dan Fungsi Autokorelasi

Untuk proses stokastik { X,: t =0, £1,+2, ...}, fungsi mean dinotasikan
dengan £, yaitu:
M =E(X,) untuk t=0,+1%2,..
Fungsi autokovariansi antara X; dan X, dinotasikan dengan J, ., yaitu :
Voo = COV(Xs Xo) = EI(X, = 4)( X = )] = B(X, X =
untuk t,s=0,£1+2,.. (ditunjukkan dalam lampiran 1)
Jika t = s maka ), , menjadi variansi X, yaitu :
¥ =Cov(X, X,) =Var (X)) untuk t=0,+1+2,..
Fungsi autokorelasi antara X; dan Xs, dinotasikan dengan p, ., yaitu

Cov(X, Xs)  __ MW

=Corr(X,, X,) = -
Prs XD = Var (x)WVar (O~ (o )

untuk t dan s=0,+1+2,..
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2.2.3 Kestasioneran

2.2.3.1 Stasioner Kuat

Proses stokastik {Xt} bersifat stasioner kuat jika distribusi bersama
dari X, X, ,...,X,sama dengan distribusi bersama dari X, _, X _,.... X _,

yaitu dapat ditulis :
PrxX, » X, X, )= Pri€ e Xooe X,

n-k

Untuk setiap titik waktu t,,t,,....t, danlag k (Jonathan D. Crayer, 1986).

2.2.3.2 Stasioner Lemah

Proses stokastik { X} bersifat stationer lemah jika :
1. Fungsi mean konstan terhadap waktu, yaitu:
EX)=E(X )= |uke,
Untuk setiap t dan k.
2. Fungsi kovariansi antara X; dan X;x hanya bergantung pada selang
waktu k, tidak bergantung pada t, yaitu :
Cov(X,, X, ) =Cov(X,_;, X\, ;) =V |V Koo

Untuk setiap t, k, dan j.
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Jika k=0 maka y, menjadi variansi X,, yaitu :
Var (X,) =Cov(X,, X,) =), <o
Sehingga jika {Xi} stasioner lemah maka fungsi autokorelasi antara X; dan X«

o, =Corr (X, X,_,) = Cov(X,, Xoi) SR (S 3

(Var (X)Var (X_))"2  (hho)'? Vo

Untuk pembahasan selanjutnya, kata 'stasioner’ saja berarti stasioner lemah.

2.2.4 Proses White Noise

Proses white noise didefinisikan sebagai barisan variabel random {a;}
yang independen dan berdistribusi identik. Proses white noise bersifat
stasioner kuat.

Buktinya adalah sebagai berikut :
Pr(al1 SX,8 SX ., ASX F Pr(las X, ).Prtga; X, )...Ptg(a X,
(karena independen)
= Pr(e{l_k <X ).Pr((g}_k <X, ). Pr(na_k < X,
(karena berdistribusi identik)
= Pr(al_k SX,8 4 SX By SX,
Karena berdistribusi identik, proses white noise mempunyai fungsi mean
konstan, yaitu

u=E@,) t=1,2,.
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Fungsi autokovariansinya konstan :

¥, =Var(a )=0o? jikak =0
=Cov(a,,g., )= 0 jikak #0

Sehingga fungsi autokorelasinya, yaitu :

o =1 jikak=0
=0 ,jikak # 0

Pada umumnya proses white noise diasumsikan berdistribusi normal dengan

mean nol dan variansi konstan o2 sehingga dapat ditulis a ~ NIID (0,07 ).

2.3 PROSES AUTOREGRESSIVE

Misalkan {X;} menotasikan runtun waktu yang terobservasi, dengan
E(X,) = u dan {a} adalah proses white noise yang berdistribusi NIID (0,07).
Asumsikan bahwa E(X,) = =0, dan jika ¢# 0 maka nilai runtun waktu {X}
masing-masing dikurangi dengan g, sehingga runtun waktu {X;- 1/}

mempunyai mean nol. Asumsikan {X;} stationer dan a; independen dengan
X1, Xe2,....

Proses autoregressive, seperti pada namanya, berarti regresi terhadap
dirinya sendiri. Runtun waktu {X;} mengikuti proses autoregressive orde ke-p
apabila memenuhi persamaan berikut ini :

X +a X +a X ,+..+a X_ =3 (2.1)

atau
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X =@X,+@X ,+..+@ X _,+a dmana ¢ =-a; untuki=1,2,....p

Jadi pada proses ini, nilai runtun waktu saat ini direpresentasikan sebagai
kombinasi linear dari dirinya sendiri sampai p satuan waktu kebelakang,

kemudian ditambah satu suku white noise a;.

2.3.1 Proses Autoregressive Orde Pertama

Runtun waktu {X;} mengikuti proses autoregressive orde pertama, atau
AR (1), apabila memenuhi persamaan berikut :
X ta X, =a
Fungsi autokovariansi proses AR (1) didapatkan dengan mengalikan
kedua sisi persamaan X, +a,X,_, = a, dengan Xy, lalu
mengekspektasikannya, yaitu :
E(X X ta X X))  =E@X._ )
E(X, X )+t E(X_ X, )=E(aX_) k=1 (2.1)
Karena a; independen dengan X k=1, maka E(a; X)) = 0. Lalu untuk proses
yang stasioner maka dapat ditulis E(X; Xix) = ), dan E(Xe1 Xek)= V-
Sehingga (2.1) menjadi :
Vi ==Y, k=21 (2.2)
Untuk k = 0, akan diperoleh variansi dari AR(1). Dengan mengambil variansi

pada kedua sisi X, +a,X,_, = a, didapatkan
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Var (X,) +Var (a,X,_,) + 2Cov(X, ,a,X,_,) =Var (a )
Var (X,) +a2Var (X,_,) + 2a,Cov(X,, X,_,) =Var (a )

Karena diasumsikan prosesnya stasioner, maka Var (X;) = Var(Xw1) =, dan
Cov( X,,X,,)= ¥,. Sehingga variansi proses AR(1) yaitu :

2 - 2
yo +0’1 y0+2671y1— +Ua

Vo @+ai) =0;-2a.y,
A Jef _Zalyl
Yo 1+a?

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.2) maka diperoleh

= o.az —2a,(-ay,)
1+a;

Yo

vod+al)=ai+2aly,
yo(1+a12 - 20’12) = 0§
0.2

'Y @ 1-a?

Karena y, adalah variansi maka 1-a7 >0 atau |a, k 1. Hal ini merupakan

kondisi stasioner untuk AR(1).

Dengan mensubstitusikan variansi dari AR(1) atau y, ke dalam

persamaan (2.2) maka didapatkan

2
=(-1)a* %2 k21 2.3
yk ( ) 1 1_0,12 ( )

Dengan membagi kedua sisi persamaan (2.2) dengan ,, didapatkan fungsi

autokorelasi proses AR(1), yaitu :

P =—aip, k21
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Atau dari (2.3),

() a

1, 2

pk_%_ azl L - (~1) ek k21 (2.4)
0 a

2.3.2 Proses Autoregressive Orde Dua

Runtun waktu {X;} mengikuti proses autoregressive orde kedua, atau

AR (2), apabila memenuhi persamaan berikut :
Xt +a1xt—1+a2xt—2 = 31 (25)

Jika kedua sisi persamaan (2.5) dikalikan dengan X« lalu diekspektasikan

maka didapatkan fungsi autokovariansi proses AR(2), yaitu :

Xt Xt—k + alxt—lxt—k Y GZXI— ZXt—k

=a, Xy
E ( xt Xt—k + alxt—lxt—k + aZXt—ZXt—k )

= E(a X

E(X Xy ) FARE (X X ) +aLE(X X ) =E(aX.) k=1 (2.6)
Karena a; independen dengan X k=1, maka E(a; Xix) = 0. Lalu untuk proses
yang stasioner maka dapat ditulis E(X; Xix) = Vi , E(Xt1 Xw)= V., dan

E(Xt-2Xtk)= Vi, - Sehingga (2.6) menjadi :

Ve = =0V — Ao K 21 (2.7)

Untuk k =1,

h=—ay,-ay_, karena y, =y,
=), —a),

_ a4

1+a.

2

a, -1
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Untuk k = 2,

Vo =—a)y,—ayy,

Dengan mengambil variansi pada kedua sisi persamaan (2.5) didapatkan :
Var (X, +a, X,_, + a,X,_,) =Var(a,)
Var (X,) +Var (a, X,_,) +Var(a,X,_,) +
2Cov(X,,a, X,.;)+ 2Cov (X, ,a,X,_,)+ Xov @, X, a,X,_,)=Var (a
Var (X,)+a;Var (X,.q) + aVar (X,_,) +
20’1C0V(Xt ’Xt—l)+ 20'2C0V (Xt ’Xt—2 )+ Zcrla'ZCov (Xt—l !Xt—z) =Var (a't)

Karena diasumsikan stasioner maka Var(X;) = Var (X..1) = Var (X2) = 7,
Cov (X, Xt-1)= Cov(Xr.1,Xi-2)= ), , Cov(X, Xi-2)= J,, dan Sehingga variansi proses
AR (2) yaitu :

Vod+al +as)+2ay, + 2oy ,+ rg y =0’

a

2 2
yo(al —0’2—0’2)

-a. -a
pol+at+al)+ 2, + on, +2a,a,~ 0 = g7
l+a, 1+a, 1+a,
2 2 2 2 3
Vo(1+a1 +a2)(1+a2)— 2000~ WY~ U i
1+a, s
2 2 2 3
od-ai—a; +a,+a;a,~a,) = g2
1+a, :
2
= (1+a,)0?
° 1-a?-ai+a,+a’a,-ad

1

) (1—(0'1 —az))(l+(al+a2))

1+a,) ol

_{
Yo (
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karena ~, adalah variansi maka :

_1+a, 1
= >0
1-a, Q- @, -a,))A+ @,+a,))

Solusinya adalah syarat kestasioneran untuk AR(2), yaitu :

la, KLa,-a,<la,+ta,<-1 (2.8)
Dengan membagi kedua sisi persamaan (2.7) dengan J,, didapatkan fungsi

autokorelasi proses AR (2), yaitu :
P =P 4~ AP K=1,2,0 (2.9)

Jadi p,, k=2,3,..., dapat dicari secara rekursif dari (2.9) dengan nilai awal

a. .- :
P, =1 dan p =—=. Nilai ini akan menurun secara eksponensial untuk
0'2

nilai k yang semakin besar. Persamaan (2.7) dan (2.9) disebut persamaan

Yule-Walker.

2.3.3 Proses Autoregressive Orde ke-p

Runtun waktu {X;} mengikuti proses autoregressive umum orde ke-p,
atau AR (p), apabila memenuhi persamaan berikut :

X ra X +a,X ,*t..ta , X, =3 (2.10)

Dengan mengalikan kedua sisi persamaan (2.10) dengan X lalu

diekspektasikan maka didapatkan fungsi autokovariansi untuk AR (p), yaitu :
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XKk FAOX XK F X X ot a X X, =a X,
E( X Xy + O X X + 0 X X+t @ X X ) =E(aX.)
E(X X ) ¥ @E(Xu X )+ @B (X Xy )+t @ E(Xp X, )= 0

E(X X))  =—0E(X X ) = @E(X X)) == @ E(X X y)

Ve =0V =AW=~V (2.11)
Kalikan persamaan (2.10) dengan X; lalu diekspektasikan, didapatkan :
X X +ap X o X +a,X X +..+a, X X =aX,
E(X X, +a X X +a,X X +..+a, X _ X)) =E(a X,)
E(Xt Xt) g alE(xt—lxt) + azE(xt—ZXt) Tt apE(Xt—pXt ) = E(E\ Xt )
E(Xt’ Xt): _alE(Xt—l’ Xt)_azE(Xt—Z’ xt)_ coo apE X Xt JtE (qxt)
Yo == 1y1_a2y2_"'_apyp+E(atxt)

t-p?

Karena E(aXy) = E (& (gX., +@X _,+..+@ X _,+a))=E (a’) = o7, maka
variansi proses AR (p), yaitu :
Vo =-QW1—Qg),—...—0Q,Y, tO;
Dengan membagi persamaan (2.11) dengan y,, didapatkan fungsi
autokorelasi proses AR (p), yaitu :
e Y7 W Y Nl 2 (N o N (2.12)
Persamaan (2.12) disebut persamaan Yule-walker. Nilai ini akan menurun

secara eksponensial untuk nilai k yang semakin besar.

Untuk X; dengan mean tidak nol (E(X;) = ¢ # 0), model AR (p) dapat
ditulis :
(X =) +a (X~ ) +a) (X, ~ 1) t..ta, (Xt—p —H)=29
X SU-aX  tap-@X rat+..—a X  +a,u=a

X, =6 _alxt—l_a2xt—2_"'_apxt—p +q
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dengan &, = u(1+@ +@,+ ..+ ¢,). Penambahan 6, pada ruas kanan tidak

mempengaruhi variansi dan fungsi autokovariansi. Buktinya adalah sebagai

berikut :
X, =6, -0 X~ X_,—.—a,X_,+q
E(XX,) = E(@X, = X X, =, XX, —.ma, X, X +aX,)

E(X.?) = 6,E(X,) —dE(X . X) =@ E(X_ X)) = ad,E(X_, X, ) +E(@ X, )

E(X?) = u+a, +a,+..+a, = a.E (X _ X )~ &E XX )= ..—a,E(X_,X) +E(aX,)
E(X?) =’ +ayp®+au’ + . +a pf —a E(X_ X ) -a E(X_X)-..—a,EX_,X)+E@X,)
E(X, X)) = ==, E(X X)) = 1* | =, E(X X))~ 1 | == @, | E(X X, )~ 17 | +E(aX,)

Yo == 1y1_a2y2_"'_apyp+0-2
Untuk membuktikan bahwa fungsi autokovariansi tidak berubah dengan

penambahan &, pada ruas kanan dapat dilakukan dengan cara yang sama

seperti membuktikan bahwa variansi tidak berubah dengan penambahan g, .

2.4  PROSES CIRCULAR

Definisi
Vektor dari N variabel random diberikan dengan X' ={X,, X\ _,..., X},

disebut proses circular jika mempunyai sifat-sifat distribusi seperti dibawah

ini:
1. E(X)=0
2. E(X52)=0'2 s=1,2,...,N
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3. E(X.X.,)=0’p, s=1,2,..,N

dimana PnsL = Pun-L = PL

barisan dari nilai p,, p,,...,0, adalah barisan autokorelasi dari proses.

1 o P Py Py P
o1 P Pr o P35 P

4 EXX)=0®l o oo 1 0 o P P |=Q
P P Py Py - Py 1
dimana Q adalah matriks autokovariansi yang berukuran NxN (J.
Wise, 1955).

Berdasarkan definisi diatas, proses circular dapat disimpulkan
merupakan proses yang stationer berdasarkan sub 2.2.3.1.

Matriks autokovariansi, €, dapat dinyatakan dalam bentuk dibawah
ini:

1
%(N—l) —=(N-1)

Q=01 + (W + W) +p( W+ WH £+ p, (W + W2},
dimana N bilangan ganijil positif, atau

1 1
Q=01+ p(W + WY+ oW W 4.2 0, (W W 2},
2

dimana N bilangan genap positif (ditunjukkan dalam lampiran 2). Untuk
semua nilai N, | menotasikan matriks identitas berukuran NxN dan W adalah

circulant definition of auxiliary identity matrix berukuran NxN, dimana
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01 0 0
0 01 0
W:oo 1 _o
00O 1

1 00 00 0

Sifat-sifat dari W, yaitu :
1. W™ =W'" (ditunjukkan dalam lampiran 3).

2. W" =1 (ditunjukkan dalam lampiran 4).

2.5 PROSES NONCIRCULAR

Definisi

Vektor dari N variabel random diberikan dengan X'={X,, X\ _,..., X},

disebut proses noncircular jika mempunyai sifat-sifat distribusi seperti

dibawah ini:

1. E(X)=0

2. E(XZ) =07 s=1,2,..,N

3. E(XX,) =0° 0 st=1,2,.., N, s#

barisan dari nilai p,, p,,...,0, adalah barisan autokorelasi dari proses.
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S S 2
4.  EXX)=0’lp, o 1 p

| Pn-1 Pn-2 Pn-3 Pn-a

dimana Q adalah matriks autokovariansi yang berukuran NxN (J. Wise,

1955).

Berdasarkan definisi diatas, dapat disimpulkan proses noncircular

. Py
. Pu-a

Pn-a

P

adalah proses yang stasioner berdasarkan 2.2.3.1.

Matriks autokovariansi, €, dapat dinyatakan dalam bentuk dibawah

ini:

Q=04 +p(U+U) +p(U?+U? +..+p,_ (U™ + UMDY

Pn-1
Pn-2
Pn-3

21

Untuk sembarang N, dimana N bilangan asli (ditunjukkan dalam lampiran 5).

Untuk semua nilai N, | adalah matriks identitas berukuran NxN dan U adalah

noncirculant definition of auxiliary identity matrix berukuran NxN, dimana

[0
0
0

0
0
1

o o B~
o F O

0 00O
0 00O

Sifat dari matriks U adalah U =0, dimana 0 adalah matriks nol

berukuran NxN (ditunjukkan dalam lampiran 6).

0

0

1

g

0

0]
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2.6 DISTRIBUSI MARGINAL

Definisi
Jika X dan Y adalah variabel random kontinu dan f(x,y) adalah pdf

bersama dari X dan Y, maka

g(x) = I f(x,y)dy untuk —co<x<oo

—00

adalah pdf marginal dari X, dan

h(y) = _[ f(x,y)dx untuk —o<y<oo

—00

adalah pdf marginal dari Y (J. E. Freund, 1992).

Definisi diatas dapat diperluas untuk N variabel random X, X,,...,X,.
Jika pdf bersama dari variabel random kontinu X, X,,...,X,, adalah

f (X, X,,....%y ), maka pdf marginal dari X, adalah
h(x,) = I j £ (X, X, Xy XX, .0X,  UNtuk —oco <X, <o

Pdf marginal dari X; dan X, adalah

P(X,Xy) = I j f (X, Xy, Xy X dX, . 0X_;  untuk —oo <X <oodan—o < x <o

—00 —00
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2.7  SUFFICIENT DAN ANCILLARY STATISTIC

Misalkan X, X,,...,X,, adalah sampel random berukuran N dari

variabel random X, dimana X memiliki distribusi tertentu. Jika sembarang

fungsi Y =u(X,, X,,...,X, ) adalah fungsi dari sampel random X yang tidak
bergantung pada parameter maka fungsi Y =u(X,, X,,...,X, ) disebut dengan

statistik (Robert V. Hogg, Joseph W. Mckean, dan Allen T. Craig, 2005).

N
Contoh, variabel random Y = > X; adalah statistik.
i=1

Walaupun statistik tidak bergantung pada parameter, namun
distribusinya bisa saja masih bergantung pada parameter. Statistik yang
distribusinya bergantung pada parameter disebut sufficient statistic. Sufficient
statistic mengandung semua informasi mengenai parameter, namun ada
statistik lain yang kelihatannya tidak memuat informasi mengenai parameter
karena distribusinya bebas dari parameter, statistik ini disebut ancillary
statistic. Berikut ini, diberikan penjelasan lebih lanjut mengenai sufficient dan

ancillary statistic.
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2.7.1 Sufficient Statistic

Berikut ini definisi dari sufficient statistic:

Misal X1,Xz,...,Xn menyatakan suatu sampel random berukuran N dari
suatu distribusi yang mempunyai pdf f(x;8), 600Q. Misal
Y, =u, (X, X,,...,X, ) adalah suatu statistik yang pdf-nya adalah g,(y,;6).

Maka Y, adalah sufficient statistic untuk @ jika dan hanya jika

f(x;6) f (%:6)..f (x:6)
g1|:u1(X11 X2""’XN) ;‘9]

= H (X, Xy e Xy )

Dimana H (x, X,,...,Xy) tidak bergantung pada #0Q (Robert V. Hogg,
Joseph W. Mckean, dan Allen T. Craig, 2005).
Definisi dapat diperluas untuk kasus dimana X, X,,...,X,, tidak saling

bebas dan tidak berdistribusi identik, yaitu dengan persamaan berikut:

F (X0 Xy eees Xy 360)
091 (U (Xyy X5, 01X )36)

=H (X, %0 Xy )

dimana f(x,X,,...,Xy ) adalah pdf bersama dari X, X,,...,X dan
H(x,X,,...,.Xy ) tidak bergantung pada 80Q.

Berdasarkan definisi diatas, jika Y, =u,(X,, X,,...,X ) adalah Sufficient
statistic, probabilitas bersyarat dari X, X,,...,X, tidak tergantung pada &.
Secara intuisi, jika ditentukan Y, = y,, distribusi dari statistik lain, misalnya

Y, =u,(X,, X,,...,X ), tidak bergantung pada parameter & karena distribusi
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bersyarat dari X, X,,...,X tidak bergantung pada &. Jadi, Y, mengambil

semua informasi dari @ yang terkandung dalam sampel.
2.7.2 Ancillary statistic

Ada statistik lain yang hampir kelihatannya berlawanan dengan
sufficient statistic. Jika sufficient statistic mengandung semua informasi
mengenai parameter, statistik yang lain ini, disebut ancillary statistic,
mempunyai distribusi yang bebas dari parameter dan kelihatannya tidak
mengandung informasi mengenai parameter itu. Untuk ilustrasi, variansi S

dari sampel random yang berdistribusi N(&8,1) mempunyai distribusi yang

tidak bergantung pada &. Contoh lain, rasio Z = ifl , dimana X, X,
1 2

adalah sampel random dari distribusi gamma dengan parameter a >0

diketahui dan parameter £ =8 tidak diketahui, karena Z mempunyai

distribusi beta yang bebas dari parameter €, maka Z adalah ancillary statistic
(Robert V. Hogg, Joseph W. Mckean, dan Allen T. Craig, 2005)".

Untuk menentukan apakah statistik adalah ancillary statistic, harus
dibuktikan bahwa distribusi dari statistik tersebut bebas dari parameter
populasi yang tidak diketahui. Robert V. Hogg, Joseph W. Mckean, dan Allen
T. Craig, (2005), memberikan beberapa aturan sehingga dapat lebih mudah

menemukan ancillary statistic untuk model tertentu, yaitu:
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1. Model Location

Sampel random berukuran N, X, X,,...,X, mengikuti Model location
jika
X =6+W i=12,..N (2.13)
dimana - <@ <o dan W,W,,... W,, adalah variabel random dengan pdf
f (W) yang tidak bergantung pada @ dan cdf kontinu F (W). Dengan

pendefinisian seperti ini, maka & adalah location parameter.

Dari persamaan (2.13), w =x —#6,1=1,2,...,N, maka pdf dari X, adalah

0) = (w)| T
9(&,9)—f(v\4)‘dw

= f(x —6).1
= f(x -6) i=12,..N

Misalkan v=u(x,X,,...,X, ) adalah statistik sedemikian sehingga
U(X €, X, +C,.eiXyy +C) = UKy X e Xy

untuk semua bilangan real c. Oleh karena itu,

v=uW +8W,+8,. . W, +8)=ufM, W,,.. W, |
adalah fungsi dari W,,W,, ... W, yang tidak tergantung pada &. Oleh sebab itu,

v mempunyai distribusi yang tidak bergantung pada . Statistik

vV =u(x,X,,...,.Xy ) disebut juga location-invariant statistic.
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2. Model Scale

Misalkan variabel random X,, X,,...,X,, mengikuti model scale, bentuk

modelnya yaitu:

X =W  i=12,..N (2.14)
Dimana & >0, dan W,,W,,... Wy, adalah variabel dengan pdf f (W) yang tidak
bergantung pada @ dan cdf kontinu F (W) Dengan pendefinisian seperti ini,

maka @ adalah scale parameter.

Dari persamaan (2.14), w :%, I=1,2,...,N, maka pdf dari X; adalah

g(x;6) = f(w)

=1(%)

f(5J i=12 .. N
;

Misalkan v =u(x;,X,,...,Xy ) adalah statistik sedemikian sehingga

dx

G
1

o

U(CX, Xy eeesCXy ) = U (K X5, Xy
untuk semua bilangan real ¢c>0. Maka
V=Uu(X, Xy, .., Xy )= U@ W, ...V, Fu W, W, ,.. W,
adalah fungsi dari W,,W,,... W, yang tidak tergantung pada &. Oleh sebab itu,

v mempunyai distribusi yang tidak bergantung pada &. Statistik

vV =u(x,X,,...,.Xy ) disebut juga scale-invariant statistic.
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3. Model Location-Scale

Misalkan variabel random X, X,,...,X,, mengikuti model Location-
scale, bentuk modelnya yaitu:
X, =6, +6W i=1,2,...N (2.15)
Dimana —o < g <« ,d,>0, dan W,W,,... W, adalah variabel random dengan

pdf f (W) yang tidak bergantung pada &, dan &,. Dengan pendefinisian

seperti ini, maka g, adalah Location parameter dan &, adalah scale

parameter.

Dari persamaan (2.15), w = = , 1=1,2,...,N, maka pdf dari X,
adalah

9(x;6) = f(wi)!%)

=pf _)q_gl i
6 )6,
:34(ﬁ‘@j i=12..N
92

Misalkan v=u(x, X,,...,Xy ) adalah statistik sedemikian sehingga
u(cx +d,ox, +d,....cx +d) UK Xy, Xy |

untuk semua bilangan real d dan ¢c>0. Maka

V=U(X, X,,.. Xy )=u@,+OW,,...0,+ W, FuW, W, ,..\W,
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adalah fungsi dari W,,W,, ..., W, yang tidak tergantung pada &, dan &,. Oleh
sebab itu, v mempunyai distribusi yang tidak bergantung pada &, dan 6,.
Statistik v=u(x,X,,...,Xy ) disebut juga location-scale-invariant statistic.

Berikut ini, diberikan contoh dari penggunaan model Location-Scale
untuk membuktikan suatu statistik adalah ancillary statistic. Misalkan terdapat

N variabel random X, X,,...,X,, dapat dinyatakan sebagai:
X =u+oe i=1,2,...,N
dimana € mempunyai distribusi tertentu yang tidak bergantung pada x dan

o . Akan dibuktikan d ={d } ={ (% =X)/s},i=1,2,..N, dimana x=Y ", % /N

dan & =3"" (x -x) /(N 1) adalah ancillary statistic.

Bukti:

Karena variabel random X, X,,...,X,, mengikuti model location-scale
maka d ={d } :{(x ‘i)/%} ,1=1,2,...,N disebut ancillary statistic jika untuk

sembarang bilangan real d dan c>0 berlaku

u(ex +d,ox, +d,....cx +d) =u (X X,,... Xy |
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Untuk sembarang bilangan real d dan ¢>0,

d =u (cx +d,cx, +d,....cx, +d)

cx +d—1=
N 2.0 +d
D lex +d-=
i=1
JN-1

N
N (cx; +d)-c> x, - Nd

d = i=1
' N

=cx - x). - e
( )\/czlzﬂ(x,_;)z
=c(x - x). N -1
(_ )c\/il(x,—f)z

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.

30



31

sehingga
d =u (X, X,...Xy )=uu+oe,.u+toe, Fuge,,..
adalah fungsi dari g,e,,...,6, yang tidak tergantung pada y dan o. Oleh
sebab itu, d mempunyai distribusi yang tidak bergantung pada g dan o . Jadi
d={d} ={(>q —?()/s&} ,i=1,2,...,N, adalah ancillary statistic.
Berikut ini diberikan alternatif lain untuk membuktikan bahwa

d={d} :{(x —?()/sk} ,i=1,2,...,N adalah ancillary statistic.

d={d} ={(x -X)/s} i=1.2....N adalah ancillary statistic jika distribusi dari d
tidak bergantung pada ¢ dan o . Oleh karena itu, akan dibuktikan bahwa
distribusi dari d tidak bergantung pada g dan o.

Bukti:

* Transformasi

 Invers dari transformasi, d, :ﬂ,izl,z,...,N, yaitu
S

X =ds, +X
p+0e =ds, +Xx

jadi g = 4SFX"H
g

untuki=1,2,...,N
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Pdf dari x,s,,d

f (Q,g,d;ﬂ,a) =] f (vl(;gsx,dl),...,vN .S, dy p’)

0g oe, oe og 0g
= = = A3 1 d, s
ox 0s, od,  ad, ad,,| = = > 0 0
g g g
9%, d¢, 08 Og . 08 | |1 S,
ox 0s, ad,  ad, W, |7 o O o 0
|‘]|=aeN_—2 oey,, &, 08, oey_, s 0 0 S
0X 0s, 0d, od, ., |l o o
Oty 08, 08 Oty  Oauf 1L du 5 5 g
0X 0s, 0d, od, od,_,| |0 O
de, de, de, de, oe, 1 dy 0 O 0
ox 0s, ad, ad,  od,, 9 @
1 d s 0 .. 0
1 d, O 0
=L C] teorema2.1.6a
o/l d,, 0 0 .. s
1 d,, 0 0 0
1 d, 0 0 0
1 d s, 0 .. 0
1 d, 0's .. 0
1 :
o“1l d, 0 O s,
1 dyy; 0 O 0
1 d, 0 0 0
1 d s O 0
1 d, 0 s 0
_S | _s L dyy
o'l dy, 0 O s| o'l d,
1 dy, 0 0
1 d, 0 O q
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Jadi

f (?(,sx,d;,u,a) =|J| f (vl(;gsx,dl),...,vN s dy ) ﬂ)

o" o o

N-2 _ __ __
s 72 (dy —dy.,) f£d1§(+x K ’stX+x ,uJ (2.16)
Integrasi terhadap x dan s, mengeliminasi i dan o (ditunjukkan dalam

lampiran 7). Ini menunjukkan distribusi marginal dari d bebas dari parameter

M dan o . Sehingga terbukti bahwa d adalah ancillary statistic.
2.8  Marginal Likelihood

Misalkan variabel random X ={x} , i=1,2,...,N, dengan pdf f(x;&)dan
0=(u,0) adalah vektor parameter yang tidak diketahui, maka fungsi likelihood
adalah sebagai berikut

L(u,0;X) = f(X;u,0)

Menurut Sprott D.A (2000), jika statistik d ={d} , i=1,2,...,N,
merupakan ancillary statistic untuk p, maka fungsi marginal likelihood untuk
o, L(o;d), adalah

L, o, X)=f(X;u,0)
=f(d,o)f(X;u,o|d)
=Ly (g, d) L (1,0:X)

dimana factor L (u, 0;X) mengandung informasi yang tidak berarti

mengenai o ketika u tidak diketahui.
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Fungsi Marginal Likelihood untuk Proses AR

3.1 Structural Model

Misalkan variabel respon X dihasilkan dari suatu proses yang stabil.
Variasi dalam variabel respon biasanya diakibatkan oleh: variasi dalam alat
yang digunakan, variasi dalam kondisi proses, dan variasi dalam operasi dari
proses. Sumber-sumber variasi ini membentuk error dari proses yang
merupakan variabel random yang membutuhkan ukuran scale.

Misalkan x adalah respon ke-i, dan v;,v,,....v, adalah constructed

variabel yang bersesuaian dengan respon ke-i. Dan misalkan o adalah

scaling respon dari variabel error dan g, 8,,....5, adalah kontribusi yang

diberikan oleh constructed variabel terhadap variabel respon. Fraser (1967)
memperkenalkan structural model. Structural model adalah variabel respon
dari suatu proses yang stabil dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari

constructed variabel dan variabel error, dan dapat ditulis sebagai:

X =BV t..+ BV, toe

:)(2:/81V12+---+/8rvr2+0e2 3.1)

XN =ﬂlle +"'+ﬂrVrN +0—eN

34
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3.2 Proses Autoregressive sebagai Structural Model

Pada umumnya, bentuk umum proses autoregressive orde p telah

dinyatakan dalam persamaan (2.1) sebagai
p
DA (X —H) =2y @ =1
k=0

dimana {Xt SA=1, 2,...,N} adalah data runtun waktu yang stasioner, a; adalah

white noise, a, ~ NIID (0,0%), a.= (ay,...,a,)" adalah parameter autoregressive

dan x adalah mean proses.
Misalkan terdapat variabel random Z; yang mempunyai mean nol,

variansi 1 dan independent , maka gZ, akan mempunyai mean nol dan

variansi o sama halnya dengan a; (ditunjukkan dalam lampiran 8), sehingga

persamaan (2.1) dapat ditulis sebagai:

YaXo =02, (g,=1) (3.2)

k=0
Untuk ukuran sampel N, data runtun waktu yang stasioner

{X;t=12,...,N}, dapat dinyatakan sebagai structural model, yaitu:
X=l+coe (3.3)
dimana X =(X;, X,,...Xy)", 1'=(11,...,} dan e=(g,e,,....5, ) ' adalah vektor

variabel error yang tidak terobservasi yang dibatasi pada pembatasan

masalah berdistribusi normal.
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Berdasarkan persamaan (3.3), maka persamaan (3.2) dapat ditulis

sebagai:
p
Zak(xt—k_,u) zazt (ao =1)
k=0
a (X, - +a (X - +..+a,(X_, - U) =07,
ap(utoe - +ra(u+oe_ ~ ) +..+a,(u+oe_ - ) =0Z
olag +ag,+..+a.6 ;) =0Z,
a8 +ag_ *..ta .6, =27
p
2.08.,=Z (o, =1) (3.4)

Persamaan (3.3) dan (3.4) adalah proses autoregressive sebagai structural

model.

3.2.1 Proses Autoregressive yang Circular

Dengan memandang e sebagai proses autoregressive yang circular,
maka persamaan (3.4) untuk N observasi dapat ditulis sebagai:

ey Ta& TaL .. ta, 6, =1
eN—l+aleN—2+a2eN—3+"'+apeN—p—1: ZN-l
eN—2 + aleN—3+a2eN—4+"'+ apeN—p—Z = ZN—2

(3.5)
eZ-IFCrlel-Fa'ZeN +"'+apeN—p+2 :ZZ

§+ae TaL .. T0,6 =2
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Dengan menggunakan notasi matriks, persamaan (3.5) dinyatakan sebagai:

10
01
00

atau

o ..
o ..
1 .

0
0
0

g0 g 0 .. 00][0 Oa ..00
/0 0 a .. 0O 0O 0O O .. 00
gloO 0 O .. 0O 0O 0O 0O .. 00D
:+' '::+: '::+"'
0|0 00 .. 0ag||a, 0 O 00
|, 0 O .. 00| |0 a O 00
g [010..0 001 .. 0]l0O
d 001.. 0 000.. 0|0
d 000.. 0 000.. 0|0
:+q: U :+0'2: d "+'+ap.
d 000.. 0O 100 .. 00
| [100..0D | 010. 00

l+aW +aW?2+.+aW P p =Z
( WP

+.

.0 a O
w0 0 «a
.0 O O

010 ..

. 001 .
. 000 ..

. 00O ..
. 100 ..

.0

oo Ol
£

Lo
D

(3.6)

dimana e'={e,, &, ,,....&,e} dan Z'={Z,,Z,_,,...Z, .Z,} . Dengan metode

invers, maka diperoleh

2 p =
e=(l+aW +a W+ . +aW®) Z

Selanjutnya akan dicari parameter dari e yaitu p, = E(e) dan

Q = E(e€). Dari persaamaan (3.7), diperoleh

E(e)=E

-1
(1+aW+aW?+_ +a W) z)

=(1+aW +aW 2+ .+aw *) ER)
=0
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dan

E(e€) = Q (matriksautokovariansi )
= E{[(| +aW +..+a W P)'lz }H +aWW +.+a\W p)_lZ }}

:E{(I+alW SRV AR [( AN+ ..+ p)_l}} teorema 2.1.1 (d)

= (1 +aw +...+apW")_1 (| +aw +.+aw p)_l}' EZZ )

=(1 +aw +...+0/pr)_l (| +aw +..+aw p)—l}l

=(1 +aW +..+a W p)_l_(l +aW +..+a\WV p)]_l teorema 2.1.8

=(1+aW +..+a W P)_l (| +(aW ).+ (oW p).)T teorema 2.1.1 (b)

=(1+aW +. . +aw p)_1(I +aW +.+aW 'p)_l teorema 2.1.1 (c)

=(1+aW ++aWP) (i +aW koW 9P)Tsifat Woke-1

Jadi, diperoleh

-1

Q=(1+aW +..+aW°) (| +aW T+ +aw ) (3.9)

Dengan menginverskan matriks autokovariansi maka diperoleh,

-1 -1

o =[(| +aW +..+a W p)_l(| +aW T+ +aW —p) }

-1 -1

=[(| +alW‘1+...+apW'p)_lT[(| +aW +.+aW ?) }

Q’lz(l +alW‘1+...+apW‘p)(l +aW +..+aW p) (3.10)
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Dengan demikian, jika menganggap e merupakan proses
autoregressive yang circular, e berdistribusi normal dengan mean 0 dan

variansi Q, dimana Q adalah matriks autokovariansi dalam persamaan (3.9).
3.2.2 Proses Autoregressive yang Noncircular

Dengan memandang e sebagai proses autoregressive yang

noncircular, maka persamaan (3.4) untuk N observasi dapat ditulis sebagai

& TAG L TOA[ Lt O &, = Zy
€1 T a4 —2+a2eN—3+"'+apeN—p—1:ZN1
&2 Ty —3+aZeN—4+"'+apeN—p—2:ZN-2
. (3.11)
& tag =72,

g =Z

Dengan menggunakan notasi matriks, persamaan (3.11) dapat ditulis dalam

bentuk :
1 00 ..0 Q[0Oa 0 .. 00 [0 Og 00 [ 0.0a 0 .0 & | [Z |
0 0 0|00a@ ..00/[000 0 (¢ 0 00 a ..0[ley| [Z
0 1.oo+ooo .oo+' m— : &2 |_| Zue

Do 000 0 a, 0 00 0 .alf:

000 1 00 O Oa, 000 0 : e zZ
000 0 1J[00 O 0g| 000 00 |0 00 0 ..0J|le ||z |
1 00 .. 0 01 0 op [ 001 .. 0]0 [ 0..01 0 ..0)e | [2Z, ]
01 0 001 00D 000 010 0..001 ..0|e.| |2,
001 o.wl.ooo O.D_mz +"+ap; o %_Z:AZ
: : : 000 01 0 000 ..1 :
000 1 000 01 000 010 : e Z
000 01 |[000O0 op [ 00O 0|0 0 000 ..09|g | |Z |
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atau

(1+au+apu’+. +aUr)e=2 (3.12)

dimana e'={e,, &,_,....6,,&} dan 2'={Z,,Z,,,....Z, Z,} . Dengan metode
invers, maka diperoleh

e=(l+aU+aUl+. .+a,U°) Z (3.13)

Selanjutnya akan dicari parameter dari e yaitu p, = E(e) dan
Q = E(e€). Dari persaamaan (3.13), diperoleh
E(e) = E(( 1+ a,U +a,U? +...+apup)'1z)

=(1+aU +a 2+ . +aU®) E(Z)

=0 (3.14)
Dan

E(e€) = Q (matriksautokovariansi )

E{[(I rau+.+ayU p)_lz}[@ vap +.+al )z H

—ll

:E{(I +a U +...+apU")_lZZ [(I tay +.+ay?) }} teorema 2.1.1 (d)

=(1+aU+.+a ) | (1 +al +..+a U p)'1]E(zz )

:(| +aU +.+aU p)_l_(| tal +.+al p)_l}‘l

=(1+aU +.+a U F’)_l (1 +ab +.+ay ”)1_1 teorema 2.1.8

=(1+ay +..+a U p)_1_(I +Hap ).+ (ay ) ﬂ_l teorema 2.1.1 (b)
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E(e€) :( I+a1U+...+apUp)_1( l+aU'+. .+a,U 'p)_l teorema 2.1.1 (c)
Jadi diperoleh
_ p\ 2 , p\2
Q=(1+aU+.+aU®) (I +au +.+ay °) (3.15)
Dengan persamaan (3.15) maka diperoleh,

i

Q_l

[(I +aVU +.+a U p)—1(I +al +..+a 'p)_laz}

-1

:[(I +aU+.+a U 'p)_lr[(l +ay +.+al p)_l}
=(1+au'+.+aU *)(l +ay +.+aD ") (3.16)

Sehingga jika menganggap e sebagai proses autoregressive yang
noncircular, e berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi Q, dimana Q

adalah matriks autokovariansi dalam persamaan (3.15).
3.3  Fungsi Marginal Likelihood untuk AR (p)

Dari dua subbab diatas, distribusi dari e tidak bergantung pada

parameter x4 dan o, sehingga persamaan (3.3)
X = A +oe
adalah model Location-scale berdasarkan 2.7.2.(3), sehingga x adalah

location parameter, o adalah scale parameter, dan —o < /<o ,0g” >0.

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.



42

Telah dibuktikan dalam sub bab 2.7.2

d (1) _(a-¢ (i=12,..N

s, S

adalah ancillary statistic, sehingga distribusi marginal dari d hanya tergantung

pada e =(a,,q,,....a,)". Distribusi marginal dari d diberikan oleh (Fraser,

1968, 32)
L (a; ) :T T f(....8 (N_%t1+ d),...5." "dtds, (3.17)

Dalam tugas akhir ini, e dibatasi pada pembatasan masalah berdistribusi
normal, dengan mean O dan variansi Q yang diperoleh pada sub bab 3.2.1

dan 3.2.2, maka pdf dari e, f(eQ), adalah
1 1
-=N 1 1 1
(2m) 2 |92 exp(—ien e)

Dengan demikian, penyelesaian persamaan (3.17) adalah
11 “Ln- 3.18
L(a;d):|Q| ZAZ(C—BZIA) (N1 ( )

1

dimana NA=1'Q™"1, N2B=1'Q"d dan C=d'Q™d.
3.3.1 AR (1) sebagai Structural Model

Berdasarkan persamaan (3.3) dan (3.4), model AR (1) yang
dinyatakan dalam structural model, dapat ditulis sebagai berikut:

e+ae =2 t=12,...N

(3.19)
X=ul+oe
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3.3.1.1 Fungsi Marginal Likelihood untuk AR (1) yang Circular

Misalkane sebagai proses AR (1) yang circular, maka e~ N(0 Q)
dimana Q adalah matriks autokovariansi dalam persamaan (3.9), yaitu
Q=(l+aW)? +aw H* (3.20)
Bentuk umum fungsi marginal Likelihood berdasarkan persamaan (3.18)

L I -Yn-y)

L(a;d) =[Q]2 A2(C-B2/A) ?

1

Dimana NA=1'Q"1, N2B=1'Q"d dan C=d'Q"d.

Dalam menurunkan fungsi marginal likelihood L(p;d)untuk AR (1)
yang circular dilakukan dalam beberapa tahap.
a) Tahap pertama

Dalam tahap ini, akan dicari determinan dari matriks autokovariansi AR
(1) yang circular. Dari persamaan (3.10) invers matriks autokovariansi untuk
AR (1) yang circular adalah

Q' =(+aW (1 +aW ) (3.21)

Berdasarkan persamaan (2.4), p, =-a,, sehingga persamaan (3.21) menjadi

QT =(1-pW I -V )

1+ p2  -p 0 - 0 0
-p 1+p* -p - 0 0
| o -p 1+ p% .. 0 0
0 0 0 1+ p?> -p

| -p 0 0 -p 1+ p?|
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‘Q‘l‘ :‘(I - OV (1 -V )‘ teorema 2.1.6 b

=1 - oW Hje - )

Misalkan P =|(I -~ oW ™) dan Q=(I - W)

P|=|(1 - oW ) Q=[(1 - W)
=[l|=|ow ==l |
=1-p" |w™| =1-p" |W|
:1—pN :l_pN

Sehingga

7 = |0 - W 1 - oW )|

-1 ")
=(1-p")
b N 2

Berdasarkan teorema 2.1.7, maka |Q| = ‘9_1‘ = :(l—,o )

b) Tahap kedua

Dalam tahap kedua ini, akan dicari NA=1'Q™"1.
NA=1'Q"1
1+ 0% —p 0o - 0 0 |
-p 1+p* -p - 0 0
:[1 11 - 1 ﬂ 0 -p  1+p? 0 0
0 0 0 - 1+p* -p
| - 0 0 - -p 1+p?]|1
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(3.22)



NA=[1+p*-2p 1+p*-20 L p?-2p - Bp'-P ¥p'- P]

=[@-p) (1-p) (2-p)° - (@-0)° (Hﬂ?

=N(1-p)’
C) Tahap ketiga

1

Dalam tahap ketiga ini, akan dicari N2B=1'Qd .

1

N2B=1'Q"d
[1+ p2  -p adl) 0 o [ d, ]
-p 1l+p* -p - O 0 d,
— 2 .o

‘11 g O N, - 0 Nt
0 0 0 1+,02 -P dy
| -p 0 0 - -p  1+p?|l dy
=[1+p°-2p 1+p*-20 Lp’-2 o Wp- P kpi- P]

F a1

d

[a-pf @p) (1-p) ~ (-p) (-p)] ®
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1
2

N2B=(1-p) d, +(1-p)’d, +(1- p)°d,+ ..+ (- p)" dy_ + (1- p)° d,
=(1_,0)2 (dy+d,+ds+..+dy, +dy)
5 N
=(1-p) 24
i=1
ZN:di =d, +d,+d,+...+d_, +d
i=1
_X X X X Xg =X g Xyt = X, Xy = X
SX SX SX SX SX
_ Xt Xk XgF ot Xy + Xy — DX
SX
N N
PIRAD IR
— =1 i=1
SX
=0
Jadi
1
N2B =1'Qd
N
=(@-p) 2 d
i=1
=(1-p)°.0
-0 (3.24)

d) Tahap keempat

Dalam tahap ini, akan dicari C=d'Q'd .

C=dQd
ot -p 0 o —p [[d]
-p 1+,02 -p 0 d2
:[d1 d, d, - dN] 0 -0 1+p? - 0 || d,
| -» O 0 - 1+p*|ldy]
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d
d
d,

4]

=q| 0+ Fl| dpdfd gl d £opd 0 yd (o) +4d | dyy GoXd, B0 ¥ €o)
=0 (B yda-difrditddd Eordd g o ad (o444, toxd, @6 Ydd to

=(L+p° )0 +d;+d; +..+dy)-20ddy +dd,+d d+...+dydy)

N N
=(1+p° )Z d’- sz dd.,

i=1 i=1
ZN: d2=d/+d/+d2+...+d]

(e ®) | (uR)

(x3—§)2 Y . (s —?)2

sy sy
. ; (xi - Q)
= -
_ (N -1)s¢
s
=N-1
N
2 dd.,
r'=1% , dimana d,,, =d,
N —
Jadi
C=d'Q'

=(1+p° )i d” - 2PZN: ddiy
i=1 i=1

s/ sy

=(1+p*)(N-1)-2p(N-Jr"

=(N-1)(1- 20r %+ p?)
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Dengan mensubstitusikan persamaan (3.22), (3.23), (3.24) dan (3.25),

sehinga diperoleh fungsi marginal likelihood untuk AR(1) yang circular, yaitu

1 1 1

L(a;d)=]Q |2 A 2(C-B?/A) 2

L(p:d)= ((1-,0“ )'2)_; ((1—,0)2)_; ((N -1)(1- 20r + p?)- G /(1 p)z)

(N-1)

—S(N-)

2N

=(1-p")(1-p) " (N- 1)%(”'1’(1— 2r +°) (3.26)

3.3.1.2 Fungsi Marginal Likelihood untuk AR (1) yang Noncircular

Misalkane sebagai proses AR (1) yang noncircular, maka e~ N(0, Q)

dimana Q adalah matriks autokovariansi dalam persamaan (3.15), yaitu
Q=(1+aU) (L +ap )" (3.27)

Bentuk umum fungsi marginal Likelihood berdasarkan persamaan (3.18)

1 1 h

L(e;d) =] |2 A2(C-B?/A) ?

(N=1)

1

Dimana NA=1'Q"1, N2B=1'Q'd dan C=d'Q™d.

Dalam menurunkan fungsi marginal likelihood L(p;d)untuk AR (1)
yang noncircular dilakukan dalam beberapa tahap.
a) Tahap pertama

Dalam tahap ini, akan dicari determinan dari matriks autokovariansi AR
(1) yang noncircular. Dari persamaan (3.16) invers matriks autokovariansi

untuk AR (1) yang noncircular adalah
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(3.28)

Berdasarkan persamaan (2.4), p, =-a,, sehingga persamaan (3.28) menjadi

9_1=£| —pUu N -J)

1 -p 0 0 0
-p 1+p*  -p 0 0
|0 -p 1+ p? 0 0
0 0 0 1+ p* -p
| 0 0 0 -p 1 |
1 -p 0 0 o 0
—p 1+ —p 0 0o 0
0 -p 1+p —p 0 0
) 0 0 -p Lp 0 0
‘QleN - - .
O 0 0 O ¥F  —p
0 O 0 0 -0 g -
0
1+ o 0 0 0 o0
—p 1+p -0 1+0 —p 0 0
0 0 -p 1+ 0 0
=1 +0
0 0o 0 0 ¥F  —p
0 0O 0 0 o B -
0 S O 0 -p
- 0 0O 0 0
-0 1+ .. 0 0 O
=1+ + : :
) Ao o 1+ -p 0
0 0 0 WP -
0 0 0 -» a9 0 0 0 Iyopno
1+0°  -p 0 0 O
o 14+# .. 0 0 0
Pl o C®F —p 0
0 0 -0 Bp
0 0 0 P 1 (N-2%(N-2)
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1+F —p 0 0 ¥ 0 0
-0 1+g 0 0 -0 1+g .. 0 0
‘Q'_“l*”‘_ 0 0 . ¥ — o 0 0 *F
0 0 » ¥O - 0 O -0 W7 -
0 0 0 » Iypwno 0 0 0 = lyons
» 0 0 O 1+0 -p 0 O
-0 1+0 0 0 -0 1+g .. 0 0
Mo 0 . wF -0 =% ¥F —p
0 0 » B0 5 0 -0 ®F -
N 0 » lnows 0 0 0 lyawno
+7F -p 0O 0 O - 0 . 0 0 O
-0 1+g .. 0 0 O 0 1+g .. 0 0 O
To0 o0 .. ¥ -p Q +'00 0 . ®HoF -p O
0 0 o ¥o 0 0 0 ¥F 0
0 0 0O -po 1 N N 0O O 0 —p 1(N_2)X(N_2)
I+ .. 0 0 - .. 0 0
=(+d) 0 . wPE +d0 . BF o
0 -0 Hg - 0 0 W7 -
g 0 0 Lupwsy 10 0 2 Tngns
1+0 ..
-4 0
0
0 (N3RN-9)
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1+ .. 0 0 O “+7 .. 0 0 O
Q=] 0 Wy —p O +0| 0 wy -p 0O
0 -0 o -p 0 -0 WP —p
0 0 P 1 (N=3)x(N-3) 0 0 P 1 (N-3)x(N-3)
o .. 0 0 O 4 .. 0 0 O
+0 0 Hot -p O -0l 0 "o -p O
0 -0 4ot -p 0 -0 1+ -p
0 0 g 1 (N-3)x(N-3) 0 0 P 1 (N-3)%(N-3)
+7 .. 0 0 O 1+ .. 0 0 O
=0 .. g -p O +0/| 0 w2 -p 0
0 -» g -4 0 -0 Mo —o
0 0 » 1 (N-3X(N-3) 0 0 -» 1 (N-3)x(N-3)
I+ -p 0 0 |-p O 0 O
| 1p -p 0, AP 1+ -p O
0 —p 1+ - 0 -p 1+p -
0 0 - 1 0 0 -0 1
1+ = O |=p 0 0 |#pF —p 0
=(1+0)| o 1P -prp-p BpP -g-p| p P -
0 -0 1 0O -p 1 0O -p 1
1+ -p O +p? -p 0 |-p 0 O W -p 0O
=\ -p 1+0 —p+p —p Wp* —ptp-p Hp* -g-0f| -p +p -
0 o 1 0 —po 1 0 —p 0 -p
1+ -p 0O |-p 0 O
= -p 1+ -p+p-p PP -
0 -0 1 O o 1
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-1
‘QNXN

=(1+ p2)

1+ p?
-p
1+ p?
-p
[rep
=1-p?

Berdasarkan teorema 2.1.7, maka |Q|=

Misalkan

N-1

,, 3 Zdiz

2 _ -
L0 -p, P
-p 1| "|p
_ 2 _
Al pltp" P
1 -p 1
-0, |-p

+
ool 2
-p*)+p(-p-0)

b) Tahap kedua

_ 2
e

1+p° -p

— 2 _
o J-s f\

1 -

‘Q‘l‘: =(1-¢")"

Dalam tahap kedua ini, akan dicari NA=1'Q™1.

NA=1'Q"1

1 -p
-p 1+p°
O —
11 y
0o o0
-p 0

0 0 01 1
-p 0 01
1+ p? 0 0|1
0 =+ p° -pll1
0 - 11
-
1
, 1
¥p'- P Epl.

=[1-p 1+p°-20 L p°-2
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(3.29)



NA=[1-p (-p) (@-p) =~ (@-p) 1-p]

2(@-p)+ (N -2)(1-p)
@-p)(2+ (N -2)(1-0))
=(1-p)(N(1-p)+20)

C) Tahap ketiga

1

Dalam tahap ketiga ini, akan dicari N2B=1'Qd.

1

N2B=1'Q'd
1 -p 0 0 o] d ]
-p 1+p* -p 0 0} d,
:[1 Y. . 1 0 -p 1+p° O 0| d,
0 0 0 1+p° -plldyy
-0 0 0 -p 1] dy |
a0
d,
d
=[l-p Wp*-20 Lp'-2 o Bp-P Ep| 7
dN—l
_dN_
-
d2
_ 2 2 2 d,
=[1-p (1-0)" (1-0)" = (-p) 1-p] |
dN—1
_dN_

=(1- p)(d, +dy ) +(1- p)* (d, +d, + ..+ dy_,+d_,)
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1
N 2B = (1_p)(d1+(l_p)d2+(l_p)d3+ "'+(l_p)dN—1+dN)
=(1-p)(d,+d,+..+d  ,+dy-p(d,+d,+...+dy,+dy,))

- (- p)(‘pgd‘j
:_p(l_p)é (3.31)

d) Tahap keempat

Dalam tahap ini, akan dicari C=d'Q™d

C=dQ'd
1 - 0 -« 0 0[d]
0 g P 0 0ld
=[qd2d3---q+ Ok]o —-0 1+ﬁ:.. 0O O
6 0 0 : l*'/; - q\l—l
0 0 O - 1]d ]
=
|d
Hd+d(0 )+ - duGaHdL AN o) datd o)
s
d, |
=d|(d 04 +d{ -d9+dfird)-dg +. 4, ot )d, 4+, (d, 04
=f-2d o+ (- Adord () .42, o) 8, dord
={ P+ +o+. A+ +o{ drd 2 A 24 dd gt 4, )
AN +ﬁ§d2—20§qq+l
=(N-1)+p%, - 20l, (3.32)
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Dengan mensubstitusikan persamaan (3.29), (3.30), (3.31), dan (3.32),
sehingga diperoleh

1 1

- ~Ln-n
L(a;d)=|Q[2 A 2(C-B2/A) 2

N

(o)< [f-p) ]| A2

2 —_—
{(N—l)wzll-Zplz-p ugell k

N (@-p)(N(1-p)+ ZP)}

=[(1-p)(1+ )2 (1- p)-% (Wﬁ

1 2 (g LNy
1 J 2{(N—1)+pzll—2plz——p 1-p)L } 2

N-Np+2p
=(1+p);(1‘L_2pj_; (N=1)+ - 201, 2N T o
N P2 N=(N-2)p '

(1-p)l -
Untuk jumlah N yang besar Mi:o, 1—Mp:1—p dan
N-(N-2)p N

N-1
— 2
l, = § d
i=1
— A2 2 2 2
=d +d;+dJ+...+d{;

B G O N 0 O AP
S

S s S
:;(‘ _X)Z _(N-9)g

S s
=N-1

Jadi, fungsi marginal likelihood untuk AR (1) yang noncircular untuk jumlah N

yang besar dapat didekati dengan fungsi dibawah ini:

L(p’d) = (1+ ,0)% (1— IO)_% ( (N - 1)+ p2 (N _ 1)_ 2p|2 _ q—E(N—l)
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_ ! 1 (L, 20, Y2
L(pd)=(1+p)2(1-p) 2(N-2) 2" 7| 1+ p "N o1 (3.34)

Persamaan (2.34) hampir serupa dengan fungsi marginal likelihood untuk

proses autoregressive yang circular.

3.4  Estimasi Parameter Autoregressive dengan Fungsi Marginal

Likelihood

Taksiran parameter autoregressive diperoleh dengan
memaksimumkan persamaan (3.18). Secara matematis, estimasi maksimum
marginal likelihood lebih mudah dilakukan dengan memanipulasi persamaan
(3.18) menjadi logaritma fungsinya. Memaksimumkan fungsi marginal
likelihood ekivalen dengan memaksimumkan logaritma fungsi marginal

likelihood (bukti dalam lampiran 9).

Untuk mencari nilai taksiran parameter a = (a1,a2,....dp } yang

memaksimumkan persamaan (3.18), maka pendekatan yang paling sering
digunakan adalah menentukan turunan parsial dari logaritma fungsi marginal
likelihood untuk setiap parameter lalu menyamakan dengan nol,

0In(L(a,d)) -0
oaa,

untuk i=1,2,...,p (3.35)

Berdasarkan persamaan(3.35), akan diperoleh persamaan sebanyak

parameter yang tidak diketahui. Taksiran ini dapat diselesaikan secara
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bersamaan. Jika penyelesaian dari fungsi turunan parsial tidak dapat

ditemukan, maka pendekatan numerik dilakukan.
3.4.1 Estimasi Parameter AR (1) yang Circular

Fungsi marginal likelihood untuk AR (1) yang circular pada persamaan

(3.26) adalah

1
_E( N-1)

1
L(pid) =(2=0")(1=p) (N -9 =" (1201 +7)
Berdasarkan persamaan (3.35), parameter AR (1) diperoleh dengan
menurunkan logaritma dari fungsi marginal likelihood terhadap o lalu

menyamakan dengan nol,yaitu:

do
dLn[(l—,oN)(l—p)‘l(N_])-E(N—l)(l_ 201 j|_Ioz)—;(N—l)j
dp 3V
d['—n(l‘pN)‘Ln(l—p)—;(N—])Ln(N—])—;(N—:I)Ln(l— r +p2)j

dp

-Np"* 1 +(N—1)(r'—p):
1-p"  1-p 1- 20r % p?

—N,oN'l(l—,o)(l—2pr '-I-p2)+(1—pN)(l— Pr -I-p2)+(N— )(r'—p)( 1—,0“)( 1)

=011 )
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Taksiran p diperoleh dengan menyelesaikan persamaan
-NA" (1-p)(1- 200 *+ 02)+(1-0") (& r +07)+(N- Yr'-p)( £0")( 20)= (3.36)
dengan syarat
(1-0")(1-p) (1~ 20r % p*) % C
Persamaan (3.36) merupakan persamaan polinomial dari o derajat

N+2, sehingga akan diperoleh N+2 nilai akar dari persamaan tersebut.

Karena p adalah korelasi maka nilainya akan terletak pada interval
-1< p<1, sehingga taksiran untuk p diperoleh dengan mengambil nilai akar

yang terlatak dalam interval tersebut.
3.4.2 Estimasi Parameter AR (1) yang Noncircular

Fungsi marginal likelihood untuk AR (1) yang Noncircular pada
persamaan (3.33) adalah
w 1/ N-=2 - , P (1-p)l, Fa
L(p:d)=(1+p)2 (1——N—pj ((N ~1)+ 0%, - 201, _N——(N——Z)pj
Berdasarkan persamaan (3.35), parameter AR (1) diperoleh dengan
menurunkan logaritma dari fungsi marginal likelihood terhadap o lalu

menyamakan dengan nol,yaitu:

dLn(L(p;d))
dp
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d(;Ln(ltO) 1Ln( N=2 j (N 3)'—”(( AR l\/IJZEN ;)Pﬂ_o

do -

_N-2 (N-1)| 2,0-2,-
11 1 N

2(1+p) _2(1_N'\—12 'Oj

20(1=p))s , Al PPN+
N-(N-2)p N—(N—Z),o (N=(N-2) o)’ J .

el
2

BEEE Y

(1—I\I,;2Pj((N—J)+ﬁl—2dz N—Ell\lglp]{N 2)(1+d[(l\l 140, -2, N%(L' _%'p J{N_])('\'N-j(& 4
(1+d(1—ij(( N3 +4, =2, ﬂﬂs ]

0

=(

Taksiran p diperoleh dengan menyelesaikan

(et SO ealison a0
-(N- 1)(N|;2j(1+p): 0 (3.37)

dengan syarat
N-2 2(1-p)!
(1+'0)(1_N p)L(N—])+p2Il—2pI2—N'O_( f)) & ]#O

Persamaan (3.37) yang merupakan persamaan polinomial dari o derajat 4,
sehingga akan diperoleh 4 nilai akar dari persamaan tersebut. Karena p

adalah korelasi maka nilainya akan terletak pada interval -1< p<1, sehingga
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taksiran untuk p diperoleh dengan mengambil nilai akar yang terlatak dalam

interval tersebut.

=
~

S
-
A A
(98 )4
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BAB IV
APLIKASI ESTIMASI PARAMETER AR (1) DENGAN

FUNGSI MARGINAL LIKELIHOOD

Untuk melengkapi pembahasan estimasi parameter autoregressive
dengan fungsi marginal likelihood, bab ini membahas contoh data runtun
waktu yang dimodelkan dengan proses AR (1) yang parameter
autoregressivenya ditaksir dengan fungsi marginal likelihood yang telah

diperoleh pada bab sebelumnya.

4.1 Pendahuluan

Untuk mendapatkan taksiran parameter autoregressive dengan fungsi
marginal likelihood, dilakukan langkah-langkah sebagai berikut :
1. Penyedian data runtun waktu yang stasioner yang dapat dimodelkan
dengan proses autoregressive orde 1
2. Melakukan penaksiran parameter autoregresive
Data yang digunakan adalah data "Annual yield of grain on Broadbalk

field at Rothamsted 1852-1925” (diberikan dalam lampiran 9).
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4.2  Taksiran parameter Autoregressive dengan Fungsi Marginal
Likelihood untuk Data “ Annual yield of grain on Broadbalk field at

Rothamsted 1852-1925"

Data “Annual yield of grain on Broadbalk filed at Rothamsted 1852-
1925” terdiri dari 73 pengamatan. Sebelum dilakukan penaksiran parameter
Autoregressive, penulis terlebih dahulu memaparkan bahwa data tersebut
bersifat stasioner dan dapat dimodelkan dengan proses autoregressive orde
1 (identifikasi model).

Berdasarkan gambar, data yang stasioner bersifat acak (tidak memiliki
trend atau musiman). Secara definitif, kondisi stasioner AR (1) adalah nilai
mutlak parameter AR (1) kurang dari satu. Plot dari data ini, menunjukkan

bahwa data tersebut stasioner. Plot dari data tersebut diberikan dibawabh ini:

Time Series Plot for C1

35—

30—

25—

20—

15—

10—

Untuk proses autoregressive, identifikasi model dapat dilihat dari plot
ACF (Autocorrelation Function) dan PACF (Partial Autocorrelation Function).

Suatu data runtun waktu dapat dimodelkan dengan proses autoregressive
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jika bentuk ACF dari data tersebut menurun secara eksponensial seiring

dengan pertambahan lag dan PACF menunjukkan orde dari proses

63

autoregressive tersebut. Dibawabh ini diberikan plot ACF dan PACF dari data

“Annual yield of grain on Broadbalk filed at Rothamsted 1852-1925".

ACF "Annual vield of grain on Broadbalk filed at Ro thansted 1852-1925"

10 —
08 —
8 06 —
E o4 - AN SN NN 0 U W . _
0z 7 e 1 1
T T | J
OZE | e = . EEE . S _ AR SEE—— . .
04 -
06 —|
08 —
10 -
T T T
2 7 17
lag Qo i 1B lag Qo T (ice) lag Qr T 1B
1 0.36 309 9.98 8 0.09 062 21.09 15 017 -1.18 26.24
2 015 116 1176 9 0.05 036 2132 16 011 075 2745
3 0.16 116 13.66 10 002 013 2135 17 022 -147 3231
4 019 136 16.39 11 0.04 027 2149 18 031 -1.98 4181
5 013 092 17.71 12 001 -0.06 2149
6 0.09 062 1833 13 -0.06 -0.40 21.80
7 0.16 111 2041 14 013 -0.89 2337
Partial Autocarelation Function for C1
(<
O 10 -
% 08 —
- 06 —
© 0
8 02 - I_'_'_'_'_'_'_'I_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'—'_'_'_
00 * T T
g ] oo - __——id
< 04
06
B 08
‘é’ 10 —
o T T T
2 7 12 17
lag PAC T lag PAC T lag PAC T
1 036 309 8 003 026 15 012 09
2 002 021 9 000 001 16 001 -0.08
3 [ONkR 092 10 008 0.66 17 017 14
4 o 0% 1 004 032 18 019 163
5 0.02 017 12 006 051
6 002 013 13 005 044
7 [ONER 095 14 012 106

Dari plot diatas dapat disimpulkan bahwa data tersebut merupakan

proses autoregressive orde 1.
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Fungsi marginal likelihood untuk AR (1), jika variabel error dianggap
sebagai proses yang circular, diberikan pada persamaan (3.27)

1
~5(N-D)

L(pid)=(1-p")(1-p) (N=9 2" (1 201 + 07)

Berdasarkan data tersebut, diperoleh r' =0.38699770, dimana

N

Zdidi+1
r= iz}\l 1 ,dy,; =d,. Sehingga fungsi marginal likelihood untuk data ini, jika

variabel error adalah proses yang circular adalah

72

L(p:d) =(1-p")(1-p)" 72 2 (1 0773995408+ p°) 2
Berdasarkan lampiran 11 (1), taksiran parameter autoregressive
dengan fungsi marginal likelihood jika variabel error dianggap sebagai proses

yang circular adalah 0.4069178784.
Sedangkan jika variabel error dianggap sebagai proses yang
noncircular, fungsi marginal likelihood diberikan pada persamaan (3.34)

1
1012 (1—,0)|3 J—Z(N—l)

1 N-2 - 2
L(,O;d)=(1+,0)2(1—ij ((N‘1)+P11—2p|z‘N_(N_2)p

N-1

Berdasarkan data tersebut diperoleh |, = z d? = 67.3772808,
i=2

N-1 N1 )2 ()(i —;()
l,=> dd,,= 26.08054, dan I, :(ZdiJ = 8.18929949. d, = ,i=1,2,....,N
i=1 i=2 S

Sehingga fungsi marginal likelihood untuk data ini adalah:
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1 72

. 1 8.18929949%( % o)) 2
L(p;d)=(1+p)2(1_%pj2(72+ 673772808 - 2.26,08084 73 %0( p)]

Berdasarkan lampiran 11 (2), taksiran parameter autoregressive
dengan fungsi marginal likelihood jika variabel error dianggap sebagai proses
yang noncircular adalah 0.4024965490.

Untuk perbandingan, dengan menggunakan software "PhiCast”

diperoleh taksiran o, dengan fungsi maksimum likelihood adalah 0.381463
dan dengan metode moment diperoleh a, = 0.362229782. Dengan demikian,

estimasi parameter autoregressive dengan fungsi marginal likelihood
mendukung estimasi titik dari motode-metode penaksiran parameter

autoregressive yang sudah ada.
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BAB V

PENUTUP

5.1 KESIMPULAN

1)

2)

3)

4)

Kesimpulan yang diperoleh dalam penulisan tugas akhir ini adalah:
Proses Autoregressive dapat dinyatakan sebagai structural model,
sehingga data runtun waktu stasioner merupakan kombinasi linear dari
mean proses dan variabel error yang tidak terobservasi.

Dengan mengganggap variabel error sebagai proses circular dan
noncircular dapat diperoleh sifat distribusi dari variabel error tidak
bergantung pada parameter populasi, sehingga data runtun waktu
mengikuti model Location-scale.

Dengan menggunakan model Location-Scale, vektor data runtun
waktu yang distandarisasi merupakan ancillary statistic untuk y dan o.
Karena distribusi dari ancillary statistic bebas dari parameter populasi,
maka ancillary statistic merupakan dasar untuk membangun fungsi
marginal likelihood yang hanya bergantung pada parameter

Autoregressive.
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5) Estimasi parameter AR dengan fungsi marginal likelihood mendukung

estimasi titik dari metode-metode penaksiran parameter AR yang

sudah ada.

5.2 SARAN

Dalam tugas akhir ini penaksiran parameter hanya dilakukan untuk
proses Autoregressive orde 1, sehingga penulis menyarankan menaksir

parameter proses Autoregressive untuk orde yang lebih tinggi.
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LAMPIRAN 1

Menunjukkan y, = E(X X,) - 44 untuk t,s=0,£1+2,..

Tujuan:
Akan dibuktikan y; ¢ =Cov(X,, X,) = E[(X, = 14)(Xs = )] = E(X X)) — 14 44,

untukt,s=0,x1+2,..

Bukti:

Vie =Cov(X,, X,) = E[ (X, =14 ) (X, = 145) ]
= E[ XX = X = 4 X, + 4]
= E[X.X]- E[ s X,] - E[ X, ]+ E[ 1]
= E[ X X,] - 4 E[ X,] = .E[ X, ] + E[ 4 44.]
= E[X X = skt =ttt + i
=E[ XX, - 14 untukt,s= 0,1+ 2,..
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LAMPIRAN 2
Menunjukkan Q (Matriks Autokovariansi), Berukuran NxN,

dalam Proses Circular Dapat Dinyatakan sebagai

Q s EPE
=0+ p(WHWT) + o W2 W) 4 4oy (W +W ")
—(N-1
2

Untuk N ganijil, dan
1 1
Q :0-2{| +p1(W+W_1) +p2(W2+W'2) +"'+%p1N(W2N +W 2N)}
2

Untuk N genap

Tujuan:
Dalam proses circular, matriks autokovariansi yang berukuran NxN

mempunyai bentuk seperti dibawah ini:

T4 N N aWw
Py 1 P Py o P P
EXX)=c®p, oo 1 Py o Py P5|=9

B Py Py Py o Py

disini akan dibuktikan bahwa bentuk diatas dapat dinyatakan dalam bentuk
lain seperti dibawah ini:

1
%( N-1) --(N-1)

Q=01+ p(W+ W) + o WHHW? hkp, (W 4w 2

N-1
>(N-D)

dimana N bilangan ganijil positif, atau
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1 1
Q=01+ p(W W)+ p( W2 W w2 oy (W W 2},
2

dimana N bilangan genap positif. Untuk semua nilai N, | menotasikan matriks

identitas berukuran NxN dan W adalah circulant definition of auxiliary identity

matrix berukuran NxN, dimana

0
0
0

1

0
1

0 O

0

O O O

o O

1 0O

(N-1)x(N-1)

0 )

a) Untuk N bilangan ganjil posiitif, akan dibuktikan

Q=0

Bukti:

Q. =0[1]=0%1

1

P
P>

Py

=071+ p(W+W + p( W2+ WD) +..+p, (W

el
1

12

P>

P

P
1

Ps3

P
Ps
Pr

A

- P2
- Ps
« Py

P

P
£
Ps

1

1
E(N_l) + W 2

A
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'oooon—\"oooop'lb.?p@.bl—\

COO0OFPO O0OO0OFrR O COCOOFROIDD LD

OO kFr OO0 OO0OPr OO0 oo r oo

o O O O B+

T

I 10 0] [0 p p
1 p|=0%0 1 0|+|p, 0 p,
Py 1 00 1 [p p O
0 0] [O p, O 0 0 p
1 0|+ 0 0 p|+|p, O O
0O 1] [p, O O 0O p, O
0O O 0O 1 O 0O 0 1
1 0[+p]|0 0 1+p|2 0 O
0 1 1 0 O 0O 1 O

PO RPDID

P P

2 P,

PP

1 p

po 1
04d[0og 0 0g|l[0 Op p O

0 A 0pg 0 0|0 0 O0p p
00HO0 g 0 g OlHp, O O O p,

1 0 0g O0pg||lpp O OO

0 2 0 0png 0[0p p 0 O
0dg[0g 0000 O0O0O0g|l[O
0 0 0g 0O |p 00O 0
00HO O 0 g OHOpg O O O+ O
1 000 O0pgllO0OO0QK O p 0
01|g 00O0O0|0O0O0Rg | 0p 0 0 O
0 0100 fooo0oOf1 [0010
0 0010 10000 |00O01
00+gf 0001 0kg O100@p00O00O0
1 0000O0 00100 |21000
0 11000 100010 |0100
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Q=01+ pW +pW + p W2+ p, (W?

)

)
=021+ p, (W + W)+ p, (W2+(W?2))

0—2{| + o, (W +W‘1)+p2(wz+(w 2)_l)}

=o{1+p,(W+W )+ p, (W2+w2))
Dengan melihat pola pada Q. , dan ..., tentu kita dapat

memperluasnya lagi pada Q,,, , dimana N bilangan ganjil positif, sebagai

berikut:
-y _
A b, Py
1
A P Py P
Qun= p%(w—:) 'Oiz(N-g LA ’05 N
1
ET T ¥ Hiy
| A P p—;(N—l) IO—;(N—3) " |
[0 0
10 .. 00 . 0 ER
“ 170 0 ..4] 0 0 0
01...00...cﬂ’g X % %(N-n
=0 0 10.(&60 N VN 0 0
00 ..01. 0 S 2 0 0
: -, R 50 0 0 p—;(N—]) IO—;(N—I)
00..00 . 1~ Co -
0 0 .. 0 0
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0

=02{I + oW+ p W

:UZ{I +,o1W+,olW‘1+...+,ol( |
—(N-1
2

00 g o
00 Q P
1o o
10 d+|
0 0
01 q .
: 0
0 0 1 | O
g -
0 0
0 0
0 0
- 2(N-1)
. 0
< 2(N-1)
00 y, \
01
00 Q
: 00
10 d+p|
Ao o
01 q :
: 10
o) 1 -
0 01 d 0
0 0 0 a 0
0 0 0 C+,01(N_1) 0
1 00 d 2 |1
0 10 q I
o+ W%(N_l)+
p}(N—l) p—l(N—l)
2 2
1
WE(N-1)+ .
E(N_)
(W%(Nfl)

=0 {l +p(W+W™) +..+p,

S(N-D)

(@]

+0, ’
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0 .. p
0O ... 0
.
0 .. O
0 0
0
E(N_)
0 "’gm-l)
0 0
0
0 0
0 B}
O .. D
1 N
O .. 0
0 .. D
d
0
1
0
0
|
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b) Untuk N bilangan genap posiitif, akan dibuktikan
1 B o Py o P P
ol op P PP
Qun=0°p, P 1 P o Py Py
P P2 Ps Pa p 1]
2 - 2 : 1 1y -In
= o1 + p(W + W + oW +W2)+---+§p1N(W2 +W 2)}
2
Bukti
92x2:0.2 1 pl =0.2 1 O+ 0 pl
p, 1 0 1 p, O
_ 2l o], 1 [0 2
- o 1| 22 o
Ly 1 0 1 W &
=0 + =0 +
0 1| 2 1 0 1 0
:az{l+%p1(W+W)}
2 1 -1
=0 {|+2p1(W+W )}
1 o o P
Q — zpl 1 pl p2
oA lop
popopy 1
12 000 [0 g 0 p] [0 0 p, O]
:020100+,010p10+000p2
0010 |0 g 0 pll|p, 0 0 O
0001 |p O p 0] |0 p, 0O O]
1 0 00 ([O o 0O 0][0 0 0 g 00
0100 ||lO0O O 0 0 0 O 00
=0’ + P P +1p2
0010 |[|0O 0 O0p|l|0p 0 02720
0001 (p 0 0 0|0 0p O 0 2
1 0 0 O 010 00O 00
_2)|0 1 00, 0014|1000 1 |00
"TNoo10?ooo0 1010 27|11 o
0 0 0 1 100 0010 01

o O O

OO O oN

o O+ O

o O N O

o+ O O
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1 1 1
Q,, =02{I P+ p W+ o, (W2 +(W?) )}
— 2 a1 2 2\t
=0 {I+,01(W+W )+§,02(W +(w?) )}
— 42 -1 1 2 -2
=0 {I+,01(W+W )+§p2(W +W )}
Dengan melihat pola pada Q,,, dan ,,,, tentu kita dapat

memperluasnya lagi pada Q,,, , dimana N bilangan genap positif, sebagai

berikut:
i 1 H '0le IO—]N—l pl—
2 2
A P, Pu P
2 2
p,lN p}N—l 101 1 Io}N_l
2 2

g '02 'O,lN—l RIN—Z 1

L F 2 X
(0. 0.p O 0]

» _ 2

10"'00"'c_0ﬁ1---0---ﬁi_ 0 0. O 0

01..00 . Eh

) . : yol 0 0 .. 0

=#]00 .. 10 .04 g0 0. 00
00 ..0. O 2

00 ..01 .. :

: : o 0 ..0. O 2

00 ..00 .. g.ﬁ -
0 0. 00 0

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.




77

10 00 [0 0 0 [0 0 0 ]
0 1 00 o) . O
0 0 ..0 ..Q|p O0..0..0
Q,,=0%]0 0 .. 1 0 .. g+ o | R
0O 0 .. 0 ..0J|0OO. 0.0
00 1 -
0 0 o0 o 0 0
00 00 LA - b -
0 0 2 0 J
0 0 0 2 0
1
~p, |0 O 00 2
25'\‘
2 0 00
0 O 00 q
1 0 00 _ R _
0 1 0 0 00 0
0 1 00
00 0 0 10 0
:0_2 00 10 + I+ . °. :+...
Rlo o 0 oploo...o...:)
00 0 1 : :
10 0 0 00 0 D
0 0 00 - 1 R .
0 0 10 dflfo o 1 0
0 0 0 1 gl o0 o 0 1
5P 00 ..0O0 .. 1400 .. 00 ... 1
2111 0 00 10 0 O
00 ..0O0 . Q|00 .. 00

1 1
:02{| + oW +p1W'+_,,+%plN (WZN +(W')2NJ}
2

2 -1 1 N N
=01+ pW+pW +"'+E’01N Wz +W 2
2
1

_ 1 Iy -=N
=1+ W AW 4+ D, (W W) -

2
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LAMPIRAN 3

W Matriks Ortogonal

Tujuan:

Akan dibuktikan W adalah matriks ortogonal, yaitu:

01 00 .. O

0O 01 0o .. O

W™'=W"dimana w = 0 "W y
0O 0 O 1

1 00 0 )

Bukti:

L1
~ det(W)

Adj (W)

Pertama kali akan dicari det(W ) dengan menggunakan teorema 2.2.1,

yaitu perluasan kofaktor sepanjang kolom ke-1
detW)=2a,C;; +a,C it ..+8,Cy,

010 .. 100 1 0
001 .. 001 .. 010
=0(-17 R +0(-17|; R +o A 1ED
000 000 000
00 ot 000 .. 0. .., 000 .. 1 ..
0
10 ..
= ()N K =(-"*
000
000 N-1xN-1

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.



79

Jika N bilangan ganijil, maka N+1 genap, sehingga det(W )= 1, sedangkan jika
N genap, maka N+1 ganjil, sehinggadet(W )=-1.
Selanjutnya akan dicari matriks kofaktor C karena Adj(W) =C'

(tranpose dari matriks kofaktor).

[ C, C, Cis Cn |
C21 C22 C23 CZN
c=| :
C(N‘l)l C(N‘l)2 C(N—1)3 Cq\j_j_)\j
L CNl CN2 CN3 CNN |
100 - d
01 0 - (@
C, =(-1)°}: e =1.0= 0
0 0O 1
0 070 c(N-1)><(N—1)
0 10
1 0 -
0O 0 1 4
C,= (-1 = (D11 ;
0 0O 0 N
1 0 O --- ey (N=2)x(N-2)
= (-)".1
= -1V = 1 untuk Nganjil
-1 untuk N genap
000
0O 01 --(
C13:(—1)4 : RN =1.0=0
0O 0O ]
100 (N-1)x(N-1)
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0 0 1 @
Cin = (_1)N+1 000 - 1 = (—1)N+1 .0=C
0 0O (
100 (N-1)x(N-1)
1 0O C
0 0 1 C
Cy = (_1)3 =-1.0=0
0O 0O 1
" c(N—l)x(N—l)
0 0O C
0 0 1 C
Cy, = (_1)4 =1.0=0
0 0 O 1
LU c(N—l)x(N—l)
010 Q
1 0 -
0 0 1 C )
C,= (—1)5 : . 9 = (-1 15N—1)+1 :
0O 0O 1 . :
0O 0 -
—~a c<N—1)X(N—1)
— (_1)N+1.1
= (1" = 1 untuk Nganjil
-1 untuk N genap
0O 1 0 ---
CZN :(_1)N+2 0 O 0 ] =(_]-)N+2 _O: O
0 0O (
100 (N-1)(N-1)
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(N=2)x(N-2)
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1 0O d
010 @
N . . N
C(N—m:(_l) : o =(—1) .0=0
0 0O 1
000 (N-1)x(N~-1)
O 0O C
0O 1 0 --- (
C(N—1)2 = (_1)N+l = (_1)N+1 .0: O
0 0O 1
1 0 O C(N_l)x(N_l)

N+2 N+2
Cin-na = (_1) : == =0
0 00O 1
1000 N R
10 -
c,, 0y . - (D= )= 1 untuk Nganjil
N : re -1 untuk N genap
00 - (N-1)x(N-1)
010
1
0 0 1 .
Cova = (D™ o = (1PN M 2t
0 0O 0 .
1 0 O --- C(N_l)X(N_l) (N-2)x(N-2)
=(-)™ 1
- (1= 1 untuk Nganjil
) -1 untukN genap
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CN2:(_1)N+2

CN3 (_1)N+3

CNN :(_1)2N
sehingga
R C11
C21
c=| i
L CNl

0 1

00
=1 :

0 0

10

C(N—l)l C(N—1)2 C(N—1)3

000 d
010 -
001 ( =(-1)"".0=¢
000 ](N—l)x(N—l)
010 d
000 -
001 ( =(-)"".0= 0
000 1 ey

10 - C

01 C

=(-0)™ .0=0

00 - 1

00 C(N—l)X(N—l)

Cp Co - Cy 1[0 -1 0

Co Cpu - Cy 0O 0 -1.-

Couun| |0 0 0O

Cy2 Cvs  Cw I 0 0
0 - O
1 -+ 0
o= (W
0 --- 1
0 - )

untuk N bilangan genap positif, sedangkan
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untuk N bilangan ganjil positif.

Untuk N bilangan bilangan genap

w :ilxadj(W) =-1xC"

= —Ix ()W
=W'

dan untuk N bilangan ganijil

W‘lzixadj(W):lxc
=W'

Jadi terbukti W ortogonal, W™ =W"

C(N—l)l C(N—l)z C(N—l)3 C(N—l)N
L CNl CN2 CN3 CNN |

83
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LAMPIRAN 4

Menunjukkan W =1 .

Tujuan:

Akan dibuktikan sifat ke-2 dari matriks W, yaitu

01 0 O 0
0 01 O 0
Wh',“xN =| dimanaw = ,O — 1 _0 dan | adalah matriks identitas.
0O 0 0 O
1 000 )
Bukti:
Untuk N=2

0

W2><2 S |:1

- _
ﬂ =(a,a,) dimana a, :{O} dan a, = 0}

01 1 O
W22x2:W2)(2.W2(2:(a2,a1)|: O}Z(ara?):[ =l

1 N
Untuk N=3
010 1 0 0
W,,=|0 0 1|=(a;a,a,) dimanaa =|0|,a,=|1|,dana,=|0
1 00 0 0 1
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W32x3 :W3<3-W33:(a3’a1’a2) 0

W33x3 = W32x3.W33: (az’as’al)

2

Dengan melihat pola dari W,

memperluasnya lagi pada W,

010 0l
0 01 0
Wy =| :
000 1
100 0

W2 =W W =

NxN

3 —\\2 —
Wi =W

W

NxN —

(CHECHE RN |

)

(CYE:N: RON -

=(a, A, ) =

=(a A, a;) =

O o =

P, o O

85

3x3

dan WZ,, tentu kita dapat

sebagai berikut:

(@]

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.

= (ay,ay,8,,---2y-, Ay, ) dimana a; adalah vektor

£ N e N N

1= (B Bess BBy Brc)



010 .. 0
001 0
Wit = Wit Wy =(85,8,.86, -8, 8|
00O 1
100 .. 0
=(a, 85,842y A
01 0 .. O
001 0
Wi = Wi Wy =(85,85,8,,--8y By)]
00O 1
100 .. 0
=(ay, 85,85, Ay_1 Ay)
:|N><N

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.
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LAMPIRAN 5
Menunjukkan Q (Matrik Autokovariansi), berukuran NxN,

dalam Proses Noncircular Dapat Dinyatakan Sebagai

Q=0{l +p(U+U) +..+ p,_ (U + UM} untuk semua N

Tujuan:
Dalam proses noncircular matrik autokovariansi yang berukuran NxN

dinyatakan dalam bentuk di bawah ini

i 2 P Ps o Pn-2 Pu-a
p 1 o P o POz Pn-2

EXX)=0®|pg, o 1 P e Py PR

| Pn-1 Pn-2 POn-3 Pn-a o i 1@

disini akan dibuktikan bahwa matriks autokovariansi diatas dapat dinyatakan

dalam dalam bentuk
Q=0¥l+p(U+U) +p U?+U? +...+ o, (Ur +U ")}
Untuk sembarang N, dimana N bilangan asli. Untuk semua nilai N, | adalah

matriks identitas berukuran NxN dan U adalah noncirculant definition of

auxiliary identity matrix berukuran NxN, dimana

01 00
0 010
0 001

o o o
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A

0

1 p P
Qua=0%p, 1 p,|=0°
P, P 1
1 0 O 0
=0g2{|0 1 0[|+[|0
0 0 1 0
1 0 O 0
0 1 0|+p,|0
0 0 1 0

0.2

<

P

0
0
1
0
0

| +pU+pU'+p,U%+p,(U

1 0 O 0O p, O 0O 0 p,

0O 1 O|+|p, O p, (¥ 0 0O O

0 0 1 0O p, O p, 0 O
0 0O 0 O 0 0 p,
p, |+l p, 0 O|+]|0 O O]+
0 0 po, O 0O 0 O
0 0 0 O 0 0
1+p| 1 0 0+p, 0 0 0Q+p,
0 0 1 O 0 0

)}

=g’{l+p, (U+U")+p,(U*+U" )}

Dengan melihat pola pada Q,,, dan ..., tentu kita dapat

memperluasnya lagi pada Q,,, , dimana N bilangan asli, sebagai berikut:

1

Py
P

P
1

Py

P,
Py

Pni-2
| Py

Pn-3
Pn-2

P-4
Pn-3

Estimasi parameter...

Pn-2
Pn-3
P-4

Pn-1
Pn-2
Pn-3

Py
1

, lImiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.
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NxN —

T
o B O O o

o O

'_\

o O
o O

0 O
0 0

= 02{| +pU+pU'+.. .+ p U +,0N-1(U ')N_l}

. I
N Y S
o
o

=

o

o O
o O

o
o
o

P O O o o

0

o

[0 o O

O ,01 o pl

: 0 0 O

1 [0 0 O

o [0p

0 |0 0 p

0 |0 O

. + .

: 0 O

1 [0 O

Pua| | O 0
0 0 0
0 0 0
. + o

0 0 0
0] [Pya 0
g [0 10

0 0 01

0 0 0

| A .
g 0O 0 0 .
1 10 0 0 .

0 1 [0 0 O

0 0 0 00O
0 0 O
. +10N—l;

0 O 0 0

00 11 00

:az{l +p,(U +UI)+---+,0N—1(UN_1+U '(N_))}
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0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
..+"+~
0 p 0 0
0] | Py O
o df[o o0 o0
0O 0 |p, OO
0p[ |0 0O
0 Q|0 0 O
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0 000
00 100
0 0 010
N - g
gl 0 00
0 0 000
00
0 0
0 0
0 0
0 0
H

89

o O O

o

o

- P

0 Py, ]
0 o0
0 o0
0 o0
0 0
0
0
0
N
0
0

[

0

0
T
0

Jo
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Lampiran 6

Menunjukkan UY,, =0,y

Tujuan:

Akan dibuktikan sifat dari matriks U, yaitu

01 00 .. 0
001 0 .. 0

UN,, =0dimana y=[2 0 O 1 - @ gan 0 adalah matriks nol.
0 00O
00000 O

Bukti:

Untuk N=2

0 1 1 0
u,,= =(0,a,) dimana a, = dan 0=

01 0O O
szz:UMU“:(O’a]){o o}:(o’o){o O}ZOM

Untuk N=3
010 1 0 0
U,,=|0 0 1|=(0,a,a,) dimana a =|0|,a,=|1|,dan 0=|0
0 0O 0 0 0
010 0 01
Us;=U,.U,,=(0a,a,)/0 0 1/=(00a)=| 0 O
0 0O 0O 0 O

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.
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0 01 0 0O
U;3:U§<3.U3<3:(O,O,a1) 0 0O :(ODD): 00 = 0,5
0 0O 0 0O

Dengan melihat pola dari U2, dan U2, tentu kita dapat

memperluasnya lagi pada Uy, sebagai berikut:

01 0 .. 0
001 .. 0
Uyen =1 ¢ . 1|1=004a,a,,...a,, &) dimana a, adalah vektor
000 .. 1
0 00 .. 0

0.
010
001 ..
Un =Unae U =(0,8,,8, 00845 By | - 1=(004, . Avs Av)
000 1
000
010 .. O
01 ..0
U?\IXN:U§XN'UNXN :(010131’-"aN—3 aN—2) : N :(ODD""aN—4 aN—3)
000 1
000 0
010 .. 0
01 ..0
Un =UniaUnen =(0,00,...8, 3,)| . 11=(000,..04,)
000 1
000 y

Estimasi parameter..., llmiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.
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010
001
Utas =Uni Uny =(0.0,0,..08)
000 ..1
000
=(0,00.,..00)
= Oy u

O\ 9
- : o
v LS ¥
S IASY
=~
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LAMPIRAN 7

Menunjukkan distribusi dari d bebas dari parameter U dan o

Tujuan:
Misalkan terdapat N variabel random X,, X,,...,X,,, dapat dinyatakan
sebagai:
X, = u+oe I=1,2,....,N

dimana € mempunyai distribusi tertentu yang tidak bergantung pada x dan

o . Akan dibuktikan distribusi marginal dari d ={d} ={(x =x)/s} i=1.2....N,

dimana x=>" x /N dan & = Zi'il(x —§)2/(N -1), bebas dari parameter u

dan o.

Bukti:

Berdasarkan persamaan (2.16), pdf bersama dari ;<,sX dan d adalah

N-2 _ - <
f(?(,sx,d;,u,a)zsx (dNN dN-l)delg(;x ,U’____’dNSX;x ,U}

Untuk mempermudah pembuktian misalkan ¢ ~ NIID(0,1),

2

1
f(q):Eexp(—%) —0<g <®

Estimasi parameter..., limiyati Sari, FMIPA Ul, 2009.
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sehingga persamaan (2.16) menjadi

— 2 —_ 2
v . _SJ(\I_Z(dN_dN—l) 1 1 dlSX+X_/'1 1 1 dNSS<+X_,U
f d = . -= e i e S AN
(X’S" ,,u,a) o \/Eexp{ 2( o ] J Jor ex% 2( o J J
2

_s'%(dy —dy,) exp) - 12N [di% +(§<—#)J

(277)% o 2"

_ - 2
N-2(d, -d _1) lszdi2+25A(x—,u)2di+Z(x—,u)
2 o’
(277)2 o"
dari pada sub bab 3.3.1.1 c) dan d) telah dibuktikan bahwa Zdi =0 dan

> d?=N~-1, sehingga

(2m)z2 o at

(x s,.d; ,ua)—Mexp[_;Sf(N—lﬁN(X—,u) J

Berdasarkan definisi dalam sub. bab 2.6, maka distribusi marginal dari d

f(d)= TT Nz(d le) _}i(N_l)"‘N(X—/J) .

xds, u:;(;'u X=—00 , U=—00
277)20' 2 \ g
1 _ —
¥} % du=—dx X=oe -u=
197 =0 1S(N-D)F | aN(x=) | 7 ’
=[Fen S [e o — (s
o ()0 ’
o _N-2 _ 2(N — = 2
:J‘Sk (dNN dy-1) exp(_iwjj ex;{—lNzu jUdudSX (1)
o (2m)2 o™ g e

Sebelum menyelesaikan integral diatas, terlebih dahulu akan dicari nilai dari

o 2
J expt- )y
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Misalkan

00 y2
| = | exp(-=-)d
_jwp(z)y

95

Integral ini ada, karena integrannya positif kontinu dan dibatasi oleh fungsi

yang integrabel, yaitu:

2
0<exp)<expt b +1)  —w<y<e

dan Jexp(— ly |+ 1dy= 2.

Untuk menghitung integral |, I>0 dan 17 >0 ditulis:

0 00

12= [ [ exp- 7 ;’ 2 \ydlz

—00 —00

Misalkan y=rcosfd dan z=rsind, maka y*+2z° = rz(sin26’+ cos 6?) =r? dan

ay oy
oy oy 9 -
1J E or 00| _ C? > :r(co§6?+ sir’lﬁ):r , sehingga
0z 0z| |sin@ rcod
or 068

27T o

17 = [ [exp(~r? /2rdrd@
00
2 ©

= J —exp(—r2 /2)‘ dé

0 0
2m

= j 1d6
0

=6 =2n

berarti | =27
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Dari (1) g:\/ﬁu U=-c0 - g=-00

o dg:«/ﬁdu U=o0 - g=o0
dy —d,, 15 (N-1 INU?
f(d)= .[Mex;{—a%]jexy{——u}fdudg du=1/+/Ndg

o (2m)2 0" o

N 1 % 2
(i e
o (2m)z2 oN" e

Berdsarakan persamaan (1), maka

0\/_(277') 2 UNl 2 U dh:_dsk Sx:°0—>h:°°

. f( J exp{_%g(;‘)stx ds, = odh

S — —
y =0-h=0
- S

x/N(ZIT) > go

_1) hN2 e 1N-1) 1) odh
\/W(ZH) 2 al ( j
— \Un T8N/ dy —dy- 1) hV-2 IN-1) l) dh
\/W(ZIT) '([ ( )

Nilai dari integral J'hN‘2 exp(—l(NT_l) hzjdh tidak bergantung pada o,
0

sehingga terbukti bahwa distribusi marginal dari d tidak bergantung pada u

dan o. [ |
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Lampiran 8

Menunjukkan o¢Z, Mempunyai Sifat-Sifat Distribusi

yang Sama dengan a,

Tujuan:
Akan dibuktikan gZ, mempunyai mean 0 dan variansi ° sama halnya

dengan a,, dimana Z, mempunyai mean nol, variansi 1 dan independent.

Bukti:

/'IUZI = E(azt)
=0E(Z,)
=0

var(0z,)=E|(0z,)’ |-[E(2)]
=E|0°Z}]-0
=0°E(z,-0)°
=g*Var(Z,)

:0'2
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Lampiran 9

6 memaksimumkan L(6) ~ 6 memaksimumkan InL(6)

Tujuan:

Menunjukkan, & memaksimumkan L(6) « 6 memaksimumkan InL(6).
Bukti:

(-) Adit: & memaksimumkan L(6) - 8 memaksimumkan InL(6)

Karena 6 memaksimumkan L(8), maka:

_aL(e) A
06

Da|_(6') _ 1

|
g

=0 (1)
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92InL(6)
06°

<0 (2)

Dari (1) dan (2) terlihat bahwa 8 juga memaksimumkan InL ().

() Adit: @ memaksimumkan InL(68) -~ 6 memaksimumkan L(8).

Karena & memaksimumkan InL(6), maka

aInL(6)
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)

26| L(6) BT L(9)<O

0%L(6) _ 1 [ .

06> L(6)

0%L(6) _ 1

35 DL(—Q)[IL(H)<OEIL(6?)

aZL(9)<O 4)

06°
Dari (3) dan (4) terlihat bahwa 6 juga memaksimumkan L(&).

O Terbukti bahwa @ memaksimumkan L(H) < @ memaksimumkan

InL(8).
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Data " Annual yield of grain on Broadbalk field

Lampiran 10

at Rothamsted 1852-1925"

101

hasil hasil hasil hasil hasil hasil
tahun | panen | tahun | panen | tahun | panen | tahun | panen | tahun | panen | tahun | panen
1853 1.92 | 1867 2.32 | 1881 2.14 | 1895 3.17 | 1909 2.78 | 1923 151
1854 1.26 | 1868 1.97 | 1882 2.25 | 1896 3.26 | 1910 2.19 | 1924 1.01
1855 3| 1869 2.92 | 1883 2.52 | 1897 272 | 1911 2.84 | 1925 1.34
1856 2,51 | 1870 253 | 1884 2.36 | 1898 3.03 | 1912 1.39
1857 255 | 1871 2.64 | 1885 2.82 | 1899 3.02 | 1913 1.7
1858 29| 1872 2.29 | 1886 2.61 | 1900 2.36 | 1914 2.26
1859 2.82 | 1873 1.82 | 1887 251 | 1901 2.83 | 1915 2.78
1860 254 | 1874 2.72 | 1888 2.61 | 1902 2.76 | 1916 2.01
1861 2.09 | 1875 2.12 | 1889 2.75 | 1903 2.07 | 1917 1.23
1862 2.47 | 1876 1.73 | 1890 3.49 | 1904 1.63 | 1918 2.87
1863 2.74 | 1877 1.66 | 1891 3.22 | 1905 3.02 | 1919 2.12
1864 3.23 | 1878 2.12 | 1892 2.37 | 1906 3.27 | 1920 2.39
1865 291 | 1879 1.19 | 1893 2.52 | 1907 2.75| 1921 2.23
1866 2.67 | 1880 2.66 | 1894 3.23 | 1908 2.97 | 1922 2.73
tahun di tahun di tahun di tahun di tahun | di
1853 | -0.917 | 1868 | -0.8284 | 1883 | 0.1461 | 1898 1.0498 | 1913 | -1.3068
1854 | -2.0864 | 1869 | 0.8549 | 1884 | -0.1374 | 1899 1.0321 | 1914 | -0.3146
1855 | 0.9966 | 1870 | 0.1638 | 1885 | 0.6777 | 1900 -0.1374 | 1915 | 0.6068
1856 | 0.1284 | 1871 | 0.3587 | 1886 | 0.3056 | 1901 0.6954 | 1916 | -0.7575
1857 | 0.1993 | 1872 | -0.2614 | 1887 | 0.1284 | 1902 0.5714 | 1917 | -2.1396
1858 | 0.8194 | 1873 | -1.0942 | 1888 | 0.3056 | 1903 -0.6512 | 1918 | 0.7663
1859 | 0.6777 | 1874 | 0.5005 | 1889 | 0.5536 | 1904 -1.4308 | 1919 | -0.5626
1860 | 0.1816 | 1875 | -0.5626 | 1890 | 1.8648 | 1905 1.0321 | 1920 | -0.0842
1861 | -0.6158 | 1876 | -1.2537 | 1891 | 1.3864 | 1906 1.4750 | 1921 | -0.3677
1862 | 0.0575 | 1877 | -1.3777 | 1892 | -0.1197 | 1907 0.5536 | 1922 | 0.5182
1863 | 0.5359 | 1878 | -0.5626 | 1893 | 0.1461 | 1908 0.9435 | 1923 | -1.6435
1864 | 1.4041 | 1879 | -2.2105 | 1894 | 1.4041 | 1909 0.6068 | 1924 | -2.5294
1865 | 0.8371 | 1880 | 0.3942 | 1895 | 1.2978 | 1910 -0.4386 | 1925 | -1.9447
1866 | 0.4119 | 1881 | -0.5272 | 1896 | 1.4573 | 1911 0.7131
1867 | -0.2083 | 1882 | -0.3323 | 1897 | 0.5005 | 1912 -1.8561
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Lampiran 11
Taksiran Parameter AR (1) dengan Fungsi Marginal Li  kelihood
Untuk Data ” Annual yield of grain on Broadbalk field

at Rothamsted 1852-1925"

Tujuan:

Berikut ini akan diberikan penurunan untuk mendapatkan taksiran
parameter AR (1) untuk Data "Annual yield of grain on Broadbalk field
at Rothamsted 1852-1925" jika variabel error dianggap sebagai proses
circular dan noncircular. Hasil taksiran diperoleh dengan menggunakan

bantuan software Maple 9.5.

(1). Taksiran parameter AR (1) jika variabel error dianggap sebagai proses
yang circular

Fungsi marginal likelihood untuk data ini adalah

72 72

L(o:d)=(1-p")(1-p)" 722 (1= 0.7739954Q8+ p*) 2
dalam Maple 9.5 diberikan dengan
>L1(rho):=(1-rho”73)*(1-rho)"(-1)*(72)"(-72/2)*(1-

2% 0. 386997703* r ho+r ho*2) (- 72/ 2) ;
L1(p) :=(1-p") / (73108836365628197251824330703246272444819209838984273803(

36
(1-p) (1-0.7739954G8+ p?) )

Taksiran parameter autoregressive orde 1, diperoleh dengan

memaksimumkan fungsi marginal likelihood diatas. Telah dibuktikan pada
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lampiran 9 bahwa 6 memaksimumkan L(H) - 6@ memaksimumkan InL(B).

Ln dari fungsi marginal likelihood diatas, yaitu:

>L2(rho): =l n(L1(rho));
L2(p) :=In((1-p”®) / (7310883636562819725182433070324627244481920983698427380301.

36
(1-p) (1-0.773995406 + p?) ))
>L3(rho):=diff(L2(rho),rho)=0;
L3(p) :=73108836365628197251824330703246272444819209838984273803012096- 78° / (
73108836365628197251824330703246272444819209838984273803012094(-p )

36
(1-0.77399540@ + p?) ) +(1-p™) / (
73108836365628197251824330703246272444819209838984273803012096(- p 2)

36
(1- 0.773995406p + p*) ) — (1-p’®) (-0.773995406+ D) / (
2030801010156338812550675852867952012356089162288893716750336 1(—p )
37 36
(1-0.773995406p + p*) )) (1-p) (1- 0.773995406p + p*) / (1-p"®)=0
>sol ve( % ;
-1, 1., -0.996148204- 0.0876855462I, -0.996148204+ 0.0876855462l,
-0.9846221909 0.17469728450.9846221909 0.17469728K450.965509858+ 0.26036649P.1
-0.965509858+ 0.26036649010.9389569642 0.34403461P40.9389569642 0.34403461P4

-0.9051660243 0.42505819K10.9051660243 0.42505819K4,10.8643947788 0.50281374B3

-0.8643947788 0.50281374B30.8169542443 0.57670249070.8169542443 0.5767024907
-0.763206363- 0.6461548161, -0.763206363+ 0.6461548161, -0.703561272—- 0.710634600I,

-0.7035612726 0.710634600%0.6384742046 0.76964322P50.6384742046 0.76964322P5
-0.5684420608 0.822723291/60.5684420608 0.8227232917,60.4939996654 0.86946209p,7
-0.4939996654 0.86946209P /0.4157157549 0.9094945911,00.415715754% 0.90949459110

-0.3341887058 0.94250618610.3341887058 0.94250618510.250042064% 0.96823497U7
-0.250042064+ 0.968234974l, -0.163919898- 0.9864 736521, -0.163919898+ 0.986473652I,

-0.07648202479 0.99707096030.07648202479 0.9970709603

0.01160086285 0.99993270710.0116008628% 0.9999327071D.09965209611 0.9950223413
0.0996520961t 0.9950223418.1869939373 0.98236106I7D.1869939378 0.98236106177
0.2729524269 0.962027532D.2729524269 0.9620275322.356862124+ 0.9341570660
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0.356862124 + 0.934157066 1,(0.406917878), 0.438070692 — 0.8989405251,

0.4380706924 0.89894052550.5159432669 0.85662275550.5159432669 0.8566227555
0.5898665822 0.80750072150.5898665822 0.80750072150.659252812F 0.7519213587
0.659252812% 0.751921358,/0.723543141F 0.69027916800.723543141% 0.6902791680

0.782211125% 0.62301344750.782211125% 0.62301344750.834765997F 0.5506048756
0.834765997 + 0.5506048751, 0.880756204 — 0.4735699601, 0.880756204 + 0.473569960 I,

0.9197735946- 0.39244940540.9197735946- 0.39244940540.951458792F 0.3077761686
0.951458792% 0.30777616860.9755083192 0.21996254050.9755083192 0.2199625405

0.9916847225 0.128691146,/0.9916847225 0.12869114672.457498314

Berdasarkan persamaan (2.4), a, =-p,, dan nilai -1< p, <1, sehingga

,=0.4069178784.

(2). Taksiran parameter AR (1) jika variabel error dianggap sebagai proses
yang noncircular

Fungsi marginal likelihood untuk data ini adalah

8.189299497 ( 1 p) |

1

1 71 )2
L(p:d)=(1+p)2| 1-— 72+ 67,3772808 — 2.26,08054
er=(ue) (- 2| o op H102001P0

dalam Maple 9.5 diberikan dengan
>L2(rho,d): =(1+rho)"(1/2)*(1-(71/73)*rho)"(-

1/ 2) * (67. 3772808* r ho~2- 2% 26. 08054428* r ho+72- (1 hoA2* ( 1-
rho) *8. 18929949) / (72- 71*rho) ) A(- 1/ 2¥72) ;

A1+
L2(p,d) := P & ( ) 36
_T1p _ _ 8.1892994p° (1-p
1-—= [67.37728062 52.16108856+ 72 72— 71p j

Taksiran parameter autoregressive orde 1, diperoleh dengan

memaksimumkan fungsi marginal likelihood diatas. Telah dibuktikan pada

lampiran 9 bahwa 6 memaksimumkan L(H) ~ 6@ memaksimumkan InL(6’).

Ln dari fungsi marginal likelihood diatas, yaitu:
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>L3(rho,d):=In(L2(rho,d));

L3(p,d) :=In 1*p 36
_T1p _ _ 8.1892994¢ (1-p)
1-—3 [67.37728(182 52.16108856+ 72 72— 71p
>L3(rho, d):=diff(L3(rho,d), rho)=0;
1
L3(p,d) := 36
2./1+p 1—« (67 3772808 — 52.16108856+ 72— 8'18952?4;';51_ p))
N 71/1+p 36_36m

(32
71p _ _8.1892994% (1-p)
146(1 BN j (67.37728@ 52.16108896+ 72 72— 71

16.37859898(1—p) 8.1892994¢ 581.4402638 (1 - p)]

(134.75456115— 52.16108856

72-71p 72-71p (72- 71p)?
37
Tip p 8.189299497 (1 - p)
/ ( 1-—2 (67 377280%% - 52.1610885@ + 72— 2= 71p

5 _ 36
./ 7713p (67 37728092 - 52.1610885p + 72— 8-189%9_431 é 1 p)] /f1¥p=0

>solve(9%;
-1.01419397,0.4024965491.01110876— 0.0066082754¢I, 1.01110876+ 0.0066082754¢l ,

1.019491442
Berdasarkan persamaan (2.4), a, = -p,, dan nilai -1< p, <1, sehingga

a, = 0.402496549.
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