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ABSTRAK

Dalam pengujian hipotesis berganda, dilakukan pengujian lebih dari
satu hipotesis, yang diuji pada satu waktu secara simultan. Apabila masing-
masing pengujian dalam suatu family hipotesis mempunyai probabilitas
melakukan kesalahan tipe 1, maka secara keseluruhan pada pengujian
hipotesis berganda akan terjadi penggandaan probabilitas kesalahan tipe 1.
Probabilitas melakukan kesalahan tipel pada pengujian hipotesis berganda
akan semakin membesar seiring dengan meningkatnya jumlah pengujian.
Untuk mengatasi hal itu, ada beberapa cara untuk mengukur kesalahan tipel
dalam family hipotesis diantaranya Family Wise Error Rate (FWER), False
Discovery Rate (FDR), dan positif False Discovery Rate (pFDR). Untuk
mengontrol kesalahan tersebut, diperlukan suatu metode sedemikian
sehingga probabilitas kesalahan tipe 1 keseluruhan < a. Pada tugas akhir ini,
akan dibahas metode - metode pengujian untuk hipotesis berganda yaitu
metode Bonferroni yang merupakan salah satu metode untuk FWER, metode
Benjamin-Hochberg untuk FDR yang memperbaiki Metode Bonferroni dan

metode Storey untuk pFDR yang memperbaiki Metode Benjamin-Hochberg.

Kata kunci : family hipotesis, kesalahan tipe 1, pengujian hipotesis berganda

ix + 65 him.; lamp
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Pengujian merupakan salah satu bagian yang penting dalam statistika
inferensi. Statistika inferensi adalah metode-metode analisis terhadap
sampel untuk mendapatkan pendugaan atau penarikan kesimpulan tentang
keseluruhan informasi dalam populasi. Pengujian dilakukan terhadap
parameter populasi dalam bentuk hipotesis statistik, yaitu hipotesis null dan
hipotesis alternatif.

Pengujian hipotesis adalah suatu aturan yang mengacu pada
keputusan menerima atau menolak hipotesis statistik yang diuji. Keputusan
menolak atau tidak menolak hipotesis biasanya dilakukan terhadap hipotesis
null. Dalam pengujian hipotesis, terdapat dua jenis kesalahan yang mungkin
terjadi. Kesalahan tipe 1 terjadi apabila hipotesis null ditolak ketika hipotesis
ini benar. Kesalahan tipe 2 terjadi apabila hipotesis null tidak ditolak ketika
hipotesis ini salah.

Adakalanya dijumpai masalah yang memerlukan pengujian lebih dari
satu hipotesis pada satu waktu yang dilakukan secara simultan. Pengujian
tersebut dinamakan pengujian hipotesis berganda. Sebagai contoh, Misal

akan diuji beda mean diantara 5 populasi, maka akan dilakukan sebanyak

C; penguijian beda mean antar populasi. Jika tingkat signifikansi untuk
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setiap pengujian a, maka dalam pengujian tersebut telah dilakukan
kesalahan sebesar CJa . Kesalahan tipe 1 akan meningkat seiring dengan
meningkatnya jumlah pengujian.

Bagaimana halnya dengan masalah biologi? Untuk menguji perbedaan
ekspresi gen, akan melibatkan banyak sekali pengujian hingga berjumlah
ratusan atau ribuan. Hal ini mengakibatkan meningkatnya besar kesalahan
tipe 1. Untuk mengatasi hal itu diperlukan suatu cara untuk mengukur
kesalahan tipe 1 secara keseluruhan.

Ada beberapa cara untuk mengukur kesalahan tipe 1 secara
keseluruhan pada pengujian hipotesis berganda antara lain Family Wise
Error Rate (FWER), False Discovery Rate (FDR), dan positif False Discovery
Rate (pFDR). Ketiganya memiliki metode pengujian yang berbeda.

Metode pengujian untuk hipotesis berganda adalah Metode Bonferroni
yang merupakan salah satu metode untuk FWER, metode Benjamin-
Hochberg untuk FDR, dan metode Storey untuk pFDR.

Dalam tugas akhir ini, akan dibahas cara mengukur kesalahan tipe 1
secara keseluruhan pada pengujian hipotesis berganda disertai penjelasan

tentang ketiga metode pengujian untuk hipotesis berganda

1.2 PERUMUSAN MASALAH

Perumusan masalah pada tugas akhir ini adalah bagaimana menguiji

hipotesis berganda
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1.3 TUJUAN

Tujuan dari penulisan adalah membahas metode-metode pengujian

untuk hipotesis berganda

1.4 PEMBATASAN MASALAH

Pada tugas akhir ini, pembatasan masalahnya adalah :
1. Statistik uji untuk setiap pengujian hipotesis adalah bersifat
independen.

2. 75, Yyang menyatakan proporsi Ho benar di antara semua pengujian

yang terkait dengan metode Storey, diasumsikan diketahuli.

1.5 SISTEMATIKA PENULISAN

Penulisan tugas akhir yang merupakan hasil studi pustaka ini, dibagi
menjadi lima bab, yaitu :
Bab | : Pendahuluan
Membahas tentang latar belakang masalah, perumusan masalah, tujuan
penulisan, pembatasan masalah, dan sistematika penulisan.
Bab Il :Landasan Teori
Membahas tentang dasar-dasar teori yang digunakan dalam penulisan

skripsi, yaitu variabel random, ekspektasi, ekspektasi bersyarat, sampel
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random, distribusi statistik terurut, hukum De Morgan, teorema Bayes,
pengujian hipotesis, pengujian hipotesis tunggal.

Bab lll : Membahas pengujian hipotesis berganda

Bab IV  : Aplikasi dari metode-metode pengujian untuk hipotesis berganda

BabV : Kesimpulan dan saran untuk tugas akhir ini.
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BAB Il

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas teori-teori yang mendukung metode-
metode pengujian untuk hipotesis berganda, antara lain variabel random,
ekspektasi, sampel random, distribusi statistik terurut, hokum de Morgan,

teorema Bayes, pengujian hipotesis, dan pengujian hipotesis tunggal.

2.1 VARIABEL RANDOM

Misalkan dilakukan percobaan random dengan ruang sampel .
Sebuah ruang sampel “ mungkin menggambarkan elemen dari ~ yang
bukan angka. Misalnya dapat dilihat dalam percobaan random pelemparan
sebuah mata uang, ruang sampel yang berkaitan dengan percobaan tersebut

adalah ~ = {c | c adalah muka atau c adalah belakang}. Misalkan X adalah

sebuah fungsi sedemikian sehingga X (c) =0 jika c adalah muka dan

X (c) =1 jika c adalah belakang. Fungsi X adalah variabel random.
Definisi 1

Misalkan suatu percobaan random dengan ruang sampel ~. Suatu

fungsi X, yang memetakan setiap element c [J ~ ke satu dan hanya satu
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bilangan real x[.~/sedemikian sehingga X (c) = X, disebut variabel random.

Domain dari X adalah ~ dan range dari X adalah .~/ = {x‘x (c)=x,c0~ }.
C U ~ terjadi jika dan hanya jika A [ .~/terjadi, dimana C = {c| cLl ~,

X (c) [JA}, sehingga probabilitas kejadian A sama dengan probabilitas bahwa

hasil suatu percobaan berada di C atau maka Pr{ X OA} = P(C), P(C) adalah
probabilitas kejadian C terjadi dan P adalah fungsi himpunan probabilitas.
Ada dua jenis variabel random yaitu variabel random diskrit dan variabel

random kontinu.

Definisi 2

Misalkan X adalah variabel random dengan ruang hasil .~/. Misalkan
-7/ merupakan suatu himpunan yang berisi titik-titik berhingga atau dapat
dikorespondensikan satu-satu dengan bilangan bulat positif. .-/ dengan sifat

seperti ini disebut himpunan diskrit. Misalkan f suatu fungsi sedemikian
sehingga :

1. f(x)>0,x0 v
2. Y f(x)=1
3. P(A) =Pr(XOA) =) f(x)

Maka X disebut variabel random diskrit dan f (x) disebut fungsi kepadatan

dari X atau (Probability Density Function) yang selanjutnya disingkat p.d.f.
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Definisi 3
Misalkan X adalah variabel random dengan ruang hasil .-/, ./ OR

dan f adalah suatu fungsi pada bilangan riil. Jika :

1. f(x)>0, OxO.»~

2. I f (x)dx=1

7/

3. ALl.~/ berlaku P(A) = Pr( X OA) = jf (x)dx

A

dipenuhi, maka X disebut variabel random kontinu dan f (x) disebut fungsi

kepadatan dari X atau (Probability Density Function) yang selanjutnya

disingkat p.d.f

Misalkan variabel random X memiliki probabilitas P(A), AT R . Ambil
suatu bilangan riil x dan anggap himpunan A adalah himpunan tak terbatas

dari —o sampai X, tittk x termasuk dalam himpunan tersebut. Untuk setiap

himpunan berlaku P(A) = P{ X OA} = P X <x}. F(x)=P{X <x}, fungsi
F (x) disebut fungsi distribusi atau fungsi distribusi kumulatif dari variabel
random X . Karena F(x)=Pr{X <x}, maka dengan menggunakan p.d.f

f (x), fungsi distribusi dari X dapat dinyatakan dengan F(x)=>" f (w) untuk

wsX

variable random diskrit dan F(x) = .|' f (w)dw untuk variabel random kontinu.
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2.2 EKSPEKTASI

Misalkan X suatu variabel random dengan p.d.f f(x),jika X adalah

variabel random diskrit dan Z| x| f (x) konvergen maka ekspektasi dari X :

E(X)=>xf(x). Jika X adalah variabel random kontinu dan

0

j'|x| f (x) dx konvergen maka ekspektasi dari X : E(X)= _[ x f (x)dx.

—00

2.2.1 Ekspektasi Bersyarat

Jika X dan Y adalah variabel random diskrit, dengan p.d.f bersama

f (x,y) dan p.d.f marjinal f, (x) dan f, (y), maka probabilitas bersyarat dari
X diberikan Y =y, didefinisikan oleh :

P{X=xY=y} f(xy)
P{Y=y} fv(y)

fov (X]Y) =P{X=x]Y =y} = , dimanaP{Y =y} >0

atau f, (y)>0.
Ekspektasi bersyarat dari X diberikan Y =y dari p.d.f bersyarat di atas

adalah
E[x|Y:y]:ZxP{x =x|Y = y}

:ZX:XfX\Y(XW)

Akan ditunjukkan bahwa : E[ E[ X|Y ]| =E[X]
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E[E[X|Y]]=Y E[X|Y=y]P{Y =y}
:szlxp{x =xY = y}P{Y =y}

P{X=xY=y}

:;ZX:X Y =y] P{Y =y}
:ZZX:XP{X:XYZV}
:ZX:XZP{X:XY:y}
ZZX:XP{X:X}

=E[X]

Jika X dan Y adalah variabel random kontinu, dengan p.d.f bersama

f (x,y) dan pdf marjinal f, (x)dan f,(y), maka probabilitas bersyarat dari

f(xy)
f, (y)

X diberikan Y =y didefinisikan oleh : fx‘Y (x|y) = , dimana f, (y) >0.

Ekspektasi bersyarat dari X diberikan Y =y dari pdf bersyarat di atas adalah
[ XV =y]= i ()

Akan ditunjukkan bahwa : E[ E[ X |Y ]| = E[ X]

E[E[XM] =IOE[X|Y =y]f, (v)dy

= [ [ x (XIy)t () dxdy

I
—
—

=,
—
X
<
~—
&
o
<
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[+ 00

= j x.[ f (X, y)dydx

—00  —00

=)

=_J;xfx (X)dx

=[]

2.3 SAMPEL RANDOM

Misalkan X, X,,...,X, menotasikan n buah variabel random yang
saling bebas dan masing-masing mempunyai p.d.f yang sama yaitu f (x)
artinya p.d.f dari X, X,,...,X,, masing-masing adalah
f,(%)=f (%), f,(x,)=f(Xy),-.-. T, (%)= f (x,), sehingga p.d.f bersama dari
Xiu Xy, X, adalah (%, %,....%) = (%) f (x,)...f(x,), maka X, X,,....X,
disebut sampel random dari distribusi dengan p.d.f f (x) Artinya observasi-

observasi dari sampel random independen dan mempunyai distribusi yang
sama, sering dinotasikan dengan i.i.d (independent and identically

distributed).

2.4  DISTRIBUSI STATISTIK TERURUT

Misalkan X, X,,...,X, adalah sample random dari distribusi tipe

kontinu dengan p.d.f f (x) yang bernilai positif pada interval a<x<b.
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Kemudian, misalkan Y, adalah yang terkecil dari X, Y, adalah yang terkecil
berikutnya dari X,,...,Y,adalah yang terbesar dari X;. Sehingga diperoleh
Y, <Y,<..<Y,.Maka Y, ;i=12,..n disebut statistik terurut ke-i dari sample

random X, X,,...,X,,, dan p.d.f bersama dari Y,,Y,,....Y,adalah :

9(Yi Yoreon¥n) = ODF (W) F(¥2)--T(¥,), a<y,<..<y,<b
=0 ,yang lainnya

Untuk a<y, <b, p.d.f marginal dari Y, adalah :

4

wt-1.]

(D f (o) T (¥a).-F (¥,)dy.dy,dys.dy,,

<

B
B TS S—
D pe—

Y2
(If Vi dle A (y,) dydys.dy,

F(y)f (v.)--f (y,)dydys.dy,

TN e

E ()1 (yz)dyzj...f (32)
F(Ys):lz

2

1 =

N s el
» <

f (y3)dy3} f (yn)dy4---dYn—1

Catatan:

Perhatikan jF (v,)f (y,)dy,

u:F(yz) dV:f(Yz)dyz
du=F'(y,)dy, v={f(y,)dy,
dU:f(yz)dY2 V:F(yZ)
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[F ()t (v2)dy, =[F(yo) ] = [F(y2)f (v2)ay,
ZIF(yz)f (v.)dy, :[F (3/2)]2

_ [F(yz)]z

JFOR)T (v:)dyp ==—3

Dengan cara yang sama, I[F (yz)]zf (y,)dy, :%[F (y2)]3 dan

[FT

Secara umum : E[F(w)]ﬁf (w)dw=
9 (¥a) = n'yf[yfw f (ys)dye,] f(¥n) dYgreYipes

Dan seterusnya sehingga diperoleh

A =n{[|:(r(1+ni)]!"l f (yn)]: ”[F(Yn)]n'l f(y,), a<y,<b

=0 , yay lain

2.5 HUKUM DE MORGAN

Misal S adalah ruang sample dari suatu eksperimen dan A, A,,...,A,

adalah peristiwa-peristiwa di dalam S sedangkan A", AS,...,A;, adalah

komplemen dari peristiwa-peristiwa di dalam S sedemikian sehingga

A, A,,...,A tidak saling asing. Akan ditunjukkan, Hukum De Morgan yang

pertama, yaitu :

(AOAD.OA) =AnAn..nA
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> Akan dibuktikan bahwa : Jika xO(A OA,0..0A,)° maka
XD(AC nNAN...N A%):
Misalkan xO(A OA O...0A,)° berarti xO(AOA,0..0A,), Hal ini
berarti bahwa x tidak terdapat pada salah satu A; i=1,2,...m. Oleh
karenaitu, xOA"; i=12,..m sehingga xD(AlC nNAN..n Ai)

> Akan dibuktikan bahwa : Jika xO(A° 0 AS n...n A;) maka
xO(AOAD...0OA,):
Misalkan xD(AC nNAN..N A;) berarti xJA"; i=12,...m dan
xOA; i=12,..m. Oleh karena itu, xJ(AOA,0...0A,) sehingga
xO(AOAD..OA).

Karena xO(A 0 A,0...0A,)° jika dan hanya jika xO(A° n AS A ...n A‘;)

maka (ADAD..OA) =AnAn..nA.

Selanjutnya, akan ditunjukkan Hukum De Morgan yang kedua :

(AnAn.nA)=A0AD..OA
Bukti:

Untuk membuktikan hokum De Morgan kedua, gunakan hokum De
Morgan yang pertama untuk mendapatkan :

C
)

(ADAD.OA) =(A) n(A) n.n(A)
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2.6 TEOREMA BAYES
2.6.1 Probabilitas dan Partisi

Misal S adalah ruang sample dari suatu eksperimen dan A, A,,....A

adalah peristiwa-peristiwa di dalam S yang membentuk partisi di dalam S

k
sedemikian sehingga A, A,,...,A saling asing dan UA =S. Jika k peristiwa

i=1
A, A, ...,A membentuk partisi di dalam S dan misalkan B adalah sebarang
peristiwa di dalam S, maka A n B, A, n B,...,A n B membentuk partisi di
dalam B. Sehingga dapat kita tulis B=(A n B)J (A, n B)O...0(A n B)

Selanjutnya karena peristiwa-peristiwa di ruas kanan saling asing, maka
Kk
P(B)=>_P(A nB). Jika P(A)>0 untuki=1,2,....k maka
i=1
k

P(AnB)=P(A)P(B|A). Sehingga didapat P(B)=2 P(A)P(B|A).

i=1

Sekarang akan diberikan teorema Bayes
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2.6.2 Teorema Bayes

Misal peristiwa-peristiwa A, A,,...,A. membentuk partisi di dalam
ruamg sample sedemikian sehingga P(A)>0; i=1,2,..k dan misalkan B

sebarang peristiwa sedemikian sehingga P(B) > 0. Maka untuk i=1.2,... kK,

Teorema Bayes memberikan aturan sederhana untuk menghitung
probabilitas bersyarat peristiwa A diberikan B terjadi, jika masing-masing
probabilitas tak bersyarat A; dan probabilitas bersyarat B diberikan A; terjadi

diketahui.

2.7 PENGUJIAN HIPOTESIS

Selain penaksiran parameter, pengujian hipotesis merupakan salah
satu bagian yang penting dalam statistika inferensi. Statistika inferensi
adalah metode-metode analisis terhadap sampel untuk mendapatkan
pendugaan atau penarikan kesimpulan tentang keseluruhan informasi dalam
populasi. Pengujian dilakukan terhadap parameter populasi dalam bentuk
hipotesis statistik.

Berikut ini adalah langkah-langkah dari pengujian :

1. Membuat pernyataan hipotesis.
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2. Statistik uji disesuaikan berdasarkan informasi dari distribusi dan hipotesis
dalam pengujian.

3. Aturan keputusan dibuat berdasarkan sampel yang diambil dari populasi
dengan menghitung nilai statistik uji untuk memutuskan apakah menerima

atau menolak hipotesis.

Untuk menjelaskan langkah-langkah di atas, berikut ini diterangkan

beberapa konsep dalam pengujian hipotesis.

2.7.1 Hipotesis Statistik

Definisi 2.7.1
Hipotesis statistik adalah pernyataan atau dugaan mengenai satu atau

lebih parameter

Definisi 2.7.2
Pengujian hipotesis adalah suatu aturan yang mengacu pada
keputusan menerima atau menolak hipotesis statistik yang diuji, berdasarkan

nilai yang diperoleh dari sampel.

Untuk membentuk sebuah pengujian statistika, biasanya beberapa

informasi pendukung telah diketahui terlebih dahulu. Berdasarkan infomasi

pendukung tersebut, pernyataan yang telah diketahui dan pernyataan yang
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akan diuji dirangkum dalam hipotesis statistik, yaitu hipotesis null dan
hipotesis alternatif.

Hipotesis null, biasanya disimbolkan dengan Hp, menyatakan
pernyataan yang telah diketahui sebelumnya. Sedangkan hipotesis alternatif,
biasa disimbolkan dengan H;, menyatakan pernyataan yang akan dicapai
dalam pengujian statistika.

Sebagai contoh pengaruh penggunaan obat jenis baru. Hipotesis null
adalah rata-rata lama waktu sembuh mengkonsumsi obat jenis baru sama
dengan rata-rata lama waktu sembuh mengkonsumsi obat jenis lama. Maka
dapat ditulis Ho : tidak terdapat perbedaan rata-rata lama waktu sembuh
antara kedua obat. Sedangkan hipotesis alternatif adalah rata-rata lama
waktu sembuh mengkonsumsi obat jenis baru lebih kecil daripada rata-rata
lama waktu sembuh mengkonsumsi obat jenis lama. Maka dapat ditulis Hj :
terdapat perbedaan rata-rata lama waktu sembuh antara kedua obat.

Pengujian hipotesis dilakukan bila ada dugaan yang berbeda dari
pernyataan yang telah diketahui sebelumnya. Oleh karena itu, pengujian
hipotesis selalu dilakukan terhadap hipotesis null, sehingga kesimpulan akhir
yang diperoleh adalah menolak Hy atau tidak menolak Hy, bukan menerima
H; atau menolak H;. Jika disimpulkan bahwa Hy tidak ditolak tidak berarti Ho
adalah benar, hanya dapat disimpulkan bahwa berdasarkan informasi dari
sampel tidak terdapat cukup bukti untuk menolak Hy. Penolakan Hg

menyarankan bahwa hipotesis alternatif mungkin benar.
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Apabila hipotesis menyatakan distribusi populasi secara jelas, maka
hipotesis disebut hipotesis sederhana. Contoh hipotesis sederhana :

H,:0=75
H,:6>75

Sedangkan jika distribusi populasi tidak dinyatakan secara jelas, maka

hipotesis tersebut disebut hipotesis kompaosit. Contoh hipotesis komposit :

H,:8<75
H,:6>75

Dalam pengujian hipotesis, terdapat dua jenis kesalahan yang
mungkin terjadi. Kesalahan tipe 1 terjadi apabila hipotesis null ditolak ketika
hipotesis ini benar. Kesalahan tipe 2 terjadi apabila hipotesis null tidak
ditolak ketika hipotesis ini salah.

Sebagai contoh pengaruh penggunaan obat jenis baru terhadap rata-
rata lama waktu sembuh dibandingkan menggunakan obat yang telah ada.
Hipotesis null, Hy: tidak terdapat perbedaan rata-rata lama waktu sembuh
antara obat baru dengan obat yang telah ada. Hipotesis alternatif, H; :
terdapat perbedaan rata-rata lama waktu sembuh antara obat baru dengan
obat yang telah ada. Kesalahan tipe 1 terjadi apabila disimpulkan bahwa
rata-rata lama waktu sembuh obat jenis baru berbeda dari yang telah ada,
padahal kenyataannya tidak demikian. Kesalahan tipe 2 muncul jika
disimpulkan bahwa rata-rata lama waktu sembuh obat jenis baru tidak

berbeda dari yang telah ada, padahal kenyataannya berbeda.
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2.7.2 Statistik Uji

Statistik uji adalah statistik yang digunakan untuk membantu membuat
kesimpulan menolak atau menerima hipotesis (pernyataan) pada pengujian
hipotesis.

Pemilihan statistik uji bergantung kepada informasi distribusi dan
hipotesis dalam pengujian. Berikut adalah definisi-definisi yang dikenal

dalam pengujian hipotesis.

Definisi 2.7.3

Suatu ruang sampel dibagi menjadi dua daerah, yaitu daerah
penolakan Hyp dan daerah tidak menolak Hy. Selanjutnya daerah penolakan
Ho disebut daerah kritis.

Sesuai dengan aturan keputusan, jika nilai statistik uji jatuh pada
daerah kritis, maka membawa keputusan pada penolakan Hy. Sebaliknya,
bila nilai statistik uji tidak jatuh pada daerah kritis atau berada pada daerah

tidak menolak Ho, maka keputusannya adalah tidak menolak Ho.

Definisi 2.7.4
Nilai kritis untuk hipotesis adalah suatu nilai batas antara daerah kritis
dan daerah tidak menolak Hoy. Nilai kritis untuk setiap pengujian hipotesis

bergantung kepada tingkat signifikansi pengujian hipotesis yang dipilih.
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Definisi 2.7.5

Power function dari suatu pengujian adalah suatu fungsi dari
parameter yang menghasilkan probabilitas bahwa titik sampel jatuh dalam
daerah kritis atau suatu fungsi yang menghasilkan probabilitas penolakan Hg .
Nilai dari power function pada sebuah titik parameter disebut power
pengujian dari titik tersebut.

Power dari pengujian hipotesis adalah probabilitas nilai sampel berada

pada daerah kritis, yaitu probabilitas penolakan Ho.

Definisi 2.7.6
Tingkat signifikansi dari suatu pengujian hipotesis adalah probabilitas
menolak Ho ketika Hyp benar atau nilai maksimum power function dari suatu

pengujian ketika Ho benar

Definisi 2.7.7
Nilai probabilitas (p-value) dari suatu pengujian hipotesis adalah
probabilitas yang diperoleh dari nilai statistik uji, dihitung ketika Ho benar.
Untuk memutuskan menolak atau tidak menolak Hy, nilai p-value
dibandingkan terhadap nilai signifikansi. Jika nilai p-value kurang dari tingkat

signifikansi, hipotesis null akan ditolak.
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2.7.3 Aturan Keputusan

Misalkan hipotesis statistik yang akan diuji telah didefinisikan,
selanjutnya diperlukan suatu aturan untuk mengambil tindakan menolak atau
menerima hipotesis tersebut. Keputusan menolak hipotesis null dilakukan
bila statistik uji berada di daerah kritis, sebaliknya bila statistik uji berada di
daerah tidak menolak Hy maka tidak cukup alasan untuk menolak Hp.

Bila statistik uji jatuh pada daerah kritis, sebenarnya yang terjadi
adalah nilai p-value lebih kecil dari tingkat signifikansi yang dipilih. Sehingga
cukuplah dilakukan tindakan menolak atau tidak menolak Ho hanya
berdasarkan membandingkan nilai p-value dengan tingkat signifikasi yang
dipilih. Bila p-value lebih kecil daripada tingkat signifikansi, keputusan adalah

menolak Hg

2.8 PENGUJIAN HIPOTESIS TUNGGAL

Misalkan ingin diuji sebuah hipotesis null Ho versus hipotesis alternatif
H,, Hipotesisnya adalah :

H,:8=6,
H,:0%6,

Dimana : 6 adalah suatu parameter

By adalah suatu nilai dari parameter yang dihipotesiskan.
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Misalkan dilakukan pengujian dengan statistik uji T dan diberikan
sebuah daerah kritis I', maka Hg ditolak ketika T " dan Ho tidak ditolak
ketika T O . Kesalahan tipe 1 terjadi ketika T O padahal Hp benar dan
kesalahan tipe 2 terjadi ketika T OO padahal Hy salah.

Berikut disajikan tabel probabilitas kejadian-kejadian dari suatu

pengujian hipotesis tunggal:

Tabel 2.1 : Probabilitas kejadian-kejadian dari pengujian tunggal

Ho tidak ditolak Ho ditolak
Ho benar 1-a a
Ho salah B 1-B
Dimana :

a adalah probabilitas menolak Ho ketika Ho benar (probabilitas melakukan
kesalahan tipel)

B adalah probabilitas tidak menolak Hp ketika Hg salah (probabilitas
melakukan kesalahan tipe2)

1-a adalah probabilitas tidak menolak Hp ketika Hy benar (keputusan benar)

1-B adalah probabilitas menolak Hy ketika Ho salah (keputusan benar)

Pemilihan daerah kritis terbaik, adalah memilih daerah kritis

sedemikian sehingga probabilitas kesalahan tipel < a, kemudian diantara

daerah kritis-daerah kritis ini, dipilihlah satu yang memininumkan probabilitas
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kesalahan tipe2 (B). Artinya, memilih daerah kritis yang memaksimumkan
power (1-B) dengan mempertahankan probabilitas kesalahan tipel pada

suatu level tertentu.
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BAB Il

METODE-METODE PENGUJIAN UNTUK HIPOTESIS BERGANDA

3.1 PENGERTIAN PENGUJIAN HIPOTESIS BERGANDA

Pengujian hipotesis berganda adalah pengujian lebih dari satu
hipotesis pada satu waktu yang dilakukan secara simultan. Misalkan
dilakukan m pengujian hipotesis identik, hipotesisnya adalah :

H, :0=6,
H,:0%6,

Dimana : Hg adalah Hp untuk hipotesa ke i ; i=1,2,....m
H,i adalah H; untuk hipotesa ke i ;i=1,2,...,m
8 adalah suatu parameter
By adalah suatu nilai dari parameter yang dihipotesiskan

Kumpulan hipotesis-hipotesis di atas, dinamakan family hipotesis.

Contohnya, seorang guru Sosiologi yang mengajar di tiga SMA di
Jakarta menerapkan dua metode pengajaran yang berbeda di setiap SMA
yaitu metode pengajaran pasif dan metode pengajaran aktif. Ingin dilihat
apakah ada perbedaan rata-rata nilai ulangan umum mata pelajaran

Sosiologi diantara dua metode pengajaran untuk masing-masing SMA.
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Ho il = Hy W= Hy i oy =
HIpOteSIsnya adalah 01. /'{11 /’112 ’ 02 . /'121 /'122’ dan 03- /'{31 /'132
Hll'ﬂllillIlZ H12'ﬂ21¢ﬂ22 H13'ﬂ31¢ﬂ32
Dimana :

M11 adalah rata-rata nilai ulangan umum SMA 1 metode pengajaran pasif.

M12 adalah rata-rata nilai ulangan umum SMA 1 metode pengajaran aktif.

M3z adalah rata-rata nilai ulangan umum SMA 3 metode pengajaran akiif.

Pada pengujian hipotesis berganda, karena pengujian-pengujian
dilakukan pada satu waktu secara simultan, maka akan terjadi penggandaan
nilai probabilitas kesalahan tipe 1 (menolak Ho ketika Hgp benar). Untuk
mengatasi hal itu diperlukan suatu cara untuk mengukur kesalahan tipe 1
secara keseluruhan. Ada beberapa cara untuk mengukur kesalahan tipe 1
secara keseluruhan pada pengujian hipotesis berganda antara lain Family
Wise Error Rate (FWER), False Discovery Rate (FDR), dan positif False
Discovery Rate (pFDR). Ketiganya memiliki metode pengujian yang berbeda.

Metode pengujian untuk hipotesis berganda adalah Metode Bonferroni
yang merupakan salah satu metode untuk FWER, metode Benjamin-

Hochberg untuk FDR, dan metode Storey untuk pFDR.
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3.2. FAMILY WISE ERROR RATE (FWER)

Probabilitas melakukan kesalahan tipe 1 secara keseluruhan diukur
dengan mempertimbangkan keberadaan kesalahan tipe 1 dalam suatu family
hipotesis yaitu probabilitas melakukan paling sedikit satu kesalahan tipe 1
diantara seluruh pengujian dalam family hipotesis. Hal inilah yang disebut
Family Wise Error Rate (FWER). Apabila pengujian hipotesis berganda
dilakukan dengan tingkat siginifikansi a, maka probabilitas kesalahan tipe 1
secara keseluruhan dalam family hipotesis perlu dikontrol sedemikian
sehingga FWER < a.

Misalkan pada pengujian hipotesis berganda dilakukan m pengujian
secara independen, masing-masing dengan tingkat signifikansi a dan
misalkan A adalah kejadian bahwa Hg ke i tidak ditolak, A adalah kejadian
bahwa Hy ke i ditolak, dimana i=1,2,...,m. Jika setiap Ho benar, P(Aj)) = 1-a
dan P(A) = a, maka FWER atau probabilitas melakukan paling sedikit satu
kesalahan tipe 1 di antara m pengujian adalah :

P(ADA D...DA\;n)zl—P[(A;DA'2 D...DA'm)}

Dari hukum de Morgan , diketahui bahwa

(A{DAZ‘D---DAm')'=AlnAzm...mAm

1—P[(AiDA'2 D...DA'm)} =1-P(AnA n..nA,)
=1-[P(A).P(A,)..P(A,)]
=1-[(1-a).(1-a)..(1-a)]

=1-(1-a)"
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Berikut ini tabel nilai FWER pada pengujian hipotesis berganda

dengan m pengujian. Andai dipilih tingkat signifikan a=0.05..

Tabel 3.1 : Nilai FWER pada penguijian hipotesis berganda dengan m pengujian

m 1-(1-a)"
1 0.05
2 0.098
3 0.143
4 0.185
5 0.226
10 0.401
20 0.642

Hal ini menunjukkan bahwa pada pengujian hipotesis berganda terjadi
penggandaan nilai probabilitas kesalahan tipe 1, sehingga kenyataannya nilai
FWER lebih besar dari a dan FWER akan meningkat seiring dengan

meningkatnya jumlah pengujian.

3.2.1 Metode Bonferroni

Untuk mengontrol FWER, diperlukan suatu metode sedemikian
sehingga FWER < q, yaitu salah satunya adalah metode Bonferroni.

Berikut ini akan dijelaskan penggunaan dari metode Bonferroni.
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Teorema : Misalkan A;,A,,...,An mewakili m kejadian , A; adalah kejadian
bahwa Hy ke i tidak ditolak, A;' adalah kejadian bahwa Hy ke i ditolak, dimana
i=1,2,3,4. Jika setiap Hp benar, P(A) = 1-a dan P(A/) = a, maka
Pertidaksamaan Bonferroni :

m

P(ANANn...nA)21-YP(A)

i=1

Bukti : Dari hukum de Morgan , diketahui bahwa

(AnAn.nA)=ATAD..OA,

Dari sifat probabilitas, P (Al' OA 0.0 Am') < iP (A) , maka

i=1

P(ANA n...mAm)zl—P[(AlmA2 n...nAn)']
=1-P(A OA, 0..0A))
21—2P(A')

Jadi, P(AnAn..n Am)zl—iazl—ma

Sehingga probabilitas melakukan paling sedikit satu kesalahan tipe 1 di

antara m pengujian adalah :

P(ADAD..OA) :1—[P(AiDA'2 D...DA'm)}
=1-[P(AnANn..0A )]
sl{l—ia} :ia =ma
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Jadi, dengan penguijian hipotesis berganda, diperoleh kesalahan tipe 1
secara keseluruhan mendekati ma.

Berdasarkan pertidaksamaan Bonferroni, untuk mengontrol kesalahan
tipe 1 secara keseluruhan pada tingkat signifikansi a, pada masing-masing

pengujian dipilih tingkat signifikansi = a/m, dimana m adalah banyaknya
pengujian, sehingga P (A1 OA 0.0 Am) < 1—[1—;%} = ;% =q.

Jadi, setiap pengujian dipilih tingkat signifikansinya sama dengan a/m,
dengan harapan FWER < a.

Pemilihan tingkat signifikansi untuk setiap pengujian senilai a/m, akan
menyebabkan tingkat signifikansi untuk setiap pengujian semakin kecil.
Sehingga power untuk setiap pengujian juga akan semakin kecil.
Meningkatnya jumlah pengujian berakibatnya mengecilnya power pengujian.

Hal inilah, yang menjadi kelemahan dari metode Bonferroni.

3.3 FALSE DISCOVERY RATE (FDR)

Untuk mengatasi kelemahan dari FWER, berdasarkan penjelasan di
sub bab 3.2, khususnya ketika jumlah pengujian meningkat, diperlukan suatu
ukuran kesalahan tipe 1 yang lebih baik. Kali ini, jumlah kesalahan tipe 1
akan diperkirakan dahulu, dengan perkiraan ini diharapkan pengujian akan
mempunyai power yang lebih baik dibandingkan metode Bonferroni.

Untuk lebih jelasnya diberikan uraian sbb:
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Misalkan terdapat m pengujian hipotesis, mp adalah banyaknya Hg
yang benar dan R adalah banyaknya hipotesis yang ditolak.

Kejadian-kejadian yang mungkin akan terjadi, disajikan dalam tabel berikut :

Tabel 3.2 : Kejadian-kejadian yang mungkin akan terjadi dalam m pengujian

Ho tidak ditolak | Hg ditolak Total

Ho benar U V Mo
Ho salah T S m1
W R m

Dimana :

R = Banyaknya Hy yang ditolak

W = Banyaknya Hy yang tidak ditolak

mo = Banyaknya Ho benar

m; = Banyaknya Hg salah

V = Banyaknya kesalahan jenis 1 terjadi (menolak Hq ketika Ho benar)

S = Banyaknya Hg ditolak ketika Hy salah

T = Banyaknya kesalahan tipe 2 terjadi (tidak menolak Hy ketika Ho salah)
U = Banyaknya Hy tidak ditolak ketika Ho benar

R, W adalah variabel random terobservasi

U, V, S, T adalah variabel random tidak terobservasi
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Proporsi banyaknya kesalahan tipel terjadi (menolak Hp ketika Ho
benar) di antara hipotesis-hipotesis yang ditolak dapat ditunjukkan oleh
variable random Q=V/(V+S). Q adalah variabel random tidak terobservasi,
sama halnya dengan tidak diketahuinya nilai dari V dan S. Kemudian
probabilitas melakukan kesalahan tipe 1 secara keseluruhan dalam family

hipotesis disebut False Discovery Rate (FDR) dan didefinisikan sebagai:

o5 el

Pada definisi diatas dapat terjadi kondisi :

Tidak ada Ho yang ditolak, hal ini artinya R=0 sehingga V=0, agar Q
terdefinisi maka perlu didefinisikan Q=0. Sebaliknya bila ada H ditolak ,
maka R>0 sehingga Q=V/(V+S)=VIR .

Jadi dari definisi diatas maka nilai harapan dari proporsi kesalahan

penolakan di antara hipotesis yang ditolak didefinisikan sebagai berikut :

FDR = E[\i}
R

,R>0
0 R

Karena ketika R=0 menyebabkan E[%} =0, maka FDR dapat pula

didefinisikan sebagai:

E v dimana R 01=max(R,1)
RO1
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Pengaruh dari R 01 adalah menyatakan bahwa E[\é} =0 ketika R=0 dan

V=0. Dalam suatu pengujian, ada kemungkinan terjadinya R=0 walaupun

diberikan max(R,1). Sehingga perlu menaksir terjadinya R>0 atau Pr(R> 0).

Sehingga definisi FDR dapat pula dinyatakan sebagai :
Vv Y, .
E| — |=E|=|R>0|.Pr(R>0), dimana R 01=max(R,1).
RO1 R

3.3.1 Perbandingan Antara FWER dan FDR

Berikut akan dibandingkan antara FWER dan FDR dalam berbagai kondisi :
Kasus 1 : Jika semua Hg benar (m = mo),

ketika m=my, berarti S=0, V=R
y V Rl V \
jika V > 0, maka = =1, jadi E{EI R > 0} =1, sehingga

FDR = 1.Pr(R>0) = Pr(V 21) = FWER

Jadi, FDR=FWER

Kasus 2 : Jika mg < m , maka

jika V=0, S>0, maka %=O

jika V>0, S=0, maka%=l jadi, E[%|R>Ojsl

jika V>0, S>0, maka %<1
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FDR :E(%| R > Oj.Pr(R>O)

<1.Pr(R>0), Pr(R>0)=Pr(V=1)
FDR<Pr(V=1)

jadi, FDR < FWER

Dari pembuktian diatas ditunjukkan:

Ketika mp=m yang artinya tak ada Ho yang salah maka kesalahan
tipel keseluruhan dalam family hipotesis pada FDR sama dengan dalam
FWER. Ketika me<m yang artinya ada Hy yang salah maka kesalahan tipel
keseluruhan dalam family hipotesis pada FDR akan lebih kecil daripada
FWER. Maka disimpulkan bahwa FDR lebih baik daripada FWER. Dengan
perkataan lain dapat disimpulkan bahwa , prosedur yang mengontrol FWER
juga mengontrol FDR dan prosedur yang hanya mengontrol FDR mempunyai
power yang lebih baik daripada prosedur yang mengontrol FWER. Untuk
lebih jelasnya, pada sub-bab selanjutnya akan dibahas mengenai prosedur

yang mengontrol FDR.

3.3.2 Metode Benjamin dan Hochberg

Benjamin dan Hochberg (1995) memperkenalkan suatu metoda atau
prosedur yang bertujuan memperbaiki metoda Bonferroni. Prosedur

Benjamin dan Hochberg mengontrol FDR pada tingkat signifikansi a :
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Misalkan pada pengujian hipotesis berganda dilakukan m pengujian
dengan hipotesis masing-masing Hi, Ho, ... , Hy dan p-value masing-masing
Pi1, P2, ..., Pn. Selanjutnya p-value tersebut diurutkan dari yang terkecil ke
terbesar yakni Py < P(») < ... < P(m) dimana P adalah p-value yang

bersesuaian dengan hipotesis Hg. Jika k adalah bilangan i terbesar yang
memenuhi P(i) s'—a, maka Hipotesis Null (Ho) pada hipotesis H), H), ... ,
m

H ditolak. 1)
Untuk membuktikan prosedur (1) mengontrol FDR pada tingkat

signifikansi a, diberikan teorema berikut:

Teorema :

Untuk statistik uji independent dan sebarang konfigurasi dari Hp salah,

prosedur (1) mengontrol FDR pada g*

Pembuktian teorema dibantu dengan adanya lemma berikut :

Lemma :

Untuk sebarang 0 <m, <m yang menyatakan banyaknya independent
p-value untuk hipotesis Ho yang benar, dan m; = m-my adalah banyaknya
p-value untuk hipotesis Hp yang salah, prosedur (1) memenuhi

pertidaksamaan :

E[QIPyt = PPz = Poves Promon = P | <20 @)

3|3
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dimana E[Q] = E[!R|R>O} Pr(R>0.

P ..P

410 Prgs20 - P Menyatakan p-value untuk hipotesis Ho yang salah.

Pertidaksamaan tersebut ada dengan mengabaikan distribusi dari p-value

untuk hipotesis Ho yang salah.
Dengan membuktikan lemma, didapatkan E[Q] s%q* < g* dan FDR dapat

dikontrol.

Pembuktian Lemma :

Pembuktian lemma dilakukan dengan cara induksi : Om  berlaku ... (2)

1) Untuk m=1, terdapat 2 kondisi yakni ketika mp=0 dan my=1:
Jika mo=0 maka Q=0 dan E[Q|R = p,|=0< %q* , pertidaksamaan (2)
terpenuhi.

Jika mg=1 maka E[Q|P, = p, ] <™ 4« | pertidaksamaan (2) terpenuhi.
m

Jadi, untuk m=1 lemma (2) benar.

2) Misalkan untuk m berlaku :
E[Q‘P w= PP =P Poimem = P }sﬂq* adalah benar,
Mo My My+m=m m m

3) Akan ditunjukkan bahwa untuk m+1 lemma juga benar, yaitu :

m
m+1

E[Q‘Pnbu = Py B2 = P Bimem = pm} < q* .
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Ketika mp=0, semua Hp salah, maka Q = 0 dan

E[QR= PP = Do Py = Py :05&1q* , benar.

Ketika mp>0, tidak semua Hg salah:

Misalkan B, P,,...,R, adalah variabel random yang menyatakan p-value

untuk Ho benar . Selanjutnya urutkan p-value P(l) < P(z) <. P('nb) dan

;1=1,2,...m, adalah variabel

P, adalah p-value yang paling besar. F,;

random independen berdistribusi Uniform (0,1) dan By, R,,...,P,, , adalah p-
value untuk hipotesis H ,,H,....H.,. Misalkan F, ;= p,...R, = p,

menyatakan p-value untuk Ho salah, diurutkan dari yang terkecil ke

terbesarp, <p,<..<p,. R

(nbﬂ),...,F%m) adalah p-value untuk hipotesis

H H

(myeg) =22 )

Maka, dengan bersyarat F}

m) = P, diperoleh

E[Q[Pys = PurvsP =Py = E[ E[ Q[P = BBy = B )Pl = 9

:J‘E[Q‘P("b) =P Pm0+1 = pl’m’Pm - pmli| fp(‘vo) (p)dp

0

Akan dicari pdf marginal dari F{nb) yaitu fp(‘mo) (p) :

pdf dari B, , dimanai=1,2,...,m adalah:

m) !
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f(p)=1i:1 , Eps1

=0 , yangra

Fungsi distribusi dari P, | adalah

F(p)=10 p< 0
p-0
= = ,0p <1
1-0 P P
=1 p >1

Jadi, pdf marginal dari F{nb) adalah

f (P)=m[F(p)]" f(p) .0<p<1
=myp™=.1= myp™™
=0 , yang lainnya

Kemudian, akan ditunjukkan:

my
m+1

E[Q‘Pm’ﬂ = Pu Py = PoresRyamem = pﬂh} = q* benar

jika jo adalah bilangan j terbesar, dimana 0 < j <m, ,yang memenuhi :

m+i .
pis->=d (4)

maka Hipotesis null H,....H . Hi o Hiiy o Hig L) ditolak.
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Misalkan m°—+Jq* = p", maka
m+1

E[Q[Rya = P Pa = Py |= [ E[Q[Riny = PPy = PP = Py | (P)D

+

T, — o'—.‘cz

E[QRiy = PPy = PP = Py ]y (PP

pada integral bagian pertama, 0< p< p" , berdasarkan pertidaksamaan (4)

p;, < p"maka Hipotesis null H,,....H  H_ ., Hg,.,,..H,; ditolak

atau sebanyak (mg+jo) hipotesis ditolak. Dan Q= M

my+ jo
- = rrb
I:Q‘ ("b) n‘b+1 pl"' ’Pm p”hj| rno+ jO
sehingga pada integral bagian pertama ,
Tm m__m, g
(M) 4y = my=1+1
—m,p"" "dp = . p
!).m)"']o my+J,my—1+1 0
4
—_ M m
= - p
rrb+.|0 0
__ My )Mo
= - p
”B”Jo( )
Gunakan pertidaksamaan (4),
™+ o g |
m Py ym_ M m+l mm My M+ Jo o eymt
——\p) = —. . p) = —. q (p
mo+Jop( ) M+ Jo p (P) m+J, m+l (#)
M m-1
= 6
m+1q fp ) (
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Pada integral bagian kedua, p"< p<1, berdasarkan pertidaksamaan (4),
Karena jpo dan p” terdefinisi, maka tidak ada hipotesis yang ditolak, yaitu
hipotesis dengan p-value p;,,, P;,,.---, Py, » karena yang ditolak hanya
hipotesis dengan p-value p,, p,,...,p; = p;, -

Oleh karena itu, ketika semua hipotesis (Ho benar dan Hp salah)
dipertimbangkan bersama dan semua p-value diurutkan. Hipotesis Hy;

;1=1,2,...,m dapat ditolak hanya jika terdapat k, dimana i<k<m,+ j-1 yang

memenuhi P < mlj-lq* .

P < K_g* ekivalen dengan N LR e (7
m+1 p m+j-1(m+Ip

. R
Ketika bersyarat R, = p, 0 =1,2,...m,— “adalah variabel random
p

independen berdistribusi U(0,1) dan ﬂ, i=1,2,...))
p

Dengan menggunakan pertidaksamaan (7) untuk menguji my+ j-1=m'sm

hipotesis, ekivalen menggunakan prosedur (1) dengan konstanta

m+j-1, .
(m+1)pq . Sehingga
| -1 +j-1 m,— 1
E[QIPiny = PP = PPy = Py J <o T Tt = s (9)

m+j-1 (m+1)p (m+1)p

Sehingga integral bagian kedua :
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Tambahkan pertidaksamaan (6) dan (9)

M gx(p )™+ _ g ()
m+1q (P") +m+1q*@ P )

= & * " nb_l rno * mO J ”b—l
m+1q (p) +m+1q m+1q*(p)

- M s
m+lq

Terbukti bahwa ketika mo<m,

E[Q‘Pnbﬂ = Py Prsa = Paree Pz = an <M q* benar.

m+1

Sehingga untuk m+1 lemma (2) benar.

Jadi, Om berlaku E[Q‘PrTb+1 = P P = Pavee Prgamem = pml} <

Metode-metode pengujian..., Intan Permata Sari

3|3



Dengan prosedur (1), tingkat signifikansi untuk masing-masing
pengujian dipilih 5cr ;1< k <m sedemikian sehingga FDR < a, sehingga
m

prosedur Benjamin-Hochberg mempunyai power untuk masing-masing
pengujian yang lebih baik dibandingkan dengan metode Bonferroni. Akan

tetapi, prosedur tersebut ternyata mengontrol FDR pada tingkat signifikansi
ﬂcr. Prosedur ini menjamin bahwa FDR < a dengan mengabaikan

m
banyaknya Hp benar dan mengabaikan distribusi dari p-value untuk hipotesis

Ho yang salah. Hal inilah yang menjadi kelemahan dari metode Benjamin dan

Hochberg.

3.4  POSITIF FALSE DISCOVERY RATE (pFDR)

Pada pengujian hipotesis berganda, terkadang ditemukan beberapa

kasus yang menyertakan banyak sekali pengujian dan dapat dipastikan

bahwa akan selalu ada hipotesis yang ditolak. Oleh sebab itu, Pr(R > 0)

bernilai satu. Jadi, definisi FDR = E[\él R >0}.Pr(R > 0) dirubah menjadi

E [%| R > 0}.1= E [\é| R > O}, yang dinamakan pFDR (positif False
Discovery Rate).

Definisi : pFDR = E[%| R >O}
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3.4.1 Perbandingan Antara FDR dan pFDR

Berikut akan dijelaskan tentang perbandingan antara FDR dan pFDR :
Secara numerik pFDR dekat dengan FDR tetapi secara konsep pFDR
mempunyai beberapa keuntungan. Pada FDR, ketika daerah penolakan
sangat kecil karena a mendekati 0, maka Pr(R>0) mendekati O dan FDR
akan mendekati 0. Sedangkan pada pFDR, dengan kondisi yang sama,

bukan berarti kesalahan penolakan akan menurun menuju 0, tetapi
kesalahan penolakan akan mendekati nilai 7z = Mo yaitu proporsi Ho benar
m

diantara semua pengujian.
Ketika daerah penolakan sangat kecil hingga mungkin hanya satu p-

value yang jatuh pada daerah penolakan, maka 7z, digunakan untuk

menaksir kesalahan penolakan.

3.4.2 Metode Storey

Storey (2002) memperkenalkan suatu metoda yang bertujuan

memperbaiki metoda Benjamin-Hochberg. Pada metoda ini, akan ditetapkan
= %, proporsi Hp benar diantara semua pengujian. Dengan ditetapkannya
m

1, , diharapkan pengujian akan mempunyai power yang lebih baik

dibandingkan dengan metode Benjamin-Hochberg.
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Berbeda dengan dua metode sebelumnya, pFDR tidak dapat dikontrol
apabila ditentukan tingkat signifikansi tertentu. Misalkan pada pengujian

hipotesis berganda dengan tingkat signifikansi a, dilakukan m pengujian.
Ketika m=my, artinya semua Hp benatr, E{!R|R > 0} =1>a, sehingga pFDR

tidak dapat dikontrol. Oleh karena itu, Metode Storey yang mengontrol
pFDR, diawali dengan menentukan daerah penolakan terlebih dahulu baru
kemudian akan menaksir tingkat signifikansi untuk pengujian hipotesis

berganda

3.4.3 Interpretasi Bayesian dari pFDR

Misalkan dilakukan m pengujian hipotesis (Hi, Ha,..., Hn) dengan
statistik uji yang independent T, Ty, ..., Tm. (Ti,H;) adalah pasangan terurut
yang menyatakan bahwa statistik uji ke i adalah statistik uji untuk hipotesis ke

I; 1=1,2,...,m. Diberikan daerah penolakan yang sama, I'. Definisi positif

false discovery rate : pFDR(T) =E {%‘R (r)> 0}

dimana V (I') =#{null T, : T, OT} dan R(F)=#{T, :T, O} . V adalah
banyaknya kesalahan tipe 1 atau menolak Hy ketika Hp benar, dan R adalah
banyaknya Hy ditolak. Misalkan, ketika Ho hipotesis ke i benar dinotasikan

sebagai Hi=0 dan ketika Hy hipotesis ke i salah dinotasikan sebagai Hi=1,

untuk i=1,2,..,m. Misalkan 7z, adalah probabilitas prior bahwa Hq benar.
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Diasumsikan bahwa H; adalah i.i.d , variabel random Bernoulli dengan
Pr(H, =0) =7, dan Pr(H, =1) =1~ =71.

Ketika m=1, terlihat jelas bahwa probabilitas terjadinya suatu
kesalahan ketika hipotesis ditolak adalah probabilitas Hy benar ketika Ho
ditolak yaitu Pr(H = 0|T [ F) . Akan ditunjukkan bahwa ketika m>1,
probabilitas terjadinya suatu kesalahan ketika hipotesis ditolak adalah
Pr(H =0[T OT) juga.

Akan ditunjukkan pFDR =Pr(H =o[rar) :

pFDR(I’):E(\é|R>Oj:E{EK!R|R>O)|R:iﬂ
iE[ R=1 |Pr{R=i[R>0

i=1

Misalkan didefinisikan,

fungsi operator : 1 jika T, LI

0 jikaT,0Or
dan fungsi operator: 1 - jikaH; =0
0 jikaH, =1

Terdapat empat kemungkinan yang terjadi, yaitu :

» (T, 0r)1(H, = 0)= Ho ditolak ketika Ho benar
« 1T, 0r)0(H, =1) = Ho ditolak ketika Ho salah

. O(T]. 0 r)1(H = o) = H, tidak ditolak ketika Ho benar
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« 0T, 0r)0(H, =1) = Ho tidak ditolak ketika Ho salah

Maka, V =i1(Ti 0r)a(H, = 0) dan

i=1

E(V|R=i)= E[zm:l(Tj Or)aH, = O)|R:ij
i=1
karena statistik uji adalah independen dan R=i berarti T,T,,....T. O dan

T sy, T, O, sehingga

3 (T, 00)A(H, =Q)[T,,..[ O T, ,...TmDFJ
=

E(V|R:i):E(

i

Untuk j=1,2,...,i sudah pasti T, JI" sehingga,

E(V|R=i)= E[Zijl(Hj =0)|T,... K OF T, ,...TmDI'J
j=1

:Zi_:E( fH, = yTjDr)

=E( (H,= YT.0Or) E( (H,= Wr,0r) +.E( (4 = )o0Or)
1. HH, = [0,00)+ 1. fH,= OOr)+ +. Br(H =0T0r)
P{H,= [I,07)+ HH,= [0,00)+ & BH, = [DOr)

karena ketika m=1, terlihat jelas bahwa probabilitas terjadinya suatu

kesalahan ketika hipotesis ditolak yaitu Pr(H = 0|T O F) maka
Pr(Hj =0T, Dr) 1j = 1,2,..i, nilainya sama , yaitu Pr(H =0T0Or).
Sehingga E(V|R=i)=iPr(H =0T 0Or)

jadi,
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pFDR(r):iE[\i/—m:ij P(R=i|R> (

:1i Pr(H =qT0Or)

=2

i=1 I

=Y PfH= {TOr) AR=i|R> D

= P{H = ;mr)iz:: AR=i|R> D
= P(H= fror) .1

= P{H = (ror)

Pr(R=i|R>0)

3

pFDR dapat ditulis sebagai probabilitas posterior:

pFDR(r) = P(H = ¢rOr)
_,Pr(TOMH =0)
Pr(TOr)
dimana P{T O ) =7 Pr(TOM|H =0)+ 7 P(TOF|H = J

sehingga

PFDR(I) = P(H = 4T Or)
_ 7%, Pr(TOT|H = 0)
 mPr(TOF|H=0)+7 P(TOMH =)

1, { kesalahan tipe 1 dalf}
1, { kesalahan tipe 1 daf§ + 77 { . power d}i

Ini menunjukkan bahwa pFDR meningkat dengan meningkatnya kesalahan

tipel dan pFDR menurun dengan meningkatnya power.
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3.4.4 Menaksir positif False Discovery Rate

Misalkan dilakukan m pengujian hipotesis identik dan daerah

penolakan yang sama untuk setiap pengujian yaitu I'. Untuk daerah

penolakan berdasarkan p-value, semua daerah penolakan dibentuk [0, y]

untuk y=0, sehingga daerah penolakan I dirubah menjadi [0, ] .

Sehingga teorema ditulis sebagai :

FoH _PdTDF“iZ@_jQP(PSHH=:Q_ Ly
PFDR(y)= Pr(TOr) P(P<y)  Pr(P<y)

Dimana P menyatakan p-value dari pengujian dan 7z, adalah probabilitas

prior. Dalam tugas akhir ini 7z, ditetapkan terlebih dahulu.

QPS”Z#QSﬁZM”Dl

m m
: — VN4 _ mny _ nmy
Sehingga, pFDR(y)=——> =0 _=_20 :
998 PRV )= B <)) T RO)EL R(y) @
m

Pada pFDR, bersyarat R(y)>0 dan 1-(1-y)" adalah batas bawah untuk

1My

{R()OH1-(1-)}

P{R(y)>@. Olehkarenaitu, pFDR(y)=

Sedangkan pada FDR, tidak bersyarat R(y) >0, maka dengan metode

LMy
R(y)O1

Storey, dapat pula dicari taksiran dari FDR, yaitu F/D\R(y) =
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3.45 qg-value

g value similar dengan p value, g value dari suatu pengujian mengukur
infimum pFDR yang terjadi ketika melakukan uji signifikansi. p value biasa
digunakan untuk melakukan pengujian hipotesis tunggal sedangkan q value
berguna untuk melakukan pengukuran signifikansi dari setiap uji dari banyak

pengujian yang dilakukan secara simultan.

Definisi 1

Untuk sebuah nilai statistik uji T=t, g-value dari t didefinisikan:

q(t) = i, { PFOR(r)
Definisi 2

g-value dari observed p-value adalah

q(p)= ',2]:,{ pFDR(y)} =i}|/12fp {%}

Algoritma menghitung g-value :

1. Untuk m pengujian hipotesis, hitung p-value : p,, p,,...,p,,

2. Urutkan p-value : p, < p,<..< P,
3. Hitung : a(p(m))= p/lzﬁ(p(m))

4. Hitung : E](p(i)):min{ pFDR(p(i)),a(p(m))}; I=m-1m- 2,...,
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BAB IV
APLIKASI PENGUJIAN HIPOTESIS BERGANDA PADA DATA DNA

MICROARRAY EXPERIMENT

Untuk melengkapi pembahasan mengenai pengujian hipotesis
berganda, pada bab ini akan membahas contoh kasus yang dapat

diselesaikan dengan metode —metode pengujian untuk hipétesis berganda.

4.1 LATAR BELAKANG MASALAH

Menurut WHO, 8-9% wanita akan mengalami kanker payudara. Ini
menjadikan kanker payudara sebagai jenis kanker yang paling banyak
ditemui pada wanita. Setiap tahun lebih dari 250.000 kasus baru kanker
payudara terdiagnosa di Eropa dan kurang lebih 175.000 di Amerika Serikat.
Masih menurut WHO, tahun 2000 diperkirakan 1,2 juta wanita terdiagnosis
kanker payudara dan lebih dari 700.000 meninggal karenanya. Belum ada
data statistik yang akurat di Indonesia, namun data yang terkumpul dari
rumah sakit menunjukkan bahwa kanker payudara menduduki ranking
pertama diantara kanker lainnya pada wanita. Kanker payudara merupakan

penyebab utama kematian pada wanita akibat kanker.
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Penyebab pasti kanker payudara tidak diketahui. Meskipun demikian,
riset mengidentifikasi sejumlah faktor yang dapat meningkatkan risiko pada
individu tertentu, yang meliputi:

» Keluarga yang memiliki riwayat penyakit serupa

 Usia yang makin bertambah

 Tidak memiliki anak / tidak menyusui

» Kehamilan pertama pada usia di atas 30 tahun

* Periode menstruasi yang lebih lama (menstruasi pertama lebih awal atau
menopause lebih lambat)

 Faktor hormonal (baik estrogen maupun androgen).

Dari faktor risiko tersebut di atas, riwayat keluarga serta usia menjadi
faktor terpenting. Riwayat keluarga yang pernah mengalami kanker
payudara meningkatkan resiko berkembangnya penyakit ini. Wanita yang
memiliki sejarah kesehatan keluarganya mengidap kanker payudara
kemungkinan besar mereka memiliki sejumlah mutasi kanker payudara 1
(BRCA 1) atau kanker payudara 2 (BRCAZ2). Para peneliti juga menemukan
bahwa kerusakan dua gen yaitu BRCA1 atau BRCA?2 dapat meningkatkan
risiko wanita terkena kanker payudara 50-85%. Para peneliti menggunakan
pembuktian amplifikasi dan berdasarkan metoda DNA dan RNA untuk
mendeteksi adanya perubahan susunan gen (mutasi genetik) pada BRCA1
dan BRCA2 melalui penggunaan teknologi microarray DNA.

Pengembangan teknologi microrarray DNA ini sangat bermanfaat

dalam menghasilkan sejumlah besar data ekspresi gen. Profiling ekspresi
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gen melalui microarray tersebut adalah teknik yang sangat efektif dalam
usaha menghimpun ribuan tingkatan ekspresi gen secara simultan.
Eksperimen yang di dasarkan ekspresi gen ini dapat di lakukan dengan dua
cara: (1) Pengamatan setiap gen dari beberapa kondisi yang berbeda atau
(2) Mengevaluasi setiap gen dari satu kondisi tetapi dalam tipe jaringan yang
berbeda, khususnya jaringan sel yang mengandung kanker (Furey, et. al.

2000)

4.2 PERMASALAHAN

Penyakit kanker payudara karena keturunan disebabkan oleh mutasi
kanker BRCA1 atau BRCA2. Sampel RNA diambil dari 7 pasien pembawa
mutasi kanker BRCA1 dan 7 pasien pembawa mutasi kanker BRCA2. Dalam
eksperiment DNA microarray yang melibatkan 100 gen, ingin di deteksi gen-
gen yang menunjukkan perbedaan ekspresi diantara 2 mutasi kanker BRCA1

dan BRCA2

4.3. SUMBER DATA

Dari National Human Genome Research Institute, National Institute Of
Health, Bethesda.; the Departement of Oncology. University of Lund, Lund,

Sweden.
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4.4  ANALISIS DATA

Tujuan : Bagaimana menentukan pengaruh atau efek dari variabel

independen “mutasi kanker "terhadap variabel dependen “nilai ekspresi gen”.

Pertama-tama dilakukan uji secara keseluruhan yaitu menguji apakah ada
pengaruh variabel independen mutasi kanker terhadap ke seratus variabel

gen secara sekaligus.

» Hipotesis :
iy Hi;
HO: /’{21 = /'.122 :

iulOOl lulOOZ
H,: tidak demikian
dimana :

M, mean nilai ekspresi genl untuk BRCA1
U,, - mean nilai ekspresi gen2 untuk BRCA1

Hyo0, - Mean nilai ekspresi gen100 untuk BRCAZ2
« Tingkat signifikansi = 0.05

» Aturan keputusan : Ho ditolak jika a<a=0.05
Dengan menggunakan software SPSS 16 diperoleh output Multivariate test

yang dapat dilihat pada lampiran 1:

* Keputusan : karena a =0.646 > a =0.05, maka Hy tidak ditolak.

Metode-metode penguijian..., Intan Permata Sari



« Kesimpulan : Dengan tingkat kepercayaan 95%, dapat disimpulkan bahwa
tidak ada pengaruh mutasi kanker terhadap variabel nilai ekspresi gen

1,2,...,100

Akan tetapi, ingin dilihat apakah ada pengaruh variabel independen
mutasi kanker terhadap masing-masing ke seratus variabel dependen nilai
ekspresi gen. Kemudian, dilakukan masing-masing 100 pengujian pada satu
waktu secara bersama-sama.

e Hipotesis :

Ho:phy =, 1=12,..,10

H, : tidak demikian
Dengan menggunakan software SPSS 16, diperoleh output test between
subject yang dapat dilihat pada lampiran 2. Kemudian, dengan

menggunakan software g-value, dihasilkan g-value untuk masing-masing

pengujian. Diberikan tabel untuk a atau p-value yang telah diurutkan dari
yang terkecil ke terbesar dan g-value untuk masing-masing pengujian, dapat
dilihat pada lampiran 3.

» Tingkat signifikansi dan Aturan keputusan :

1. Metode Bonferroni :
Tingkat signifikansi untuk masing-masing pengujian dipilih a
m

Aturan keputusan : Hy ditolak jika a<q = 0.05_ 0.000¢
m 100
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2. Metode Benjamin-Hochberg :
Tingkat signifikansi untuk masing-masing pengujian dipilih 5cr.
m

Dengan mengikuti aturan berikut ini :

> Urutkan p-value py < Py <...< Pugg-

» Hitung k= max{k P sha}. maka H, dengan p-value
m

1sksm
Py PPy ditolak.
3. Metode Storey :
Tingkat signifikansi untuk masing-masing pengujian dipilih a .
Aturan keputusan : Hy ditolak jika g-value < a =0.05
* Keputusan :
1. Dengan menggunakan Metode Bonferroni, dari tabel test between
subject pada lampiran 2, diperoleh bahwa tidak ada nilali

a<2 = o 0.0005 , sehingga tidak ada Hp yang ditolak. Artinya
m

100
tidak ada pengaruh mutasi kanker terhadap nilai ekspresi gen.
2. Dengan metode Benjamin-Hochberg, dari tabel pada lampiran 3,
diperoleh bahwa tidak ada nilai p-value yang memenuhi

k= max{k ‘P sﬁa}, sehingga tidak ada Hp yang ditolak. Artinya
m

1<ksm

tidak ada pengaruh mutasi kanker terhadap nilai ekspresi gen.
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3. Dengan menggunakan metode Storey, dipilih 77, =0.614, dari tabel

pada lampiran 3, diperoleh bahwa pada gen ke 10 memiliki g-value =
0.0457<0.05 maka Hy ditolak, artinya ada pengaruh mutasi kanker

terhadap nilai ekspresi gen ke 10
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BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 KESIMPULAN

Dari hasil yang diperoleh dalam penulisan skripsi ini, dapat
disimpulkan bahwa :

1. Metode — metode pengujian untuk hipotesis berganda digunakan untuk
mengontrol kesalahan tipe 1 secara keseluruhan dalam family hipotesis.
Ada beberapa cara untuk mengukur kesalahan tipe 1 secara keseluruhan
pada pengujian hipotesis berganda, diantaranya adalah Family Wise Error
Rate (FWER), False Discovery Rate (FDR), dan positif False Discovery
Rate (pFDR).

2. Metode pengujian untuk hipotesis berganda diantaranya adalah Metode
Bonferroni salah satu metode untuk FWER, metode Benjamin-Hochberg
untuk FDR yang memperbaiki metode Bonferroni, dan metode Storey
untuk pFDR yang memperbaiki metode Storey.

3. Pada pengujian hipotesis berganda untuk kasus mendeteksi perbedaan
ekspresi gen diantara dua mutasi kanker, dengan dua metode
sebelumnya tidak ditemukan adanya perbedaan ekspresi gen , namun

dengan metode Storey dapat ditunjukkan adanya perbedaan ekspresi
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gen. Jadi, dengan metode storey dapat dipastikan bahwa akan selalu ada

hipotesis yang ditolak bila dilakukan banyak pengujian.

5.2 SARAN

1. Agar diperoleh nilai 77, yang menyatakan proporsi Hy benar di antara

semua pengujian sesuai dengan kondisi sebenarnya, disarankan untuk

menaksir 7z,
2. Ada beberapa metode yang disarankan untuk menaksir 7z,, antara lain

metode Bootstrap, polynomial Bernstein.
3. Pembahasan untuk mengukur kesalahan tipe 1 pada pengujian hipotesis

berganda dapat dikembangkan untuk kasus hipotesis-hipotesis dependen.
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LAMPIRAN 1

Output Multivariate Test

Multivariate Tests "

Effect Value F Hypothesis df Error df Sig.

Intercept  Pillai's Trace .999| 1.256E2% 12.000 1.000 .070
Wilks' Lambda .001| 1.256E2% 12.000 1.000 .070
Hotelling's Trace 1.507E3| 1.256E2% 12.000 1.000 .070
Roy's Largest Root 1.507E3| 1.256E2% 12.000 1.000 .070

BRCA Pillai's Trace .928 1.074% 12.000 1.000 .646
Wilks' Lambda .072 1.074% 12.000 1.000 .646
Hotelling's Trace 12.889 1.074% 12.000 1.000 .646
Roy's Largest Root 12.889 1.074% 12.000 1.000 .646)

a. Exact statistic

b. Design: Intercept + BRCA
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LAMPIRAN 2

Output Tests of Between-Subjects Effects

Type Il Sum
Source Dependent Variable of Squares df Mean Square F Sig.
BRCA genl 704 1 704 5.304 .040
gen2 425 1 425 5.029 .045
gen3 .187 1 .187 .950 .349
gen4 2.200 1 2.200 3.652 .080
gen5 126 1 126 .278 .607
gené .101 1 .101 1.313 2274
gen7 .007 1 .007 .075 788
gens 119 1 119 3.448 .088
gen9 498 1 498 3.581 .083
genl0 811 1 .811 20.115 .001
genll 713 1 713 2.962 11
geni2 475 1 475 10.243 .008
genl3 552 1 .552 1.466 .249
genl4 .000 1 .000 .004 .953
genls 221 1 221 .602 .453
genl6 022 1 .022 .235 .636
genl7 1.010 1 1.010 3.708 .078
genls 745 1 745 13.385 .003
genl9 327 1 .327 2.420 .146
gen20 1.207 1 1.207 3.904 .072
gen21 .069 1 .069 .334 574
gen22 .058 1 .058 .810 .386
gen23 1.591 1 1.591 3.092 .104
gen24 .023 1 .023 .075 .788
gen25 7.14E-006 1 7.14E-006 .000 .993
gen26 7.14E-006 1 7.14E-006 .000 .993
gen27 172 1 172 279 .607
gen28 117 1 117 1.182 .298
gen29 .368 1 .368 .643 438
gen30 1.708 1 1.708 10.671 .007
gen31 .031 1 .031 .287 .602
gen32 .006 1 .006 197 .665
gen33 117 1 117 2.372 .149
gen34 .003 1 .003 .003 .957
gen35 .002 1 .002 .012 915
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gen36
gen37
gen38
gen39
gen40
gen4l
gen42
gen43
gen4d4
gen45
gen46
gen47
gen48
gen49
gen50
gen51
gen52
gen53
genb54
gen55
gen56
gen57
gen58
gen59
gen60
gen6l
gen62
gen63
gen64
gen65
gen66
gen67
gen68
gen69
gen70
gen71
gen72
gen73
gen74
gen75
gen76
gen77
gen78
gen79
gen80
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2.853
.009
.146
432
.358
.019
.043
.000
.199
.247

1511

2.296
.138
119
.003
123
.138
.381
.019
787
446

19.730
.080
.252
.050
.682
.584
.041
.106
.043
.001
.088
.080
.002
.556
.016
.001
.019
415
.016
.005
.528
.263
.027
.544

P PR RPRPRPPRRPRRRPRRPRRPRPRLRPRRPRRPRRPRRPRPRPRRPERERRRERPERPRRPRPRREPRPRPREPRERERERPRPEPR

2.853
.009
.146
432
.358
.019
.043
.000
.199
247

1.511

2.296
.138
119
.003
.123
.138
.381
.019
.787
446

19.730
.080
.252
.050
.682
.584
.041
.106
.043
.001
.088
.080
.002
.556
.016
.001
.019
415
.016
.005
.528
.263
.027
.544

10.099
.300
3.099
2.806
1.621
.095
147
.004
10.151
10.727
4.843
2.316
1.127
3.080
152
1.747
3.794
1.978
.363
.102
.318
1.173
1.061
4.918
.914
7.906
1.337
495
.244
.185
117
438
.845
.056
.857
.056
.012
404
6.374
.364
.016
2.327
1.128
.079
2.551

.008
.594
.104
.120
227
.763
.709
.950
.008
.007
.048
154
.309
.105
.704
.211
.075
.185
.558
.755
.583
.300
.323
.047
.358
.016
.270
495
.631
.675
.738
521
.376
.817
373
.816
915
.537
.027
.557
.903
.153
.309
.783
136




gendl .015 1
gend2 11.666 1
gen8d3 831 1
gend4 7.726 1
gen85 .365 1
gen86 124 1
gen87 .057 1
gen88 277 1
gen89 3.187 1
gen90 2.944 1
gen9l .010 1
gen92 .016 1
gen93 18.561 1
gen94 327 1
gen95 1.098 1
gen96 34.886 1
gen97 528 1
gen98 .009 1
gen99 .079 1
genl00 194 1
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.015
11.666
.831
7.726
.365
124
.057
277
3.187
2.944
.010
.016
18.561
327
1.098
34.886
.528
.009
.079
.194

.946
3.222
6.802
2.816
1.299
2.594

.313

.456
4.693
4.994

.133

.546
5.030

.643

10.192
6.231
2.260

.071
1.842
1.083

.350
.098
.023
119
277
.133
.586
.512
.051
.045
721
474
.045
438
.008
.028
.159
.795
.200
.319




LAMPIRAN 3
Nilai p-value dan g-value yang Telah Diurutkan dari yang Terkecil ke

yang Terbesar

gen ke p-value g-value

10 0.000745931 0.04578698
18 0.003275149 0.06101816
45 0.006637969 0.06101816
30 0.006744529 0.06101816
12 0.007626529 0.06101816
95 0.007740273 0.06101816
44 0.00783186 0.06101816
36 0.007952537 0.06101816
61 0.015696817 0.1070564
83 0.022883838 0.1404663
74 0.02667779 0.1437946
96 0.028111263 0.1437946

1 0.0399754 0.1639205]
93 0.044572966 0.1639205,

2 0.044600948 0.1639205
90 0.045215484 0.1639205
59 0.046625961 0.1639205
46 0.048068714 0.1639205
89 0.05112784 0.1651761,
20 0.071608537 0.2118229
52 0.075216818 0.2118229
17 0.078168994 0.2118229

4 0.080180705 0.2118229

9 0.082821065 0.2118229

8 0.088015943 0.2161049
82 0.09784932 0.2217254
38 0.10379735 0.2217254
23 0.104127157 0.2217254
49 0.104753862 0.2217254
11 0.110886155 0.2268817
84 0.119183618 0.2296997
39 0.11974768 0.2296997
86 0.133233823 0.2459664

Metode-metode pengujian..., Intan Permata Sari



80 0.136242112 0.2459664
19 0.145765855 0.2486766
33 0.14949356 0.2486766
77 0.153070927| 0.2486766
47| 0.1539484 0.2486766
97 0.158639415 0.2496835
53 0.1849667| 0.2838422
99 0.199718397 0.2990044
51 0.210844978 0.3081466
40 0.227047295 0.3241091
13 0.24932946 0.3478278
62 0.269993243 0.3612587
6 0.274227062 0.3612587
85 0.276613109 0.3612587
28 0.298294921 0.3722935
57 0.300111952 0.3722935
78 0.309082524 0.3722935
48 0.309323008 0.3722935
100 0.318616666 0.3744343
58 0.323301816 0.3744343
3 0.349043121 0.3904543
81 0.349856162 0.3904543
60 0.35800225 0.3924109
70 0.37280929 0.3981318
68 0.376193724 0.3981318
22 0.38584843 0.4014284
29 0.438203846 0.4410527|
94 0.438305516 0.4410527
15 0.452810489 0.4482994
92 0.474173809 0.4619983
63 0.495124371 0.4748732
88 0.512457829 0.4839362
67 0.520813302 0.4843747
73 0.53680213 0.4906363
75 0.557300361 0.4906363,
54 0.557834162 0.4906363
21 0.573815378 0.4906363
56 0.583110449 0.4906363
87 0.58639112 0.4906363
37 0.593655995 0.4906363
31 0.601913719 0.4906363
27 0.607087164 0.4906363
5 0.607477077 0.4906363
64 0.630512081 0.5008036
16 0.636383148 0.5008036
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32 0.664873304 0.5166009
65 0.675124384 0.5180088,
50 0.703737373 0.5303954,
42 0.708549516 0.5303954
91 0.721241036 0.533391
66 0.738362305 0.5395524
55 0.755240233 0.542014
41 0.763209086 0.542014
79 0.782842883 0.542014
24 0.788247084 0.542014

7 0.78846757 0.542014
98 0.794711745 0.542014
71 0.816361554 0.5454185
69 0.817474694 0.5454185]
76 0.902936518 0.5914121
72 0.914743904 0.5914121
35 0.915314798 0.5914121
43 0.949662407 0.5996775
14 0.952820217 0.5996775
34 0.957415578 0.5996775
25 0.993382673 0.6097614
26 0.993382673 0.6097614
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