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ABSTRAK

Error in variable model adalah model regresi dimana variabel
independennya mengandung error. Hal ini dikarenakan nilai sebenarnya dari
variabel independen tidak diketahui dan tidak dapat diukur dengan tepat
sesuai dengan nilai sebenarnya (disebut dengan variabel independen yang
tidak terobservasi), sehingga nilai sebenarnya dari variabel independen ini
diwakilkan oleh nilai yang didapat dari suatu proses pengukuran yang belum
tentu sesuai dengan nilai sebenarnya. Salah satu jenis error in variable model
adalah classical error in variable model. Pada classical error in variable
model, terdapat dua jenis variabel independen yang tidak terobservasi, yaitu
fixed dan random. Pada penulisan tugas akhir ini akan dibahas mengenai
penaksiran parameter pada classical error in variable model dimana variabel
independen yang tidak terobservasi berdistribusi normal dengan

menggunakan metode maksimum likelihood.

Kata kunci: classical error in variable model ; error in variable model ; metode
maksimum likelihood
x + 139 hlm.; lamp.

Bibliografi : 15 (1950 — 2008)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Analisis regresi merupakan suatu metode untuk menyelidiki hubungan
fungsional antara variabel-variabel. Variabel yang dipengaruhi oleh variabel
lain disebut dengan variabel dependen, sedangkan variabel yang
mempengaruhi variabel dependen disebut dengan variabel independen.
Hubungan ini dinyatakan dalam bentuk suatu persamaan atau model yang
menghubungkan variabel dependen dengan variabel-variabel independen

yang disebut dengan model regresi.

Pada model regresi, biasanya seorang peneliti menganggap variabel
independen merupakan suatu nilai yang diperhitungkan dengan tepat
sehingga variabel independen pada model regresi tidak mengandung
komponen error. Walaupun sebenarnya pada model regresi tersebut ada
error yang muncul pada variabel independen, hanya saja error yang muncul
kecil, sehingga error pada kasus tersebut tidak diperhatikan. Tetapi pada
kenyataanya, terdapat beberapa situasi yang mengharuskan peneliti untuk

memperhatikan error yang muncul pada variabel independen karena error
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tersebut berpotensi mempengaruhi analisis yang digunakan dalam

perhitungan.

Model regresi dimana variabel independennya mengandung error
disebut dengan error in variable model atau measurement error model. Error
yang muncul pada variabel independen disebut dengan measurement error.
Munculnya error pada variabel independen dikarenakan nilai sebenarnya
dari variabel independen tidak diketahui dan tidak dapat diukur dengan tepat
sesuai dengan nilai sebenarnya, sehingga nilai sebenarnya dari variabel
independen ini diwakilkan oleh suatu nilai yang didapat melalui suatu proses
pengukuran yang belum tentu sesuai dengan nilai sebenarnya. Pada error in
variabel model, nilai sebenarnya dari variabel independen yang tidak
diketahui dan tidak dapat diukur dengan tepat sesuai dengan nilai
sebenarnya disebut dengan variabel independen yang tidak terobservasi.
Sedangkan nilai variabel independen yang didapat dari proses pengukuran

disebut dengan variabel independen yang terobservasi.

Berkson dalam jurnalnya yaitu “Are there two regressions?”
membedakan error in variable model menjadi dua jenis, yaitu classical error
in variable model dan error in variable model kasus Berkson. Classical error
in variable model adalah error in variable model yang mengasumsikan bahwa
antara variabel independen yang tidak terobservasi dan measurement error

saling independen. Sedangkan error in variable model kasus Berkson
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adalah error in variable model yang mengasumsikan bahwa antara variabel
independen yang tidak terobservasi dan measurement error tidak

independen.

Pada classical error in variable model, terdapat dua jenis variabel
independen yang tidak terobservasi, yaitu fixed dan random. Variabel
independen yang tidak terobservasi akan dianggap suatu nilai yang fixed jika
variabel independen yang tidak terobservasi berada di bawah kontrol dari
peneliti. Sedangkan variabel independen yang tidak terobservasi akan
dianggap suatu variabel random jika variabel independen yang tidak
terobservasi tidak berada di dalam kontrol dari peneliti. Sehingga
berdasarkan variabel independen yang tidak terobservasi, classical error in
variable model dibagi menjadi dua jenis model yaitu functional relationship
model dan structural relationship model. Functional relationship model yaitu
classical error in variable model dimana variabel independen yang tidak
terobservasi diasumsikan sebagai suatu nilai fixed yang tidak diketahui
nilainya. Sedangkan structural relationship model yaitu classical error in
variable model dimana variabel independen yang tidak terobservasi

diasumsikan sebagai suatu variabel random.

Penaksiran parameter pada classical error in variable model tidak
dapat diselesaikan dengan metode OLS yang biasanya digunakan untuk

menaksir parameter pada model regresi, karena akan menghasilkan taksiran
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yang biased. Oleh karena itu, pada penulisan tugas akhir ini akan dibahas
mengenai penaksiran parameter pada classical error in variable model

dengan menggunakan metode maksimum likelihood.

1.2 PERUMUSAN MASALAH

Bagaimana cara mencari taksiran parameter pada classical error in

variable model.

1.3 TUJUAN PENULISAN

Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah membahas penaksiran

parameter pada classical error in variable model.

1.4 PEMBATASAN MASALAH

Pada tugas akhir ini classical error in variable model yang dibahas
adalah linear structural relationship model. Variabel independen yang tidak
terobservasi diasumsikan berdistribusi normal. Metode penaksiran yang

digunakan adalah metode maksimum likelihood.
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1.5 SISTEMATIKA PENULISAN

Sistematika penulisan tugas akhir ini, dibagi menjadi lima bab, yaitu :

Bab | membahas mengenai latar belakang, perumusan masalah, tujuan

penulisan, pembatasan masalah dan sistematika penulisan.

Bab I membahas teori-teori dasar yang akan digunakan dalam analisis
classical error in variable model. Diantaranya adalah teori mengenai
matriks, kronecker product, vec operator, Moore-Penrose inverse,
commutation matrix, vech operator dan duplication matrix,
diferensiasi pada vektor dan matriks, variabel random normal, metode
maksimum likelihood, model regresi dan penaksiran koefisien model

regresi dengan metode OLS.

Bab Ill membahas metode penaksiran parameter pada classical error in

variable model.

Bab IV membahas aplikasi dari classical error in variable model.

Bab V berisi kesimpulan dan saran.
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BAB I

LANDASAN TEORI

21 MATRIKS

2.1.1 Definisi dan Notasi

Suatu matriks A berukuran mxn merupakan suatu susunan dari

skalar yang berbentuk persegi atau persegi panjang yang diberikan oleh

& &, &,
A _ a.Zl a.22 cos a'Zn .
Qu G2 " Gy

Matriks A juga dapat diidentifikasi dalam bentuk yang sederhana sebagai

A :{qj} . Jika m=n, maka A disebut matriks persegi berdimensi m. Suatu

matriks a berukuran mx1 adalah

a,
dan matriks a di atas disebut dengan vektor kolom atau vektor. Elemen a

menunjukkan komponen ke-i dari a. Sedangkan matriks yang berukuran

6
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1xm disebut dengan vektor baris. Baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks A

terkadang dinotasikan secara berurutan dengan (A), dan (A)

Elemen diagonal dari matriks A yang berukuran mxm adalah

a,,ay,...,a,,. Jika elemen lainnya dari matriks A adalah 0, maka matriks A
disebut dengan matriks diagonal dan dapat dinotasikan dengan

A =diag(ay .. ,amm). Jika elemen diagonal dari matriks A, yaitu a, =1 untuk
i=1...m, sehingga A =diag(1,..,3, maka matriks A disebut dengan
matriks identitas berdimensi m dan dapat ditulis dengan A =1 atau dapat

ditulis dalam bentuk yang sederhana yaitu A =1 .

Kolom ke-i dari matriks identitas yang berukuran mxm dinotasikan

dengan e; e adalah vektor berukuran mx1 yang komponen ke-i adalah 1

sedangkan komponen lainnya adalah O.

Vektor yang semua komponennya adalah 0 disebut dengan vektor

null, sedangkan matriks yang semua elemennya adalah 0 disebut dengan

matriks null dan dinotasikan dengan O atau (0).
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2.1.2 Penjumlahan dan Perkalian Matriks

Penjumlahan dari dua matriks A dan B terdefinisi jika kedua matriks

tersebut berukuran sama. Misalkan A :{aﬁ} dan B :{hj} adalah matriks

berukuran mxn, maka penjumlahan dari matriks A dan B adalah

A+B :{aﬂ +b|j} dan hasil perkalian antara skalar o dengan matriks A :{aﬁ}

adalah aA = Aa ={aa,.j} :

Perkalian antara matriks A dengan matriks B terdefinisi jika
banyaknya kolom dari matriks A sama dengan banyaknya baris dari matriks

B. Dengan demikian, jika A adalah matriks berukuran mx p dan B adalah
matriks berukuran pxn, maka C=AB adalah matriks berukuran mxn yang

elemen ke (i,j) adalah c¢; dimana

6= (). (8); =2 a0,

Definisi dari BA similar dengan definisi AB . Yaitu, BA terdefinisi jika
banyaknya kolom dari matriks B sama dengan banyaknya baris dari matriks
A . Jika matriks A adalah matriks persegi, maka hasil perkalian AA , atau
dalam bentuk sederhana dinotasikan dengan A?, terdefinisi. Jika A>=A,

maka matriks A disebut dengan matriks idempoten.

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



2.1.3 Matriks Transpos

Transpos dari matriks A ={qj} yang berukuran mxn adalah matriks

berukuran nxm yang didapat dengan menukarkan baris dengan kolom dari
matriks A dan dinotasikan dengan AT. Dengan demikian elemen ke (i,j)

dari matriks A" adalah a;. Jika A adalah matriks berukuran mx p dan B

adalah matriks berukuran pxn, maka elemen ke (i,j) dari (AB)T adalah

((AB)"), =(a8), =(A), (B). =Tyt =(87), (A7), =(6""),

ij ]

Sehingga didapat bahwa (AB)' =B'AT.

Teorema 2.1 Misalkan a dan g adalah skalar, serta A dan B adalah

matriks. Maka
a) (aA)' =aA”
b) (A7) =A
c) (aA+pB) =aA” + S8
d) (AB) =B'A’

Jika A adalah matriks persegi yang berukuran mxm, maka A" juga

merupakan matriks persegi yang berukuran mxm. Jika A =A", maka A

disebut dengan matriks simetris. Jika A dan B merupakan matriks simetris,
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maka AB =BA . Untuk vektor, transpos dari vektor kolom adalah vektor

baris, begitu pula sebaliknya.

2.1.4 Trace Matriks

Misalkan A ={a} adalah suatu matriks persegi berukuran mxm,

maka trace dari matriks A , yang dinotasikan dengan tr(A) , didefinisikan

sebagai jumlah dari elemen diagonal pada matriks A, yaitu

m

tr(A)=) & =a,+a,+..*a,,.

=1
Sifat dari trace diantaranya adalah sebagai berikut:

a) tr(l,)=m

b) tr(a)=a

c) tr(aA)=atr(A)

d) tr(A+B)=tr(A)+tr(B)

e) tr(AT) =tr(A)
dimana a adalah sembarang skalar, sedangkan A dan B adalah matriks

berukuran mxm.
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Misalkan A ={a} suatu matriks persegi berukuran mxn dan B ={h}

m n

adalah matriks berukuran nxm, maka tr(AB) = > > ab

i=1 j=1

i » dimana

AB = Zaﬂ b, . Maka berdasarkan sifat dari trace yang ke 5 didapat
j=1

tr(AB)=tr(B'AT) (2.1.4.0)

sehingga dapat diperluas sebagaimana diberikan dalam lemma berikut ini.

Lemma 2.1 Untuk sembarang matriks A berukuran mxn dan matriks B

berukuran nxm maka tr(AB) = tr(BA)

Bukti:

Catatan : Berdasarkan (2.1.4.a) dan lemma 2.1, untuk sembarang matriks A

berukuran mxn dan matriks B berukuran nxm maka

r(AB)=tr(B'AT) =tr(BA) =tr(ATBT).

Bentuk di atas dapat diperluas untuk trace dari perkalian matriks ABC

dimana A matriks berukuran mxn, B matriks berukuran nx p, dan C

matriks berukuran pxm sehingga

tr(ABC) =tr(CAB) =tr(BCA). (2.1.4.b)
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2.1.5 Invers Matriks

Misalkan A ={a} adalah suatu matriks persegi berukuran mxm. A

disebut nonsingular jika terdapat matriks A™ sedemikian sehingga

AA™ =ATA=1. A disebut dengan invers dari matriks A .
2.1.6 Determinan dan Adjoint Matriks

Misalkan A :{aﬂ} menyatakan matriks berukuran mxm dan A,

menyatakan submatriks dari A berukuran (m-1)x (m-1) yang didapat

dengan menghilangkan baris serta kolom yang mengandung elemen a, ,

yakni baris ke-i dan kolom ke-j. Determinan dari submatriks |A; | disebut

minor dari elemen a;, sedangkan (—1)”] ‘Aij‘ disebut kofaktor dari g; .
Misalkan a; menyatakan elemen ke-ij dari matriks berukuran mxm , dan

misalkan a; menyatakan kofaktor dari 3, dimanai,j=1,2,...m Maka, untuk

i=1,2,...m,
|A| =Za1'jaij =a,0,, ... ta,0,
=1
danuntuk j=1,2,...m,

|A|:;aija,ij =aay T tagdy .
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Catatan: Transpos matriks kofaktor dari A disebut matriks adjoint dan

dinotasikan dengan adj (A), yaitu:

dimana memenuhi sifat:

1. Aadj(A)=adj(A)A=|All,

2. adi(A)=|A|A™ atau ekivalen dengan A™ = (1/|A|)adj(A)

2.1.7 Rank Matriks

Definisi 2.1 Matriks A berukuran mxn , maka r (A)<min(m,n) dimana

r(A) adalah notasi dari rank (A).

Definisi 2.2 Matriks A berukuran mxn dikatakan full rank jika

r (A)=min(m,n). Matriks A berukuran mxn dikatakan full colomn rank jika

r(A)=n. Matriks A berukuran mxn dikatakan full row rank jika r (A)=m.

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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2.1.8 Kronecker Product

Jika A adalah suatu matriks berukuran mxn dan B adalah matriks

berukuran pxq, maka kronecker product dari A dan B yang dinotasikan

dengan A 0B adalah matriks berukuran mpxnq, yaitu

a11B aiZB ainB
ale azzB aan

(2.1.8.a)
a8 a,.,B - a,B
Tidak seperti matriks perkalian yang biasa, kronecker product A [1B
dapat didefinisikan tanpa mempedulikan ukuran dari matriks A dan B.
Bagaimanapun, sama seperti matriks perkalian, kronecker product pada

umumnya tidak bersifat komutatif sehingga AOBZBOA. .

Teorema 2.2 Misalkan A dan B adalah sembarang matriks. a dan b

adalah sembarang vektor. Maka
a) (ADB) =ATDOB’

b) ab' =b' Oa

(Bukti Teorema 2.2 dapat dilihat pada lampiran 1)
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Teorema 2.3 Misalkan A, B, C, dan D adalah matriks berukuran mxh,

pxk, hxn, dan kxq, secara berurutan. Maka
(AOB)(COD)=ACOBD (2.1.8.b)

Bukti Teorema 2.3. Ruas kiri dari (2.1.8.b) adalah

auB i a’.lhB C11D A ClnD F11 .y Fln
(AOB)(cOD)=| : : : ¥ :
a,B - a,BjlgD - ¢,D Fru = Fm

h
dimana F; => &¢BD=(A) (C), BD=(AC) BD.
I=1

Sehingga

(AOB)(cOD)= .
(AC) BD --- (AC) BD

Ruas kanan dari (2.1.8.b)
(ACc),BD -+ (AC), BD

ACOBD= :
(Ac) BD - (AC) BD

Sehingga didapat

(AOB)(cOD)= : : =ACOBD.

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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Teorema 2.4 Misalkan A adalah matriks berukuran mxm dan B adalah

matriks berukuran px p. Maka
tr(AOB)=tr(A)tr(B).

Bukti Teorema 2.4. Dengan menggunakan (2.1.8.a) dimana n=m, dapat

dilihat bahwa

tr(ADB) =3 atr(B) =[Zaﬂjtr(8) ~tr(A)tr(B).
Teorema 2.5 Misalkan A adalah matriks berukuran mxn dan B adalah
matriks berukuran pxq. Maka
(ADOB) =A"0B™,jikam=n,p=qdan AB nonsingular .

Bukti Teorema 2.5. Dengan menggunakan Teorema 2.3, didapat bahwa

(at0B?)(AOB)=(A"AOB™B)=1 01, =I

mp *

Karena (A O B)_l(A 0 B) =1, maka Teorema 2.5 terbukti.

2.1.9 Vec Operator

Sebuah matriks dapat ditransformasikan menjadi suatu vektor dimana

elemennya adalah elemen-elemen dari matriks tersebut. Operator yang

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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mentransformasi suatu matriks menjadi suatu vektor dikenal sebagai vec

operator. Jika matriks A berukuran mxn memiliki a sebagai vektor kolom

ke-i maka vec(A ) adalah vektor mnx1 yang diberikan oleh

a ay; A,
vec(A )= a2 gdimana a, = 3:21 e Ay = a:m
a, B Gm

Contoh vec operator

2 05
Jika A adalah matriks berukuran 2x 3 yang diberikan oleh A :[ }

8 1 3|

maka vec(A ) adalah vektor berukuran 6x1 yang diberikan oleh vec(A )=

w o1, O 00N

Teorema 2.6 Misalkan a dan b adalah sembarang vektor, sedangkan A
dan B adalah dua buah matriks yang memiliki ukuran yang sama. Maka
a) vec@b' )=bOa

b) vec@A+/[B)=avecfA [ vedB ) cimana a dan fadalah skalar.
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Bukti Teorema 2.6

a) Misalkan a adalah vektor berukuran mx1 dan b adalah vektor

a b,
- _| & _|B :
berukuran nx1 dimana a=| ° | dan b= .|, sehingga
a, b,

ab ab, - ab, ba, ba - ba
ab’ = azbl azbz azbn — blaz bzaz
ba, ba, - ba,
ba
ba])= %2l boa

&b ab, - ah,

maka, vec@b' )= ved[ha ba -

ba

n

b) Misalkan matriks A dan B adalah dua buah matriks yang keduanya

memiliki ukuran mxn, sehingga

&, Q, - @, aa, Qaa, - 4aq,
aA=a 3:21 3:22 a?n 4 a?ﬂ a?” a?z" dan

8y 8y @y [F8, 08, o dan

_bu b12 bln ,Bbu :Bblz :Bbln

g% B Bl Ba B

ml bmz bmn ﬂbml lemz ﬁbmn

maka

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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aa11+:8b11 aa12+ﬂb12 aa1n+ﬁbln

aA+ (B = , sehingga

agy +p0, aa,+pb, - aa,+pb,

'aanfﬁbn' aay, ‘,6’?11‘ a, b,

_ aaml-'-ﬁbml il aaml ﬂbml _ aml bml
VeCOAT IR oty | Tl aay, || o, || e, |,

o, +p0, | |0a,] |Bo.] |an| [bu]
=a ve& HL5 veB( )

Teorema 2.7 Misalkan A dan B adalah dua buah matriks yang memiliki

ukuran yang sama, yaitu mxn. Maka
tr(ATB) ={vec(A }" vecB .

Bukti Teorema 2.7. Misalkan a,,...,a, menotasikan vektor kolom dari A dan

b,...,b, menotasikan vektor kolom dari B. Maka

. . by
tr(ATB):Z(ATB)“:ZaiTQ:[aI ooay ] i |={vec@a}’ vecB ;.
i=1 i=1 b

n
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Teorema 2.8 Misalkan A, B, dan C adalah matriks yang memiliki ukuran

mxn,nx p, dan pxq secara berurutan. Maka
vec(ABC)= (C" O A)vecB ..

Bukti Teorema 2.8. Jika b,...,b, menotasikan vektor kolom dari B, maka B

dapat ditulis sebagai

dimana e adalah vektor kolom ke-i dari matriks I' /. Sehingga

vec(ABC)= vec{A{ _p ,eIT]C}

= Zp:(CTq O Ab,) ;berdasarkan Teorema 2.6 (a)
i=1
=C'O A)zp:(eI Ob) ;berdasarkan Teorema 2.3
i=1
= C UA )ve® )

i(e. Dh)=zp;vec(qu)= Ve{quj: Vo |

i=1

Sehingga terbukti bahwa vec(ABC)= (C" O A )vecB ..

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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Teorema 2.9 Misalkan A, B, C dan D adalah matriks yang memiliki

ukuran mxn,nx p, pxq, dan gxm secara berurutan. Maka
tr(ABCD) ={vecA" }' @' OB )vecC .

Bukti Teorema 2.9. Dengan menggunakan Teorema 2.7, didapat
tr(ABCD) = tr{A (BCD)} ={vecA" } " vedBCD).
Berdasarkan Teorema 2.8 didapat
vec(BCD) = D" OB )vecC .
Sehingga

tr(ABCD) ={vec@' }' vedBCD)={ vecA” ) D' OB )vee .

2.1.10 Generalized Inverse : Moore-Penrose Inverse

Invers dari suatu matriks dapat dicari untuk semua matriks persegi
yang nonsingular. Tetapi, terdapat situasi dimana suatu matriks persegi
panjang atau persegi, sebut A , membutuhkan suatu matriks yang dalam
beberapa hal berfungsi seperti invers dari A. Matriks yang berfungsi seperti

invers dari A untuk situasi tersebut disebut dengan generalized inverse.

Salah satu generalized inverse yang sering digunakan dalam aplikasi

statistik adalah yang dikembangkan oleh Moore dan Penrose yang dikenal
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dengan Moore-Penrose inverse ( Schott, 1997 ). Moore-Penrose inverse
memiliki 4 sifat yang sama dengan invers dari matriks persegi yang

nonsingular.

Definisi 2.3 Moore-Penrose inverse dari matriks A yang berukuran mxn

adalah matriks berukuran nxm , dinotasikan oleh A", yang memenuhi 4

kondisi sebagai berikut

AATA =A (2.3.2)
A*AAT =A" (2.3.b)
(AA*) =AA" (2.3.c)
(A*A) =A"A (2.3.d)

Definisi 2.4 Misalkan A adalah matriks berukuran mxn dan full colomn

rank. Moore-Penrose inverse dari matriks A yang dinotasikan oleh A"

diberikan oleh

A =(ATA) AT,

2.1.11 Commutation Matrix

Matriks permutasi berukuran mxm didefinisikan sebagai sembarang

matriks yang didapat dari | , dengan merubah posisi kolomnya. Salah satu

bentuk khusus dari matriks permutasi adalah commutation matrix.

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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Definisi 2.5 Misalkan H; adalah matriks berukuran mxn yang elemen non-

zeronya hanyalah angka 1 dan elemen non-zeronya berada pada posisi baris

ke-i kolom ke-j. Maka commutation matrix yang dinotasikan oleh K

adalah matriks berukuran mnxmn yang diberikan oleh

n

K. = iz(H OH,").

i=1 j=1

Matriks H; dapat dinyatakan dalam bentuk kolom dari matriks identitas |

dan I ,. Jika e  adalah kolom ke-i dari | dan e  adalah kolom ke-j dari

maka H, =g e

,m=jn-

n ?

Teorema 2.10 Commutation matrix memenuhi sifat-sifat sebagai berikut

a) Kl =K

nm

b) K& =K

nm

Bukti Teorema 2.10

a) KL, = 33 (H, OH, ) ; karena K,m:Zm:n(H OH,")

i=1 j=1 i=1 j=1

; berdasarkan Teorema 2.2 (a)

I
M=
1My
T
= 4
|
T

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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T ikai=|
b) HinL = (q,mej ,nT)(Q,n@,mT) :{ q((';)Q(m ljllkaajj Z|

T .. .
HiHy :(e;,nﬂ,mT)(eK,man):{ €8 jikai=k

(O) jikai # k
dan

K K =K_KT

mn nm mn mn

|
— =
Mz
T
Ll
T
iy .
e
—
M=
-
T
[
T
=
_‘
—

|
TN
M=
D
3
AP
3
[
v
Y
>
D
.
~

Karena K K. =l ,maka terbuktibahwa K ! =K .

Commutation matrix memiliki hubungan penting dengan vec operator

dan kronecker product. Teorema berikut menjelaskan hubungan antara

commutation matrix dengan vec(A)dan vec(AT) dimana A adalah matriks

berukuran mxn.
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Teorema 2.11 Untuk sembarang matriks A berukuran mxn, maka

K nvec(A)= vec(AT).

Bukti Teorema 2.11. Misalkan a; adalah elemen ke (i, j ) dari matriks A.

Karena g;H," adalah matriks berukuran nxm yang elemen non-zeronya

adalah a;; dimana elemen non-zeronya tersebut (a;) berada pada posisi

(j,1). Didapat
AT = Z a’JHIJT
i=1 j=1

Lalu, dengan memberikan vec operator pada A" di atas, didapat

vec(AT) = Ve{iiHijTAHijTj

i=1 j=1

= Zm“i veéH ijTAHijT)

i=1 j=1

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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n

(H”. 0 HijT)vec(A) :berdasarkan Teorema 2.8

=1

-

!
[y

=K, ve€A) .

Selanjutnya, teorema berikut menjelaskan hubungan antara commutation

matrix dengan kronecker product.

Teorema 2.12 Misalkan A adalah matriks berukuran mxn, B adalah

matriks berukuran pxq, maka

Km(AOB)=(BOA)K,,.

Bukti Teorema 2.12

Jika X adalah matriks berukuran gxn, maka

K m(AOB)vec(X)=K | veiBXAT) ;berdasarkan Teorema 2.8
= vé(:BXAT )T) ;berdasarkan Teorema 2.11
= véAXTBT) :berdasarkan sifat transpos
=(BOA) vélz{T) ;berdasarkan Teorema 2.8

=(BOA)K,vec(X) ;berdasarkan Teorema2.11

Oleh karena itu, jika X yang dipilih sedemikian sehingga vec(X) sama

dengan kolom ke-i dari |, maka dapat dikatakan bahwa kolom ke-i dari
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K ,m (A OB) haruslah sama dengan kolom ke-i dari (BOA)K, .
Sehingga K ,,,(AOB)=(BOA)K,, terbukti.

Didefinisikan N, :%(I " +Km) dimana | . adalah matris identitas

berukuran mmxmm dan K adalah commutation matrix berukuran

mmxmm.

Teorema 2.13 Misalkan N, :%(I +Km) dan misalkan A adalah matriks

m?

berukuran mxm, maka
a) N =N_T

b) N.Kum=K. N, =N
!
c) vaec(A):Evec(A+AT)
d N, (AOA)N,=(AOA)N,=N_(ADA)
Bukti Teorema 2.13

a) Kesimetrisan dari N, didapat dari kesimetrisan | , dan K sehingga

mm !

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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(K’

*)

Berdasarkan teorema 2.10 (b), didapat bahwa K =K, sehingga

K o rn = K K e 2= 1
Nmem: %(Kmm+|m2)
=N

KN

mm- "m

Karena N K _~=N_dan K__N_ =N_,

c) N,vec(A) = %(Imz +Km)vec(A)

= %(vec(A) +K o veqA))

Maka (*) menjadi

maka terbukti bahwa N K =K

%(Imzvec(A)+Kmvec(A))

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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m

=N
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(vec(A)+ vec(AT)) - berdasarkan teorema 2.11

NI NI~

vec(A + AT) : berdasarkan teorema 2.6

Terbukti bahwa vaec(A):%vec(A +AT) :
d) N, (ADA)N, = %(|m2 +K o (ADA)N,,

:%(lmz(ADA)Nm+Km(ADA)Nm)

=%((A OA)N,+(AOA)K N, ) ; berdasarkan Teorema 2.12

=%((A OA)N,, +(ADA)N,) ; berdasarkan Teorema 2.13 (b)

:%(Z(ADA)Nm)

=(ADOA)N,

N.(ADA)N, = N, (A DA)%(lmz +K )

- %(Nm(ADA)ImZ Ny (ATA)K )

= %(Nm(A OA)+N,K,.(AOA)) ; berdasarkan Teorema 2.12

= %(Nm (ADA)+N, (AOA)) ; berdasarkan Teorema 2.13 (b)

= %(ZNm(A OA))

=N, (AOA)

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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Karena N, (AOA)N,=(AOA)N, dan N, (AOA)N,=N, (AOA), maka

terbukti bahwa N (AOA)N, =(AOA)N, =N, (AOA).

2.1.12 Vech Operator dan Duplication Matrix

Apabila matriks A :{aﬁ} yang berukuran mxm merupakan matriks

simetris, maka vec(A) mengandung elemen yang sama karena a; = a;
untuk i # j. Oleh karena itu didefinisikan vech(A ) yaitu vektor berukuran
m(m+1) / 2x1 yang dibentuk dengan menyusun kolom dari segitiga bawah

dari matriks A yang diberikan oleh

vech@A ):(all o1 s Bng Qop Aoy s @y 5@ 533 43,8y 3 ’-amm)T'

Matriks yang mentransformasi vech(A ) ke dalam vec(A ) disebut
duplication matrix yang dinotasikan dengan D, . Maka untuk matriks simetris

A berukuran mxm

vec(A)=D,, vechA . (2.1.12.a)

Elemen dari D,, didapat dengan cara mencocokkan elemen vechA )
dengan elemen vec(A). Elemen dari D,, didefinisikan untuk i =1,2,...m,

]=142,..m, k=21=12,..m
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1 jika (i,j)=(k )
(D), 0 =11 dika (i,i) =(1 k) (2.1.12.b)
0 lainnya.

Elemen pertama dari vech@ ), yaitu (k,I)=(11) dicocokkan dengan

tiap elemen vec(A ), yaitu (i, j). Apabila elemen pertama dari vech(A ) sama

dengan elemen dari vec(A ), maka diberi nilai satu. Bila tidak sama, diberi
nilai nol. Hasil pencocokan antara elemen pertama dari vech(A ) dengan tiap

elemen vec(A ) merupakan vektor kolom yang pertama dari D,,. Kemudian,
elemen kedua dari vech@ ), yaitu (k,1)=(2,1) dicocokkan dengan tiap
elemen vec(A ), yaitu (i, j). Hasil pencocokan antara elemen kedua dari

vech(A ) dengan tiap elemen vec(A ) merupakan vektor kolom kedua dari D,

dst.

Berikut ini akan diberikan contoh bagaimana cara menentukan

duplication matrix. Misalkan matriks simetris A adalah matriks berukuran

3x 3 yang diberikan oleh A =

O T 9
D Q9 T

C
e |. Vec dari matriks A adalah
f
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vecA )=

- ® 0 ® 2 T 0 T o
!

i)
i)
i)
i)
j)= (2,2. Terlihat bahwa elemen b, c,e muncul dua
i)
i)
i)
i)

kali. Agar elemen dari matriks A tidak muncul lebih dari satu kali, akan
didefinisikan suatu vektor yang disebut vech(A )yang elemennya terdiri dari
elemen matriks A dimana elemen dari matriks A tidak muncul lebih dari

satu kali pada vektor tersebut. vech(A ) didapat dengan menyusun kolom dari

a
segitiga bawah dari matriks A ,sebut A, , yaitu A, =|b d . Sehingga
c e ¥
fa] =(k1)=@11)
b| - (2,1
: c| - (31 . > S
didapat vech@ )= q 2.2)° Kemudian akan dicari duplication
e - (3, 2)
| fl = (3,3

matriks D,, yang mentransformasikan vech(A ) ke dalam vec(A ).

Berdasarkan (2.1.12.b), untuk elemen pertama dari vech( ) adalah

(k,1)=(11) =a, kemudian dicocokkan dengan tiap elemen dari vec(A ).

Didapat bahwa elemen (k,1)=(1,1) =a hanya sama dengan satu elemen dari
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vec(A), yaitu (i, j)=(11) =a , sedangkan untuk elemen vec(A ) lainnya
berbeda, sehingga didapat vektor kolom yang pertama dari D, adalah

[1 00 00 00 0 §. Kemudian, elemen kedua dari vech@ ), yaitu
(k,1)=(2,9) =b dicocokkan dengan tiap elemen vec(A), yaitu (i, j). Didapat
bahwa elemen dari vec(A), yaitu (i, j)=(2,) =b=(1,9 sama dengan elemen
(k,1)=(2,9 =b, sedangkan untuk elemen vec(A ) lainnya berbeda, sehingga
didapat vektor kolom yang pertama dari D, adalah

[01 012000 0 {,dst

Maka didapat D, =

O O O O O O o o P
O O O o O pr Omr O
O O r OO O+ O O
o O O O r OO O O
O r Ok O O O O O
P, O O O O O O O O

D, adalah Moore-Penrose inverse dari D,,, diberikan oleh

D, =(D,’D,) D, (2.1.12.c)

m
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Teorema 2.14 Misalkan D,, adalah duplication matrix berukuran
m’xm(m+1)/2 dan D, adalah Moore-Penrose inverse dari D,,. Maka
a) Dm+ Dm =1 m(m+1)/2

b) D, 'vec(A)= vecA) ; untuk setiap matriks A berukuran mxm dan

simetris

Bukti Teorema 2.14

a) Berdasarkan definisi dari D_" pada (2.1.12.c) , didapat bahwa

D,'D, = ((DmTDm)_l DmT)D =

m l m(m+1)/2 "

b) Untuk setiap matriks A berukuran mxm dan simetris, maka berdasarkan

(2.1.12.a) didapat bahwa vec(A )=D,, vechA . Kemudian dengan
mengalikan kedua ruas pada persamaan tersebut dengan D, didapat

D,,”vec@ =D, D, vechf )
- Dm*vec(A):Im(m+1),2 vechA ) herdasarkan Teorema 2.14 (a)

= D_"vec(A)= vechf )

Teorema 2.15 Misalkan D,, adalah duplication matrix yang berukuran
m’xm(m+1)/2 dan D, adalah Moore-Penrose inverse dari D,,. Maka

a) K mmDm = NmDm = Dm
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b) D,'K,. =D 'N_=D,°*

m m m

c) b,D, =N,
Bukti Teorema 2.15

a) Teorema 2.15 (a) akan dibuktikan dengan menunjukkan bahwa untuk

sembarang matriks A berukuran mxm dan simetris,

K mDnvech(A) =D, vec{A) =N, D, vech(A).

K mDnvech(A) = K vec(A) ; berdasarkan 2.1.12.a

vec(AT) : berdasarkan Teorema 2.11

vec(A)  ;karena A simetris (A = AT), sehingga vec(A) = vec(AT)

D, vech(A)

Hal yang sama

N,.D.vech(A) = N, vec(A) ; berdasarkan 2.1.12.a
= %vec(A + AT) ; berdasarkan Teorema 2.13 (c)
= %vec(A+A) ; karena A simetris (A =AT)
1
= —vec( 2A
L ec(21)
= % 2 ved A) : berdasarkan teorema 2.6 (b)
= vec(A)
= D, vech(A) ; berdasarkan 2.1.12.a

Sehingga teorema 2.15 (a) terbukti.
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b) DK, = (DmT Dm) D,'K ; berdasarkan 2.1.12.c
= (DmT Dm)_1 DK, T : berdasarkan Teorema 2.10 (a)
= (D,D,) (KmD,) ;berdasarkan sifat transpos
- (DmT Dm)_l(Dm)T : berdasarkan Teorema 2.15 (a)
=D, : berdasarkan 2.1.12.c
DN = (DmTDm)'1 D.'N_ : berdasarkan 2.1.12.c
= (DmT Dm)_l DN, : berdasarkan Teorema 2.13 (a)
= (DmT Dm)_l(NmDm)T : berdasarkan sifat transpos
= (DmT Dm)fl(Dm)T : berdasarkan Teorema 2.15 (a)
=D, ; berdasarkan 2.1.12.c

c) Teorema 2.15 (c) akan dibuktikan dengan menunjukkan bahwa untuk

sembarang matriks A berukuran mxm, maka

D,.D,'vec(A) =N, vedA).
Jika didefinisikan A, =%(A +AT), maka A. merupakan matriks simetris

dan

N,vec(A) = %vec(A + AT) - berdasarkan Teorema 2.13 (c)
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= vec@(A +AT )j ; berdasarkan Teorema 2.6 (a)
= vec(A.)
Sehingga
DD, 'vec(A) = D,D,'N,vec(A) ; berdasarkan Teorema 2.15 (b)
= D,D,"vec(A.)
= D,vech(A.) - berdasarkan Teorema 2.14 (b)
= vec(A.) - berdasarkan persamaan 2.1.12.a
= N, vec(A)

Sehingga teorema 2.15 (c) terbukti.

Teorema 2.16 Jika A adalah matriks nonsingular yang berukuran mxm,

maka D, (A A)D, nonsingular dan invers dari D, (A O A)D,, diberikan

oleh D, (AOA ™D

Bukti Teorema 2.16. Teorema ini dibuktikan dengan hanya perlu

menunjukkan bahwa hasil perkalian dari D, (A 0 A)D,, dan

m

D,’ (A‘lD A‘l) D;' akan menghasilkan I

m+1)/2 *
(0. (A0A)D,)(D, (A*0A™)D;)= D,/ (ADA)N, (A OA™)D;

; berdasarkan Teorema 2.15 (c)

= D,/N,(AD A)(A‘l 0 A‘l) D" ; berdasarkan Teorema 2.13 (d)
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D.'N, (AOA)(AOA)" D ;berdasarkan Teorema 2.5

= D,'N, DT

= (NmT Dm)T DT : berdasarkan sifat transpos

= (NmDm)T M ; berdasarkan Teorema 2.13 (a)
= (Dm)T M ; berdasarkan Teorema 2.15 (a)
= (Dn:Dm)T ; berdasarkan sifat transpos

- (| m(m+1)/2)T . berdasarkan Teorema 2.14 (a)

2.1.13 Notasi Bentuk Linier dan Bentuk Kuadratik

Misalkan a=(a,,...a,) adalah vektor kolom berukuran mx1.
Didefinisikan fungsi a"x =" ax , dengan vektor x =(x,,...x,)" yang

berukuran mx1. Fungsi a'x merupakan bentuk linier.

Misalkan matriks A ={aﬂ} berukuran mxm. Didefinisikan pula fungsi

XTAX =) aXX; (2.1.13.2)
]

dengan vektor x :(xl,...,xm)T yang berukuran mx1. Fungsi (2.1.13.a)

merupakan bentuk kuadratik.
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Definisi 2.6 Misalkan A merupakan suatu matriks yang simetris, maka A

dapat dikatakan

definit positif

definit negatif

jika x"Ax >0 untuk semua vektor x #0

jika x"Ax <0 untuk semua vektor x #0

Dari definisi 2.6 di atas, terlihat bahwa A definit negatif jika dan hanya

jika -A definit positif.

2.2 DIFERENSIASI PADA VEKTOR DAN MATRIKS

2.2.1 Definisi dan Notasi

Sebelum membahas lebih jauh mengenai turunan atau diferensiasi

pada vektor dan matriks, terlebih dahulu akan dibahas mengenai notasi dasar

yang digunakan pada subbab ini. Pada subbab ini akan ditunjukkan

perbedaan notasi antara fungsi skalar, vektor fungsi dan matriks fungsi.

Klasifikasi dari fungsi yang akan dibahas pada subbab ini dapat dilihat pada

tabel 1.

Tabel 1. Klasifikasi Fungsi

Variabel skalar

Vektor variabel

Matriks variabel

Fungsi skalar f (x) f(x) f(X)
Vektor fungsi f (x) f (x) f(X)
Matriks fungsi F () F(x) F(X)
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Fungsi skalar dari variabel skalar

Misalkan x adalah variabel skalar, maka f (x) menotasikan fungsi skalar

dari variabel skalar. Contoh dari f (x) adalah f (x)=x+2.

Fungsi skalar dari vektor variabel

Misalkan x adalah vektor variabel berukuran mx1, maka f (x)
menotasikan fungsi skalar dari vektor variabel. Contoh dari f(x) adalah

f (x) =a'x, dimana a adalah vektor berukuran mx1 dan x adalah

vektor berukuran mx1.
Fungsi skalar dari matriks variabel

Misalkan X adalah matriks variabel berukuran mxm, maka f (X)
menotasikan fungsi skalar dari matriks variabel. Contoh dari f (X)

adalah f (X) =a' Xa dimana a adalah vektor konstanta berukuran mx1

dan X adalah matriks variabel berukuran mxm.
Vektor fungsi dari variabel skalar

Misalkan x adalah variabel skalar, maka f (x) menotasikan vektor

fungsi dari variabel skalar, yang diberikan oleh
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Vektor fungsi dari vektor variabel

Misalkan x adalah vektor variabel berukuran mx1, maka f (x)

menotasikan vektor fungsi dari vektor variabel yang diberikan oleh

Contoh dari f (x) adalah f (x) = Ax dimana A adalah matriks

konstanta berukuran mxm dan x adalah vektor variabel berukuran mx1.
Vektor fungsi dari matriks variabel

Misalkan X adalah matriks variabel berukuran mxm, maka f (X)

menotasikan vektor fungsi dari matriks variabel yang diberikan oleh

Contoh dari f (X) adalah f (X)=Xa dimana X adalah matriks variabel

berukuran mxm dan a adalah vektor konstanta berukuran mx1.
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Matriks fungsi dari variabel skalar

Misalkan x adalah variabel skalar, maka F (x) menotasikan matriks

fungsi berukuran pxq dari variabel skalar yang diberikan oleh

() = ()]

Contoh dari F (x) adalah F () :{X+2 X}

X 0]
Matriks fungsi dari vektor variabel

Misalkan x adalah vektor variabel berukuran mx1, maka F (x)

menotasikan matriks fungsi dari vektor variabel yang diberikan oleh

fpl(x) qu(X)
Contoh dari F (x) adalah F (x)=xx" dimana x adalah vektor variabel

berukuran mx1.
Matriks fungsi dari matriks variabel

Misalkan X adalah matriks variabel berukuran mxm, maka F (X)

menotasikan matriks fungsi dari matriks variabel yang diberikan oleh
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fpl(x) qu(x)
Contoh dari F (X) adalah F (X)=AXB dimana A adalah matriks

konstanta berukuran pxm, X adalah matriks variabel berukuran mxm,

dan B adalah matriks konstanta berukuran mxq.

Selanjutnya akan dibahas mengenai diferensiasi dari beberapa fungsi

yang telah dibahas sebelumnya.

- Diferensiasi dari fungsi skalar f (x) terhadap x

Jika f adalah fungsi skalar yang differentiable dari vektor

x:(xl,xz,...,xn)T yang berukuran nx1, maka turunan dari f terhadap x
merupakan vektor baris berukuran 1xn yang diberikan oleh

ot (X) == 1 (x) - if(x)}.

Lox 0x,
- Diferensiasi dari fungsi skalar f(X) terhadap X

Misalkan f (X) adalah suatu fungsi skalar dari matriks X yang

berukuran mxn. Maka turunan dari f(X) terhadap X merupakan suatu

matriks berukuran mxn yang diberikan oleh
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10 1 (X) 1 (x)
0 0 0

2 (x5 100 5Ty,
0 0 0
ERL i e O

- Diferensiasi dari vektor fungsi f (x) terhadap x

Misalkan f,,...,f, adalah suatu fungsi dari vektor x =(x..., )" yang
berukuran nx1. Fungsi f,...,f_ dapat dinyatakan sebagai komponen dari

vektor fungsi, yaitu

Fungsi f differentiable pada x jika dan hanya jika masing-masing

komponen dari f, yaitu f untuk i =1,...m, differentiable pada x. Turunan

dari f (x) terhadap x diberikan oleh

) 0 0 i
A 9 ¢
axl 1(X) axz 1(X) axn l(x)
0 0 0
f —f —f
aT f(X): axl 2(X) axz Z(X) axn 2(X)
0x :
0 0 0
Z00) ) )
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- Diferensiasi dari matriks fungsi F (X) terhadap X

Untuk kasus yang lebih umum yaitu untuk matriks fungsi F (X)

berukuran pxq ; dimana F (X) adalah matriks fungsi dari matriks X yang

berukuran mxn yang diberikan oleh

Vektor fungsi f (x) dapat diperluas menjadi matriks fungsi F (X )
dengan menggunakan vec operator; yaitu misalkan f adalah vektor fungsi

berukuran pgx1 sedemikian sehingga f (vec(X)) = ve((F (X)) Maka

turunan dari F (X ) terhadap X diberikan oleh

9
Wf(vec(x))—a\/eq—xyvec(F(x)),

dimana elemen ke (i, j) dari turunan di atas merupakan turunan parsial dari

elemen ke i dari vec(F (X)) terhadap elemen ke j dari vec(X).

Matriks fungsi F (X) merupakan generalisasi dari fungsi f (X) yang

merupakan fungsi skalar dari matriks X . Oleh karena itu, turunan dari f (X)
terhadap X dapat dicari dengan menggunakan
0
-

ovec( X) f(%).
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Jika X adalah matriks persegi berukuran mxm dan simetris dimana

X merupakan matriks dari variabel-variabel. Serta f (X) adalah vektor

fungsi dari matriks X, maka turunan dari f diberikan oleh matriks

0
——f(X (2.2.1.a)
dvech(X )" (%)

Turunan pada (2.2.1.a) dapat dicari dengan menggunakan

0

avec(X)' f(x)

yang pada umumnya digunakan untuk kasus X bukan matriks yang simetris.

Dengan menggunakan aturan rantai, maka didapat

0 A d ad
Wf (X)_[W f (X)J[erc(x)].

1) (2)

Perlu diperhatikan bahwa (1) dapat dicari tanpa memperhatikan kesimetrisan
dari X . Dan untuk (2) dapat dinyatakan dalam bentuk lain, yaitu dengan

menggunakan duplication matrix D . Karena D, vech@ )= vecA , maka

didapat bahwa D, dvech@ )=d vecA |, sehingga

%f X :[Lﬂ(x)] D,
ovech(X) ovegX)

Berikut ini akan diberikan beberapa sifat dasar dari diferensial vektor

dan matriks. Jika X dan Y matriks fungsi dan A adalah matriks konstanta,
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maka operator diferensial, yaitu d , memenuhi aturan-aturan dasar sebagai
berikut

a) dA=0

b) d(aX)=ad(X)

c) d(X")=(dx)'

d) d(X+Y)=dX+dY

e) d(XY)=(dX)Y +Xx(dY)

f) dvec(X)= veddX)

g) dtr(X)=tr(dX)

2.2.2 Diferensiasi dari Bentuk Linier dan Bentuk Kuadratik

Diferensiasi dari bentuk linier a' x dan bentuk kuadratik x"Ax adalah

JCRITE (2.2.2.a)
0X

a(aTTX) =a’; (2.2.2.b)
0x

a(X;fX) =(A+AT)x. (2.2.2.0)

(Bukti dapat dilihat pada lampiran 2)
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2.2.3 Diferensiasi dari Trace Matriks

Misalkan X :{xj} adalah matriks berukuran mxm. Maka

d{tr(X)} =vec(l,,)" dvedX) dan tr(X)=vec(l,)".

avec(X)'

Bukti
Akan dibuktikan bahwa d{tr(X)} =vec(l,,)’ dvedX)

dtr (X) =tr(dX)
= tl ,dX)
= ve€l,)" vefdx) berdasarkan Teorema 2.7

vedl ) d vefx)

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa LTU(X) =vec(l )’

ovec(X)

2.2.4 Diferensiasi dari Determinan Matriks

Misalkan X ={>qj} adalah matriks berukuran mxm dengan n variabel

"independen” (dimana m=2). Misalkan ¢; menyatakan kofaktor dari X .
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Bentuk det(X ) dapat dijabarkan sebagai det(X)=|X|=>"" x,& dimana

¢, é,,.-,¢,, berupa konstanta sehingga didapat

ddetX) _ 9 o 0 &
- X|= 't{it
0X; 0X; | | 0X; tzzl:X'

(o
_;(a Y )gtjfit

@ (2.2.4.9)

Hasil (2.2.4.a) mengindikasikan bahwa turunan dari det(X ) terhadap

X adalah matriks kofaktor dari X atau ekivalen dengan

ddet . T
ae—x(x)=[adj(X)] .

Turunan dari det(X ) terhadap vec(X)" dapat dinyatakan dalam bentuk

sebagai berikut

ddet(X') _ T\"
W—vec( ad(x)') . (2.2.4.0)

Dengan menggunakan hubungan antara differensial pertama dan
turunan pada (2.2.4.b) serta X =|X|adj(X), didapat
d|x| ={ved ad{x)'}" d ve¢x)
{ved adx)' )} vetux)

tr( ad(X) dX) berdasarkan Teorema 2.7
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= t|(|X|X‘1dX) ;karena ad{X) =|X|X™

=|X| t{X"dx) (2.2.4.c)

Sekarang perhatikan fungsi h(X) =In|X|, dimana X adalah matriks

nonsingular berukuran mxm. Maka

d|X|:ﬁ|x|tr(xﬂdx):tr(x_1dx) (2.2.4.d)

-

dh(X):dIn|X|:|X|

Hasil (2.2.4.d) mengindikasikan bahwa turunan dari In|X| terhadap
vec(X)' adalah sebagai berikut

_tr(x7ox)

=l Ve((X)T (2.2.4.e)

.
avec(X)

Selanjutnya, berdasarkan Teorema 2.7 yaitu tr(A'B) :{vec(A )}T vecB .

Maka didapat

tr(X‘lax) _ vec((X'l)T )T vedoX)

’ _ (2.2.4.f)
ovec(X) dvedX)
Karena vec(dX) =dvedX), maka (2.2.4.f) dapat ditulis menjadi
ved (x)' ' vedox) ve¢(x?) Ta ve T
(( ) ) - 4 ): #( ) ) - &) :vec((X‘l)T) (2.2.4.9)
ovec(X) avec(X)
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Sehingga berdasarkan (2.2.4.e), (2.2.4.f), dan (2.2.4.9) didapat bahwa
turunan dari In|X| terhadap vec(X)" adalah

0
ovec(X)

In|X| :vec((X‘l)T )T (2.2.4.h)

2.2.5 Diferensiasi dari Matriks Invers

Misalkan X ={>q].} adalah matriks nonsingular berukuran mxm. Maka

dX = -X"*(dX) X (2.2.5.a)

Untuk membuktikan (2.2.5.a), perhatikan persamaan | =XX™.

Kemudian dengan mendifferensialkan kedua ruas dari persamaan tersebut,

akan didapat

(=i, =d(XX) = (X)X "+ (ax)

= (0)=(ax)x "+ X (dx") (2.2.5.b)

Selanjutnya dengan menjumlahkan kedua ruas dari (2.2.5.b) dengan

-X (dX‘l), sehingga didapat

-X(dX ) =(dx)x*
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Dengan mengalikan kedua ruas pada persamaan di atas dengan —X™*
didapat

(dx?) =-x"*(dx) X! (2.2.5.0)
Dari hasil (2.2.5.c), dapat dicari differensial dari vec(X‘l), yaitu
dvec(X ) = veddX ) = ve¢-X"*(dX)X ) = -vec(X (dX)X ). (2.2.5.d)

Berdasarkan Teorema 2.8, yaitu vec(ABC)= (" 0 B)vecB |, maka didapat

bahwa
~veo(X (dX) X ) = —((x*)T 0 X‘l) veddX).

Karena vec(dX) = dved X ), maka persamaan di atas menjadi

'((X_l)T H x_l) veg(dX) = -((X‘l)T 0 X‘l)dvec(X) . (225.e)

52

Hasil (2.2.5.e) mengindikasikan bahwa turunan dari vec(X‘l) terhadap

vec(X)T adalah
ave:(x)T vedx ) = _((Xl)a\i:z):zfve(:()()
- ﬁvec(xﬂ) 2 —((x*)T 0 X‘l) (2.2.5.f)
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2.3 VARIABEL RANDOM NORMAL

Variabel random X dinyatakan berdistribusi normal dengan probability

density function (pdf)-nya adalah sebagai berikut:

b RSO NN
f(x)—amexp{ 07 } <X<

dimana mean dari X adalah /& dan variansi dari X adalah o°.

X berdistribusi normal biasanya direpresentasikan dengan
X ~N (y, 02)

dimana
U=E(X)= T xf (x)dx ;

o’ = E[(X —,u)z] = T (x=4)* f (x)dx .

—00

Vektor random X =(X,, X,,....X,,)" berdistribusi normal multivariat

jika pdf-nya adalah sebagai berikut:

1 1
f(x) =+exp{-— (= ) T (X~ )}
(\/ET) |ZX|1/2 2

dimana

U, = E(X) adalah vektor mean dari vektor random X ;
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3, = E[(X = 1) (X = )T] adalah matriks varians-kovarians, dan m=dim X

adalah dimensi dari vektor random X.

X berdistribusi normal multivariat biasanya dinyatakan sebagai

XNNm(:ux’Zx);
dimana

X\ [ Hx,

M =E 2= :u:xz )

X, N

dan
E[(X,-1,)’ ] E[(X, = )X =) |+ B[ = )X, =)' ]
5 = E[(Xz_:uxz)(xl_:uxl)TJ E[(Xz_:uxz)zjl E[(Xz-luxz)(xm_luxm)T} '
E[ (X, — 1 )X, =) | E[(X, = )X, =g, ) ] E[ (X, -1, )]

Catatan: 2, =2, '.

2.4 METODE MAKSIMUM LIKELIHOOD ( ML)

Misal X =(X,,X,,....X,,)" adalah vektor random dengan f (x;6),

00QO0P dimana 6 merupakan suatu vektor dari p-parameter yang tidak

diketahui. Langkah-langkah dalam melakukan penaksiran ML adalah
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1. Mencari joint pdf dari X, X,,...,.X,,, yaitu f(x,X,,....x,8). Oleh karena

2. Mencari fungsi likelihood yang didefinisikan sebagai joint pdf dari

X, X,,...,X,, dan dapat dianggap sebagai fungsi dari 8. Misalkan fungsi
likelihood L(0;%,X,,....x,) =L(8;x) , maka L(0;x)= f(x;6).
3. Mencari taksiran dari 6 (é) yang memaksimumkan fungsi likelihood.

8 ini disebut taksiran ML dari 0.

Mencari nilai taksiran 8 yang memaksimumkan fungsi In L(e;x),
akan memberikan hasil yang sama dengan mencari nilai taksiran 0 yang

memaksimumkan L(e;x) (Bukti dapat dilihat pada lampiran 3). Maka baik

L(8;x) maupun In L(8;x) dapat digunakan untuk mencari nilai 8.

Nilai 8 yang memaksimumkan In L(6;x) dapat diperoleh dengan

mencari solusi simultan dari persamaan

S,(8) :£In L(6;x) untuk j= 1,2,p

J

=0
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25 MODEL REGRESI DAN PENAKSIRAN KOEFISIEN MODEL

REGRESI DENGAN METODE OLS

Analisis regresi merupakan suatu metode untuk menyelidiki hubungan
fungsional antara variabel dependen dengan variabel-variabel independen.
Hubungan ini dinyatakan dalam bentuk suatu persamaan atau model yang
menghubungkan variabel dependen dengan variabel-variabel independen
yang disebut dengan model regresi. Salah satu bentuk model regresi adalah

model regresi linear, yaitu

y = B, +pBx+e. (2.6.a)

Salah satu metode yang digunakan untuk mengestimasi koefisien dari
model regresi linear adalah metode Ordinary Least Square (OLS). Berikut ini
akan dibahas mengenai penaksiran koefisien regresi dengan menggunakan

metode OLS.

Misalkan bahwa terdapat n observasi, dan misalkan y. menotasikan
variabel dependen ke-i yang terobservasi dan x menotasikan observasi ke

i dari variabel independen x. Diasumsikan bahwa komponen error e pada
model memiliki E(e) =0 dan var(e)=o?, serta antar errornya tidak

berkorelasi.

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



Model (2.6.a) dapat ditulis dalam bentuk
Y, = B,+6x +e i= 1,2,n, (2.6.b)
Fungsi least square adalah
S(BB)=2. 8
i=1

n

=2 (% =B=BX) (2.6.c)

i=1

Taksiran least square dari 5, dan g, sebut [z’o dan ,31 harus memenuhi

0S W YA
] . B
0_,81,@0’/}1_ ;( ,80 /31>§)

Dengan menyederhanakan persamaan (2.6.d), didapat persamaan normal

least square, yaitu

*B2 %
'jf :1 (2.6.€)
+BY X’
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PENAKSIRAN PARAMETER PADA CLASSICAL ERROR IN VARIABLE

MODEL

Error in variable model adalah suatu model regresi dimana beberapa
variabel independennya mengandung error. Error in variable model berbeda
dengan model regresi dimana variabel independen pada model regresi
diperhitungkan dengan tepat sehingga variabel independen tidak

mengandung error dan error hanya muncul pada variabel dependennya.

Error yang muncul pada variabel independen disebut dengan
measurement error. Munculnya error pada variabel independen disebabkan
nilai sebenarnya dari variabel independen tidak diketahui dan tidak dapat
diukur dengan tepat sesuai dengan nilai sebenarnya, sehingga nilai
sebenarnya dari variabel independen ini diwakilkan oleh suatu nilai yang
didapat melalui suatu proses pengukuran yang belum tentu sesuai dengan

nilai sebenarnya.

Pada error in variabel model, nilai sebenarnya dari variabel
independen yang tidak diketahui dan tidak dapat diukur dengan tepat sesuai
dengan nilai sebenarnya disebut dengan variabel independen yang tidak
terobservasi. Sedangkan nilai variabel independen yang didapat dari proses

pengukuran disebut dengan variabel independen yang terobservasi.

58
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3.1 CLASSICAL ERROR IN VARIABLE MODEL UNTUK SATU

VARIABEL INDEPENDEN

Error in variable model untuk satu variabel independen dinyatakan

oleh persamaan berikut

y=B,+pu+e x=u+d (3.1)
dimana
y adalah variabel dependen;
u adalah variabel independen yang tidak terobservasi;
x adalah variabel independen yang terobservasi;

B, dan g adalah koefisien atau parameter dari model;
e adalah error dimana e~ NIID (0,0,);

d adalah measurement error dimana d~ NIID(0,0y).

Error in variable model dibagi menjadi dua tipe, yaitu :
1. Classical error in variable model
Classical error in variable model yaitu error in variable model yang
mengasumsikan bahwa variabel independen yang tidak terobservasi (u)
independen terhadap measurement error (d ). Pada classical error in

variable model, peneliti tidak mengontrol nilai variabel independen yang
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terobservasi. Selisih antara nilai terobservasi dengan nilai sebenarnya

disebut dengan measurement error.

. Error in variable model kasus Berkson

Error in variable model kasus Berkson yaitu error in variable model yang
mengasumsikan bahwa variabel independen yang tidak terobservasi (u)
dependen terhadap measurement error (d ). Pada error in variable model
kasus Berkson, nilai variabel independen yang terobservasi telah dikontrol
(ditargetkan) secara langsung oleh peneliti sedangkan nilai variabel
independen sebenarnya yang tidak terobservasi bervariasi untuk masing-
masing observasi. Selisih antara nilai terobservasi dengan nilai

sebenarnya disebut dengan measurement error.

Berikut ini diberikan contoh kasus classical error in variable model

untuk satu variabel independen. Misalkan seorang peneliti ingin melihat

hubungan antara panen jagung (y) dan ketersediaan kadar nitrogen pada

tanah ('u). Untuk mengukur kadar nitrogen pada tanah, dilakukan

pengambilan sampel tanah, kemudian dilakukan analisis laboratorium pada

sampel yang dipilih tersebut untuk melihat kadar nitrogen pada tanabh.

Sebagai hasil dari pengukuran laboratorium, didapat kadar nitrogen pada

tanah yang diobservasi yaitu sebesar x, = 72%. Pengukuran kadar nitrogen

pada sampel tanah tersebut dilakukan lebih dari satu kali di bawah kondisi

yang menurut peneliti identik dengan analisis laboratorium sebelumnya. Hasil
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laboratorium kedua diperoleh dari sampel tanah yang sama adalah sebesar
X, = 73%, dan seterusnya. Padahal kadar nitrogen pada sampel tanah yang
sebenarnya adalah misalkan sebesar u=70%. Sehingga timbul error dalam
proses pengukuran kadar nitrogen pada tanah yang disebut dengan
measurement error sebesar d,, r =1,2,...,p. Karena kadar nitrogen yang
sebenarnya ( u) tidak dapat diukur dengan tepat, maka hubungan antara x
dan u memenuhi model x=u+d, dimana d adalah measurement error
yang didapat dari pengukuran kadar nitrogen. Dalam pengukuran kadar
nitrogen pada laboratorium pertama, didapat error dalam pengukuran

sebesar d, = x, —u=72%- 70%= 2%, sedangkan dalam pengukuran kadar

nitrogen pada laboratorium kedua didapat error sebesar

d, =x,—-u=73%- 70%= 3%, dan seterusnya. Hasil pengukuran kadar

nitrogen pada tanah ditampilkan pada tabel 2.

Tabel 2. Hasil Pengukuran Kadar Nitrogen

Penaukuran Laboratorium
g 1 B\ P
u u, =70% U, =70% | ...ccooei. u, =70%
X x, =72% % =73% | ... X,
d d=x-u=2%|d,=x,-u=3%| ... d,=x,-u

Dari tabel 2 terlihat bahwa error yang dihasilkan, yaitu d tidak
bergantung terhadap u (besarnya d tidak dipengaruhi oleh besarnya u,

melainkan oleh x). Diasumsikan model y= 4, + Bu+e merupakan suatu
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aproksimasi yang sesuai untuk hubungan hasil panen dan kadar nitrogen.
Sehingga model regresi linear untuk kasus ini merupakan classical error in

variable model yang dinyatakan oleh
y=45+Bute x=u+d

y adalah banyaknya hasil panen jagung ;

u adalah kadar nitrogen dalam tanah yang nilainya sulit untuk diukur
dengan tepat sesuai nilai sebenarnya, sehingga diwakili dengan x yang

merupakan kadar nitrogen yang didapat dari hasil observasi.

3.1.1 Jenis Classical Error in Variable Model

Classical error in variable model untuk satu variabel independen

dinyatakan oleh persamaan berikut

y=p4,+Bu+e Xx=u+d (3.2)
dimana
y adalah variabel dependen;

u adalah variabel independen yang tidak terobservasi;
x adalah variabel independen yang terobservasi;

B, dan S adalah koefisien atau parameter dari model;

e adalah error dimana e~ NIID (0,0,,);
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d adalah measurement error dimana d~ NIID (0,0y,);

u dan d independen.

Pada classical error in variable model, terdapat dua jenis variabel
independen yang tidak terobservasi (u), yaitu fixed dan random. Variabel
independen yang tidak terobservasi (u) akan dianggap suatu nilai yang fixed
jika variabel independen yang tidak terobservasi (u) berada di bawah kontrol
dari peneliti. Sehingga dapat dikatakan bahwa u akan memiliki nilai yang
sama jika sampel yang lainnya diambil. Sedangkan variabel independen
yang tidak terobservasi (u) akan dianggap suatu variabel random jika
variabel independen yang tidak terobservasi (u) tidak berada di dalam

kontrol dari peneliti.

Berikut ini akan diberikan contoh kasus yang menunjukkan kapan
harus menganggap u sebagai nilai yang fixed dan kapan harus menganggap
u sebagai variabel random. Dengan menggunakan contoh sebelumnya yaitu
kasus mengenai kadar nitrogen pada tanah, pengumpulan data kadar
nitrogen pada tanah memungkinkan dua interpretasi dari nilai-nilai
sebenarnya (u). Pertama, yaitu dengan menganggap bahwa sampel tanah
diambil dari ladang yang telah ditetapkan oleh si peneliti sehingga ladang
yang telah ditetapkan tersebut dikontrol oleh peneliti dan keadaan tanah yang
ada pada ladang tersebut dibuat homogen. Sehingga dengan kondisi seperti

ini dapat menghasilkan kadar nitrogen yang sama untuk tiap sampel tanah
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yang diambil dari ladang yang telah ditentukan. Untuk situasi yang seperti
ini, nilai sebenarnya (yang tidak diketahui) dari kadar nitrogen dalam ladang

diasumsikan sebagai suatu nilai yang fixed.

Sebaliknya, jika ladang-ladang yang diteliti tidak ditetapkan terlebih
dahulu oleh peneliti dan ladang yang diteliti tersebut diambil secara acak dari
suatu populasi ladang di suatu daerah maka akan didapat nilai u yang
random. Nilai u yang random disebabkan ladang tidak dikontrol oleh peneliti
sehingga mengakibatkan kondisi tanah pada ladang yang diambil secara
acak tersebut belum tentu homogen. Sehingga nilai sebenarnya dari kadar
nitrogen pada tanah (u) dapat berubah-ubah apabila diambil sampel tanah
yang berbeda pada ladang tersebut. Untuk situasi seperti ini, nilai-nilai

sebenarnya dari nitrogen pada tanah (u) dianggap sebagai variabel random.

Berdasarkan variabel independen yang tidak terobservasi, classical

error in variable model dibagi menjadi dua jenis model yaitu

1. Functional relationship model

Functional relationship model adalah classical error in variable model
yang bentuk modelnya seperti yang telah direpresentasikan pada model (3.2)
dimana u (variabel independen yang tidak diobservasi) diasumsikan sebagai
suatu vektor konstanta yang tidak diketahui nilainya. Fuller dalam bukunya,

“Measurement Error Models”, menyebut model ini sebagai model fungsional.
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2. Structural relationship model

Structural relationship model adalah classical error in variable model
yang bentuk modelnya seperti yang telah direpresentasikan pada model (3.2)
dimana u (variabel independen yang tidak diobservasi) diasumsikan sebagai
suatu variabel random. Fuller dalam bukunya, “Measurement Error Models”,

menyebut model ini sebagai model struktural.

3.1.2 Metode OLS pada Classical Error in Variable Model untuk

Structural Relationship Model

Classical error in variable model (3.2) dapat dinyatakan dalam bentuk
Y, =8,+6u +e X =u +d 1=1,2,..n (3.3)

y. merupakan variabel dependen untuk observasi ke-i ;

u, merupakan variabel independen yang tidak terobservasi untuk observasi
ke-i ; u, diasumsikan merupakan variabel random berdistribusi normal
dengan mean 4, dan variansi g, ;

X merupakan variabel independen yang terobservasi untuk observasi ke- i ;

B, dan g, adalah koefisien atau parameter dari classical error in variable

model ;

e adalah error untuk observasi ke- i dimana ¢ ~ NIID (O,Uee);
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d. adalah measurement error untuk observasi ke- i dimana d, ~ NIID (0,0,,);

u, dan d. independen.

Model (3.3) dapat ditulis dalam bentuk
=5, + Py +e
:,30+:81()§ _di)+q
Y, ::80 +:81)§ _lgldi +t€
y. =B, +BX +V dimana v =-f4d. +¢ (3.4)

< X

Dari model (3.4) terlihat bahwa classical error in variable model
memiliki bentuk yang similar dengan model regresi. Sehingga, akan dicari
taksiran parameter classical error in variable model (3.4) dengan
menggunakan metode OLS yang biasanya digunakan untuk menaksir
parameter pada model regresi.

Dengan metode OLS, didapat taksiran £, dan g, dari classical error in

variable model (3.4) , yaitu

. ] > % (% ~%)
ﬁO(OLS) :7_181(@_3)7 dan ﬁl(OLS) :I_i—z'
(% -%)

A

-

Richardson dan Wu (1970) menunjukkan bahwa

E(ﬁl(o@):ﬁl(ﬁj
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) o
dimana 8 ==-%
o

uu

Karena E(,él(OLS)) # 5, maka /3’1(05) bukan merupakan taksiran yang

unbiased. Sehingga disimpulkan bahwa dengan menggunakan metode OLS

didapat taksiran parameter classical error in variable model yang biased.

3.2 CLASSICAL ERROR IN VARIABLE MODEL UNTUK k-1

VARIABEL INDEPENDEN

Classical error in variable model untuk k —1 variabel independen

dinyatakan pada persamaan berikut

y=B+u B+e X =u+d (3.5)
dimana
u, X, B d,
u=| = |:x=| , B= % ; d= O!Z
u,;_l X ,3;—1 dl;—l

y adalah variabel dependen;

u adalah variabel independen yang tidak terobservasi;
x adalah variabel independen yang terobservasi;

B, adalah intercept ;
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[ adalah koefisien atau parameter dari model;
e adalah error dimana e~ NIID (0,0,,);
d adalah measurement error dimana d~ NIID (Q Z,);

u dan d independen.

Karena hasil taksiran parameter dari classical error in variable model
dengan metode OLS menghasilkan taksiran yang biased, maka pada subbab
berikut ini akan dibahas mengenai penaksiran parameter pada classical error

in variable model dengan menggunakan metode maksimum likelihood.

3.2.1 Taksiran Parameter pada Classical Error in Variable Model

dengan Metode Maksimum Likelihood

Classical error in variable model (3.5) dapat dinyatakan oleh

Y =6,+u' B+e X, = U +d (3.6)
il ﬂl )gl dll
U, . )
dimana u = . | B= ’8:2 X, = )iz d=| . |;i=12..n
u|(k—l) ﬂk—l Xi(k—l) dl(k—l)

n adalah banyaknya sampel;

y. merupakan variabel dependen untuk observasi ke i ;

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



69

u  merupakan vektor dari variabel independen yang tidak terobservasi

berukuran (k-1)x1 untuk observasi ke i;

X, merupakan vektor dari variabel independen yang terobservasi berukuran

(k=1)x1 untuk observasi ke i;

B, adalah intercept ;

[ adalah vektor koefisien atau parameter dari model berukuran (k—1)><1 ;

e adalah error observasi ke i dimana e~ NIID(0,0,.) ;

d  adalah vektor dari measurement error berukuran (k —1)><1 untuk

observasi ke i dimana d ~NIID (0 Z);

u, dan d, independen.

Asumsi pada classical error in variable model adalah

BS
M
o
o

serta diasumsikan z, , 2, Z, diketahui.

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



70

Didefinisikan vektor z :[yi}: X, |. Berdasarkan distribusi dari y.
X .

dan x,, didapat bahwa z ~ N, (4,,Z,). 4, merupakan vektor mean dari z

dan Z, merupakan matriks varians-kovarians dari z dimana

2, =B Z,(B+Z,

dan

T T
)73 :[zy}:{ﬁﬁﬁ 'u”} :{’8"}{’8 },uu. (bukti dapat dilihat pada lampiran 4).
X H,

Berdasarkan (3.6) diketahui bahwa banyaknya observasi adalah n

dari vektor z. Dan didefinisikan statistik sebagai berikut

AW NG I

1 1 )gl 1 Xll X21 an

zzﬁzln:l; :Ezinzl X2 :H X |+ X.zz Tt thz

RN RN RC =Y | Kok |
Cytytaty, ]| 2%

S|k
X
[
+
s
N
+
+
<
=3
Sl
ﬁj
oL
x
=
Sl
1
[
<
| I— |
|
T3
¥
=BES
I
1
Xl <
| — |

&

+

5
T
+

"

1
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dan

_ I n (yl_y) o\ T _A\T .
_n—l_Zi:l{(Xi‘YJ[(yi T ﬂ |

=1 S (=% =9T I (x -®)(x - %)’

m,, My Moy = My
m yy m mxly mxlxl rnxlxz o rrl(lxk—l
dimana m_=| Y=
z = m m - mxzy mxlxz rnxzxz rrl(zxkfl ’
(k=1)x1  (k-1)x(k-1)
A mxk—ly mX1Xk—1 rn"z><k—1 A rr!(k—lxk—l a

Kemudian pdf dari z adalah

v 1
ﬁexp{—— G-V @G- )}- 3.7)
(Varr) |z, 2

Selanjutnya akan dicari fungsi likelihood dari z . Karena z saling

independen, maka fungsi likelihood didefinisikan sebagai joint pdf dari
z,2,,...,Zz, yang merupakan hasil perkalian pdf dari zdimana i =1,2,...n,

yaitu

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



72

n

. vy -
DWGXP{ , @) Z, G uz)}

1 51
= ,ZeXp{ G-I, -ﬂz)}
(Van)[z.f o

1 1$ Ts -1
= expy — 7 i Mz Zzz i~ Mz
(Zﬂ)kn/2|zzz|n/2 p 2; (Z| # ) (Z| /’I )

(3.7.1)

Hasil dari Z(a - 1,)" ., (z - u,) adalah matriks berukuran 1x1 , sehingga

i=1

bentuk (3.7.1) di atas dapat dijabarkan menjadi

i‘,(a ~H)' 2, (2~ 1) itr[(a 1) 2,7z - 1) ]

tr zzz'lzn:(z —1,)(z = u,)" |, berdasarkan (2.1.4.b)
i=1

(3.7.2)

Persamaan (3.7.2) di atas dapat dijabarkan menjadi

i(a 1)z - ,)" = Zn‘,(z —Z+Z- W)z -Z+Z- )"

i=1

= > ((2-2)+(z- ) (2 -2) +(z- )

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



73

Kemudian (3.7.2a), (3.7.2b), dan (3.7.2c) dapat dijabarkan menjadi sebagai

berikut

(3.7.2a) Z(z-yz)(; ~2) = (2-1)Y (2 -2)

i=1
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(3.7.2b) Z(; -2)(z-u,)" =

@B.7.2¢) Y.(z-1,)(z-1) = (Z-1,)(Z- 1) +..+(z-1)(Z- )"
sebanyak n kali

= n(?—,uz)(i—,uz)T

Dengan mengsubititusi (3.7.2a), (3.7.2b), dan (3.7.2c) ke bentuk (3.7.2),

didapat hasil penjabaran dari bentuk (3.7.2) adalah

S @-m)E-wm) = X(5-2)(a=2) +0+0+n(z-1)(z- 1)

n
i=1
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Dan bentuk (3.7.1) dijabarkan menjadi

=

S (2 -m) 5 ) = ] 5 (3 - ) -ﬂﬂ

i=1 i=1

i=1

= |2, ((n-)m, +n(z-p)(z- 1)) |

= tr

(n-1)Z,"m,+ nZZZ'l(Z—,uZ)(Z—,uZ)TJ

tr[(n —1)222‘1mZZJ +tr[nzzz‘1(2—,uz)(2 —,uZ)TJ

wl(n-g)m.z, [+ n(z-p) 2.4 (2- )]

= (n-1)tr[m,3,," [+n tr[(?—,uz)T Zzz'l(i—,uz)}

Dengan mensubtitusi (3.7.1) ke fungsi likelihood, maka didapat fungsi

likelihood sebagai berikut

1

G exp{—E1 ((n -9 t[m,Z,*|+n tr[(f ~1) (2 ‘ﬂz)})}

L(4:%,) :(2;7)

Ln-likelihood dari fungsi likelihood di atas adalah

InL(u,:5,)= |n{;m2exp{——;((n— i) tr[mzzzzz‘l}+n tr[(i—/.lz)T Zzz_l(?—llzﬂ)}}

)5
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e o (S ELE S R SRR |

ﬂ_)kn/Z |ZZZ|

-kn/2 -n/2 T

In(272)" " +1n|z —%(n—l) tr[mzzzzz‘l] —%n tr[(z—uz) " (7—112)}

z|

kn n 1 by 1 - Te -1(=
—?In(ZH)—EIn|ZZZ|——2(n—1) tr m,%, l]——zntr[(z—,uz) 3, 1(2—/12)}

]
N
&

%(—knln (27)-nin[z |~ (n=1) t[m,=, " |-nt](z-4) 2, (2~ )D

- %('kmn(Zﬂ)‘n|n|Zzz|‘(“‘1) t{mzZ,J=n| (7= )’ Zzz_l(z_'uzﬂ)

Penaksir dari variansi dengan memaksimalkan InL(,;%,,) menghasilkan

penaksir yang biased (bukti dapat dilihat pada lampiran 5). Sehingga untuk

mendapatkan penaksir yang unbiased, nin|Z,| pada InL(x,;Z,,) diganti
dengan (n=1)In|Z |, sehingga menghasilkan In likelihood adjusted for

degrees of freedom yang dinyatakan oleh InL, (,;%,).

Ln likelihood adjusted for degrees of freedom dinyatakan dalam persamaan

berikut

L (4;Z,,) :%(—kn In(27)=(n-1) INZ| ~(n-1 tl[mZZZZZ-lj_n[(i —,UZ)T 5,7z —ﬂz)})

(3.8).
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M, dan X, merupakan vektor yang mengandung parameter 5, , S,

M, , Z,,sera o, . Sehingga taksiran dari parameter-parameter tersebut

dapat dicari dari taksiran 4, dan Z,.

Taksiran 4, dan X, diperoleh dengan cara memaksimumkan fungsi

In-likelihood adjusted for degrees of freedom pada persamaan (3.8) secara

simultan, yaitu

oinL

-y oin L,
O/

4

» Taksiran untuk g, :

Bukti:

oL a@(—kmn(zn) (n=1)In}z,|-

C

ovech(Z,,

)

-1 t{m, 3, |- [z )

(2w

o,

o(-nin(27)~(n-1) Inz.,|~(

Op,

-1 tm,z, "]~ [(Z—pZ)T

z.(z-u))

NI
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0(~knin(27)) 9(~(n-1) In |ZZZ|)+6(—(n—1) tr{m %, })
aﬂz a,uz a,uz
_l 1 *2 3 *)
2 +a(—n(7—,uZ)T >, (2-1,))
ou,

Berikut ini diberikan penjabaran dari (*)

Pada bentuk (*1),(*2),(*3) dan (*4) di atas, hanya (*4) yang merupakan fungsi
dari matriks 4, , sehingga (*1) ,(*2),(*3) dapat diabaikan karena (*1),(*2),(*3)
menghasilkan vektor null.

o(—knn (27)) _ 0 1)
Op,'

0(~(n=1) In |>,|)
OH,

=0 (*2)

6(—(n—1) tr{mzzzzz‘})
0H,

=0 (*3)
Kemudian, akan dicari penjabaran dari (*4)

(25, Z-7"5, U~ 1,2, T T, )
a,uz a/'lz
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= N -
ol, ou, ou, oH,
L *4a *4b *4Ac *4d |
(4a) 0(z'z,"z) _
Op,
0z’ ™
(*4b) (Z = ,uz): :(Zzz‘lf) (berdasarkan 2.2.2.a)

=3,'7 (berdasarkan 2.2.2.a)

(berdasarkan 2.2.2.c)

Subtitusi persamaan (*4a), (*4b), (*4c), dan (*4d) ke dalam bentuk (*4),

sehingga didapat
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= -n(-2,'2-5,7'7+(2, "+, u,)
Sehingga (*) menjadi

onL, _ 1
ou,

(0+0+0+-n(-2,"2-5,72+(2,,*+%, 1))
=2 (-n(-za'z-2 2+ (5 42, )
n

= _E(_zzz_12 - zzz_12 + (zzz_1 t2, ),uz)

= —g(—zzzz‘lz +25,7,) (3.9)

Taksiran dari g, yang memaksimumkan fungsi In-likelihood adjusted for

degrees of freedom merupakan solusi dari alrjul'° =0. Berdasarkan (3.9)
z
didapat
dnl, —ﬂ(—zz;ﬂ 2222'1uz) =0
OU, 2
- (-2z,"z+22,',) = 0
- 25,7, = 23,77
= X, M, =2,7Z
= 2,2, M, =2,,5,7'7
- o, =z (3.10)
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e Taksiran untuk Z,:

Bukti:

an L, _a@{'k” In (27)~(n=3 In[z|~(n-1 tr{nzzizz‘l}-n(i—yz)Tz;(z—pz)}j

dovech(Z, ) ovech(Z,)

Untuk mempermudah pencarian penaksiran dari X,,, akan disubtitusi /i, yang
sudah didapatkan ke dalam persamaan di atas. Maka didapat
(z-i,)" =, (z- 21,) = 0 sehingga persamaan di atas menjadi

o~k in (27)~(n=9) [Z|~(n-] w2,
ovech(Z,,)

. 1{0(—kn In (277)) +(=(n-1) In|z[)+3(~(n-1) tr{mzzzzzl})]

2 ovech(z,))

L(ckanin (2r) (190 ( In[z.)-(v-92( n 2, )
2 ovech(Z,,)

_ 1[6(—kn In (27)) +—(n—1)6( In|z,,[)-(n-1a( tr{mzzzzzl})]
2| odvech(z,) ovech(Z,,)
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_ 1_04_ —(n-1)a( In|=,|)-(n-2)a( tr{mzzzzzl})}
2| ovech(z,,)

_ [ ~(n=1)3( n [£.])~(n- 9 tr{maz;})]
2| dvech(z,)

Berdasarkan (2.2.4.d), o( In |Z,,|) = tr(Z,,'0%,,). Sehingga didapat bahwa

onl, _ 1—(n—1) tr(Zzz‘lazzz)—(n—l)a(tr{mzzzzz_l})
ovech(Z,) 2 ovech(z,,)
1o (e ) (- ufo(m, 2.
2 dovech(Z,,)

82

Berdasarkan sifat dari operator differensial, d , yaitu d(XY)=(dX)Y +X(dY).

Dengan memisalkan X =m,, dan Y =%, maka didapat

a(mzzz;) =(0m,)Z, ' +m, (azzz-l). Sehingga

ont, _1-(n=0)tr(2,795,)-(n-1) t{(om,, )5, *+m,, (0z, 7))
dvech(z,) 2 ovech(Z,,)
_ 1—(n—1) tr(ZZZ‘lazzz)—(n—l){ tr((amzz)zzz‘l)+tr(mzz(azzz‘l))}
2 ovech(z,,)
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-(n-1)tr(,"0z,,) - (n-1) tf (om,,) =, %} ~(n-1) tf{ m,, (0%, )}
ovech(Z,)

N

Berdasarkan (2.2.5.c), 0%,'=-%,"(02,)Z, " Sehingga

-(n-1) tr{ m,, (6222‘1)} =(n-1) tr{ m,%,, *(0Z,) Zzz‘l} :

Maka
anl,  1-(n-nu(z,"%,)-(n-1 uf(em,)z, }+(n-2)t{m 3z, *(62,)z,}
dvech(Z,) 2 ovech(Z,)

(n-1) tr(zzz‘lazzz) +(n-1) tr{mzzzzz‘l(azzz)zzz‘l} ~(n-1) tr{(amzz)zzz‘}
dovech(,,)

1-
2

~(n-1)r((02,) =, ") +(n-1) tf(02,) =, M, =, } -(n-1) tf(om,) =}
ovech(Z,)

N

1) =(n-1) tr((02,) 2, ) +(n-1) {(0%,,) =, 'm, =, 7} _(n-1) tf(om,,) 2,7}
2 ovech(Z,,) ovech(%,,)

Perhatikan suku terakhir dari persamaan di atas. Berdasarkan Teorema 2.7

didapat tr((6m,)=z,™) :{vec(amzz)T}T vedz,, ") ={a ve¢m,, )}’ ve(z,, "),

sehingga
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(n-1) tr{(amzz)Zzz‘l} (n—l){avec(mzz)}T vec(Zzz‘l) 0

ovech(z,,) ovech(z,,)

Hasil di atas didapat karena fungsi yang diturunkan tidak mengandung Z,.

Sehingga

onL, _ 1]-(n-)u((02,)2, ") +(n-Dt{(0x,,) =, *m, 5,3

ovech(z,) 2 ovech(Z,)

Dengan memisalkan A =(0%,)%,™ dan B=(02,)%,,"'m %, maka
-(n=1)tr(A)*+(n=1) tr(8) = —(n-2)(tr(A)-tr(B)) = —(n-2)tr(A-B).

(02,)Z, * dapat ditulis dalam bentuk (0Z,)Z, ", dimana I, adalah matriks
identitas berukuran kxk dan 1, =%_%_ ™, sehingga

A=(0%,)%,*=(02,,)%, 5,5, " Maka

~(n-1)tr(A=B) = - (=) tr((62,)2,, 2,5, - (0% ,,) %, 'm %,

= -(n-1)tr((02,)z, " (2, -m )z, ")

Sehingga,
onL, _1-(n-1 {(62,)%, " (2,-m,)Z, 7}
ovech(Z,) 2 dvech(Z,,)
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Berdasarkan Teorema 2.9, dengan memisalkan bahwa A =(0%,), B=D=3%,",

serta C=(Z,-m,), maka didapat bahwa

-1 _ -1 — T -1 -1 _
{(02,)2, " (2, —m, )2, "} =(vec(d%,,)) (2,05, Y)vec(, -m,,).
Sehingga,

anL,_1-(n-1)(vedoz,)) (=702, ") vedz,-m,)

ovech(Z,) 2 ovecH{Z,,)

(n-1)(ovedz,)) (2,02, %) ve¢z,-my,)

_1-

2 ovech{Z,)

_ 1| (n-D)(oved=,))’ (2,7 D%, ) vegz, -m,)
2 ovecH{Z,)

1(n-1)(ovedz,)) (2, 0%,") vedz,, -m,,)

2 dvech(Z,,)

Berdasarkan (2.1.11.a) yaitu vec(Z,)=D,, vecH{Z,). Sehingga
T
(avec(z,)) :(a(Dm vech(Z,, )

)
(Dn (0 vedz.,)))
=(0 vedz,)) D,

T
T
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Maka didapat

oanL, _ —l(n ) (6vech(zzz)T) D, (2,02, ")D,vech(z, -m,)
ovech(z,) 2 dvech(Z,,)
_ —%(n -1)D, (2,40, ) D,vech(z,, -m,,) (3.11)

Taksiran dari Z,, yang memaksimumkan fungsi In-likelihood adjusted

degrees of freedom merupakan solusi dari gl =0. Berdasarkan (3.11)
ovech(Z, )
didapat
1

—E(n—l) D, (2,02, ")D,vechZ, ~m,) =0

D, (2,02, ")D,vech(2, -m,)=0 (3.12)

Berdasarkan Teorema 2.16, D' (Zzz'l O Zzz'l) D,, invertible dimana
invers dari D_' (Zzz‘l O Zzz‘l) D, adalah D,"(Z£,0Z,)D,". Dengan mengalikan
kedua ruas dari (3.12) dengan D,," (2, 0%,) D, maka didapat
vech(Z,-m,)=0. Karena Z, dan m, merupakan matriks simetris, maka

(2,-m,)=0. Sehingga didapat bahwa %, =m

zZ"
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Sebelum mendapatkan taksiran parameter 5, , B, 4, , Z,,, serta o,

terlebih dahulu perlu diperhatikan invariance property dari penaksir
maksimum likelihood. Invariance property dari penaksir maksimum likelihood
menyatakan bahwa taksiran maksimum likelihood dari suatu fungsi dari satu

atau lebih parameter ekivalen dengan fungsi dari taksiran parameter yang

bersesuaian tersebut. Yaitu, jika @ adalah taksiran maksimum likelihood dari

matriks atau vektor parameter, yaitu 8, maka f (é) adalah taksiran

maksimum likelihood dari f (8).

Sehingga didapat taksiran parameter pada classical error in variable

model sebagai berikut:

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



88

 Bukti 8,=y-f'X dan f, =X :

Karena i, =Zmaka dapat dijabarkan menjadi f, :[’Lfy}

Sehingga didapat

> B =%

> B0+ﬁTﬂu:7 < :80+BT

A

x|

o Bukti B=(M, ~Zy) (M, ~3,) :

Karena 2, =M, dimana m,, :[

maka

(BN E,(B1)+E,

(BN E,(B.1)

(BN)E,(B.)

~

ﬁT iuuﬁ
.8

™M>

ﬂTZUU

2

uu

|

m. m ~ e >
} serta 5, =(B1) 5,4 (B1)+ 2.,

m, m,

yr4

mW myx

m,, m,

m. m |

Yy )’X:|_z&E

m,, m,

m,, mw}_{ﬁee zedj|

me mXX Zde zdd

m. -. m_-X

yoE e"} (3.13)

me_zde m, =24
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Dari (3.13) didapat iuu,é: m,, —Z, dan iuu =m, —-Z, sehingga

A A

Zuuﬂ =m - Zde

Xy

(mxx _zdd )B\ (mxy _Zde)

(m, _de)_l(mxx —Z4 ),é = (M, _zdd)_l(mxy —Z4)

B = (m,, _de)_l(mxy -Z,)

(k-1)x1 (k=1)x(k-1) (k-1)x1

Bukti £, =m, - % :(nilzn:(xi -%)(x, —Y)Tj—zdd dan
T4z

5-ee:myy_2myxﬁ + zedB-l_’ng)«B—’gTzddﬁ:

Dari (3.13) didapat pula

> ﬁTZUU ﬁzmyy_a-ee -4 a.ee:myy_ Tzuuﬂ'

0. Juga dapat dinyatakan dalam bentuk lain, yaitu sebagai berikut

A A

aA-ee :myy _[’?Tiuué = myy _ﬁT (mxx _zdd)ﬁ

Dengan mensubtitusi iuu =m, —Z, maka

A

Uee = myy_BmexB-i-BTzddﬂ

A A A

=m, _BmexB"'BTde[}_.Bmex[}"'ﬁTmmﬁ+ﬁTzdd[}_ﬁTzddﬁ
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|
i)
3
i)
=
3
i)
+
i)
M
i)
+
i)
M
o)
+
i)
3
i)
=

Tzddﬁ

myy_ZBmexlé-l-zléTzddﬁ ﬁ ,é ﬁzddﬁ

=m _2ﬂT (mxx —de),é’+,BTmXXB—,BA’Tdeﬁ

Dengan mengsubtitusi (3.14), yaitu B = (mXX -2y )_l(mXy —Zde) didapat

A A

_2,3 ( x d) (mxx_zdd)_l(mxy_zde)+ﬂmexﬂ_ﬁ dd,B

O

m,, —2.[3T (mxy _zde) +ﬁTmmﬁ_ﬁTzdd;é

=my, _Zﬁmey == zf;ﬂ—zde +:l§mexBA_ﬁTzddB

T

karena £, =2," dan m, =m,

aA-ee = myy_zmyx[; + zedﬁ-}-ﬁmex[}_[}Tzddﬁ :

Taksiran dari 5, dan B merupakan taksiran yang unbiased (Fuller, 1987).
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BAB IV

APLIKASI CLASSICAL ERROR IN VARIABLE MODEL

Pada bab ini akan dibahas contoh dari penaksiran parameter classical
error in variable model. Penaksiran parameter classical error in variable
model ini akan dilakukan dengan menggunakan bantuan software SPSS 16

dan Matlab R2009a.

Pada contoh kasus ini, hanya satu variabel independen yang
digunakan untuk dilihat hubungannya dengan variabel dependen. Data yang
dipakai adalah data yang diambil dari buku “Measurement Error Models”
(Fuller, 1987). Data diberikan pada tabel 3, yaitu data dari banyaknya panen
jagung dan kadar nitrogen pada tanah yang dikumpulkan pada 11 ladang di
lowa. Tujuan dari penelitian yaitu untuk melihat hubungan antara panen
jagung ( y) dan ketersediaan kadar nitrogen pada tanah ( u). Untuk
menentukan nilai sebenarnya dari kadar nitrogen pada tanah ( u) harus
melalui suatu analisis laboratorium. Sehingga nilai kadar nitrogen pada tanah
yang didapat dari hasil laboratorium (x) bukanlah suatu nilai yang tepat
sesuai dengan nilai sebenarnya dari kadar nitrogen pada tanah. Oleh karena
itu, nilai kadar nitrogen pada tanah yang ada pada data merupakan kadar

nitrogen pada tanah yang didapat dari hasil laboratorium ( x).

91
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Tabel 3. Data Panen Jagung dan Kadar Nitrogen pada Ladang di lowa

ladang | Banyaknya panen jagung (y) | Kadar nitrogen pada tanah (x)
1 86 70
2 115 97
3 90 53
4 86 64
5 110 95
6 91 64
7 99 50
8 96 70
9 99 94
10 104 69
11 96 51

Variabel yang digunakan adalah :

Variabel dependen pada contoh kasus ini adalah banyaknya panen

jagung (y).

Variabel independen pada contoh kasus ini adalah kadar nitrogen

pada tanah (u).
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Diasumsikan bahwa o,, diketahui yaitu sebesar 57 dan o, =0, =0,
serta diasumsikan pula model y= g, + Bu+e merupakan suatu aproksimasi

yang sesuai untuk hubungan hasil panen dan kadar nitrogen.

4.1 TAKSIRAN PARAMETER PADA CLASSICAL ERROR IN VARIABLE

MODEL

Classical error in variable model untuk satu variabel independen
adalah

Y =6 +Py +e
U =x+d

(4.1.1)

Berdasarkan hasil yang terdapat pada lampiran 8 yang didapatkan dari
program Matlab R2009a (algoritma untuk mencari taksiran parameter pada
classical error in variable model dapat dilihat pada lampiran 8 ), maka statistik

yang berhubungan dengan tabel 3 adalah
_[97.4848  _Im, m,| [87.6727 104.881
|1 70.6364 Z7Im, m,| |104.8818 304.854F

Maka taksiran maksimum likelihood adjusted for degrees of freedom

dari parameter pada classical error in variable model adalah sebagai berikut

.« 1, =X=70.636¢
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A

« 8,=m, -0, =304.8545 5% 247.85

uu XX

.« B=(m,-0,) (M, -0,)=(247.8545" 104.8818 0.42

A

e B =y-[X=97.4545 (0.4232)(70.6364) 67.5€

« 6.=m,-[3%6, =87.6727( 0.423¢( 247.8545 43.2¢

Maka taksiran classical error in variable model adalah sebagai berikut

§ =67.5613 0.4232

4.2 PEMERIKSAAN ASUMSI

Pada model regresi, salah satu cara yang digunakan untuk memeriksa
asumsi adalah dengan membuat plot dari residual terhadap variabel
independen. Begitu pula pada classical error in variable model, yang
dilakukan untuk memeriksa asumsi yaitu dengan membentuk plot. Pada

classical error in variable model, kuantitas yang bersesuaian dengan residual
dan variabel independen pada model regresi adalah V =& - 3d. dan G .
Pada classical error in variable model, diasumsikan bahwa variansi dari €
dan u konstan. Oleh karena itu, variansi dari v =g — £d. juga diasumsikan

konstan.
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Untuk memeriksa asumsi bahwa variansi konstan (homoskedastisitas)

dibuat plot antara v, dan U . Sedangkan asumsi kenormalan dapat diperiksa

dengan menggunakan pengujian Kolmogorov-Smirnov.

15.004

10.009

5.00

p

0.00 o

v_ca|

-5.00+

-10.00

-15.009

T T T T T T
50.00 £0.00 70.00 80.00 a0.00 100.00

u_cap

Gambar 1. Scatter plot antara U terhadap v

Berdasarkan gambar 1 diatas terlihat U terhadap v tidak membentuk

pola tertentu, maka asumsi variansi konstan (homoskedastisitas) dianggap

terpenuhi.
Tabel 4. Descriptive Statistics
N Mean Std. Deviation Minimum Maximum
v_cap 11 .0000 7.31435 -11.19 10.28
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Pada tabel 4 terlihat bahwa mean dari v adalah nol, yang dengan kata lain

menunjukkan bahwa E(v;)=0.

Selanjutnya akan diperiksa apakah v, berdistribusi normal. Asumsi v,

berdistribusi normal akan diuji dengan uji Kolmogorov-Smirnov.

Tabel 5. One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

v_cap

N 11
Normal Parameters® Mean .0000

Std. Deviation 7.31435
Most Extreme Differences  Absolute 172

Positive .146

Negative =172
Kolmogorov-Smirnov Z 572
Asymp. Sig. (2-tailed) .899
a. Test distribution is Normal.

Berdasarkan uji Kolmogorov-Smirnov di atas, dengan Hipotesis :

HO : v berdistribusi normal

H1: v tidak berdistribusi normal

Aturan keputusan: HO ditolak jika @ <a

Kesimpulan : Dengan tingkat signifikasi 5 % didapatkan bahwa v,

berdistribusi normal.
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4.3 PERBANDINGAN CLASSICAL ERROR IN VARIABLE MODEL

DENGAN METODE OLS DAN METODE MAKSIMUM LIKELIHOOD

Dengan menggunakan metode OLS, didapat

Kemudian, akan dilihat perbandingan antara hasil penaksiran
parameter dengan OLS dengan hasil penaksiran parameter dengan metode

maksimum likelihood yaitu melalui SSE.

Didapat

SSE,, =402.423
SSE,, =363.263

Karena SSE, ¢ >SSE,, , maka untuk kasus ini dapat dikatakan bahwa

metode maksimum likelihood lebih baik dalam menaksir parameter classical

error in variable model.
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BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 KESIMPULAN

Model regresi dimana beberapa variabel independennya mengandung
error disebut dengan error in variable model. Error yang muncul pada
variabel independen sering disebut dengan measurement error. Error in
variable model dibagi menjadi dua jenis, yaitu classical error in variable
model dan error in variable model kasus Berkson. Classical error in variable
model adalah error in variable model yang mengasumsikan bahwa antara
variabel independen yang tidak terobservasi dan measurement error saling
independen. Sedangkan error in variable model kasus Berkson adalah error
in variable model yang mengasumsikan bahwa antara variabel independen

yang tidak terobservasi dan measurement error tidak independen.

Pada classical error in variable model, terdapat dua jenis variabel
independen yang tidak terobservasi, yaitu fixed dan random. Classical error
in variable model dimana variabel independen yang tidak terobservasi
diasumsikan sebagai suatu nilai fixed yang tidak diketahui nilainya disebut

dengan functional relationship model. Sedangkan classical error in variable
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model dimana variabel independen yang tidak terobservasi diasumsikan

sebagai suatu variabel random disebut dengan structural relationship model.

Pada tugas akhir ini, classical error in variable model yang digunakan
adalah structural relationship model. Penaksiran parameter pada classical
error in variable model tidak dapat diselesaikan dengan metode OLS karena
menghasilkan taksiran yang biased. Dengan menggunakan metode

maksimum likelihood diperoleh taksiran parameter yang unbiased.

5.2 SARAN

Selain dengan menggunakan metode maksimum likelihood, masih
terdapat metode lain yang dapat digunakan untuk mencari taksiran parameter
pada classical error in variable model, salah satunya adalah instrumental

variable.
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LAMPIRAN 1

Bukti Teorema 2.2

aB aB --- aB h a11BT a21BT amlBT
az.lB az‘zB az?B — a12.BT azz.BT amz.BT =ATOBT

a) (ADB) =
a.B a.,B - a,B] [aB" aB" - a,B
b) Misalkan a adalah vektor berukuran mx1 dan b adalah vektor berukuran nx1

a b,

dimana a= az dan b= bz , Sehingga

a, b,
aibl a1b2 N apn b1a1 b2a1 » bnal
b . b -« b
ab’ = a2b1 3-2: 2 . az:bn - blaz 2:a2 n:az =[bla bza ) a]
apb ab, - aph ba, ba, - ba,
=b' Oa

102
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LAMPIRAN 2

Bukti (2.2.2.a), (2.2.2.b), dan (2.2.2.c).

Misalkan a menyatakan entri ke-i dari a dan x adalah entri ke- i dari

X, serta a; menyatakan entri ke (i,j) dari A. Maka

aszz%)ﬂ- =ax+..ta x dan XTAX:zaﬁ)ﬁXJ :Zai)ﬁz+zaij)§xj .
i=1 i i

i, j#i
Didefinisikan

ax _[1 jikai=k
ox, |0, jikai#k

2%, jikai=j =k

a(’ﬁx,-) | x, Jikaj =k tetapi #K

o, | x, jikai=k tetapj #k
0, lainnya.

Sehingga didapat bahwa

0 N X 0 3 L X
a(@'x) _ [;axj: (;a‘j:iqa_x:ak (L2.1)
0X, 0X, 0X, =g .

dan
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ofem) Yo )

0%, 0%,

6(akkxk2+2ak>sxk D aXX Y amxjj

i%k jzk izk, j%k

2%

8(xx,) 0(xx) 0(xx)
;Xk +2.8 WD

ox >
i S | N7
& 0X, Zalk X j7k 0X, i#k, £k 0X,

izk

28, %+ X% +y a,x +0

ik j#k

A%+ D 3y, (L2.2)
i j

Persamaan (L2.1) dapat disusun dalam notasi vektor sebagai

d@’x) _ o7

—
a
M:a atau =

0Xx 1)

Sedangkan persamaan (L2.2) dapat disusun dalam notasi matriks sebagai

a(x" Ax) 5 (A +AT) X
(024

Dimana Zaijj adalah entri ke-k dari vektor kolom Ax dan Zaﬁkx adalah
i i

entri ke- kdari ATx.
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LAMPIRAN 3

Bukti & memaksimumkan L(6) ~ 8 memaksimumkan InL(8).

Dimana 6=(84,,6,

m49)_0
06

0°L(6)

06? oy

5=9°L(9)

(-) Oleh karena & memaksimumkan L(8), maka:

i=12,..m,

aInL(6) ~0

06,

062 | 0606,

§q49)—[aq(9XT>o, i=1,2..m ;j= 1,2,.m i#]

Akan ditunjukkan bahwa 6 juga memaksimumkan InL(6), yaitu:

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.



onL(g) _ 1 oL(8)_ 1

= B = =0
06 L(@) 06, L(@)
Sehingga aln—l_(H):
26,
_ 0ln L(6) “o
06,
aInL(H): 1 DaL(H): 1 D=0
06, L(@) 00, L(H)
Sehingga r;;z(ﬁ)_o
. din L(6?)=O
08

. nL(6)
Seh =0
ehingga 28,
°InL(6 :
. 662( ) 0, i=12,.m
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Sehingga

0’InL(6) 9*InL(6) (0°InL(6)
° D = -
067 06, 0606,

2
J >0, i=12,.m ;j= 1,2,.m i# |

oL(6)
62""-(‘9)_0[6'“(5)}:6{09 Ci=12..m
)
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108

Maka,

2
_ I L2 ) 9%In L2 a In L(6’)
06 26, 0606,

[62 ( J L(@J
_| 08?2 002 06

2L (
|:|]_ N7
4 0909 08

12,. =12,. Zj.
LZ(H) J i = .m ;= .m ji#]

%L (6) 0°L(6) _, aL(6)aL(8)) a2L(8) (oL(e |
| O g (MAL O aei(z)[Ea(ej)] 0
LO)| a2 (6) (oL(0)Y

%5 5 ) 219

) L41 HaZL(a)JZ Lz(g){aL(e) aL(e)T_ZaZL(e) D_(g)gal_ﬂaL_(e)}

0606 06 08 0606,
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_ LZ(G)lazL(Q) 9°L(8) _(aZL(e)]ZLaL(e) 6L(9)] }

(6)| a7 087 |0g08, || 06 o6

) L(H){zazL(H) 2L(0) aL(e)_aZL(e)EEaL(a)JZ_aZL(e)[EaL(e)ﬂ
U(6)| “0g08, 04 o6, 0g® | 06, | 087 | 04

:II__Z((Z){ 26” 692 [ 9606 J { 6329)} |

L) L0 PO g o 2L
ok Ay -2l

0606,

—~| =

+ |_3

:L(6?){OZL(H)DGZL(H)_[OZL(Q)JZ(OL(H)OL(Q)T A .

L2(6)| 06°> 06 0600, g 06, L*(6)
Sehingga didapat
2
_9°InL(9)9°nL{6) fOTNL(O)} o i_1o m ii= L2om %]
06’ 06,° 0606, ’ A N "

Sehingga, terbukti bahwa & juga memaksimumkan InL(4).

(~) Karena & memaksimumkan InL (&), maka

aInL(8)
06,

=0,

oInL(6)
26,

:O’

oInL(6)
04
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*InL(6)
067

<0, 1=12,..m,

2 2 2 2
_0 |nL2(e)Da InL2(9)_ ML) o ic12m = 12w %]
24 26, 2606

Akan ditunjukkan bahwa 6 juga memaksimumkan L(8), yaitu:
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. 0°L(9)
08°

’L(8) _ o [6L(9)J_ d {L(B)Mj

06° 04\ ag ) 04 24

<0, i=12,..m

(s o o

06’

-2 L )

06’

T [;[6L(9)T+L2(H) Ja_zlnL(H)}

4 06?

L ACEE R

1
L(@) | 26

L) L@) | (g)=0

06>
2°L(8)

307 <0, i=L12,..m

Sehingga

. DzaZL(H)EQZL(H)_(azL(B)T>O, i=1,2,..m ;j= 1,2, m i#Z]

067 067 | 0806

0°L(6) _ o [OL(H)

06> 06| 94

(a"(‘g)jz +1%(6) B(M

08 06’

j, i=12,...m
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5 9L(6) o°L() _{aZL(a)]2

06 087 | 0908

["L(H)T +12(6) 9 InL(6) (aL(Q)JZ +12(6) 9°nL(6)

04

J’ ' & J i=1,2,.,m;:j=12,.m j#]

B e 00
_ 1 i j
O] e tnL(e) . aL(H) 2InL(6)
K (e)cé 3 J E o +L(8)[€ b J . T
(aL(6)oL(8)) ., f0mL(8))
1 (WFJ +L(9)EE 9906 j
L*(6) 22 (6 EQL ai;;aLQ
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:L“(e)[azm L(B)EQZInL(e)_(OZInL ][ a(57 E@L . ”

04° 06 ° 06086, 8

InL(6) (aL(8)] 9°In L(H)
12(6) ( 28 ] = 092 ( 26 J d 28’
U(6)] _oL(6) oL(6) 9*InL(9)
09 36, 0806,

ciofa e (Faia]ala 2o

K ‘[ﬁ( L) (0 aﬂ; L(8) o 21N L(B)}

j i 1

06° 06,? 06800, ) J.

(6 [aHnL ) 9°nL () [aZmL(B)JZ(aL(e)quée)]z}Lz(g)mzo

Sehingga didapat
2 2 2 e

D=a L(Ze)EQ L(f)— 9 L(H) >0, i=12,.m ;j= 12,.m i#]
08 a6, 0606,

Dengan perkataan lain, terbukti bahwa 6 juga memaksimumkan L ().
Sehingga terbukti bahwa & memaksimumkan L(H) o @ memaksimumkan

InL(6), dimana 8=(6,6,,...6,).
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LAMPIRAN 4

Bukti Z ~ N, (44,.Z,,)

Yi

Didefinisikan vektor z :{ } Akan dibuktikan bahwa z ~ N, (4,,%,)

dimana’$,, = (,8,|)Tzuu (B,1)+3,, dan u, :[I‘Iy} - |:,30 +#,3T/lu} :{%}4_{‘8;}”“.

Diketahui bahwa classical error in variable model adalah

y, =B, +u'B+e (L4.1)
dimana x; =u, +d, (L4.2)
dan asumsi pada classical error in variable model adalah

e|~NI{[o0}0 g 3, (L4.3).
d, 0|0 3, T

Sebagai langkah awal, akan dibuktikan bahwa
T 1
ﬂz{#y}{ﬁow ﬂu}{ﬁo}{ﬂ }#u_
Hy 4, 0 I
Ekspektasi dari (L4.1) adalah

E(y,)= E(B,+uB+8) = E(B)+E(U'B)+E(8) = A +E(u) B+E()

= B+EW)' B+0= L+ u'B = B+ B4,
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Ekspektasi dari (L4.2) adalah

E(x) = E(u +d)= E(u)+E(d)= 4 +0 = 4,

Sehingga ekspektasi dari z adalah
(< EO [ [rBw) 5], F
wee)| o A

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa Z,, = (8,1)'Z,,(B,1)+Z,, dimana X,
merupakan matriks varians-kovarians dari z . Sehingga akan dicari variansi

dari y,, variansi X, serta covariansi dari y, dan X .

var(y,) = var(B, +u’B+e) = var(B,)+ var,’ B )+ varg )
= O+ﬂT Var(ui )ﬂ+ Vare ]: ﬂT zuu ﬂ+0-ee

var(x, ) = var(u, +d ) = var(u )+ var@d )=, +Z,

Selanjutnya akan dicari cov(y; ,X; )

cov(y,.x ) = E[(y = E(y)) (x —E(x))']

E{(B,+u'B+e) ( B+, BY{(u+9d -3 T

E{(A+u'B+e) (L+HW AH{(u+9 "-E 4 Y

E[{ﬂ0+UiTﬂ+q _IBO_E(ui)T ;&{ uiT +diT_& LD T}]

E[{uiTIB+q—E(ui)Tﬁ{ uiT_E Ll] T'i'diT}]
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= E[((uiT -E(u )T)ﬁ+q) ((ui ~E(u))’ +diT)}
- E[(ﬂT (ui —E(ui))+q) ((ui ~E(u))’ +diT”

= E[B" (4 —E(u))(u ~E(u))" + B (u ~E(u))d +e(u ~EW))" +d")]

=E[B" (u —E(u))(u —E(u)) 1+ B E(u ~Eu))dT +H e(u -Hu) T +E ed]

= BTEl(u - E(u))(u ~E(u))' 1+ B H (v ~Eu))d +Heu’ ~eH u) ] +& ed]

= BTE[(y ~E(u))(u, ~E(u)) 1+ A E(ud” ~Eu)d] +Heu] ~Be B U] +E[ed]

= BTE[(y ~E(u))(u, ~E(u)) 1+ A Hud =B H Hu)d] +E eu] -E[eE(u)"]+Hed]
= B El(y ~E(u))(u, - E(w)) 1+ B Hud - B u) Bd) " + & qu] ~E[e]E(u)" +Hed]
= BTE[(y ~E(u))(u -~ E(u)) 1+ B Hudl - Eu) (0) +Heu] -0E() +Elgd]

= BTEl(u ~E(u))(u - E(w)) 1+ B Hud] +E quT + & gd]

= B varlu]+ B E[ud]+HeuT] +H ed]]

= B Z,+ B Elud’]+Heu '] +H gd]] *)

Dari (L4.3) didapat bahwa cov(u, e )=0, cov(e ,u")=0, cov(y',d )=0,
cov(u ,d")=0, cov(e d')=Z, , dan cov(d, e )=3,. Sehingga didapat
E[ue] = cov(u . )-E[u] He] =0 - E[u].0 =0
E[eu] = cov(g u’)- E[e]E[y] =0 - OE[u] = 0

E[u'd] =cov(u’ d,)- E[u'] Ed] =0 - E[u’].0=0
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E[lud'] =cov(u,.d")- E[u] Ed'] =0- E[u]l.0=0
Eled'] = cov(e .d")- E[e] Ed']=Z, - 00 = X

E[de] = cov(d .&)- E[d]He] = Z, - 00 = Z,

Sehingga (**)
COV(yi ’Xi ) = lBT Zuu +ﬂT E[uidiT] T E[quiT] N E[ qle]

= B3, +f D+0+, = 5, +5,

Selanjutnya akan dicari cov(x, ,Y.)

cov(x,,¥%) = E[ (x ~E(x)) (% — E(¥))]

= Ef(u, +d) =} {( B,+u'B+e)=(B,+ 1, B

= Ef(u, +d) =HWH{( B+u'B+6)=(B+EU) A} ]

= E[{ui +di - Hu) H{ ,80+UiTﬂ+q _IBO_E U Tﬁ]

= E[{Ui +di _E(u.)}{ uiTﬁ'*'q _E(ui)Tﬂ}]

= E[((u-E@)*d) ((u-E(u)) £+a)|

= E[((u-Ew)+a) ((u-E(u)) Ba)|

= E[(u ~E(u))(u, ~E(u))" B+d, (u ~E(u))" B+(u ~E(u))g +de)]

= E[(u, - E(u))(u - E(w))" A+Ed, (4 -Eu))" A +H(u -Hu) g +E[de]

T T.

= E[(ui _E(ui))(ui _E(ui)) ]ﬂ+E[di (ui _E(ui)) ] ﬁ"'E[ ue -K UD e] +E[diQ]

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.
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=E[(u ~ E(u))(u, —E(u)) 1B+ E(du ~dEu)1B+Hud -E & U g +E[dg]
=E[(y ~E(u))(u, ~E(w)) 18+Hdu1B-EdEu) ] B+ ud ~E[E(u)e] +Hd¢]
=E[(u, ~E(u))(u ~E(u)) 18 +Hdu1 B-Bd] B u) " B+E ud ~E(u)E[e] +Hdg]
=E[(u ~E(u))(u ~E(u)) 18 +Hdu1B-(0)Eu)" B+H ud ~E(u).0+E[dg]
= E[(y - E(u))(u ~E(u)) 18+Hdu13+Hud +E dd

= varly]8+E[duT]B+Hue] +Hd¢

= 3,B+ElduT1B+Huel +Hd¢g

= Z,B+E[duT]B+Huel +Hdg

=2,0+00B+0+Z,

Didapat bahwa cov(x;,y. )= £, ,B+Z,

Jadi didapat matriks varians-kovarians dari z yaitu

s - var(y,) -~ covly, % )| | B'Z B+0, B'I,+Zy
z COV(Xi ’yi ) Var(xi ) - Zuuﬁ-l-Zde zuu +de

_ ﬂTzuuﬁ ﬁTzuu__l_ Uee zed
B Zuup Zuu i zde zdd

B 0.
2

ed

2
24

j| = (ﬂ’I)TZuU(ﬁ’I)+zgg

2= (ﬁ’I)TZuu (ﬂ’|)+zgg dimana %, :|:aee zedj|'
zde de
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Pada classical error in variable model diasumsikan bahwa ¢ ~ NIID (0,0,,)
dan d ~NIID(0 %), sehingga didapat y, ~ N(,BO +,8Tpu,,8TZuu,B+aee) dan

Xi - N(luu’zuu+zdd)

Berdasarkan distribusi dari y, dan x; didapat bahwa z ~ N, (&,,Z,).
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LAMPIRAN 5

Bukti taksiran variansi yang didapat dengan memaksimalkan In L(,uZ;ZZZ)

merupakan taksiran yang biased

ain L 6@(—knln(2ﬂ)—nln|zzz|—(n—1) tr[mzzz‘l}—n[(z—,uz)T Zzz‘l(i—,uz)})j
o, O,

Pada fungsi In likelihood di atas, hanya suku terakhir saja yang merupakan

fungsi dari matriks 1, , sehingga suku awalnya dapat diabaikan karena

turunan dari suku-suku awalnya adalah vektor null.

o, o, 2 o,

Kemudian, akan dicari penjabaran dari (Z=4,)" £,,*(Z - 4,)

9 ((2 -1,) 2,7 (z- ,uz)) 0(Z'5,"2-7"5, W, 13,7 1,5, )

o) U, a/'Iz

_0(Z'2,77) o(Z'rw) o(w'E.77) o(u)T.u)

oy, ou, ou, ou,

*4a *4Db *4c *4d
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= (fT Zzz‘l)T = (ZZZ‘IZ) (berdasarkan 2.2.2.a)

(*4c) = —ox, 7 (berdasarkan 2.2.2.a)
O, 0,
(s,
(*4d) (1 a,uzz ) =(z,'+5,7) 4, (berdasarkan 2.2.2.c)
V4
sehingga didapat

——=--n = —%n(0+0+0+ (—zzz‘lz—zzz‘lz +(Z, 7+ Zzz‘l),uz))
=——(-2,7-2,72+ (2, + 2, i)

. —g(—zzzz‘lz + 25,7, (L5.1)

Taksiran dari y, yang memaksimumkan fungsi In-likelihood merupakan

solusi dari on L, =0. Berdasarkan (L5.1) didapat

O,

dnlL, _ _n

C =

OU, 2

(-25,"z+25, ') = 0

- (-2=,'z+25,'y,) = 0
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- 25 ', = 25,77
e Zzz_ll-lz = zzz_lz
5, 'u,=3,,2,.7'7
it 24z H: 2%z £
- a, =z (L5.2)

Akan dibuktikan bahwa dengan menurunkan fungsi In-likelihood

adjusted for degrees of freedom terhadap vech(Z,) akan didapat izz =m,.

A a[;{—kn In (22 -nIn[Sy ~(n-3 tin,=,, }=n(z-42)" z;(z—uz)}j

ovech(Z,) ) ovech(Z,)

Untuk mempermudah pencarian penaksiran dari Z,,, akan disubtitusi i, yang
sudah didapatkan ke dalam persamaan di atas. Maka didapat

(z- i) £, (z - 1,) =0 sehingga persamaan di atas menjadi

anL 16(—kn In (277)=n In|Z,|-(n-19) trfm =™ )
dvech(z,) 2 dvech(Z,,)
_1|0(-knIn (277)) a(nin|z,) _6((n—1) tr{m %, ) .
2| Tovecn(z,)  ovechs,) ovech(Z,,) *)
i L1 L2 L3 J
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9(-kn In (27))
ovech(z,,)

=0 ; karena fungsi —kn In (277) bukan merupakan

(L1)

fungsi dari Z_,, sehingga turunannya adalah vektor null.

a(nin|z,]) _(o(nin|z,]|) [ a(Mmz,))
(t2) ovech(z,) ( ovec(Z,,) J Pn = [n avec(Zzz)J O

=n vec((zzz‘l)T )T D,=n vec(zzz‘l)T D,

a((n—l) wr{m,3, %) (n—1)a( tr{mzzzzz‘}) (n-1) tr(a( mzzzzz-l))

ovech(z,,) B dvech(Z,,) ovech(z,,)

(L3)

Berdasarkan sifat dari operator differensial, d , yaitu

d(XY)=(dX)Y +X(dY). Dengan memisalkan X =m_, dan Y =3,

maka didapat a(mzzz;) =(amzz)>:zz—1+mzz(azzz'1). Sehingga

o((n1) 23] _(n-D0{(om, )5, a5
ovech(Z,,) - dvec(z,,)
_ (”‘1)[”(( om,,)z, ") +tr(m,, (az;))}
dovech(Z,,)
- oma)z.)(n-3mafoz,)
ovech(Z,,) ovech(Z,,)
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Pada suku pertama dari persamaan di atas, yang dicari adalah turunan

(n-1) tr(( amzz)z;)
ovech(z,,)

dari m,, terhadap vech(Z, ), sehingga

Maka

5((n-1) vimaz) - (1-Yulma(os, )] _ (- u(ma(or.)

ovech(Z,,) ) ovech(Z,,) ) ovec(Z,,) O
Berdasarkan Teorema 2.8 , didapat bahwa
tr(mzz(azzz‘l))={vec(mzzT )}T vecos,, " ={ vea, ) veds,™ .
Sehingga
6((n—1) tr{mzzzzz‘l}) A (n-1){vec(m,,)}' vec(azzz‘l) 5

dvech(Z,,) ovec(Z,) q

n-1){vec Toveds *
et} dwiz.)

Berdasarkan (2.2.5.f) @vec(zzzl) e —((Zzz‘l)T O zzzl) = —(Zzz'l O Zzz'l) :
sehingga

. avec(ZZZ'l)
ovec(z,) "

9((n-1) tr{m =)

ovech(Z,,) = (n-2fvectn.. }

= -(n-1fvectn, } (£, 05,7 D,
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Sehingga didapat (*)
ot _1|a(-kain (2n)) _a(nin =) _o((n-1) vim,z,)
ovech(Z,) 2| dvechZ,) 0 vecz,) ovech(Z,,)
i L1 L2 L3 ]

_ %[o— nvedz,*) D, —(—(n— ) veat,, )' (2, 02,7 Dm)}
:%[_n vedz,,*)' D, +(n-d{ veotn, ) (2, 0=,) Dm} (L5.3)

Taksiran dari £, yang memaksimumkan fungsi In-likelihood merupakan

solusi dari aln—L:O. Berdasarkan (L5.3) didapat
ovech(%,))

1 nvedz, ) 0, +(n- ¥ veoti, (2,82, 0, ] <0

I

-nvedz,*) D, +(n- )} vest, } (£,0%,7) D, =0

- -n vec(Zzz‘l)T D,=-(n- X vect, }) ( DR TR 1) D,

j

-nved=,?) DD, =-(n-1){vectn,} (:,*0z,")D,D,’

- -n ve(:ZZZ'l) ~(n-1){ vectn,, } ( , 0% " 1)

Berdasarkan Teorema 2.9,

{vecn, }' (Zzz‘l O Zzz‘l) = ((Zzz‘l O Zzz‘l)T {vecm, )})T = ((Zzz‘l O Zzz‘l){vec(mZZ )})T

= VMlm ZZZZZ_l !
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Sehingga

-n vec(Zzz‘l)T =-(n-1)vecE,'m,z, )’

;
- vec(ZZZ‘l)T = (nr_ll) vecE, 'm, 3z’ :vec((n—r_]l)zzz‘lmzzzzz‘lj

Karena Z,, dan m, merupakan matriks simetris, maka

Zzz"l = (nrzl) Zzz_lmzzzzz_l

. iy ! < -1 :
Kemudian akan dibuktikan bahwa %, = (n )mzz merupakan taksiran
n

yang biased.

1 n = - 1 n T - -
m, = 2@ DE ) SN er S22 s 42T

e DU AR ML W ARD Wt
| DINCEIS PINCI LR WEARE 240

1

n_l(zinzlziziT -nzZ'-nzZ' +n27T)

-1 1(2_”_1;;T -nzZ' -7z’ +nzzT):
n- =

= n_];l(Z?:lziziT —nZ?T)
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Kemudian dengan mencari nilai ekspektasi dari n—_1mzz, akan ditunjukkan
n

bahwa n—_1mZZ bukan merupakan taksiran yang unbiased dari Z,.
n

n

(i) -2 g

S|

E[Z;;;T —n?ZT} = %(E[Z;;;T}—E[niiq)
- E(E[zinzlzizf}—nE[ZZT])

n

- Xe[xnzz ] -n(elz]E[2 J+valz))

Sl

[ 22 o[ (22 2] 23 e ] frvarfz]

n

:% E:Zinzlazf_—n (}Z?zlE[;]j(ﬁlzrzlE[;TD+var[2]

n

E[ZLMT}n(G rwzJ(El nﬂJ}Vaf[?]D
E[Zi":l; z' J —n (" + Var[z]))
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e )
(Zr.E[227]) - rwes” -5,)

(220 (valz] + El2]E[="])) a2
(0 () s =2

n-1

1 1
= E(nZZZ—ZZZ) = E(n_l)zzz = TZZZ

Karena E(n—_lmuj % Z,,, maka nT_lmzz bukanlah penaksir yang unbiased
n

untuk 2.
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LAMPIRAN 6

Bukti m,, merupakan taksiran yang unbiased untuk X,

Pada lampiran 5, telah dibuktikan bahwa E(nT_lmzzj :”T_lzzz,
sehingga
n (n-1) n (n-1) n (n—l j
E(m, )=E 3 E - s
(me) €[y e~ gl e gl e
:ZZZ

Jadi terbukti bahwa m_, merupakan taksiran yang unbiased untuk Z_,.

Penaksiran parameter..., Raisa Pratiwi, FMIPA Ul, 2009.

129



LAMPIRAN 7

130

Bukti taksiran 4, dan %,, memaksimumkan fungsi In-likelihood adjusted for

degrees of freedom

Selanjutnya akan diperiksa apakah taksiran 4, dan Z,, memaksimumkan

fungsi In-likelihood adjusted for degrees of freedom dengan melihat apakah

matriks hessian yang didapat merupakan definit negatif atau tidak. Jika
matriks hessian yang didapat merupakan definit negatif, maka dapat

disimpulkan bahwa taksiran yang didapat memaksimumkan fungsi In-

likelihood adjusted for degrees of freedom.

Didefinisikan matriks hessian H sebagai berikut

a%n L, d%n L,
OL,0L, ovech(Z,,)ow,’
H =
d%n L, d%n L,
oudvech(Z,)' avecHz,)d vecls, ) |

Berdasarkan (3.9) pada bab 3, didapat

dinL
ou,

c — _g(_zzzz—lz + zzzz‘lyz) = n(ZZZ‘li - Zzz"l,uz) ,

serta berdasarkan (3.11) pada bab 3, didapat

oin L, 1
ovech(Z,,)
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0%In L,
O, 01,

* Akan dicari

11— _ T — _ _
oL 9 {am L jT oon(z,'z-3, ) no(Z'E,t-uE,)
ou, ou,

opou; 0w\ o, )
n(9(z'=,)-0(k2, 7))
O,
n((0z")z5 + 77 (02, )~ ((om) =27+ " (0,7
OH,
n(dZT)Zzz'l N nz' (0222‘1) 1 n(oy,) =, B ni,’ (6222‘1)
= ou, o, U, ou,
= 0+0-nz, -0 =-n%,*

% o %L,
» Akan dicari avech(Zzz) oL

d%n |4 _ d ainL, ' _ an(Zzz_lz_zzz_l/'lz)T A an(zzz_l(z_,uz))-r
ovech(Z,)ou,” dveclz, )| oy, ovech(Z,,) dovech(z,,)

Untuk mempermudah, subtitusi 4, =Z ke dalam persamaan di atas. Sehingga

oL, _ on(0)'
ovech(z,,)ou,” dvech(z,,)

persamaan di atas menjadi

Akan dicari d%n L,
andeat 5y avech(s,,)’
1 T
T -1 -1
nL,  _ a( anL T:a(‘z(”‘l)Dm (2,102, )DmveCh(Zzz-mzz)j :o
dpovech(z, )" u,| dvech(Z,) ou,
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0°In L,
dvech(z,)dvecz,,)"

» Akan dicari

n L, 0 anL, )
dvech(z,,)dvec{z,, )" ovech(z,)| dvecz,)

|
T -

- ovech(z,,)
1, . 0(vech(z,-m,) D, (2,*0%,")D,)
- _E(n_l) ovech(z,,)
1, (oveeh(z,-m,))D, (£,* 0%, "D, +vect(z, ~m,) (o(0," (2.7 0z,),))
- E(n_l) ovech(z,,)
1 (vee(z,,-m,,))D, (2,10, 7)D, vechz,-m,)D,(9(2,*0%,"))D,
- _E(n_l) ovech(Z,,) * ovech(%,,)

Dengan mengsubtitusi izz =m, pada suku kedua dari persamaan di atas,

maka akan didapat

vech(,,-m,)D,’ (8(2, 0%, "))D, vecto)D,"(8(2,*0%,"))D,

ovech(Z,,) - ovech(Z,, )

_om,’(a(x,*0z,7))D,
- ovech(z,,)
=0

Sehingga

aZIn L 1( 1) (aveCh(zzz _mzz)) DmT (zzz_l 0 ZZZ_l) Dm
C =——(n-
dvech(s,)ovec{z,) 2 ovech(Z,,)
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(avech(Z,-m,))D,’ (Zzz’l O Zzz‘l) D,
ovech(z,,)

Selanjunya akan dicari

(ovech(2,,-m,))D, (£, D2, %)D,  (ovech(z,)-dvechm,))D, (2, 0Z,")D

dvech(Z,,) ovech(Z,, )

(ovec(z,)) D, (2, D%, ?)D, =(0 veclim,,))D, (2, 0%, 7)D,
ovech(Z,,)

(ovec(z,))D, (=,*0%,")D, (0 vecfm,))D," (2, 0%, ")D,

ovech(Z,,) 0 vecfz,)

(ovech(z,,)) D, (2,02, %) D,
- ovech(Z,,)

=D, (z,'02,%)D,

m

0°In L,
ovech(Z,, )d vec{z,,

Sehingga didapat N = —%(n -1)D,' (ZZZ’1 O Zzz‘l) D, .

Matriks Hessian yang didapat adalah

-nx,* 0
H = n-1 \ .
0 —% D, (£,0Z,%)D,

Selanjutnya akan diperiksa apakah matriks hessian H merupakan definit

negatif. 3, merupakan matriks definit positif, serta D, (2,*0Z,")D,
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merupakan matriks definit positif, sehingga untuk sembarang vektor X, dan

vektor X, berlaku hubungan berikut
X', % >0 dan X, D, (Z,70%,")Dx,>0

sehingga didapat bahwa

X1T (_nzzz_l) X, < 0 serta XzT [_@ DmT (zzz_1 O zzz_l) ij X, < 0.

X

k(k+1
« } berukuran (k+ '

Untuk sembarang matriks X = {
2

Jxl . maka
-nz,,™ 0

XTHX =%, X,] (n-1) [Xl}
0 —TDmT(zzz‘lmzzz'l)Dm X,

= %7 (-nZ, ) x, + X, (—@ D, (2,10%,7) ij X,

e .

<0

<0
<0

Karena untuk sembarang vektor X berlaku X Hx <0, sehingga H definit

negatif. Maka terbukti bahwa £, = Z dan izz =M, memaksimumkan fungsi

In-likelihood adjusted for degrees of freedom.
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135

Program untuk mencari taksiran classical error in variable model

clear all;
clc;

A=xlsread('data.xIs")
sigma_dd=input(‘Masukkan nilai sigma dd: *);
sigma_de=input(\nMasukkan nilai sigma de: );
sigma_ed=sigma_de";
kolom_y=input(\nMasukkan kolom data variabel depen
y =A(:,kolom_y)’;
i=1;
kondisi=1;
while kondisi==1
fprintf(\nData independen ke %d',i);
kolom=input(’ kolom ke?: ");
X(i,:)=A(:;,kolom)’;
fprintf(\nApakah ada variabel Independen yang
temp=input(\nMasukkan 1 jika ada, atau masukka
lain jika tidak:);
if temp==1
kondisi=1;
i=i+1;
else
kondisi =0;
end
end
z=[y;X];
[a b]=size(X);
Z_bar=mean(z")
y_m=y-mean(y);
fori=1l:a
x_m(i,:)=X(i,:)-mean(X(i,:));
end
myy=1/(b-1)*(y_m*y_m");
myx=1/(b-1)*(y_m*x_m’);
mxy=1/(b-1)*(x_m*y_m’);
mxx=1/(b-1)*(x_m*x_m");
mzz=[myy myx;mxy mxx]
beta_cap=inv(mxx-sigma_dd)*(mxy-sigma_de)
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lain?");
n yang



beta_nolcap=mean(y)-(beta_cap*mean(X")")

miu_cap=mean(X")

sigma_uucap=mxx-sigma_dd

sigma_eecap=myy-(beta_cap'*sigma_uucap*beta_cap)

if i==1

mzz_inv=inv(mzz);

mzx=[myx';mxx];

SX=mzz_inv*(mzx-[0;sigma_dd]);

gamal_ cap=SX(1)

gama2_cap=SX(2)

gama_nolcap=(1-gama2_cap)*mean(X)-(gamal_cap*(mean(

fori=1:b
u_cap(i)=gama_nolcap+gamal_cap*y(i)+gama2_cap*X
d(i)=X(i)-u_cap(i);
e(i)=y(i)-(beta_nolcap+beta_cap*u_cap(i));

end

:::::::::::::')’
fprintf(\n[|\ti\t|\tyi\t|\txi\t|\tui_cap\t|\tdi_ca
ei_cap\t||);

for i=1:b

fprintf(\n||\t%d\t|\t%d\t|\t%d\t|\t%2.3f\t|\t%2. 3f
230\ i,y (i), X(1),u_cap(i),d(i),e(i));
save_data(i,:)=[1 y(i) X(i) u_cap(i) d(i) e(i)]
end
fprintf("\n\n");
xlswrite('hasil.xls',save_data);
else
continue;
end

Hasil program

Masukkan nilai sigma dd: 57

Masukkan nilai sigma de: 0

Masukkan kolom data variabel dependen: 1
Data independen ke 1 kolom ke?: 2

Apakah ada variabel Independen yang lain?
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Masukkan 1 jika ada, atau masukkan yang lain jika tidak: 3
Z bar= 97.4545 70.6364
mzz =
87.6727 104.8818
104.8818 304.8545
beta cap= 0.4232
beta_nolcap = 67.5613
miu_cap = 70.6364
sigma_uucap = 247.8545
sigma_eecap = 43.2910

Program pada halaman 135 merupakan program yang dibuat untuk
mencari taksiran parameter pada classical error in variable model, tetapi terdapat
tambahan yaitu jika hanya ada satu variabel independen maka program di atas
juga dapat menghasilkan nilai prediksi dari u (variabel independen yang tidak

terobservasi). Prediksi dari u dimana u diasumsikan random adalah

U = Vo *+ 1Y + VX

Bukti:

Pada pembuktian ini dibatasi bahwa hanya ada satu variabel independen

yang digunakan dan o,, merupakan variansi dari u,, g, merupakan variansi

dari d; serta g, =0, merupakan kovariansi antara g dengan d,. Pada
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lampiran 4 telah didapat matriks kovarians dari (y;,% ) yaitu

|:ﬁ20-uu + Uee :BUuu + Ued

, E(eu)=0 dan E(du,)=0.
:BUuu+Ued Uuu+add:| (QUI) ( IUI)

Kemudian akan dicari cov(y, ,u ) dan cov(x ,u).

COV(yi ’ui) = E[(yi _E[yi])(ui _E[ui])] N E[(:Bo"'ﬂlui +€ _(ﬂ0+ﬂ]/'1u))(ui _,uu)]
=E[(Au-m)+e)(u-m)]=E|Alu-u) +eu —ax |

:,81E|:(Ui _luu)z]-l- E[QUI]_E[Q]IUU :ﬁla-uu +O_O'luu
:ﬂlo-uu

cov(x ,u) E[)g E[x]) u—E[u])] [(ui+di—(/1u))(ui—uu)]
E[((u-m)+d)(u-4)]=E[(u-4) +du ~dg,]
[u ~14,) }+E[d u]=E[d]u =0,+0-04,

Sehingga didapat matriks kovarians dari (y;,%,u ) yaitu

IBZUUU + Uee ﬁauu + Ued IBUuu
IB Uuu + Ued Uuu + Udd g

uu

ﬁ O-ULI O.UU 0-

Nilai prediksi dari u, diberikan z :(yi,>g)T adalah
E[ui |Z|] =N, +Zuzzzz 1(Z _:Uz)

a| Vi TH
:/’[u +ZUZZZZ l|:)g _,LI:/:|

Yi ~H
“uln vl
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=ty + (Y= 14,)+ va (% - 4)
= Uy WY, = Vibly + V% = Vol
=y = Vobly = Vitdy + VLY. * VX
= Vo + LY + VX

dimana y, = i, = y,l, = Vitd, i M, =B+ B 2 =(¥.x) ; dan

[yl yz] = ZUZZZZ_l ~ ZZz_lzuzT ’ Zuz = [ﬂauu auu] -
Sehingga prediksi dari u adalah
U =J, + Y + VX

dimana

A

Yo :(1_172) i_j}ly

139

Sehingga dari program pada halaman 135 didapat pula hasil sebagai berikut :

gamal cap= 0.3801
gama2_cap = 0.6822
gama_nolcap = -14.5998

I [ | yi | Xi | ui_cap | di_cap |
I 1 | 86 | 70 | 65.848 | 4.152
I 2 | 115 | 97 | 95.292 | 1.708
I 3 | 90 | 53 | 55.770 | -2.770
I 4 | 86 | 64 | 61.755 | 2.245
I 5 | 110 | 95 | 92.027 | 2.973
I 6 | 91 | 64 | 63.655 | 0.345
I 7 | 99 | 50 | 57.145 | -7.145
I 8 | 96 | 70 | 69.649 | 0.351
I 9 | 99 | 94 | 87.164 | 6.836
I 10 | 104 | 69 | 72.008 | -3.008
I 11 | 96 | 51 | 56.687 | -5.687
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ei_cap

-90.428
7.112
-1.164
-7.696
3.494
-3.500
7.255
-1.037
-5.448
5.965
4.448
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