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ABSTRAK 

 

 

 
Nama  : Nur Ali Muchtar 

Program Studi : Matematika 

Judul : Pelabelan Total Busur-Ajaib  -Busur Berurutan pada Graf   

    Kecebong dan Graf Dumbbell 

 

Misalkan         adalah graf sederhana dengan   simpul dan   busur. 

Pelabelan total busur ajaib pada graf   adalah pemetaan bijektif   dari     ke 

himpunan bilangan bulat positif berurutan {           } sehingga bobot 

semua busur adalah konstan. Pelabelan total busur ajaib dengan      
{                 }       disebut pelabelan total busur-ajaib  -

busur berurutan. Jika suatu graf memiliki pelabelan total busur-ajaib  -busur 

berurutan maka banyak maksimum busur pada   adalah     atau dengan kata 

lain      . Suatu graf dengan       masih bisa dilabel dengan pelabelan 

total busur-ajaib  -busur berurutan dengan menambahkan sejumlah simpul 

terisolasi sehingga memenuhi      . Pada makalah ini akan dikonstruksi 

pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan untuk graf kecebong dan graf 

dumbbell dengan menambahkan simpul-simpul terisolasi sehingga memenuhi 

     . 

 

Kata Kunci : pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan, graf kecebong, graf    

     dumbbell. 
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Graphs and Dumbbell Graphs 
 

Let         be a simple graph with   vertices and   edges. An edge magic 

total labeling of a graph   is a bijection   from     onto the set of consecutive 

positive integers {           } so that the weight of all edges are constant. An 

edge  magic total labeling   with      {                 }     
  is called  -edge consecutive edge magic total labeling. If a graph has a  -edge 

consecutive edge magic total labeling, then the maximum number of edges in   is 

    or      . A graph with       can be labeled with  -edge 

consecutive edge magic total labeling by adding some isolated vertices to   in 

order to satisfy      . In this skripsi we give the construction of a  -edge 

consecutive edge magic total labeling on tadpole graphs and 

dumbbell graphs by adding some isolated vertices to satisfy      . 

 

 

Key Words :  -edge consecutive edge magic total labeling, tadpole graphs,      

    dumbbell graphs 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

   Teori graf merupakan bagian dari matematika diskrit. Teori graf ini bisa 

digunakan untuk mempermudah menyelesaikan masalah-masalah matematika 

yang ada. Munculnya teori graf ini bermula dari masalah jembatan Königsberg. 

Apakah bisa seseorang yang ingin melewati tujuh jembatan Königsberg tepat 

hanya satu kali dan kembali pada tempat asalnya? (Gambar    ). Leonhard Euler 

adalah orang yang dikenal memberikan solusi untuk masalah ini. Ia memperoleh 

jawaban bahwa tidak mungkin seseorang melewati jembatan tersebut masing-

masing satu kali dan kembali ke posisi awal (saat berangkat). 

 

Gambar 1.1  Jembatan Königsberg 

Mula-mula ia menggambarkan masalah di atas menjadi bentuk graf seperti 

Gambar    . Selanjutnya ia memisalkan titik             yang kemudian dikenal 

sebagai simpul (vertex). Sedangkan ruas-ruas 

                                   dikenal sebagai busur (edge). Dengan 

pemisalan seperti ini, Euler berhasil memecahkan masalah jembatan Königsberg. 

Suatu graf   didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong dan 

berhingga dari obyek-obyek yang disebut simpul-simpul (vertices) bersama 

dengan suatu himpunan (mungkin kosong) dari pasangan-pasangan tak terurut 

dari simpul-simpul yang berbeda pada   yang disebut busur-busur (edges) 

(Chartrand dan Lesniak,     ). Adapun himpunan busur bisa saja kosong. 

Misalkan   {             } adalah himpunan simpul pada graf   dan 
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  {             } adalah himpunan busur pada graf  . Maka banyaknya 

simpul dan busur pada graf   masing-masing dinyatakan sebagai   | |     

dan   | |. 

v1

v2

v3

v4

 

Gambar 1.2 Graf Königsberg 

 

Pelabelan pada graf   merupakan pemetaan bijektif   dari himpunan 

simpul   atau himpunan busur   atau keduanya       ke suatu himpunan 

bilangan (biasanya bilangan asli). Jika himpunan simpulnya yang dilabelkan, 

maka disebut pelabelan simpul. Jika himpunan busurnya yang dilabelkan, maka 

disebut pelabelan busur. Jika keduanya yang dilabelkan (simpul dan busur), maka 

disebut pelabelan total. Jumlah dari semua label yang terkait dengan elemen-

elemen graf disebut bobot. Bobot simpul pada pelabelan total adalah label simpul 

ditambah dengan label busur-busur yang hadir pada simpul tersebut. Bobot busur 

pada pelabelan total adalah label busur ditambah dengan label simpul-simpul yang 

dihubungkan oleh busur tersebut. Dalam pelabelan graf dikenal istilah pelabelan 

ajaib. Graf   dikatakan memiliki pelabelan ajaib jika bobot untuk setiap simpul 

dan/atau busur bernilai sama. Nilai yang sama ini disebut konstanta ajaib. Skripsi 

ini akan membahas pelabelan total dan pelabelan ajaib.  

Pelabelan total busur-ajaib adalah pelabelan pada simpul dan busur dari 

graf sedemikian sehingga bobot untuk setiap busurnya adalah sama. Pada 

pelabelan total busur-ajaib, jika label simpulnya berurutan, maka pelabelan ini 

disebut pelabelan total busur-ajaib simpul berurutan. Jika label busurnya yang 

berurutan, maka pelabelan ini disebut pelabelan total busur-ajaib busur berurutan. 
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Konsep dari pelabelan total busur-ajaib busur berurutan telah 

diperkenalkan oleh Sugeng dan Miller       . Suatu pemetaan bijektif     

  {           } disebut suatu pelabelan total busur-ajaib  -simpul 

berurutan (PTBA  -simpul berurutan) dari   jika   adalah suatu pelabelan total 

busur-ajaib dari   dan      {                 }      . Suatu 

pemetaan bijektif       {           } disebut suatu pelabelan total 

busur-ajaib  -busur berurutan (PTBA  -busur berurutan) dari   jika   adalah 

suatu pelabelan total busur-ajaib dari   dan      {                

 }      . Jika     (atau    ) maka   disebut pelabelan total busur-ajaib 

simpul (atau busur)-super. Suatu graf yang memiliki pelabelan total busur-ajaib  -

simpul berurutan (atau  -busur berurutan) disebut graf busur-ajaib  -simpul 

berurutan (atau  -busur berurutan). Pada skripsi ini akan dibahas pelabelan total 

busur-ajaib  -busur berurutan (PTBA  -busur berurutan) dengan      . 

Menurut Sugeng dan Miller       , jika suatu graf memiliki PTBA  -

busur berurutan maka banyak maksimum busur pada   adalah     atau dengan 

kata lain      . Jika suatu graf terhubung   mempunyai pelabelan total 

busur-ajaib  -busur berurutan dengan   {           } maka   adalah suatu 

graf pohon. Akan tetapi, suatu graf terhubung dengan       masih bisa 

dilabel dengan pelabelan PTBA  -busur berurutan dengan menambahkan 

sejumlah simpul terisolasi sehingga memenuhi       (Silaban dan Sugeng, 

2010). Jika penambahan simpul terisolasi mengakibatkan      , maka 

banyak simpul yang ditambahkan disebut optimal. 

 

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup 

 

Bagaimana konstruksi PTBA  -busur berurutan dengan banyak simpul 

terisolasi yang ditambahkan optimal pada graf yang mengandung satu dan dua 

lingkaran? Untuk graf yang mengandung satu lingkaran penelitian dilakukan pada 
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graf kecebong, sedangkan untuk graf yang mengandung dua lingkaran penelitian 

dilakukan pada graf dumbbell. 

 

1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan 

 

Metode yang digunakan di dalam penyusunan skripsi ini adalah studi 

pustaka yang dikembangkan untuk menganalisa dan mengkonstruksi pelabelan 

pada kelas graf baru. 

 

1.4 Tujuan Penulisan 

 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membuat konstruksi PTBA  -busur 

berurutan dengan penambahan simpul terisolasi yang optimal pada graf yang 

mengandung satu lingkaran (graf kecebong) dan dua lingkaran (graf dumbbell). 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

Pada bagian ini, akan dibahas hal-hal mengenai definisi dan istilah-istilah 

dalam graf, jenis-jenis graf, operasi pada graf, pelabelan graf serta hasil yang 

diketahui dari pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan. 

 

2.1  Definisi dan Istilah Dalam Teori Graf 

 

 Semua definisi yang digunakan pada subbab ini mengacu pada buku yang 

ditulis oleh Chartrand dan Lesniak       . Menurut Chartrand dan Lesniak 

      , suatu graf   didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong dan 

berhingga dari obyek-obyek yang disebut simpul-simpul (vertices) bersama 

dengan suatu himpunan (mungkin kosong) dari pasangan-pasangan tak terurut 

dari simpul-simpul yang berbeda pada   yang disebut busur-busur (edges). 

Himpunan simpul pada   dinotasikan dengan   dan himpunan busur pada   

dinotasikan dengan  . 

 Jika dimisalkan simpul-simpul sebagai titik, maka busur terbentuk dengan 

cara menghubungkan satu titik ke titik yang lain yang berdekatan. Jadi, titik-titik 

ujung (endpoint) dari busur merupakan simpul. Gelung (loop) adalah busur yang 

memiliki titik ujung yang sama. Banyaknya simpul dalam suatu graf dinyatakan 

dengan   | |, sedangkan banyaknya busur dinyatakan dengan   | |. Suatu 

graf dikatakan berhingga (finite) jika banyaknya simpul pada graf tersebut 

berhingga. 

 Biasanya, simpul-simpul dalam suatu graf dinyatakan dengan huruf-huruf 

kecil semisal       atau         dan digambarkan dengan bulatan kecil (titik). 

Sedangkan busur-busur dalam suatu graf dinyatakan dengan            atau 

dengan kedua ujungnya                          . Pada Gambar     diberikan 

contoh graf    dan   . Himpunan simpul graf    adalah    {        } dan 

himpunan busurnya adalah    {        }  {                       }. 
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Sedangkan pada graf   , himpunan simpulnya adalah    {        } dan 

himpunan 

busurnya adalah    {              }  {                          

               } . Pada graf   , busur    disebut sebagai gelung. Titik ujung 

yang sama adalah simpul   . Busur    dan    disebut sebagai busur-busur ganda 

dengan titik-titik ujung yang sama adalah    dan    untuk busur    dan   . 

v1

v3v2

e1 e2

(a)

v1

v3v2

e1 e3

e
5

e4

e2

(b)

e3

 

Gambar 2.1 (a) Graf sederhana   , (b) Gelung dan busur ganda pada graf    

 

 Dua simpul    dan    dikatakan bertetangga (adjacent) bila dalam graf 

terdapat busur yang menghubungkan kedua simpul tersebut. Dinotasikan dengan 

           . Jika demikian, maka dikatakan busur   hadir (        ) pada 

simpul    dan   . Demikian pula, bisa dikatakan    dan    hadir pada busur  . 

Jika    dan    hadir pada suatu simpul yang sama, maka    dan    merupakan 

busur-busur yang bertetangga. Banyaknya busur yang hadir pada suatu simpul 

  disebut sebagai derajat (degree/valency) dari simpul   dan ditulis sebagai 

    . Apabila nilai dari         , maka simpul ini disebut simpul terpencil 

(isolated vertex). Sedangkan jika nilai dari         , maka simpul ini disebut 

simpul terminal (terminal vertex) atau daun (leaf). Jika pada graf   semua 

simpul memiliki derajat yang, maka graf ini disebut graf teratur (regular). 

Apabila suatu graf tidak memiliki gelung dan busur-busur berganda, maka graf ini 

disebut graf sederhana. Yang dibahas di dalam skripsi ini adalah graf sederhana. 

 Graf    pada Gambar     adalah contoh graf teratur (regular) karena 

semua simpulnya yaitu simpul       dan    memiliki derajat yang sama yaitu 

                    dan          . Banyak simpul dan busur pada graf    

Pelabelan total ..., Nur Ali Muchtar, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



7 

     Universitas Indonesia 
 

ini sama yaitu         . Sedangkan pada graf       dan    bertetangga karena 

terdapat busur   , sehingga bisa ditulis             . Busur    dan    

bertetangga karena terdapat simpul    yang merupakan titik pertemuan kedua 

busur tersebut. Banyak simpul pada graf    ini adalah      , sedangkan banyak 

busurnya adalah      . Derajat dari simpul    adalah           karena pada 

   hadir tiga buah busur yaitu       dan   . Derajat dari simpul    adalah 

          karena pada    hadir tiga buah busur yaitu       dan   . Sedangkan 

derajat dari simpul    adalah           karena pada    hadir empat buah busur 

yaitu      , dan    yang merupakan gelang sehingga dihitung dua busur. 

Graf   adalah subgraf dari graf   (ditulis    ) jika           dan 

         . Setiap subgraf dari   dapat diperoleh dengan cara menghapus 

simpul-simpul dan busur-busur yang terdapat pada graf   tersebut. Pada Gambar 

   , graf   dan   merupakan subgraf dari graf  , dimana 

   {              } {                             } , 

   {        } {              } , dan 

   {           } {              } . Karena           dan      

    , maka   adalah subgraf dari  . Begitu pula antara   dengan  . 

v1v2

v3

v5

v4
(a)

v4

v1

v5

(b)

v1v2

v4v3
(c)

 

Gambar 2.2 (a) Graf   (b) Graf     (c) Graf     

 

Jalan (walk) pada suatu graf   adalah sederetan busur-busur yang 

membentuk suatu sambungan yang tidak putus pada  . Pada Gambar     di 

bawah terlihat bahwa            , dan    adalah suatu jalan dengan simpul awal 

   dan simpul akhir   . Jalan ini bisa juga ditulis dengan deret simpul yaitu 

               dan   . 
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 Suatu jalan dimana deretan busur-busurnya tidak pernah berulang disebut 

jalur (jejak/trail); sedangkan suatu jalur dimana deretan simpul-simpulnya tidak 

pernah berulang disebut lintasan (path). Jalan            , dan    adalah suatu 

jalur dari simpul    menuju simpul   ; jalur ini bukan lintasan karena kalau 

dilihat dalam bentuk deretan simpul yang dilaluinya, simpul    berulang dua kali. 

Sedangkan         , dan    adalah lintasan dari simpul    menuju simpul    

dengan simpul-simpul            , dan   . Panjang suatu jalan (jalur ataupun 

lintasan) adalah banyaknya busur-busur pada jalan tersebut. Jalur dan lintasan di 

atas masing-masing mempunyai panjang   dan  . 

v3 v2

v1
v4 v5

e1
e2

e3

e4

e5

e6

e7

G
 

Gambar 2.3 Jalan, jalur dan lintasa pada graf   

 

 Suatu graf   dikatakan terhubung (connected), apabila untuk setiap 

pasang simpul sembarang   dan   di  , terdapat suatu lintasan dari simpul   

menuju simpul  . Apabila syarat ini tidak dipenuhi maka graf   dikatakan tidak 

terhubung (disconnected). Apabila suatu graf tidak terhubung, maka graf tersebut 

terdiri dari beberapa komponen yang masing-masing komponennya adalah suatu 

graf terhubung atau suatu simpul terpencil.    adalah suatu graf tidak terhubung 

dengan   komponen yang masing-masing adalah simpul terpencil. Gambar     

adalah contoh graf   yang terdiri dari   komponen. 

 

Gambar 2.4 Graf tidak terhubung    
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Graf yang akan dibahas pada skripsi ini adalah graf tidak berarah. Berikut 

ini adalah definisi dari beberapa jenis graf yang akan digunakan dalam skripsi ini. 

 

2.2   Jenis-Jenis Graf 

 

 Graf lintasan (path graph),   , adalah graf yang memiliki   simpul 

dengan busur                         atau bisa juga dinotasikan dengan 

               Simpul    dan    berturut-turut merupakan simpul 

awal dan simpul akhir yang memiliki derajat sama yaitu satu. Selain kedua simpul 

tersebut, simpul-simpulnya memiliki derajat dua. Busurnya ada sebanyak    . 

Jadi, pada graf lintasan bisa ditulis, | |    dan | |     . 

 Graf lingkaran (cycle graph),   , adalah graf yang diperoleh dari lintasan 

   dengan menghubungkan simpul awal dan simpul akhirnya sehingga diperoleh 

graf teratur dengan derajat dua untuk setiap simpulnya. Pada graf lingkaran 

banyaknya simpul dan busur adalah sama yaitu, |     |  |     |   . Graf 

terhubung yang tidak memiliki subgraf lingkaran disebut graf pohon (tree 

graph). Pada Gambar     diberikan contoh untuk (a) graf lintasan,     (b) graf 

lingkaran,     (c) graf pohon. 

(a) (b) (c)  

Gambar 2.5 (a) Graf   , (b) Graf   , (c) Graf pohon 

 Graf kecebong (tadpole graph),     , adalah graf yang diperoleh dari graf 

lingkaran    yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan   , dimana salah satu 

titik ujung dari graf lintasan    adalah salah satu simpul dari graf lingkaran   . 

Pada graf ini, | |  | |       . Pada Gambar     diberikan contoh graf 

kecebong     . 
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v2

v3 v4

u2 u3 u4

v1

u5

v5=u1

 

Gambar 2.6 Graf kecebong      

 

 Graf dumbbell adalah graf yang dibentuk dari dua graf lingkaran    dan 

   yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan   , dimana titik-titik ujung dari graf 

lintasan    adalah salah satu simpul dari masing-masing graf lingkaran (Wang et 

al., 2010). Jadi, notasi dari graf ini yaitu       , dimana       menyatakan 

banyak simpul pada kedua graf lingkaran tersebut dan     menyatakan banyak 

simpul pada graf lintasan. Banyak simpul pada graf dumbbell adalah       

 , sedangkan banyak busurnya adalah         sehingga | |  | |   . 

Himpunan simpul dan himpunan busur pada graf dumbbell masing-masing 

dinyatakan sebagai  (      )  {  
 |     }  {  |     }  

{  
 |     } dan  (      )  {  

     
 |       }  {  

     
 |  

     }  {      |       }, dimana   
  dan   

  adalah simpul pada 

graf lingkaran, dan    adalah simpul pada graf lintasan. Pada Gambar 2.7 

diberikan contoh graf dumbbell       . 

v1
1v2

1

v3
1

v4
1

v1
2=u4

v2
2

v3
2

v5
1 v4

2

u2 u3

v6
1=u1

v5
2

 

Gambar 2.7 Graf dummbell        
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2.3  Pelabelan Graf 

 

 Pelabelan pada graf G adalah suatu pemetaan bijektif   dari himpunan 

simpul   atau himpunan busur   atau keduanya       ke suatu himpunan 

bilangan (biasanya himpunan bilangan asli). Himpunan bilangan asli ini disebut 

label. Jika himpunan simpulnya yang dilabelkan, maka disebut pelabelan simpul. 

Jika himpunan busurnya yang dilabelkan, maka disebut pelabelan busur. 

Sedangkan jika keduanya yang dilabelkan yaitu simpul dan busur, maka disebut 

pelabelan total. Pada Gambar     diberikan contoh graf    dengan (a) pelabelan 

simpul, (b) pelabelan busur, (c) pelabelan total. Yang dibicarakan di dalam skripsi 

ini adalah pelabelan total. 

1 2 3 4 5

6 8 7 9

1 8 2 9 3

(a) (b)

(c)
7 6 5 4

 

Gambar 2.8 (a) Pelabelan simpul, (b) Pelabelan busur, (c) Pelabelan total 

 

 Pada pelabelan total, jumlah dari semua label yang terkait dengan elemen-

elemen graf disebut bobot. Bobot ini bisa dihitung untuk simpul dan busur. Bobot 

simpul merupakan penjumlahan label simpul dengan label busur-busur yang hadir 

pada simpul tersebut. Sedangkan bobot busur merupakan penjumlahan label 

busur dengan label simpul-simpul ujungnya. Bobot simpul dari pelabelan total   

bisa dinyatakan secara matematis sebagai:            ∑            ; 

dengan      adalah himpunan semua simpul yang bertetangga dengan  , dan 

   . Sedangkan penulisan bobot busur secara matematis yaitu:        

                     . 

 Dalam pelabelan graf dikenal istilah pelabelan-ajaib. Suatu graf   

dikatakan memiliki pelabelan-ajaib jika bobot untuk setiap simpul dan/atau 

busur bernilai  . Bilangan   ini disebut konstanta ajaib. Apabila         
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untuk setiap    , maka pelabelan disebut pelabelan total simpul-ajaib. 

Sedangkan apabila          untuk setiap     , maka pelabelan disebut 

pelabelan total busur-ajaib. Pada Gambar     diberikan (a) contoh pelabelan 

total simpul-ajaib pada graf lingkaran     dengan      dan (b) pelabelan total 

busur-ajaib pada graf lingkaran    dengan     . Selanjutnya yang akan 

dibicarakan di dalam skripsi ini adalah pelabelan total busur-ajaib. 

7 8

96

10

4

2

5

13

5 2

43

1

8

7

6

910

(a) (b)

 

Gambar 2.9  (a) Pelabelan simpul-ajaib pada    dan (b) Pelabelan busur-

ajaib pada    

 Pada pelabelan total busur-ajaib, didefinisikan pelabelan dual. Misalkan 

pelabelan       {           } merupakan pelabelan total busur-ajaib 

pada graf  . Definisikan pelabelan        {           } sebagai 

berikut: 

                                                           (   ) 

                                            (   ) 

Maka    disebut dual dari   (Wallis,     ). Gambar      memberikan contoh 

pelabelan   dan pelabelan dual    pada   . 

5 2

43

1

8

7

6

910

6 9

78

10

3

4

5

21

(a) (b)

 

Gambar 2.10 (a) Pelabelan   pada    dan (b) Pelabelan dual    pada    
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Pada pelabelan total busur-ajaib, jika label simpulnya berurutan, maka 

pelabelan ini disebut pelabelan total busur-ajaib simpul berurutan. Sedangkan 

jika label busurnya yang berurutan, maka pelabelan ini disebut pelabelan total 

busur-ajaib busur berurutan. Untuk selanjutnya, skripsi ini hanya akan 

membahas pelabelan total busur-ajaib busur berurutan yang akan dijelaskan pada 

subbab selanjutnya. 

 

2.4  Pelabelan Total Busur-Ajaib  -Busur Berurutan 

 

 Konsep pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan (PTBA  -busur 

berurutan) telah diperkenalkan oleh Sugeng dan Miller       . Suatu pemetaan 

bijektif       {           } disebut suatu pelabelan total busur-ajaib 

 -busur berurutan dari   jika   adalah suatu pelabelan total busur-ajaib dari   

dan      {                 }      . Suatu graf yang memiliki 

pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan disebut graf busur-ajaib  -busur 

berurutan. 

Pada Teorema         diberikan beberapa sifat dari PTBA  -busur berurutan: 

Teorema     (Sugeng dan Miller,     ) Setiap graf busur-ajaib  -busur 

berurutan mempunyai pelabelan simpul busur anti ajaib. 

Teorema     (Sugeng dan Miller,     ) Dual dari pelabelan total busur-ajaib  -

busur berurutan untuk suatu graf   adalah suatu pelabelan total busur-ajaib 

     -busur berurutan. 

Teorema     (Sugeng dan Miller,     ) Jika suatu graf terhubung   mempunyai 

pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan dengan   {           } maka 

  adalah suatu graf pohon. 

Menurut Sugeng dan Miller       , jika suatu graf memiliki pelabelan 

total busur-ajaib  -busur berurutan maka banyak maksimum busur pada   adalah 

    atau dengan kata lain      . Jika suatu graf terhubung   mempunyai 
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pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan dengan   {           } maka 

  adalah suatu graf pohon. Akan tetapi, suatu graf dengan       masih bisa 

dilabel dengan pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan dengan 

menambahkan sejumlah simpul terisolasi sehingga memenuhi       (Silaban 

dan Sugeng, 2010). Jika penambahan simpul terisolasi mengakibatkan      , 

maka banyak simpul terisolasi yang ditambahkan disebut optimal.  

4
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2

9

10
11
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15
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(a)

13 22 5 23
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3
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20
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29
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9
31

(b)

25

30

 

Gambar 2.11  (a) PTBA  -busur berurutan pada      dengan      dan satu 

simpul terisolasi, (b) PTBA  -busur berurutan pada        

dengan      dan dua simpul tersolasi 

 

Pada Gambar      diberikan contoh untuk (a) pelabelan total busur-ajaib 

 -busur berurutan pada graf kecebong      dengan    , konstanta ajaib     , 

dan satu simpul terisolasi, (b) pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan pada 

graf dumbbell        dengan     dan konstanta ajaib     , dan dua simpul 

terisolasi. 
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Gambar 2.12  (a) PTBA  -busur berurutan pada      dengan      dan satu 

simpul terisolasi, (b) PTBA  -busur berurutan pada        

dengan      dan dua simpul terisolasi 
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Pada Gambar     (a) dan (b) diberikan dual untuk Gambar     (a) dan 

(b). Gambar     (a) pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan pada graf 

kecebong      dengan    , konstanta ajaib     , dan satu simpul terisolasi, 

(b) pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan pada graf dumbbell        dengan 

   , konstanta ajaib     , dan dua simpul terisolasi. 

 

2.5  Hasil-Hasil yang Diketahui pada PTBA  -Busur Berurutan 

 

 Hasil-hasil yang diketahui dari pelabelan total busur-ajaib  -busur 

berurutan untuk graf pohon antara lain: setiap graf caterpillar memiliki PTBA  -

busur berurutan dengan 

  {
⌈
   

 
⌉  ∑                          

⌈
   

 
⌉  ∑                                       

             

(Sugeng dan Miller,     ); setiap firecrackers teratur memiliki pelabelan total 

busur-ajaib  -busur berurutan dengan   ⌊
 

 
⌋   ⌈

 

 
⌉ (Sugeng dan Silaban, 

    ). Sedangkan hasil-hasil yang diketahui untuk graf yang bukan pohon antara 

lain: graf tangga       memiliki pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan 

dengan     simpul terisolasi (Silaban dan Sugeng); graf gabungan      

dengan graf tangga                      memiliki pelabelan total busur-

ajaib       -busur berurutan dengan     simpul terisolasi (Silaban dan 

Sugeng, pp); graf       memiliki pelabelan total busur-ajaib       -busur 

berurutan dengan     simpul terisolasi (Silaban dan Sugeng). Pada bab 

berikutnya, akan dibahas mengenai hasil penelitian terhadap PTBA  -busur 

berurutan untuk graf yang memiliki satu dan dua lingkaran. Untuk graf yang 

memiliki satu lingkaran penelitian dilakukan pada graf kecebong. Sedangkan 

untuk graf yang memiliki dua lingkaran penelitian dilakukan pada graf dumbbell. 
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BAB 3 

PELABELAN TOTAL BUSUR-AJAIB  -BUSUR BERURUTAN PADA 

GRAF KECEBONG DAN GRAF DUMBBELL 

  

Pada bab ini, akan diberikan konstruksi pelabelan total busur-ajaib  -busur 

berurutan (PTBA  -busur berurutan) pada graf kecebong dan graf dumbbell. 

Konsep PTBA  -busur berurutan telah diperkenalkan oleh Sugeng dan Miller 

      . Suatu pemetaan bijektif       {           } disebut suatu 

PTBA  -busur berurutan dari   jika   adalah suatu pelabelan total busur-ajaib 

dari   dan      {                 }      . Suatu graf yang 

memiliki pelabelan total busur-ajaib  -busur berurutan disebut graf busur-ajaib  -

busur berurutan. Jika     maka disebut pelabelan total super ajaib. Yang 

menjadi perhatian di sini adalah untuk untuk      . 

Menurut Sugeng dan Miller       , jika suatu graf memiliki PTBA  -

busur berurutan maka banyak maksimum busur pada   adalah     atau dengan 

kata lain      . Jika suatu graf terhubung   mempunyai PTBA  -busur 

berurutan dengan   {           } maka   adalah suatu graf pohon. Akan 

tetapi, suatu graf dengan       masih bisa dilabel dengan PTBA  -busur 

berurutan dengan menambahkan sejumlah simpul terisolasi sehingga memenuhi 

      (Silaban dan Sugeng, 2010). Jika penambahan simpul terisolasi 

mengakibatkan      , maka banyak simpul terisolasi yang ditambahkan 

disebut optimal. 

Untuk membuktikan bahwa konstruksi PTBA  -busur berurutan, dapat 

digunakan Lemma     yang merupakan adaptasi dari Lemma     yang diberikan 

oleh Figuerora-Centeno dkk. yang merupakan sifat dari pelabelan total super 

ajaib. 

Lemma     (Figuerora-Centeno, Ichisima, dan Muntaner Batle,     ) Suatu 

     -graf   merupakan super busur ajaib jika dan hanya jika terdapat suatu 

pemetaan bijektif     {         } sedemikian sehingga suatu himpunan 

  {         |    } terdiri dari   bilangan bulat berurutan. Dalam kasus 
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ini,   dapat ditingkatkan menjadi suatu pelabelan total super busur ajaib dari   

dengan nilai        , dimana           dan   {          

               }.

 Sifat dari pelabelan total super ajaib juga berlaku untuk PTBA  -busur 

berurutan. Oleh karena itu, Lemma     tersebut kemudian diadaptasi dan 

digunakan untuk membuktikan PTBA  -busur berurutan pada suatu graf. 

Walaupun label dari simpul-simpul pada PTBA  -busur berurutan akan terbagi 

dalam dua kelompok bilangan berurutan yang berbeda, himpunan   

{         |    } terdiri atas   bilangan bulat positif berurutan seperti pada 

Lemma    . 

Lemma     (Silaban dan Sugeng, pp) Suatu graf   dengan   simpul dan   busur 

adalah suatu graf busur ajaib  -busur berurutan jika dan hanya jika terdapat suatu 

fungsi bijektif       {           } sedemikian sehingga      

{           }  {                 }       dan himpunan 

  {         |    } terdiri dari   bilangan bulat positif berurutan. Dalam 

kasus ini,   dapat ditingkatkan menjadi suatu PTBA  -busur berurutan pada   

dengan konstanta ajaib         dengan           dan   {     

    |    }  {                         }. 

Bukti. 

Jika   adalah suatu graf yang merupakan pelabelan total busur-ajaib  -busur 

berurutan maka  

       {           }                     (   ) 

     {                 }                     (   ) 

   {                 |    }.                  (   ) 
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                 maka                  {           }  

{                 } yang merupakan dua himpunan bilangan bulat 

positif berurutan. 

   {                 |    } maka   {         |    }  

{       |    }  {                         } yang 

merupakan himpunan   bilangan bulat positif berurutan. 

Diketahui  

      {           }          (   ) 

     {           }  {                 }      (     

  {         |    }.         (   ) 

                 maka                  {           }  

 {           }  {                 }  {          

       } yang merupakan himpunan   busur berurutan. 

   {                 |    }. Karena   {         |    } 

merupakan himpunan   bilangan bulat positif berurutan dan      

{     |    } juga merupakan himpunan   bilangan bulat positif berurutan, 

maka dapat dibuat                          untuk     .■ 

Untuk menunjukkan bahwa konstruksi yang diperoleh merupakan PTBA 

 -busur berurutan, maka digunakan pembuktian dengan alur sebagai berikut: 

pertama mendefinisikan fungsi pelabelan simpul, kedua menunjukkan bahwa 

label-label simpul merupakan gabungan dari   himpunan bilangan berurutan, 

ketiga menunjukkan bahwa penjumlahan label simpul-simpul ujung pada setiap 

busur    {         |    }  membentuk himpunan bilangan bulat positif 

berurutan. Dengan menggunakan Lemma    ,   merupakan PTBA  -busur 

berurutan dengan konstanta ajaib        . 

 Pada Subbab     akan dibahas mengenai hasil yang diperoleh untuk PTBA 

 -busur berurutan pada graf kecebong dengan nilai   adalah kelipatan  . 
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3.1  Pelabelan Total Busur-Ajaib  -Busur Berurutan pada Graf Kecebong 

 

Berdasarkan Bab     telah dijelaskan bahwa      merupakan graf 

kecebong dengan   adalah banyaknya simpul pada lingkaran dan   adalah 

banyaknya simpul pada lintasan. Pada graf ini, | |  | |       . Oleh 

karena itu, agar bisa dilabel dengan pelabelan PTBA  -busur berurutan perlu 

ditambah simpul terisolasi. Supaya optimal, yaitu memenuhi kondisi | |  | |  

  maka simpul terisolasi yang akan ditambahkan pada graf kecebong      adalah 

satu simpul. Untuk keperluan pelabelan, graf kecebong      akan digambarkan 

seperti pada Gambar     bersama dengan penamaan simpul-simpulnya. 

v1

v6 vm-1

v3 v2

v4

v5 uquq-1u4u3u2

vm=u1

 

Gambar 3.1 Graf kecebong      

Pada Teorema     diberikan PTBA  -busur berurutan pada graf kecebong 

     dengan banyak simpul pada graf lingkaran merupakan kelipatan empat. 

Untuk menghasilkan PTBA  -busur berurutan perlu ditambahkan satu simpul 

terisolasi. 

Teorema     Setiap graf kecebong      dengan           memiliki 

pelabelan total busur-ajaib ⌊
     

 
⌋–busur berurutan dengan penambahan satu 

simpul terisolasi. 

Bukti. Nyatakan simpul terisolasi dengan   

Pilih   ⌊
       

 
⌋ 

Langkah-langkah pembuktiannya adalah sebagai berikut 
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Pertama, label simpul-simpul dari graf kecebong      sebagai berikut 

Label simpul untuk lingkaran dengan 

       

{
 
 

 
   

   

 
           

 

 
  

  
   

 
     

 

 
   

 

 
   

 

 
        

 

 
            

          

Label simpul untuk lintasan dengan   ganjil 

 (  )  {

   

 
 

 

 
            

  
   

 
                

            

Label simpul untuk lintasan dengan   genap 

 (  )  {

   

 
 

 

 
              

  
   

 
              

           

Kemudian label simpul terisolasi dengan        
 

 
   

        

Kedua, akan ditunjukkan bahwa label-label simpul      merupakan 

gabungan dari   himpunan bilangan berurutan. Untuk membuktikan bahwa      

merupakan gabungan dari   himpunan bilangan berurutan, maka digunakan 

persamaan (   ), (   ), (   ) dan (    ). Pembuktian dibagi untuk   kasus yaitu   

ganjil dan   genap. 

Kasus  :   ganjil 

Dengan menggunakan   pada persamaan (   ), (   ) dan (    ) diperoleh 

   {     |        }  {        
 

 
}       (    ) 

   {     |         }  {                
 

 
   

 

 
 

              
 

 
       

 

 
  }       (    ) 
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   {    }  {  
 

 
  }        (    ) 

   { (  )|        }  {  
 

 
     

 

 
     

     

 
}    (    ) 

   { (  )|         }  {
 

 
 
 

 
     

 

 
 

 

 
 

 

 
}     (    ) 

                     

 {        
 

 
}  {                

 

 
   

 

 
 

        
 

 
       

 

 
  }  {  

 

 
  }  {  

 

 
 

        
 

 
     

     

 
}  {

 

 
 
 

 
     

 

 
 

 

 
 

 

 
}  

 {        
 

 
 
 

 
   

 

 
     

     

 
}  {          

          
 

 
   

 

 
     

 

 
     

 

 
       

 

 
 

        
 

 
     

 

 
       

 

 
 

 

 
 

 

 
}     (    ) 

Kasus  :   genap 

Dengan menggunakan   pada persamaan (   ), (   ) dan (    ) diperoleh 

   {     |        }  {        
 

 
}       (    ) 

   {     |         }  {                
 

 
   

 

 
 

              
 

 
       

 

 
  }       (    ) 

   {    }  {  
 

 
  }        (    ) 

   { (  )|        }  {  
 

 
     

 

 
       

 

 
 

 

 
  }    

            (    ) 

   { (  )|         }  {
 

 
 
 

 
     

 

 
 

 

 
  }     (    ) 
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 {        
 

 
}  {                

 

 
   

 

 
     

    
 

 
       

 

 
  }  {  

 

 
  }  {  

 

 
     

 

 
 

          
 

 
 

 

 
  }  {

 

 
 
 

 
     

 

 
 

 

 
  }      

 {        
 

 
 
 

 
   

 

 
     

 

 
 

 

 
  }  {          

          
 

 
   

 

 
     

 

 
     

 

 
       

 

 
     

    
 

 
     

 

 
       

 

 
 

 

 
  }       (    ) 

Dari kasus   dan   terbukti bahwa label-label simpul      merupakan gabungan 

dari   himpunan bilangan berurutan baik untuk   ganjil maupun   genap. 

Berdasarkan definisi dari nilai   yaitu nilai terbesar dari himpunan pertama      

diperoleh nilai   yaitu 

  {

     

 
         

     

 
        

 atau   ⌊
     

 
⌋      (    ) 

Ketiga, akan ditunjukkan bahwa penjumlahan label simpul-simpul ujung 

pada setiap busur    {         |    }  membentuk himpunan bilangan 

bulat positif berurutan. 

Skema pembuktian dibagi untuk beberapa kasus berikut 

1.        untuk               

(a) Untuk           
 

 
   

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

(b) Untuk   
 

 
 
 

 
   

 

 
         

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

Untuk mempermudah melihat kasus satu ini, lihat Gambar     pada simpul-

simpul yang diberi lingkaran berikut: 
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v1

v2v3

v4

v5

v6 vm-1

vm=u1 u2 u3 u4 uq-1 uq

 

Gambar 3.2 Graf kecebong      kasus satu 

 

2.        untuk               

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

Untuk mempermudah melihat kasus dua ini, lihat Gambar     pada simpul-

simpul yang diberi lingkaran berikut: 

v1

v2v3

v4

v5

v6 vm-1

vm=u1 u2 u3 u4 uq-1 uq

 

Gambar 3.3 Graf kecebong      kasus dua 

3.      

Untuk mempermudah melihat kasus dua ini, lihat Gambar     pada simpul-

simpul yang diberi lingkaran berikut: 

v1

v2v3

v4

v5

v6 vm-1

vm=u1 u2 u3 u4 uq-1 uq

 

Gambar 3.4 Graf kecebong      kasus tiga 
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Selanjutnya akan dibuktikan menurut kasus-kasus di atas 

1. Kasus    untuk           
 

 
   

  ganjil maka     genap 

                 (  
   

 
)  (

   

 
)           (    ) 

Sehingga untuk         
 

 
   diperoleh bobot busur 

   {            
 

 
     

 

 
}       (    ) 

Kasus    untuk   
 

 
 
 

 
          

   ganjil maka     genap 

                 (  
   

 
  )  (

   

 
)           (    ) 

  Sehingga untuk   
 

 
 
 

 
         diperoleh bobot busur 

   {  
 

 
     

 

 
              }       (    ) 

2. Kasus   untuk                

  ganjil maka     genap 

    (  )   (    )  (
   

 
 

 

 
)  (  

       

 
  )    

                           (    ) 

  Sehingga untuk               diperoleh bobot busur 

      {                           }      

               (    ) 

3. Kasus   untuk      

                     (
 

 
)    

 

 
       (    ) 

Sehingga diperoleh bobot busur 

   {  
 

 
  }         (    ) 

Akan ditunjukkan bahwa penjumlahan label simpul-simpul ujung pada setiap 

busur   membentuk himpunan bilangan bulat positif berurutan yaitu dengan 

menggabungkan             diperoleh 
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  {            
 

 
     

 

 
}  {  

 

 
     

 

 
 

                   }  {                   

               }  {  
 

 
  }  

    {            
 

 
     

 

 
   

 

 
     

 

 
     

 

 
 

                                                              

                                     }    

 {                       }       (    ) 

    Terbukti bahwa penjumlahan label simpul-simpul ujung pada setiap busur 

  merupakan himpunan   bilangan bulat positif berurutan yaitu {      

                 }. 

    Keempat, dengan menggunakan Lemma    ,   merupakan PTBA  -busur 

berurutan dengan konstanta ajaib         untuk   ⌊
     

 
⌋,     

    dan               .■ 

 Pada Gambar     diberikan contoh (a) PTBA  -busur berurutan pada graf 

kecebong      dengan    , konstanta ajaib      serta simpul terisolasi yang 

dibutuhkan sebanyak   simpul, (b) PTBA  -busur berurutan pada graf kecebong 

     dengan    , konstanta ajaib      serta simpul terisolasi yang dibutuhkan 

sebanyak   simpul. 

25
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3

13
22
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19
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1
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(a)
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27
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2 22

(b)

24 24

 

Gambar 3.5  (a) PTBA  -busur berurutan pada     ,     , dan   simpul 

terisolasi, (b) PTBA  -busur berurutan pada     ,     , dan   

simpul terisolasi 
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Dengan menggunakan Teorema     diperoleh Akibat     

Akibat     Setiap graf kecebong      dengan           memiliki pelabelan 

total busur-ajaib (    ⌊
     

 
⌋)-busur berurutan dengan penambahan satu 

simpul terisolasi. 

Pada Gambar     (a) dan (b) diberikan dual untuk Gambar     (a) dan (b). 

Gambar     (a) PTBA  -busur berurutan pada graf kecebong      dengan    , 

konstanta ajaib     , dan   simpul terisolasi, (b) PTBA  -busur berurutan pada 

graf kecebong      dengan    , konstanta ajaib     , dan   simpul terisolasi. 

1
12

2 2122

3

15
14

23

13
4

11

16 17 18 19

20

7
8

25
9

6
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24 5

(a)

2
13

3 2324

4

16
15
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14
5

12

17 18 19 20

22
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9

27
10

7

1

11
26 6

(b)

 

Gambar 3.6 (a) PTBA  -busur berurutan pada     ,     , dan   simpul 

terisolasi, (b) PTBA  -busur berurutan pada     ,     , dan   

simpul terisolasi 

 

3.2 Pelabelan Total Busur-Ajaib  -Busur Berurutan pada Graf Dumbbell 

 

Berdasarkan Bab     telah dijelaskan bahwa        merupakan graf 

dumbbell dengan   adalah banyaknya simpul pada lingkaran sebelah kiri dan   

adalah banyaknya simpul pada lingkaran sebelah kanan serta   adalah banyaknya 

simpul pada lintasan. Pada graf dumbbell, simpul-simpul ujung pada lintasan 

merupakan salah satu simpul dari masing-masing lingkaran. Pada graf dumbbell, 

      dan    . Jumlah simpul pada graf dumbbell adalah        , 

sedangkan jumlah busurnya adalah        . Oleh karen itu, agar bisa 

dilabel dengan pelabelan PTBA  -busur berurutan perlu ditambah simpul 

terisolasi. Supaya optimal, yaitu memenuhi kondisi | |  | |    maka simpul 

terisolasi yang akan ditambahkan pada graf dumbbell        adalah dua simpul. 
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Untuk keperluan pelabelan, graf dumbbell        akan digambarkan seperti pada 

Gambar     bersama dengan penamaan simpul-simpulnya. 

v1
1

v6
1 vm-1

1

v3
1 v2

1

v4
1

v5
1 uquq-1u3u2

vn
2 vn-1

2

v3
2 v4

2

v2
2

v6
2

v5
2

vm
1
=u1

u4
uq=v1
2

 

Gambar 3.7 Graf dumbbell        

 

Pada Teorema     diberikan PTBA  -busur berurutan pada graf dumbbell 

       dengan banyak simpul pada kedua graf lingkaran merupakan kelipatan 

empat. Untuk menghasilkan PTBA  -busur berurutan perlu ditambahkan dua 

simpul terisolasi. 

Teorema 3.2 Setiap graf dumbbell        dengan           dan   

        memiliki pelabelan total busur-ajaib ⌊
       

 
⌋-busur berurutan dengan 

menambahkan dua simpul terisolasi. 

Bukti. Nyatakan simpul terisolasi dengan    dan   . 

Pilih   ⌊
            

 
⌋    

Langkah-langkah pembuktiannya adalah sebagai berikut 

Pertama, label simpul-simpul dari graf dumbbell        

Label simpul untuk lingkaran kiri dengan 

    
   

{
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Untuk   ganjil 

Label simpul untuk lingkaran kanan 

    
   

{
 
 

 
 

     

 
                

  
       

 
             

 

 

  
       

 
     

 

 
   

 

 
      

          

Label simpul untuk lintasan 

 (  )  {

     

 
            

  
   

 
                

           

Untuk   genap 

Label simpul untuk lingkaran kanan 

    
   

{
 
 

 
   

       

 
             

 

 
  

  
       

 
     

 

 
   

 

 
        

     

 
              

          

Label simpul untuk lintasan 

 (  )  {

     

 
              

  
   

 
              

           

Kemudian label simpul-simpul terisolasi dengan  

        
 

 
                 

        ⌈
     

 
⌉  

 

 
                

Kedua, akan ditunjukkan bahwa label-label simpul      merupakan 

gabungan dari   himpunan bilangan berurutan. Untuk membuktikan bahwa      

merupakan gabungan dari   himpunan bilangan berurutan, maka digunakan 
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persamaan (    ), (    ), (    ), (    ), (    ), (    ) dan (    ). Pembuktian 

dibagi untuk   kasus yaitu   ganjil dan   genap. 

Kasus  :   ganjil 

Dengan menggunakan   pada persamaan (    ), (    ), (    ), (    ) dan (    ) 

diperoleh 

   {    
  |        }  {        

 

 
}      (    ) 

   {    
  |         }  {                

 

 
   

 

 
 

              
 

 
       

 

 
  }       (    ) 

   {     }  {  
 

 
  }        (    ) 

   {    
  |         }  {

   

 
 

 

 
 
   

 
 

 

 
   

     

 
 

 

 
}    (    ) 

   {    
  |        }  {  

   

 
 

 

 
   

   

 
 

 

 
     

   

 
 

          
 

 
 

 

 
   

   

 
 

 

 
 

 

 
     

     

 
 

 

 
}     (    ) 

   {     }  {  
   

 
 

 

 
 

 

 
 }       (    ) 

   { (  )|        }  {  
 

 
     

 

 
       

   

 
 

 

 
}   

            (    ) 

   { (  )|         }  {
 

 
 
 

 
     

   

 
 

 

 
}     (    ) 

                                

 {        
 

 
}  {                

 

 
   

 

 
     

    
 

 
       

 

 
  }  {  

 

 
  }  {

   

 
 

 

 
 
   

 
 

    
 

 
   

     

 
 

 

 
}  {  

   

 
 

 

 
   

   

 
 

 

 
     

   

 
 

 

 
 

    
 

 
   

   

 
 

 

 
 

 

 
     

     

 
 

 

 
}  {  

   

 
 

 

 
 

 

 
 }  

    {  
 

 
     

 

 
       

   

 
 

 

 
}  {

 

 
 
 

 
     

   

 
 

 

 
}      
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  {        
 

 
 
 

 
     

   

 
 

 

 
 
   

 
 

 

 
   

     

 
 

 

 
}  

     {                
 

 
   

 

 
     

 

 
     

 

 
 

           
 

 
     

 

 
     

 

 
       

   

 
 

 

 
   

   

 
 

     
 

 
   

   

 
 

 

 
     

   

 
 

 

 
 

 

 
   

   

 
 

 

 
 

 

 
     

     
     

 
 

 

 
}           (    )

  

Kasus  :   genap 

Dengan menggunakan   pada persamaan (    ), (    ), (    ), (    ) dan (    ) 

diperoleh 

   {    
  |        }  {        

 

 
}      (    ) 

   {    
  |         }  {                

 

 
   

 

 
 

              
 

 
       

 

 
  }       (    ) 

   {     }  {  
 

 
  }        (    ) 

   {    
  |        }  {

   

 
 
   

 
     

     

 
  }    (    ) 

   {    
  |         }  {  

   

 
     

   

 
       

   

 
 

          
 

 
   

   

 
 

 

 
       

   

 
 

 

 
  }      (    ) 

   {     }  {  
   

 
 

 

 
   }       (    ) 

   { (  )|        }  {  
 

 
     

 

 
       

   

 
  }    

            (    ) 

   { (  )|         }  {
 

 
 
 

 
     

   

 
  }     (    ) 
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 {        
 

 
}  {                
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  }       

 {        
 

 
 
 

 
     

   

 
   

   

 
 
   

 
     

     

 
  }  

    {                
 

 
   

 

 
     

 

 
     

 

 
 

          
 

 
     

 

 
     

 

 
       

   

 
     

   

 
 

          
   

 
 

 

 
   

   

 
 

 

 
     

   

 
 

 

 
       

    
   

 
 

 

 
  }          (    ) 

Dari kasus   dan   terbukti bahwa label-label simpul      merupakan gabungan 

dari   himpunan bilangan berurutan baik untuk   genap maupun   ganjil. 

Berdasarkan definisi dari nilai   yaitu nilai terbesar dari himpunan pertama      

diperoleh nilai   yaitu 

  {

     

 
 

 

 
         

     

 
          

  atau   ⌊
       

 
⌋    (    ) 

Ketiga, akan ditunjukkan bahwa penjumlahan label simpul-simpul ujung 

pada setiap busur    {         |    }  membentuk himpunan bilangan 

bulat positif berurutan. 

Skema pembuktian dibagi untuk beberapa kasus berikut 

1.   
     

  untuk               

(a) Untuk           
 

 
   

Tanpa mengurangi keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

(b) Untuk   
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Tanpa mengurangi keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

Untuk mempermudah melihat kasus satu ini, lihat Gambar     pada simpul-

simpul yang diberi lingkaran berikut: 

v1
1

v6
1 vm-1

1

v3
1 v2

1

v4
1

v5
1 uquq-1u3u2

vn
2 vn-1
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2
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2

vm
1
=u1

u4
uq=v1
2

 

Gambar 3.8 Graf dumbbell        kasus satu 

 

2.        untuk               

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

Untuk mempermudah melihat kasus dua ini, lihat Gambar     pada simpul-

simpul yang diberi lingkaran berikut: 

v1
1

v6
1 vm-1

1

v3
1 v2

1
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1
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Gambar 3.9 Graf Dumbbell        kasus dua 

 

3.   
     

  untuk               

(a)   genap 

(1) Untuk           
 

 
   

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

(2) Untuk   
 

 
 
 

 
   

 

 
         

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

(b)   ganjil 
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(1) Untuk           
 

 
 

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

(2) Untuk   
 

 
   

 

 
   

 

 
         

Tanpa menghilangkan keumuman misalkan   ganjil maka     genap 

Untuk mempermudah melihat kasus tiga ini, lihat Gambar      pada simpul-

simpul yang diberi lingkaran berikut: 
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Gambar 3.10 Graf Dumbbell        kasus tiga 

 

4.   
   

  

Untuk mempermudah melihat kasus empat ini, lihat Gambar      pada 

simpul-simpul yang diberi lingkaran berikut: 
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Gambar 3.11 Graf Dumbbell        kasus empat 

 

5.   
   

  

(a)   genap 

(b)   ganjil 
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Untuk mempermudah melihat kasus lima ini, lihat Gambar      pada simpul-

simpul yang diberi lingkaran berikut: 

v1
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Gambar 3.12 Graf Dumbbell        kasus lima 

Selanjutnya akan dibuktikan menurut kasus-kasus di atas 

1. Kasus    untuk         
 

 
   

  ganjil maka     genap 

       
         

   (  
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Terbukti bahwa penjumlahan label simpul-simpul ujung pada setiap busur 

  merupakan himpunan   bilangan bulat positif berurutan yaitu {      

                     }. 

Keempat, dengan menggunakan Lemma    ,   merupakan PTBA  -busur 

berurutan dengan konstanta ajaib         untuk   ⌊
       

 
⌋,     

      dan               .■ 

Pada Gambar      diberikan contoh (a) PTBA  -busur berurutan pada 

graf dumbbell        dengan    , konstanta ajaib      serta simpul terisolasi 

yang dibutuhkan sebanyak   simpul, (b) PTBA  -busur berurutan pada graf 

dumbbell        dengan    , konstanta ajaib     serta simpul terisolasi yang 

dibutuhkan sebanyak   simpul. 
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Gambar 3.13  (a) PTBA  -busur berurutan pada       ,     , dan   simpul 

terisolasi, (b) PTBA  -busur berurutan pada       ,     , 

dan   simpul terisolasi 

Dengan menggunakan Teorema     diperoleh Akibat    . 

Akibat     Setiap graf dumbbell        dengan           dan           

memiliki pelabelan total busur-ajaib (      ⌊
       

 
⌋)-busur berurutan 

dengan penambahan dua simpul terisolasi. 
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Pada Gambar      (a) dan (b) diberikan dual untuk Gambar      (a) dan 

(b). Gambar     (a) PTBA  -busur berurutan pada graf dumbbell        dengan 

   , konstanta ajaib     , dan   simpul terisolasi, (b) PTBA  -busur 

berurutan pada graf dumbbell        dengan     , konstanta ajaib     , dan 

  simpul terisolasi. 
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Gambar 3. 14 (a) PTBA  -busur berurutan pada       ,     , dan   simpul 

terisolasi, (b) PTBA   -busur berurutan pada       ,     , 

dan   simpul terisolasi
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BAB 4 

KESIMPULAN 

 

 Dalam skripsi ini telah dibuktikan bahwa graf kecebong dan graf dumbbell 

memiliki PTBA  -busur berurutan dengan nilai   masing-masing untuk graf 

tersebut adalah   ⌊
     

 
⌋ dan   ⌊

       

 
⌋. Hasil-hasil tersebut dirangkum 

dalam Tabel 4.1. 

Tabel 4. 1 Pelabelan Total  -Busur Berurutan Busur Ajaib 

Graf Pelabelan Hasil Keterangan 

Graf kecebong 

     

PTBA ⌊
     

 
⌋-busur 

berurutan 
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         , 

    

 PTBA (    
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Akibat              , 

    

Graf dumbbell 
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berurutan 

Teorema 

    

         , 

         , 

    

 PTBA (      

⌊
       

 
⌋)-busur 

berurutan 

Akibat              , 

         , 

    

Penelitian lebih lanjut mengenai konstruksi PTBA  -busur berurutan pada 

graf kecebong dan graf dumbbell dengan banyak simpul   pada lingkaran 

diberikan dalam masalah terbuka berikut. 

Masalah terbuka  . Apakah graf kecebong     dengan         memiliki 

PTBA  -busur berurutan. 

Masalah terbuka  . Apakah graf dumbbell        dengan             

memiliki PTBA  -busur berurutan. 
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