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ABSTRAK 

 

Nama              : Aini Suri Talita 

Program Studi: Magister Matematika 

Judul               : Potensial Listrik pada Media dengan Beberapa Lapisan 

 

Metode resistivitas listrik merupakan salah satu metode eksplorasi sumber daya 
alam. Metode ini digunakan untuk menyelidiki kondisi materi di bawah 
permukaan bumi dengan cara mengalirkan arus listrik ke dalam tanah melalui 
sepasang elektroda listrik kemudian menghitung beda potensial diantara dua 
elektroda potensial dengan menggunakan voltmeter. Selain daripada itu, metode 
resistivitas listrik juga membutuhkan nilai potensial listrik yang didapat dari 
penurunan sifat-sifat potensial listrik sebagai data pembanding.  Hal ini 
memunculkan permasalahan baru yaitu dapatkah nilai potensial listrik dihitung 
secara teoritis berdasarkan sifat-sifat potensial listrik itu sendiri? Berkaitan 
dengan masalah tersebut, pada tugas akhir ini akan dibahas pencarian fungsi 
potensial listrik pada suatu media dengan beberapa lapisan. 

 

 

Kata Kunci  : potensial listrik, resistivitas listrik. 
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ABSTRACT 

 

Name                : Aini Suri Talita 

Program Study : Mathematics 

Title                  : Electrical Potential on a Multilayered Media 

 

Electrical resistivity method is an exploration method which is used to investigate 
the nature of the structures below the surface by employing an artificial source of 
current. The current is injected on the surface by the current electrodes and the 
electrical potential is measured by using voltmeter at the potential electrodes. 
Finding the electrical potential function is important due to get the value of 
theoretical electrical potential as a comparator of actual data. The purpose of this 
study is to find electrical potential function on a multilayered media. 

 

Key Words   : electrical potential, electrical resistivity. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Seiring dengan bertambahnya jumlah penduduk dunia serta perkembangan teknologi 

yang kian pesat, kebutuhan akan kekayaan alam baik air bersih, minyak bumi, gas 

alam, maupun mineral lainnya kian meningkat. Hal ini mengakibatkan meningkatnya 

kuantitas pencarian sumber daya alam. Terbatasnya jumlah sumber daya alam yang 

ada disertai dengan pemanfaatan sumber daya alam secara terus-menerus 

mengakibatkan sulitnya menemukan lokasi sumber daya alam baru. Untuk mengatasi 

hal ini, para ilmuwan senantiasa mengembangkan metode-metode baru berkaitan 

dengan eksplorasi sumber daya alam.  

Berkenaan dengan sumber daya alam yang berada di bawah permukaan bumi, 

metode-metode eksplorasi yang dikembangkan diantaranya merupakan metode-

metode yang tidak membutuhkan observasi geologi, namun berkaitan dengan 

pengukuran-pengukuran fisik pada permukaan bumi yang dapat memberikan 

informasi mengenai struktur di bawah permukaan bumi. Salah satu diantaranya 

adalah metode resistivitas listrik.      

Metode resistivitas listrik dikembangkan oleh Conrad Schlumberger yang pertama 

kali melakukan percobaan berkaitan dengan resistivitas listrik di Normandy pada 

tahun 1912 (Sharma 207). Metode ini digunakan untuk menyelidiki kondisi materi di 

bawah permukaan bumi dengan cara mengalirkan arus listrik ke dalam tanah melalui 

sepasang elektroda listrik kemudian menghitung beda potensial diantara dua 

elektroda potensial. Variasi dari ketahanan (resistance) terhadap arus listrik di bawah 

permukaan bumi menyebabkan variasi pada perhitungan beda potensial yang 

menyediakan informasi mengenai struktur dari materi di bawah permukaan bumi. 

Perhitungan beda potensial tersebut dilakukan berulang kali seiring dengan 

perubahan jarak dari elektroda potensial ke pusat arus listrik. Pada prakteknya, 
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perhitungan beda potensial dilakukan dengan suatu alat yang disebut voltmeter. 

Selain daripada itu, metode resistivitas listrik juga membutuhkan nilai potensial 

listrik yang didapat dari penurunan sifat-sifat potensial listrik sebagai data 

pembanding. Hal ini memunculkan permasalahan baru yaitu dapatkah nilai potensial 

listrik dihitung secara teoritis berdasarkan sifat-sifat potensial listrik itu sendiri? 

 

1.2 Permasalahan 

Bagaimanakah cara memperoleh fungsi potensial listrik pada suatu titik di permukaan 

bumi yang dialiri arus listrik? 

 

1.3 Batasan masalah 

Pada tugas akhir ini, diasumsikan bahwa:  

• Media atau bumi bersifat isotropik, yang berarti sifat fisik materi tidak 

bergantung pada arah. 

• Media atau bumi terdiri dari beberapa lapisan horisontal yang heterogen 

dengan resistivitas pada masing-masing lapisan berubah secara eksponensial 

terhadap kedalaman.  

• Media atau bumi dialiri arus listrik searah. 

• Panas yang diakibatkan dari konduksi listrik tidak berpengaruh besar terhadap 

resistivitas materi.   

 

1.4 Tujuan Penulisan 

Penulisan tugas akhir ini bertujuan untuk mencari fungsi potensial listrik pada 

permukaan bumi yang dialiri arus listrik. 
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1.5 Sistematika Penulisan 

Tugas akhir ini terdiri dari empat bab yang dimulai dengan Bab 1 yang menerangkan 

secara garis besar isi dari tugas akhir ini. Bab 2 berisi landasan teori tentang 

persamaan diferensial, vektor, fungsi-fungsi khusus, maupun hal-hal yang 

berhubungan dengan listrik yang akan digunakan pada pembahasan tugas akhir ini. 

Pembahasan tentang potensial listrik pada permukaan media dengan beberapa lapisan 

ditunjukkan pada Bab 3. Bab 4 berisi kesimpulan dari tugas akhir ini. 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini dibahas landasan teori yang akan digunakan untuk menurunkan 

fungsi potensial listrik pada media dengan beberapa lapisan yang dialiri arus 

listrik.  

 

Hal ini dimulai dengan pengertian dari persamaan diferensial Bessel beserta sifat-

sifatnya. 

Definisi 2.1 

Misalkan  merupakan fungsi dari satu peubah . Persamaan diferensial 

berikut ini disebut persamaan diferensial Bessel derajat . 

0 

 (2.1) 

(Boyce and DiPrima 275) 

 

Teorema 2.2 

Misalkan diberikan persamaan diferensial Bessel derajat  

0 

Jika pada persamaan tersebut,  diganti dengan , dengan  suatu 

konstanta, maka persamaan tersebut menjadi: 

0 
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Bukti 

Misalkan , akibatnya,   . Serta, 

  . Pandang persamaan diferensial 

Bessel berikut,  

0 

Substitusi , , dan , didapat 

  

1 1
0 

0 

 

Teorema 2.3 berisikan solusi umum dari persamaan diferensial Bessel derajat nol, 

yaitu fungsi-fungsi yang memenuhi Persamaan (2.1) untuk 0. 

Teorema 2.3 

Misalkan diberikan persamaan diferensial Bessel derajat nol 

0 

Untuk 0, solusi umum dari persamaan diferensial tersebut adalah 

, dengan  

a) 1 ∑
!

 menyatakan fungsi Bessel jenis 

pertama derajat 0,  

b) ln ∑  
!

 menyatakan 

fungsi Bessel jenis kedua derajat 0,  
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c) lim ln 0.5772,  

d)  1 , 

e)  ,  merupakan bilangan riil. 

 (Boyce and DiPrima 278) 

 

Pada permasalahan potensial listrik, nilai potensial listrik pada media homogen 

didapat dengan menghitung integral dari perkalian fungsi eksponensial dengan 

fungsi Bessel derajat nol yang telah dibuktikan konvergen oleh Lipschitz (1859). 

Untuk fungsi eksponensial tertentu, perhitungan integralnya dapat menggunakan 

teorema berikut. 

Teorema 2.4 

Jika  adalah fungsi Bessel jenis pertama derajat nol maka 

1
√

 

dengan , . (2.2) 

(Watson 384) 

Integral tak wajar pada ruas kiri dari persamaan (2.2) biasa disebut integral 

Lipschitz. 

 

Perhitungan integral tak wajar dengan integran berbentuk perkalian suatu fungsi 

dengan fungsi Bessel banyak digunakan pada masalah-masalah yang berkaitan 

dengan geofisika, khususnya yang berkaitan dengan potensial listrik pada suatu 

media yang dialiri arus listrik.  
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Teorema 2.5 

Misal diberikan suatu fungsi . Jika       maka  

    . 

(Arfken and Weber 928) 

 

Salah satu syarat batas dari masalah pencarian fungsi potensial listrik pada media 

dengan beberapa lapisan berkaitan dengan turunan dari fungsi potensial listrik 

yang berbentuk integral tentu yang tak wajar. Proses menurunkan fungsi potensial 

tersebut memanfaatkan sifat dari konvergensi uniform.  

Teorema 2.6 

Misalkan ,  kontinu dan memiliki turunan parsial yang kontinu 

terhadap  untuk  dan . Jika  konvergen 

uniform pada  dan  tidak bergantung pada , maka 

,  . 

(Wrede and Spiegel 314) 

 

 

Proses penurunan fungsi potensial listrik pada media dengan beberapa lapisan 

memerlukan definisi gradient dari suatu fungsi bernilai riil dari suatu vektor 

posisi. Berikut ini akan dibahas definisi gradient dari suatu fungsi. 
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Definisi 2.7  

Misalkan , ,  merupakan fungsi bernilai riil dari suatu vektor posisi 

pada koordinat silinder. Jika  memiliki turunan parsial pertama, 

definisikan gradient dari  pada sistem koordinat silinder sebagai: 

1
z  

(Matthews 109) 

 

Seperti yang terlihat pada Definisi 2.7, suatu fungsi bernilai riil dari vektor posisi 

dapat dicari gradient-nya yang merupakan suatu fungsi bernilai vektor dari suatu 

vektor posisi. Sebaliknya, divergensi dari suatu fungsi bernilai vektor dari vektor 

posisi, yang merupakan suatu fungsi bernilai riil dari vektor posisi, dapat dicari 

dengan menggunakan definisi berikut. 

Definisi 2.8 

Misalkan , , , , , ,  adalah fungsi 

bernilai vektor dari suatu vektor posisi. Jika 

, , , , , , , ,  memiliki turunan parsial pertama, 

definisikan divergensi dari  pada sistem koordinat silinder sebagai: 

div  ·
1 1

 

(Matthews 109) 

 

Komponen vertikal dari kepadatan arus listrik bernilai nol pada permukaan bumi, 

kecuali pada lingkungan yang sangat kecil di sekitar pusat arus. Untuk 

merepresentasikan hal ini dalam bentuk matematis, diperlukan suatu fungsi 

khusus yang didefinisikan sebagai berikut.  
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Definisi 2.9 

Suatu fungsi  yang memenuhi sifat: 

a) 0,       0 

b) 0  

dengan titik asal termasuk dalam batas integral, dinamakan fungsi Dirac 

delta. 

(Arfken and Weber 81) 

 

Fungsi Dirac delta memiliki beberapa sifat. Salah satunya diberikan pada teorema 

berikut ini. 

Teorema 2.10 

Fungsi Dirac delta  memiliki sifat , untuk 0.   

(Arfken and Weber 84) 

 

Selanjutnya akan dibahas definisi maupun sifat yang berkaitan dengan potensial 

listrik. 

Definisi 2.11 

Arus listrik, , merupakan suatu besaran yang menyatakan muatan listrik 

∆  yang mengalir melalui suatu area (cross-sectional area)  per interval 

waktu ∆ . Jika arus berubah-ubah selama interval waktu ∆ , interval ∆  

diperkecil hingga arus dapat dipandang sebagai suatu konstanta.  

lim
∆

∆
∆  
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Gambar 2.1. Arus Listrik Dipandang sebagai Pergerakan dari Muatan 

(Benenson et al. 426-427) 

 

Definisi 2.12 

Kepadatan arus listrik, , menyatakan penyebaran arus listrik pada suatu 

konduktor.  Kepadatan arus listrik merupakan suatu vektor yang searah 

dengan arus listrik. Nilainya (magnitude) dihitung dengan membagi arus 

Δ , yang mengalir pada area (cross-sectional area) Δ  yang tegak lurus 

dengan arah arus listrik, dengan  Δ . 

J lim
Δ
Δ Δ

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2. Definisi dari Kepadatan Arus  

 (Benenson et al. 428-429) 

 

∆  

∆

 

A 

I I 

Kutub negatif Kutub positif 
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Definisi 2.13 

Medan listrik, , terbentuk pada daerah di sekitar objek bermuatan. Medan 

listrik pada suatu titik didefinisikan sebagai gaya listrik  yang bekerja 

pada suatu muatan uji  pada titik tersebut, dibagi dengan besar muatan 

uji . 

 

(Halliday, Resnick, and Walker  719) 

 

Definisi 2.14 

Potensial listrik pada titik  di suatu medan listrik , Φ , merupakan hasil 

yang disebabkan oleh gaya  untuk memindahkan muatan  dari 

suatu titik tetap , yang potensialnya ditetapkan nol,  ke titik . Titik di 

tak berhingga dipilih sebagai titik . 

Φ ·  

 (Benenson et al. 447) 

 

Teorema 2.15 

Potensial listrik Φ dan medan listrik  memiliki hubungan: 

Φ 

(Grant and West 403) 
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Kepadatan arus  dan medan listrik  terbentuk pada suatu konduktor ketika beda 

potensial dipertahankan di sepanjang konduktor. Jika beda potensial tidak berubah 

maka arus listrik juga demikian.  

Teorema 2.16 

Hukum Ohm menyatakan pada suatu materi, rasio dari kepadatan arus  

dengan medan listrik  merupakan suatu konstanta  yang tidak 

bergantung pada medan listrik . Dengan perkataan lain: 

 

dengan konstanta  disebut konduktivitas dari suatu materi. 

(Halliday, Resnick, and Walker 844) 

 

Konduktivitas dari suatu materi, yang didefinisikan sebagai konstanta 

pembanding antara kepadatan arus dengan medan listrik, mengukur seberapa baik 

kemampuan suatu materi untuk mengalirkan arus listrik. Istilah lain yang sering 

digunakan untuk mengukur kemampuan suatu materi dalam mengalirkan arus 

listrik adalah resistivitas. 

Definisi 2.17 

Resisitivitas dari suatu materi, , didefinisikan sebagai balikan dari 

konduktivitas. 

1
 

(Halliday, Resnick, and Walker 846) 

 

Kepadatan arus listrik pada suatu media yang dialiri arus listrik searah merupakan 

fungsi bernilai vektor dari suatu vektor posisi, sehingga dapat dihitung 

divergensinya. 
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Teorema 2.18 

Divergensi dari kepadatan arus listrik, , bernilai nol. Yaitu  

·  

(Grant and West 404) 
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BAB 3 

POTENSIAL LISTRIK PADA MEDIA DENGAN BEBERAPA LAPISAN 

 

Sesuai dengan Teorema 2.15, potensial listrik Φ pada suatu titik ketika dialirkan 

arus searah memenuhi 

Φ 

 (3.1) 

dengan  merupakan medan listrik. Berdasarkan hukum Ohm pada Teorema 2.16, 

kepadatan arus  dan medan listrik  memiliki hubungan  

σ  

 (3.2) 

dengan σ merupakan konduktivitas dari media. Sedangkan, sesuai dengan 

Teorema 2.18, divergensi dari kepadatan arus bernilai nol , yaitu  

· 0 

 (3.3) 

Substitusi Persamaan (3.2) pada Persamaan (3.3), didapat  

· 0 

 (3.4) 

Selanjutnya, substitusi Persamaan (3.1) pada Persamaan (3.4), didapat 

· Φ 0 

 (3.5) 

Masalah potensial listrik akan lebih sederhana apabila diselesaikan pada sistem 

koordinat silinder. 

Potensial listrik..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2010.



15 
 

Universitas Indonesia 
 

Dengan menggunakan definisi dari Φ pada Definisi 2.7, Persamaan (3.5) 

menjadi 

·
Φ 1 Φ

θ
Φ
z 0 

 (3.6) 

dengan  menyatakan jarak titik uji dari pusat arus, dan  menyatakan kedalaman 

titik uji. 

Berdasarkan Definisi 2.8 tentang divergensi, didapat 

1 Φ 1
θ

Φ
θ z

Φ
z 0 

 (3.7) 

Persamaan (3.7) menjadi 

Φ Φ Φ
z

Φ
z

Φ
0 

 (3.8) 

Tulis kembali Persamaan (3.8) sebagai 

Φ
   

1 Φ
 

Φ 1 σ
z
Φ
z 0 

 (3.9) 

Persamaan (3.9) merupakan persamaan diferensial parsial derajat 2. Persamaan ini 

akan diselesaikan dengan metode variabel terpisah (O’Neil 89). Asumsikan 

potensial Φ memiliki bentuk sebagai berikut. 

Φ ,  

 (3.10) 

Substitusi Persamaan (3.10) pada Persamaan (3.9), didapat 

Potensial listrik..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2010.
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1

 
Z 1 σ Z

z 0 

 (3.11) 

Bagi Persamaan (3.11) dengan . 

1 1
 

1 Z 1
 

σ Z
z 0 

 (3.12) 

Tulis kembali Persamaan (3.12) sebagai 

1 1
     

1 Z 1
 

σ Z
z 

 (3.13) 

Ruas kiri dari Persamaan (3.13) merupakan fungsi dari satu peubah , sedangkan 

ruas kanan dari Persamaan (3.13) merupakan fungsi dari satu peubah . Agar 

Persamaan (3.13) tidak menyebabkan kontradiksi, maka asumsikan  

1 1
     

 (3.14) 

dengan  merupakan konstanta pemisah. Akibatnya 

1 Z 1
 

σ Z
z  

 (3.15) 

Tulis kembali Persamaan (3.14) sebagai 

   
1

  0 

 (3.16) 
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Tulis kembali Persamaan (3.15) sebagai 

Z
   

1 σ
0 

 (3.17) 

Dengan mengasumsikan Φ ,  dan mengasumsikan  terletak pada 

interval 0,∞  didapatkan  solusi umum dari Persamaan (3.9) berbentuk 

Φ ,   ,   ,    

 (3.18) 

Pandang Persamaan (3.16), persamaan tersebut merupakan persamaan diferensial 

Bessel derajat nol, sehingga berdasarkan Teorema 2.2 dan Teorema 2.3, solusi 

dari Persamaan (3.16) adalah  

,  

 (3.19) 

Untuk memperjelas masalah potensial listrik pada media dengan beberapa lapisan, 

berikut ini diberikan geometri dari model masalah potensial listrik pada media 

dengan beberapa lapisan.  
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Gambar 3.1. 

Geometri dari Model Masalah Potensial Listrik pada Permukaan Media dengan 

Beberapa Lapisan 

 

Keterangan gambar: 

• C merupakan elektroda listrik 

• P merupakan elektroda potensial 

• Media diasumsikan terdiri dari  lapisan 

• Lapisan ke-  pada media memiliki ketebalan  

 

 

 

 

 

 

Lapisan ke-  

Lapisan ke-  

C P

Lapisan ke- 1 

Lapisan ke- 2 

r

exp  

exp  

exp  

exp
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• Resistivitas pada lapisan ke-   merupakan fungsi eksponensial dari 

peubah  yang menyatakan kedalaman. 

Sesuai dengan Gambar 3.1, C yang merupakan sumber dari arus listrik  terletak 

pada permukaan bumi ( 0). Resistivitas pada lapisan ke-  diasumsikan 

berbentuk 

exp ,  

 (3.20) 

dengan  dan  merupakan bilangan riil. Akibatnya konduktivitas pada lapisan 

ke-  , , berbentuk 

exp  

 (3.21) 

Substitusi Persamaan (3.21) pada Persamaan (3.17) didapat 

Z
  0,    

 (3.22) 

Persamaan (3.22) merupakan persamaan diferensial homogen derajat dua 

koefisien konstan. Solusi dari Persamaan (3.22) adalah 

 , exp  dan , exp  

 (3.23) 

 dengan  dan . 

 

Berdasarkan Persamaan (3.19) dan (3.23), didapat solusi partikulir dari persamaan 

diferensial (3.9) adalah  
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Φ exp  dan Φ exp  

 (3.24) 

Sehingga solusi umum dari Persamaan (3.9) adalah 

Φ exp   exp   ,  

 (3.25) 

dengan Φ  menyatakan potensial listrik pada lapisan ke- , 1,2,… , . Pada 

Persamaan (3.25),  dan  merupakan suatu fungsi sembarang dari  

yang ditentukan dengan menggunakan syarat batas berikut ini: (Koefoed 23) 

1. Potensial listrik bersifat kontinu pada setiap batas dari lapisan-lapisan 

bumi. 

Φ Φ , 1,2, … , 1 

 (3.26) 

2. Komponen vertikal dari kepadatan arus bersifat kontinu pada setiap batas 

dari lapisan-lapisan bumi. 

1 Φ
z

1 Φ
z , 1,2,… , 1 

 (3.27) 

3. Komponen vertikal dari kepadatan arus bernilai nol pada permukaan bumi 

0 , kecuali pada lingkungan yang sangat kecil di sekitar pusat arus. 

 

1
0

Φ
z 2  

 (3.28) 
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4. Potensial listrik pada kedalaman tak hingga mendekati nol. 

 

Pada lapisan pertama, fungsi resistivitas berbentuk exp . Jika kita 

asumsikan 0, maka  merupakan suatu konstanta. Sehingga berdasarkan 

Persamaan (3.25) didapat 

  

Φ exp   exp    

 (3.29) 

Dengan mensubstitusi Φ  di Persamaan (3.29) ke Persamaan (3.28), serta dengan 

menggunakan Teorema 2.6, didapat,  

1
2  

 (3.30) 

Tulis kembali Persamaan (3.30) sebagai   

2  

 (3.31) 

Berdasarkan Teorema 2.5, didapat 

2  

 (3.32) 

Tulis kembali Persamaan (3.32) sebagai 
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2
 

 (3.33) 

Berdasarkan Definisi 2.9 dan Teorema 2.10 mengenai fungsi Dirac delta, didapat  

0

1,  

sehingga  

2  

 (3.34) 

Substitusi  pada Persamaan (3.29), didapat   

Φ exp   exp 2 exp  

 (3.35) 

Tulis kembali Persamaan (3.35) sebagai 

Φ 2 exp exp   exp  

 (3.36) 

dengan . 

Berdasarkan Teorema 2.4, exp
√

, sehingga Persamaan 

(3.36) menjadi 
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Φ
2

1
√ 2

exp   exp  

 (3.37) 

Bagian 
√

 pada Persamaan (3.37), adalah potensial listrik yang dihasilkan 

oleh sumber arus elektroda tunggal pada media homogen (Koefoed 22), 

sedangkan bagian exp   exp  merupakan 

faktor potensial listrik yang muncul akibat adanya lapisan-lapisan heterogen pada 

media. 

Berdasarkan syarat batas pada Persamaan (3.26), pada kedalaman , potensial 

pada lapisan ke  (Persamaan (3.25)), dan potensial pada lapisan ke 1 

(Persamaan (3.25)), harus bernilai sama, untuk 2,… , 1. Hal ini 

mengakibatkan 

exp   exp  

exp  

exp    

 (3.38) 

Persamaan (3.38) hanya dapat dipenuhi untuk setiap nilai  jika integran pada 

kedua ruas persamaan sama. Sehingga didapat 

exp   exp  

exp   exp    

 (3.39) 

Berdasarkan syarat batas pada Persamaan (3.27), pada kedalaman , komponen 

vertikal dari kepadatan arus pada lapisan ke  (Persamaan (3.25)), dan 

Potensial listrik..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2010.



24 
 

Universitas Indonesia 
 

komponen vertikal dari kepadatan arus pada lapisan ke 1 (Persamaan 

(3.25)), harus bernilai sama, untuk 2,… , 1. Hal ini mengakibatkan 

exp   exp  

exp  

exp     

 (3.40) 

Persamaan (3.40) hanya dapat dipenuhi untuk setiap nilai  jika integran pada 

kedua ruas persamaan sama. Sehingga didapat 

1
exp   exp  

1
exp  

exp    

 (3.41) 

Dengan membagi Persamaan (3.39) dengan Persamaan (3.41), didapat 

exp   exp  
exp   exp  

exp   exp  
exp   exp  

 

 (3.42) 

Definisikan fungsi  dengan:  

exp   exp  
exp   exp    

 (3.43) 
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Tulis kembali Persamaan (3.42) sebagai  

exp   exp  
exp   exp    

 (3.44) 

Tulis kembali Persamaan (3.43) sebagai 

exp   exp  
exp   exp    

 (3.45) 

dengan . 

Pandang Persamaan (3.42). Bagian kiri dari persamaan tersebut dapat ditulis 

sebagai: 

exp   exp  
exp   exp  

exp   exp  
exp   exp    

 (3.46) 

Dari Persamaan (3.45), didapat  

exp   exp  

exp   exp    

exp   exp  

exp   exp    

Sehingga 

exp   1
exp   1  

  (3.47) 
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Substitusi Persamaan (3.47) pada Persamaan (3.46), dan dengan mendefinisikan 

exp   exp exp   , didapat 

exp   exp   exp   1
1

exp   exp   exp   1
1

 

 (3.48) 

Kalikan ruas kiri dari Persamaan (3.48) dengan  , didapat 

exp   exp   1
1

exp   exp   1
1

 

 (3.49) 

Lakukan beberapa operasi aljabar pada Persamaan (3.49), didapat 

exp   exp   exp   exp  
1

exp   exp   exp   exp  
1

 

 (3.50) 

exp   exp   exp   exp  
exp   exp   exp   exp  

 

 (3.51) 
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Definisikan: 

exp    

exp    

Substitusi exp   , exp   , pada Persamaan (3.51) didapat 

 

 (3.52) 

Selesaikan Persamaan (3.52) untuk . 

 

 (3.53) 

 

 

 (3.54) 

Didapat 

 

 (3.55) 
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Dengan mendefinisikan , relasi rekursif antara  dan  

diberikan oleh persamaan berikut: 

 

 (3.56) 

 

Untuk memenuhi syarat batas bahwa pada kedalaman tak hingga potensial listrik 

mendekati nol, haruslah  bernilai nol pada bagian terdalam dari lapisan ke- 

. Sehingga berdasarkan Persamaan (3.43), didapat . Dari  dan 

relasi rekursif pada Persamaan (3.56), nilai , 2,3,… , 1, dapat dicari 

secara rekursif. 

Persamaan (3.37) menyatakan potensial listrik pada lapisan pertama yang 

resisitivitasnya diasumsikan konstan 0 .  Untuk menghitung potensial 

listrik pada 0 (permukaan bumi),  harus diturunkan berdasarkan syarat 

batas yang diberikan. 

Berdasarkan syarat batas pada Persamaan (3.26), pada kedalaman , potensial 

pada lapisan ke-2 (Persamaan (3.25)), dan potensial pada lapisan ke-1 (Persamaan 

(3.36)), harus bernilai sama. Hal ini mengakibatkan 

2 exp exp   exp

exp exp    

 (3.57) 

Persamaan (3.57) hanya dapat dipenuhi untuk setiap nilai  jika integran pada 

kedua ruas persamaan sama. Sehingga didapat 
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2 exp exp   exp

exp exp  

 (3.58) 

Berdasarkan syarat batas pada Persamaan (3.27), pada kedalaman , komponen 

vertikal dari kepadatan arus pada lapisan ke-2 (Persamaan (3.25)), dan komponen 

vertikal dari kepadatan arus pada lapisan ke-1 (Persamaan (3.36)), harus bernilai 

sama. Hal ini mengakibatkan 

2 exp exp   exp  

1
exp

exp    

 (3.59) 

Persamaan (3.59) hanya dapat dipenuhi untuk setiap nilai  jika integran pada 

kedua ruas persamaan sama. Sehingga didapat 

2 exp exp   exp

1
exp exp  

  (3.60) 

Dengan membagi Persamaan (3.58) dengan Persamaan (3.60), didapat 

exp exp   exp
exp exp   exp  

 (3.61) 

Kalikan    pada kedua ruas dari Persamaan 

(3.61) untuk menghasilkan 

Potensial listrik..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2010.



30 
 

Universitas Indonesia 
 

exp  2 1

  exp  2  

 (3.62) 

Dengan mengelompokkan suku-suku yang mengandung  pada Persamaan 

(3.62), didapat 

exp 2

 

 (3.63) 

Bagi kedua ruas pada Persamaan (3.63) dengan 

  exp 2 , untuk 

menghasilkan 

1

exp  2 1
 

 (3.64) 

Potensial listrik pada permukaan bumi 0  diperoleh dengan mensubstitusi 

0 pada Persamaan (3.36), sedangkan  dihitung dengan menggunakan 

Persamaan (3.64). Didapat 

Φ 2 1 2  

 (3.65) 

Potensial listrik..., Aini Suri Talita, FMIPA UI, 2010.



 31 Universitas Indonesia 

BAB 4 

KESIMPULAN 

 

Berdasarkan pembahasan dari bab-bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa 

potensial listrik pada suatu titik di permukaan bumi yang dialiri arus listrik searah 

dengan resistivitas pada tiap-tiap lapisan berubah terhadap kedalaman dapat dihitung 

dengan formula: 

  Φ 1 2  

dengan 

a)  menyatakan besaran arus listrik. 

b) 
 

,  menyatakan ketebalan lapisan pertama 

media, sedangkan  dihitung dengan relasi rekursi yang dinyatakan pada 

Persamaan (3.56).   

c)  menyatakan resistivitas pada lapisan ke . 

d)  menyatakan fungsi Bessel jenis pertama derajat nol. 
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Lampiran 1. Contoh Perhitungan Potensial Listrik 

 

Contoh Perhitungan Potensial Listrik 

 

Pandang suatu media dengan 2 lapisan: 

• Ketebalan lapisan pertama 2 meter, 

• Resistivitas pada lapisan pertama 25 Ohm meter 

• Resistivitas pada lapisan kedua 15 Ohm meter 

• Media dialiri arus listrik searah sebesar 1 A 

Dengan menggunakan Maple 11, didapat 

• Nilai potensial listrik pada suatu titik di permukaan media yang berjarak 

1 dari pusat arus adalah: Φ 1 1

3.549345838 

• Nilai potensial listrik pada suatu titik di permukaan media yang berjarak 

2 dari pusat arus adalah: Φ 2 1 2

1.596285834 

• Nilai potensial listrik pada suatu titik di permukaan media yang berjarak  

dari pusat arus adalah: Φ 1

7.517544901 
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