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ABSTRAK

Nama : Noorbaity
Program Studi : Magister Matematika
Judul : Persamaan Harga Zero-Coupon Bond Dengan Menggunakan

Kerangka Model Heath-Jarrow-Morton Multifaktor Markovian

Heath-Jarrow-Morton merupakan suatu kerangka model yang inputnya adalah
fungsi volatilitas tingkat bunga. Dengan menggunakan input ini, dari kerangka
model Heath-Jarrow-Morton (HJM) dapat diturunkan model tingkat bunga short
rate yang dapat bersifat non-Markovian dan harga obligasi tanpa kupon terkait.
Implementasi model yang bersifat non-Markovian lebih sulit dilakukan dibanding
dengan model yang bersifat Markovian. Pada tesis ini akan ditunjukkan dengan
menggunakan fungsi volatitas tingkat bunga Ramaprasad Bhar dan Carl Chiarella
(R-C) [Bhar, 2000] sebagai input kerangka model HJM multifaktor dapat
dihasilkan suatu model tingkat bunga short rate berupa sebuah sistem persamaan
diferensial stokastik Markovian, serta persamaan harga obligasi tanpa kupon
terkait. Kemudian dengan pemilihan fungsi volatilitas tingkat bunga R-C tertentu
akan ditunjukkan bahwa model tingkat bunga short rate generalisasi Hull-White
serta persamaan harga obligasi tanpa kupon terkait dapat diturunkan dari kerangka
model HIM multifaktor Markovian.

Kata kunci : obligasi tanpa kupon, Heath Jarrow Morton, fungsi
volatilitas tingkat bunga, Markovian.

xi+92 halaman : 2 gambar

Daftar Pustaka : 15 (1992-2006)
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ABSTRACT

Name : Noorbaity

Program Study : Magister Matematika

Title : Zero-Coupon Bond Prices Equation With
Heath-Jarrow-Morton Multifactor Markovian
Framework

Heath-Jarrow-Morton is a framework with input forward rate volatility function. HIM
multifactor framework can derive short rate models and the zero-coupon bond prices
that can be non-Markovian. But the implementation of the non-Markovian models is
more difficult than Markovian models. With the Ramaprasad Bhar dan Carl
Chiarella volatility function of forward interest rate [Bhar, 2000], it will be shown
how non-Markovian short rate models can be modeled as a system of Markovian
stochastic differential equations and the coresponding zero-coupon bond prices.
Further, with certain forward rate volatility function, it is possible to obtain the
generalized Hull-White model and the coresponding zero-coupon bond price.

Key words : zero-coupon bond, Heath Jarrow Morton, forward rate
volatility function, Markovian.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Sekuritas pendapatan tetap merupakan instrumen investasi yang
memberikan pengembalian (return) secara tetap selama periode waktu tertentu
yang telah ditetapkan instrumen investasi tersebut. Pada lembaran sekuritas
pendapatan tetap tertera nilai nominal (nilai pari) sekuritas, jangka waktu, waktu
jatuh tempo dan tingkat bunga (kupon). Yang termasuk dalam sekuritas
pendapatan tetap diantaranya Sertifikat Bank Indonesia (SBI) , deposito
berjangka dan obligasi (bond).

Obligasi merupakan salah satu instrumen investasi yang aman selain
logam mulia (emas), karena obligasi adalah surat utang jangka panjang yang
biasanya dikeluarkan oleh lembaga pemerintah, perusahaan swasta, atau Badan
Usaha Milik Negara. Contoh obligasi di Indonesia yaitu, Obligasi Ritel Indonesia
(ORI) dan Surat Utang Negara (SUN).

Obligasi kupon (coupon bond) merupakan salah satu jenis obligasi yang
diperdagangkan di pasar modal dengan tingkat bunga tetap selama masa berlaku
obligasi. Insentif menarik berupa tingkat suku bunga (disebut juga kupon
obligasi) adalah untuk menarik minat para investor . Sehingga biasanya
perusahaan harus memberikan tingkat bunga yang relatif lebih besar dari pada
tingkat suku bunga perbankan. Misal harga pembelian obligasi pemerintah adalah
Rp. 100 juta untuk masa 3 tahun dengan kupon sebesar 12%. Ini berarti bahwa
pemilik obligasi akan memperoleh Rp. 12 juta setiap tahun selama 3 tahun sampai
obligasi tersebut jatuh tempo. Pada waktu jatuh tempo, penerbit obligasi akan
membayar modal kepada pemilik obligasi Rp.100 juta.

Zero-coupon bond (ZCB) disebut juga obligasi tanpa kupon adalah
obligasi yang tidak memberikan pembayaran kupon secara periodik kepada
pemegang obligasi dan dijual di bawah nilai nominal yang tertera di kontrak
obligasi. Jadi keuntungan yang diperoleh seorang pembeli zero-coupon bond
hanya didapat dari selisih antara harga obligasi tersebut dengan nilai nominalnya.

Selisih harga obligasi dengan nilai nominal terjadi karena adanya bunga.

1 Universitas Indonesia
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Sehingga dapat dikatakan bahwa harga zero-coupon bond dipengaruhi oleh
tingkat bunga yang berlaku di pasar. Harga zero- coupon bond cenderung untuk
menjadi lebih tinggi ketika tingkat suku bunga rendah dan cenderung untuk
menjadi lebih rendah ketika tingkat suku bunga tinggi. Namun tingkat bunga
yang berlaku di pasar berubah-ubah secara tidak pasti. Oleh karena itu dibutuhkan
model yang dapat menggambarkan perilaku perubahan tingkat suku bunga agar
dapat diketahui perkiraan harga zero-coupon bond setelah pembelian sebelum
waktu jatuh tempo. Dengan mengetahui perkiraan harga zero-coupond bond
setelah pembelian, pemilik zero-coupon bond diharapkan dapat memutuskan
untuk tetap memiliki hingga waktu jatuh tempo atau menjualnya sebelum waktu
jatuh tempo. Pergerakan harga zero-coupon bond dapat diestimasi dengan
menggunakan persamaan harga zero-coupon bond.

Persamaan harga zero-coupon bond dapat diturunkan dari kerangka model
Heath-Jarrow-Morton (Heath-Jarrow-Morton Framework). Persamaan kerangka
model Heath-Jarrow-Morton (HIJM) dalam bentuk umum, menggunakann proses
Wiener yang saling bebas. Kerangka model ini disebut kerangka model HIM
multifaktor. Untuk n =1, kerangka model HIM disebut kerangka model HIM
satu faktor [Sen, 2000].

Kerangka model HIM membahas pergerakan forward rate. Input
kerangka model HJM dalam menurunkan persamaan harga zero-coupon bond
adalah nilai awal kurva forward rate dan fungsi volatilitas forward rate. HIM
disebut sebagai kerangka model karena dengan menentukan suatu fungsi
volatilitas akan menghasilkan model tingkat bunga tertentu dan persamaan harga
ZCB terkait. Model tingkat bunga short rate yang diturunkan dari kerangka model
HJM dapat bersifat non-Markovian. Dengan sifat non-Markovian maka
implementasi model HIM mengandung perhitungan yang tidak sederhana.

Disisi lain model tingkat bunga short rate dari kerangka model HIM yang bersifat
Markovian akan memiliki perhitungan yang lebih sederhana, sehingga timbul
pertanyaan bagaimana spesifikasi fungsi volatilitas forward rate yang dapat
mentransformasikan kerangka model HIM sehingga bersifat Markovian. Untuk
kerangka model HIM satu faktor, salah satu fungsi volatilitas forward rate yang

dapat mentransformasikan kerangka model HIM bersifat Markovian adalah
Universitas Indonesia
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fungsi volatilitas Ramaprasad-Chiarella (R-C) [Bhar, 2000]. Dengan
menggunakan fungsi volatilitas forward rate (R-C) ini akan dihasilkan suatu
model tingkat bunga short rate dengan sistem persamaan diferensial stokastik
Markovian serta persamaan harga ZCB terkait.

Pada tesis ini akan dikaji penggunaan fungsi volatilitas forward rate R-C
dalam menurunkan persamaan harga ZCB dari kerangka model HIM satu faktor
Markovian. Kemudian dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C
pada kerangka model HIM multifaktor akan diturunkan juga model tingkat bunga
short rate yang berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian dan
persamaan harga ZCB terkait. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa dengan
menentukan suatu fungsi volatilitas tertentu dapat diturunkan model tingkat
bunga short rate generalisasi Hull-White dan persamaan harga zero coupon bond

yang terkait.

1.2 Permasalahan

Permasalahan yang akan dibahas pada tesis ini adalah

1. Bagaimana proses penurunan kerangka model HIM satu faktor dengan
menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C sehingga dihasilkan
suatu model tingkat bunga short rate yang berupa sistem persamaan
diferensial stokastik Markovian, dan persamaan harga ZCB terkait.

2. Bagaimana mentransformasikan kerangka model HIM multifaktor
non-Markovian sehingga dapat dihasilkan suatu model tingkat bunga
short rate yang berupa sistem persamaan diferensial stokastik
Markovian, dan persamaan harga ZCB terkait.

3. Bagaimana fungsi volatilitas forward rate dari fungsi volatilitas
forward rate R-C yang dapat menentukan model tingkat bunga short
rate generalisasi Hull-White serta persamaan harga zero-coupon bond

yang terkait.

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian adalah :

Universitas Indonesia
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1. Menjelaskan proses penurunan kerangka model HIM satu faktor
dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C sehingga
dihasilkan suatu model tingkat bunga short rate yang berupa sistem
persamaan diferensial stokastik Markovian, dan persamaan harga
zero-coupon bond terkait.

2. Akan ditunjukkan bahwa dengan menggunakan fungsi volatilitas
forward rate R-C sebagai input pada kerangka model HIM multifaktor
maka dapat dihasilkan suatu model tingkat bunga short rate yang
berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian dan
persamaan harga ZCB terkait.

3. Dengan pemilihan fungsi volatilitas forward rate R-C tertentu akan
ditunjukkan bahwa model tingkat bunga short rate generalisasi Hull-
White dan persamaan harga ZCB terkait dapat diturunkan dari
kerangka model HIM multifaktor Markovian.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian adalah memberi informasi bahwa kerangka model HIM
multifaktor Markovian dapat digunakan untuk menurunkan model tingkat bunga
short rate dan menentukan harga produk turunan tingkat bunga seperti opsi ,

obligasi dan lain-lain.

1.5 Pembatasan Masalah
Harga zero-coupon bond yang dihasilkan memenuhi asumsi
1. Kondisi no-arbitrage.
2. Kondisi risk-neutral.

1.6  Sistematika Penulisan
Penulisan tesis ini akan terdiri dari 5 bab, yaitu :
BAB | : Pendahuluan
Menjelaskan tentang latar belakang, permasalahan, tujuan penulisan,

manfaat peneltian, pembatasan masalah dan sistimatika penulisan.

Universitas Indonesia
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BAB Il : Landasan Teori
Bab ini menjelaskan landasan teori untuk penulisan tesis, yaitu teori
probabilitas kontinu, proses Markovian, proses Wiener, proses Ito.
Kemudian dibahas juga mengenai zero-coupon bond dan tingkat bunga
serta pembahasan terakhir mengenai equivalent martingale measure.

BAB Il : Kerangka Model Heath-Jarrow-Morton Satu Faktor Markovian
Bab ini membahas harga zero-coupon bond dari kerangka model Heath-
Jarrow-Morton satu faktor dan persamaan harga zero-coupon bond dari
kerangka model Heath-Jarrow-Morton satu faktor Markovian

BAB IV : Kerangka Model Heath-Jarrow-Morton Multi Faktor Markovian
Bab ini membahas harga zero-coupon bond dari kerangka model Heath-
Jarrow-Morton multi faktor, persamaan harga zero-coupon bond dari
kerangka model Heath-Jarrow-Morton multi faktor Markovian dan
terakhir dibahas mengenai contoh model tingkat bunga short rate
Markovian serta persamaan harga zero-coupon bond terkait.

BABV : Penutup
Berisi kesimpulan dan saran dari keseluruhan pembahasan tesis.

Universitas Indonesia
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BAB 2
STUDI LITERATUR

Pada bab ini akan dibahas beberapa teori dasar yang diperlukan pada
pembahasan bab-bab berikutnya. Pembahasan akan meliputi teori probabilitas
kontinu, proses Wiener, proses Ito, proses Markovian, zero-coupon bond dan

tingkat bunga serta terakhir akan dibahas tentang equivalent martingale measure.

2.1  Teori Probabilitas Kontinu

Pada sub bab ini akan dijelaskan definisi dasar dari konsep teori
probabilitas dengan ruang sample kontinu yang merupakan landasan penting
untuk mempelajari matematika keuangan. Beberapa hal yang akan dibahas,
diantaranya adalah ruang probabilitas, variabel random, proses stokastik, filtrasi
serta proses stokastik yang adapted.
Definisi 2.1.1 : [Shreve, 1997]

Suatu ruang probabilitas yang terkait dengan suatu percobaan random

adalah triple (€2, F,P) dimana
1. Qadalah himpunan semua hasil yang mungkin dari suatu percobaan

random dan disebut ruang sampel.

2. F adalah koleksi subset-subset dari Q yang mempunyai struktur o -field :
a. ¢geF.

b. Jika Ae F makakomplemen A, A° e F.
c. Jika A, A,,..cFmaka| A eZ.
i=1
3. P adalah fungsi yang menghubungkan setiap himpunan A e F dengan

suatu bilangan P(A) yang memenubhi sifat berikut :
a. 0<P(A)<l.

b. P(Q)=1.

c. P(UA]=ZP(A)untuk A, A,,.. di Fyang mutually exclusive,
i=1 i=1
yaitu ANA; =guntuk i = j.

Universitas Indonesia

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA Ul, 2010.



Elemen-elemen dari o -field F disebut kejadian-kejadian (events). Setiap
himpunan anggota F disebut himpunan measurable. FungsiP disebut probability

measure [Shreve, 1997].

Sebelum mendefinisikan tentang proses stokastik, berikut ini akan
dijelaskan lebih dahulu pengertian mengenai variabel random.

Suatu variabel random X pada (€, F) adalah suatu fungsi X :Q — R
yang F -measurable , yaitu untuk setiap x € R maka {®: X (w) < x} € F dimana

R adalah himpunan bilangan riil [Klebaner,1999].
Selanjutnya akan diberikan definisi proses stokastik.

Definisi 2.1.3 : [Oksendal, 1998]

Suatu proses stokastik adalah himpunan variabel random {X(t),t eT} yang

didefinisikan pada suatu ruang probabilitas(Q,f, P) dan diasumsikan bernilai
riil.
T disebut himpunan parameter dan dapat dinyatakan sebagali
T =R, =[0,0)atau T =[a,b]= R, , dengan R, adalah bilangan riil non-negatif.
Perhatikan bahwa untuk setiap @ € Q, Q tetap, maka fungsi
t> X({t,w);teT
disebut suatu lintasan dari X (t). Sedangkan untuk setiap t e T, t tetap maka
seperti telah dijelaskan sebelumnya, fungsi
o> X(tw), we
disebut suatu variabel random [Oksendal, 1998].
Pembahasan selanjutnya adalah mengenai filtrasi. Definisikan F, adalah
o -field yang dibangun oleh proses stokastik sampai waktu t. Dengan kata lain

adalah informasi yang diperoleh pengamat sampai waktu t. Dengan berlalunya
waktu maka informasi yang diperoleh seorang pengamat akan semakin rinci.
Untuk memodelkan arus informasi tentang kejadian digunakan definisi filtrasi

seperti yang dinyatakan berikut ini.
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Definisi 2.1.2 : [Klebaner, 1999]

Suatu filtrasi Fadalah himpunan dari o -field 7, yaitu
F={F B R R}y FC Ry

Definisi di atas berarti dengan semakin bertambahnya waktu maka informasi yang

diperoleh pengamat semakin lebih rinci.
Pembahasan terakhir adalah mengenai proses stokastik yang adapted.

Definisi 2.1.4 : [Klebaner, 1999]
Suatu proses stokastik disebut { X (t),0<t <T} disebut adapted pada filtrasi

F={Z%},.. jikauntuksetiap t,0<t<T, X(t) adalah Z -measurable.

0<t<T

Setelah membahas teori probabilitas kontinu maka pada sub bab berikut
ini akan dibahas suatu proses atau sifat yang menjadi topik utama pembahasan

tesis ini, yaitu proses Markovian.

2.2 Proses Markovian

Suatu variabel random yang memenuhi proses Markov atau proses
Markovian maka hanya nilai variabel random saat ini (present value)yang relevan
untuk memprediksi nilai tersebut di masa depan (future value). Sedangkan nilai-
nilai variabel random di masa lalu dan bagaimana nilai variabel random saat ini
diperoleh dari masa lalu tidak relevan.

Sebagai contoh misal harga ZCB saat ini adalah 1 juta rupiah. Maka jika
harga ZCB mengikuti proses Markov, prediksi untuk harga ZCB di masa depan
tidak memperhatikan harga ZCB satu minggu yang lalu, satu bulan yang lalu atau
satu tahun yang lalu. Informasi yang relevan harga ZCB saat ini yaitu 1 juta
rupiah. Namun prediksi harga ZCB di masa depan tidak dapat ditentukan dan
harus dinyatakan dalam distribusi probabilitas. Secara matematis definisi proses

Markov adalah sebagai berikut .

Definisi 2.2.1: [Klebaner, 1999]
Suatu proses stokastik {X (),t eT} adalah suatu proses Markov jika untuk
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sebarang t dan s> 0 maka distribusi bersyarat X (t+s) jika diketahui F adalah

sama dengan distribusi bersyarat X (t+5s) jika diketahui X (t), jadi
Pr{X(t+s))<y| A} =Pr{X(t+s)) <y|X(t)}, (2.2.1)
dimana F menyatakan o -field yang dibangun oleh proses stokastik sampai

waktu t.

Setelah membahas proses Markovian, pembahasan selanjutnya akan
mengenai proses Wiener yang merupakan proses utama dalam perhitungan

kalkulus yang melibatkan proses stokastik kontinu.

2.3 Proses Wiener

Proses penurunan persamaan pada tesis ini menggunakan kalkulus
stokastik waktu kontinu sebagai alat bantu pemodelan keuangan (financial
modelling). Salah satu keutamaan dasar untuk membangun model yang
memenuhi proses stokastik waktu kontinu dan berdistribusi normal adalah proses
Wiener. Oleh karena itu berikut ini akan dibahas definisi dan konsep dari proses

Wiener.

Definisi 2.3.1 : [Glasserman, 2003]

Suatu Brownian motion standard pada [0,T] adalah suatu proses stokastik
{W(t),0<t<T}yang memenuhi sifat berikut :
i.  W(0)=0.
ii. W (t) adalah suatu fungsi kontinu pada [0,T].
iii.  Untuk setiap 0<t, <t..<t <T dan untuk setiap n, pertambahan
W (t,) =W (t) -W(t,),W(t,)-W(t),...W(t,)-W(t, ,) saling bebas.
iv. Untuk setiap 0<s<t<T, [W tH-w (S)] berdistribusi normal dengan
mean 0 dan variansi (t—s). Dengan kata lain [W (t)-W(s)] ~ N(0,t—s).

Sebagai akibat dari sifat (i) dan (iv) maka W (t) ~ N(0,t) untuk 0<t<T.

Brownian motion disebut juga sebagai proses Wiener. Untuk pembahasan

selanjutnya pada tesis ini Brownian motion akan disebut dengan proses Wiener.
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Untuk konstanta « dan o > 0, suatu proses stokastik {X (1),0<t ST}

disebut suatu proses Wiener dengan koefisien drift o dan koefisien difusi o jika

X(t)—at

adalah suatu proses Wiener standard . Jadi

X(t)—at “W(1).

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai
X({t)=at+oW(t). (2.3.1)

Jika AX (t) menyatakan perubahan X (t) selama interval waktu At , maka
dari persamaan (2.3.1) didapat

X (t+At) = X (t) ={a(t+At)— oW (t+ At)} —{at + oW (t)} .

X(t+At) = X (t) ={a(t+At)—at} +{oW (t+At)— oW (t)} .

X(t+At) = X (&) = {(t+At) -t} + o {W (t+At) -W (1)} .

Persamaan di atas dapat ditulis sebagai
AX (t) = aAt + 6AW (1) . (2.3.2)

E[AX(t)] = E[cAt +cAW(t)].

E[AX (t)] = E[aAt]+ E[oaW(1)] .

E[AX(t)] = cAt+cE[AW(1)].
Karena AW (t) ~ N (0, At) maka

E[AX(1)] = oAt ataua = E[x( +2tt) —X®]

Jadi « adalah ekspektasi persatuan waktu (drift rate) untuk perubahan proses

Wiener dengan koefisien drift « .

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa o adalah variansi persatuan waktu
untuk proses Wiener dengan koefisien drifte .

Variansi dari persamaan (2.3.2) adalah

Var[AX (t)] =Var [aAt + cAW (t)].
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Karena aAt konstan makaVar[aAt]=0. Sehingga Var[AX (t)] = oc*Var [AW (t)].

Kemudian AW (t) ~ N (0, At) maka

:Var[X(t+At)—X(t)]

Var [AX (t)] = o”At atau o v

Jadi o*adalah variansi persatuan waktu (variance rate) untuk perubahan proses
Wiener dengan koefisien drifto .

Jika At — 0 maka persamaan (2.3.2) dapat ditulis sebagai

dX (t) = adt + cdW (t). (2.3.3)

Perhatikan kedua suku ruas kanan pada persamaan (2.3.3). Suku pertama
adt menyatakan bahwa t memiliki drift rate sebesar « . Jika suku ke dua
odW (t) pada persamaan tersebut dihilangkan, maka persamaan akan menjadi
dX (t) = adt, sehingga bila diintegralkan akan diperoleh hasil X (t) = X (0) + ot ,
dengan X (0) adalah nilai X pada saat t =0. Dalam periode waktu sepanjang T
variabel X bertambah sebesar oT . Suku ke dua pada persamaan (2.3.3),
odW (t) menyatakan guncangan atau variabilitas dari perubahan X yang besarnya
adalah o kali dari perubahan proses Wiener standard .

Setelah pembahasan proses Wiener, berikut ini akan dibahas mengenai

proses Ito.

2.4 Proses Ito
Pembahasan ini penting mengingat kerangka model Heath-Jarrow Morton
diturunkan dari suatu persamaan yang memenuhi proses Ito. Dibawah ini akan

diberikan definisi proses Ito.
Definisi 2.4.1 : [Klebaner, 1999]

Misal W (t) = (W, (t),W,(t),... W, (t))t adalah proses Wiener berdimensi n
dengan masing-masing elemen saling bebas dan  adalah o -field yang dibangun

olenh W (s),s <t. Suatu proses Ito mempunyai bentuk

X(t)=X(0)+ ja(s)ds + Zn:jai (s)dW.(s),0<t<T, (2.4.1)

i=1 o

dimana
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e X (0) adalah F,-measurable.

e proses «(t)dan untuk setiap i=1,2,...,n, o;(t) adalah F - adapted .
T T

. I|a(t)|dt < oo a.sdan _[af(t)dt <was, i=12,..,n.
0 0

Proses X (t) dapat dinyatakan dalam persamaan dfferential stokastik pada

[0,T] sebagai

dX (t) = a(t)dt+zn:ai (t)dW, (t),0<t <T. (2.4.2)

Proses « dan proseso., i1=1,2,...,n pada persamaan di atas dapat

tergantung pada X (t) atau W (t), yang dinyatakan sebagai «(t, X (t)) dan
o (t, X(t)),i=12,...,n. Variansi dari dX (t) adalah Zn:af(t)dt [Baxter, 1996].
i=1

Dalam ilmu ekonomi fungsi o disebut juga fungsi volatilitas yang
merupakan ukuran ketidakpastian tingkat pengembalian (return) dari suatu asset
[Hull,2006]. Ukuran ini dinyatakan dengan standar deviasi perubahan harga suatu
asset. Pada pembahasan kerangka model Heath Jarrow Morton, volatilitas forward
rate merupakan ukuran ketidakpastian pergerakan forward rate, dimana volatilitas
merupakan fungsi waktu, waktu jatuh tempo dan short rate atau forward rate.
Pembahasan mengenai hal ini akan dijumpai pada sub sub bab 3.1.1.

Sebelum membahas proses Ito , berikut ini akan dibahas mengenai
persamaan diferensial stokastik yang berperan penting dalam proses penurunan
pesamaan ditesis ini. Persamaan dferensial digunakan untuk memodelkan
pergerakan suatu sistem. Suatu persamaan diferensial dengan variabel random
disebut persamaan diferensial stokastik, yang penjelasan lengkapnya akan

diberikan pada penjelasan berikut.

Misal W (t) , t > 0 adalah suatu proses Wiener . Suatu persaman yang

dinyatakan sebagai
dX (t) = e(t, X (1))dt + o (t, X (t))dW (t), (2.4.3)

disebut suatu persamaan diferensial stokastik [Klebaner, 1999].

Universitas Indonesia

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA Ul, 2010.



13

Kemudian persamaan diferensial stokastik untuk n proses Wiener
dinyatakan dengan penjelasan berikut. Misal W (t) = (Wl(t),W2 (t),... W, ('[))I adalah

proses Wiener berdimensi n dengan masing-masing elemen saling bebas maka
persamaan diferensial stokastik yang dinyatakan dalam bentuk n proses Wiener
dapat ditulis sebagai [Klebaner, 1999]

dX (t) = a(t, X (t))dt + Zn:oi (t, X (t))dW.(t)
(2.4.4)
dengan solusi X (t) = X (0) +J';a(s, X(s))ds -+ Zn:I; o; (S, X (s))dW,(s) .

Proses X (t) adalah F -measurable [Shreve, 1997].

Teorema berikut menyatakan hubungan antara solusi persamaan (2.4.3)
dengan proses Markovian.

Teorema 2.4.1 : [Shreve,1997]

Solusi persamaan diferensial stokastik adalah proses Markov .

Berikutnya akan dibahas mengenai lemma Ito yang berperan dalam proses

penurunan persamaan kerangka model HIM.

Lemma 2.4.1 (Lemma Ito): [Glasserman,2003]

Misalkan G merupakan fungsi kontinu hingga turunan kedua dan misalkan X (t)

adalah proses Ito yang didefinisikan sebagai berikut :

X(t)= X(O)+ja(s)ds+zn:jai (s)dW.(s), 0<t<T.

i=1 o

Maka G(X,t)juga merupakan proses Ito dan

a0, =[ U ax D 51,0 LD o

+Zn:0i(x,t)%dwi (t). (2.4.5)

i=1
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Setelah membahas proses Ito dan lemma Ito, selanjutnya akan dijelaskan
teori yang juga berhubungan dengan topik utama tesis adalah zero-coupon bond
dan tingkat bunga. Pembahasan teori ini penting, mengingat isi dari tesis ini
membahas mengenai persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka model
Heath-Jarrow-Morton yang diasumsikan sebagai suatu persamaan forward rate.
Forward rate merupakan salah satu jenis tingkat bunga yang akan dibahas pada

sub bab ini.

2.5  Zero-coupon Bond Dan Tingkat Bunga
Pada sub bab ini pertama-tama akan dibahas tentang zero-coupon bond,

yang definisinya dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 2.5.1 : [Bjork, 2003]
Suatu zero-coupon bond (ZCB) dengan waktu jatuh tempo T adalah suatu kontrak
yang hanya menjamin pembayaran satu satuan mata uang kepada pemegang ZCB
pada waktu T . Harga ZCB pada waktu t dengan waktu jatuh tempo T dinyatakan
sebagai B(t,T), dimana 0<t<T.JelasB(T,T)=1VT.

Selain asumsi untuk harga zero-coupon bond yang telah disebutkan pada
pembatasan masalah, asumsi berikut juga diberlakukan untuk harga zero-coupon
bond.

Asumsi 2.5.1 : [Bjork, 2003]
Kita asumsikan 3 kondisi berikut :
1. Terdapat ZCB dengan waktu jatuh tempo T untuk setiap T >0.
2. RelasiB(t,t) =1berlaku untuk setiap t.

3. Untuk setiap t yang tetap, harga ZCB, B(t,T) adalah differentiable

terhadap waktu jatuh tempo, T .
4. B(t,T)>O0VT [Heath,1992].

Harga ZCB B(t, T) merupakan suatu proses stokastik dengan dua variabel
waktu t dan T . Untuk suatu nilai t yang tetap, B(t,T) adalah fungsi dari T .

Fungsi ini memberikan harga ZCB pada semua waktu jatuh tempo yang mungkin.

Grafik dari fungsi ini disebut kurva harga ZCB pada waktu t,t tetap. Grafik ini
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adalah sebuah grafik smooth bernilai riil, yaitu untuk setiap t, B(t,T) bersifat

differentiable terhadap T . Sifat smooth ini sesuai dengan asumsi ketiga di atas.

Kemudian untuk waktu jatuh tempo T yang tetap, B(t,T) merupakan suatu

proses stokastik. Proses ini memberikan harga ZCB dengan jatuh tempo T yang
tetap pada waktu t yang berbeda-beda dan lintasan proses ini tidak teratur.

Untuk menjelaskan asumsi kedua, akan dijelaskan lebih dahulu pengertian
arbitrage. Penjelasan ini perlu mengingat kondisi no-arbitrage diperlukan dalam
penurunan persamaan harga ZCB dari kerangka model HIM. Kondisi ini juga
berhubungan dengan equivalent martingale measure yang akan dibahas pada sub
bab 2.6 .

Arbitrage adalah jenis transaksi dimana seorang investor mencari
keuntungan tanpa adanya investasi dengan cara menjual aset yang sama pada dua
harga yang berbeda pada waktu yang bersamaan. Jelas, transaksi tersebut
melibatkan pembelian aset dengan harga lebih rendah dan menjualnya dengan
harga lebih tinggi [Neftci, 2000].

Perhatikan asumsi kedua pada asumsi 2.5.1. Asumsi kedua B(t,t) =1,
adalah untuk menghindari arbitrage. Jika B(t,t) <1 maka harga ZCB pada waktu
t yang jatuh tempo pada hari yang sama, t, adalah lebih kecil dari 1. Sehingga

para pelaku arbitrage akan membeli ZCB ini pada hari yang sama dengan waktu

jatuh tempo dan mendapatkan 1 satuan mata uang.

Perubahan harga zero-coupon bond sangat dipengaruhi oleh perubahan
tingkat bunga. Bunga merupakan sejumlah uang, selain dari pokok utang, yang
harus dibayarkan oleh pihak peminjam dana sebagai kompensasi kepada pihak
yang meminjamkan dana. Tingkat bunga adalah perbandingan besarnya bunga
dengan besarnya pokok utang . Pada umumnya ukuran tingkat bunga yang
dikenakan kepada peminjam dana bergantung pada faktor masa jatuh tempo
pembayaran pinjaman, atau yang dikenal dengan istilah maturity date.

Terdapat beberapa jenis tingkat bunga, yaitu spot rate, short rate, forward

rate, instantaneous forward rate dan instantaneous short rate. Spot rate s(t)

adalah tngkat bunga yang dikenakan mulai saat ini hingga saat jatuh tempo t.
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Short rate r(t) adalah tingkat bunga yang berlaku pada suatu interval waktu t .
Forward rate f(t,t,)dengant <t,, t dan t, merupakan waktu di masa yang

akan datang, adalah tingkat bunga yang dikenakan pada uang yang dipinjam pada

waktu t, dan dibayar pada waktu t, dan besarnya sesuai dengan kesepakatan yang

dibuat saat ini. Pembahasan tentang instantaneous forward rate dan instantaneous

short rate akan diberikan pada bagian akhir sub bab ini.

Hubungan antara spot rate, s(t) , dengan short rate, r(t), dinyatakan

dengan persamaan berikut

{L+s(t)} = {1+ 1)} {1+ r@}...{1+r(t-1)}.

Kemudian spot rate, s(t), dan forward rate, f(t,t,), dapat dihubungkan
dengan persamaan di bawah ini

{1+s(t)) ={1+s@)}’ {1+ f (u,))}"", dengan u <t.
Sedangkan hubungan antara forward rate, f(t,t,) ,dan short rate, r(t), adalah

{1+ F () = {1+ r(u)} {2+ r@u+1)}... {1+ r(t -1} [Luenberger, 1998].

Kenyataannya tingkat bunga berubah-ubah secara tidak pasti. Tidak ada
yang dapat menduga besarnya tingkat bunga di masa yang akan datang. Untuk itu
pada pembahasan di bab 3 tingkat bunga akan dimodelkan dengan suatu variabel

yang mememenuhi proses stokastik.

Pembahasan selanjutnya mengenai tingkat bunga akan dijelaskan secara
matematis melalui definisi bank account. Ketika kita menyimpan sejumlah uang
pada bank account maka diharapkan jumlah uang tersebut akan bertambah sesuai
dengan berjalannya waktu. Investasi melalui bank account merupakan investasi
tanpa risiko dengan risk-free rate. Definisi bank account ini penting karena akan
digunakan sebagai numeraire untuk perhitungan harga relatif yang
pembahasannya akan dijelaskan pada sub bab 2.6.

Definisi 2.5.2 Bank Account : [Brigo, 2006]

Misal f(t)adalah nilai suatu bank account pada waktu t >0, dengan asumsi
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B(0) =1, maka perubahan nilai bank account dapat dinyatakan dengan persamaan
diferensial berikut
dA(t) =r(t)s(t)dt, (25.1)

dengan solusi

t
r(s)ds

pt)=¢e° : (2.5.2)

Definisi di atas menyatakan bahwa dengan investasi satu satuan mata
uang pada waktu 0 akan menghasilkan sejumlah nilai yang dinyatakan pada
persamaan (2.5.2) pada waktu t, dimana r(t) adalah instantaneous short rate
pada waktu t.

Jenis tingkat bunga yang akan dibicarakan pada tesis ini dinyatakan pada

definisi berikut yang berperan dalam penurunan persamaan harga zero-coupon
bond dari kerangka model HIM.

Definisi 2.5.3 :
1. Instantaneous forward rate f (t,T) adalah tingkat bunga yang dikenakan

pada uang yang dipinjam pada waktu t dan dibayar pada waktu dimasa T
yang akan datang dan didefinisikan sebagai

OB(t,T)
f@T7)=—"7"-—=. 2.5.3
(t,T) a (2.5.3)
Dari persamaan di atas maka diperoleh
T
B(t,T):exp{—j f(t,u)du} [Bjork, 2003]. (2.5.4)
t

2. Instantaneous short rate pada waktu t,r(t) adalah tingkat bunga yang
dikenakan pada pinjaman diwaktu t.
r(t) = f(t,t) [Glasserman, 2003]. (2.5.5)

Pada pembahasan selanjutnya di tesis ini instantaneous forward rate akan disebut
sebagai forward rate dan instantaneous short rate akan disebut sebagai short

rate. Hubungan antara short rate, r(t), dan pergerakan kurva forward rate,

f (t,T) dapat dilihat pada gambar berikut ini.
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ft.t,)
f(0,t,)

FO.L)

r(0)

0 t, {, T
Gambar 2.5.1.Pergerakan kurva forward rate.
Pada waktu 0 kurva forward rate f (0,.) didefinisikan untuk waktu jatuh tempo

[0,T | dan short rate r(0) = f(0,0). Pada t >0 kurva forward rate f(t,.)

didefinisikan untuk waktu jatuh tempo[t,T | dan short rate r(t) = f (t,t).
[Sumber : Monte Carlo Methods in Financial Engineering, 2003]

Pada pembatasan masalah yang diberikan di bab 1 dikatakan bahwa
persamaan harga zero-coupon bond yang dihasilkan diasumsikan memenuhi
kondisi no-arbitrage dan risk-neutral. Teori selanjutnya akan membahas hal yang

berhubungan dengan kedua kondisi tersebut.

2.6 Equivalent Martingale Measure

Sebelum membahas mengenai Equivalent Martingale Measure atau
measure martingale yang ekivalen, berikut ini akan diberikan terlebih dahulu
teorema yang menyatakan syarat perlu dan cukup untuk suatu model term

structure memenuhi kondisi no-arbitrage.

Teorema 2.6.1 (Fundamental Theorem of Asset Pricing) : [Shreve, 1997]
Suatu model term structure adalah no-arbitrage jika dan hanya jika ada suatu

probability measure @ yang ekivalen dengan probability measure P sedemikian

sehingga untuk setiap T €[0, 7], proses% adalah martingale pada

probability measure Q.
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Term structure yang disebut pada teorema di atas dinyatakan dengan

definisi berikut.

Definisi 2.6.1 : [Shreve, 1997]
Model term structure adalah sebarang model matematik yang merupakan proses-
proses stokastik A(t,T), untuk setiap T, T €[0,7]dan 0<t<T.

B(t,T)

Proses———— yang disebut pada teorema 2.6.1 menyatakan harga ZCB

Bt)
B(t,T) pada saat t dengan waktu jatuh tempo T dalam satuan numeraire A(t).
Suatu numeraire.adalah suatu aset bernilai positif dimana semua aset lainnya
dinilai berdasarkan numeraire yang dipilih tersebut [Shreve,1997]. Jika
B(t,T)
)

waktu jatuh tempo T . Kemudian dengan menggunakan nilai bank account (lihat

=Z(t,T)maka Z(t,T) adalah harga relatif bond pada saat t dengan

pembahasan pada sub bab. 2.5) sebagai numeraire maka Z(t, T) yaitu harga

relatif bond pada saat t dengan waktu jatuh tempo T dapat dinyatakan dengan

t

B(t,T) _ —Ir(s)ds

Sen, 2000] Z(t,T) = 0 B(t,T). 2.6.1
persamaan [Sen ] Z(t,T) 20 e (t,T) ( )

Pembahasan berikutnya tentang martingale yang disebut pada teorema
2.6.1.

Definisi 2.6.2 : [Glasserman,2003]

Suatu proses adapted bernilai riil { X (t),t > 0} adalah suatu martingale jika
i E[]X(t)]]<oountuk setiap t>0;
ii.  E[X(t)|% ]=X(s) untuk setiap 0<s<t<oo.
Perhatikan persamaan diferensial stokastik (2.4.4) . Solusi PDS adalah

martingale jika koefisien drift persamaan tersebut adalah nol. Dengan kata lain,

[Baxter, 1996] solusi PDS dX (t) = a(t, X (t))dt + Z o (t, X (1))dW, (t) adalah

i=1
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martingale jika «(t, X (t)) =0, Vt dan persamaan (2.4.4) dapat ditulis kembali

sebagai dX (t) = Z o (t, X (1))dW. (1) .

i=1
Teorema berikut merupakan konsep martingale yang berguna untuk

membuat model keuangan.

Teorema 2.6.2 Exponential martingale : [Sen,2000]

Jika dX (1) = X (1)) 01 (W, (). (2.6.2)

dan E{exp(%ﬁ o’ (s)dsﬂ < oo untuk setiap t <T , dimana

= o(t) =(oy(t), 0, (t),... o, (1)) e R",
R ={(X; X1 X, ). % €R,i=12,...,n}, R himpunan bilangan riil.
= o, (t),i=12,..,nadalah F - adapted.
= W(t)= (Wl(t),W2 (t),... W, (t))t adalah proses Wiener berdimensi n dengan

masing-masing elemen saling bebas.

maka X (t) adalah suatu exponential martingale.

Kemudian yang dimaksud dengan measure ekivalen yang disebut pada
teorema 2.6.1, didefinisikan berikut ini.

Definisi 2.6.3 : [Klebaner, 1999]

Probability measure P ekivalen dengan probability measure Q jika untuk
sebarang himpunan A Aadalah kejadian pada ruang sampel maka

P(A)=0< Q(A)=0.

Selanjutnya untuk mendapatkan measure yang ekivalen dinyatakan dalam

teorema 2.6.2 dibawah ini.
Teorema 2.6.3 (Teorema Cameron-Martin-Girsanov) : [Sen,2000]

Jika {W (t)} adalah suatu proses Wiener pada probability measure P dan y(t)
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adapted pada filtrasi {

0<t<T

t
serta asumsikan E, [exp (% | ;/2 (s)dsﬂ < oo maka
0

terdapat probability measure @ sedemikian sehingga

i. P ekivalen Q .

. dQ t 1t 5
ii. E_exp{—(j)y(s)dW(s)—E(j)y (s)ds}

t
.  W(@t)=w(t)+ J'y(s)ds : {V\7 (t)} adalah proses Wener pada probability
0

measure Q.
Persamaan (iii) dapat ditulis sebagai

dW (t) = dW (t) + p(t)dt . (2.6.3)

Teorema berikut adalah Teorema Cameron-Martin-Girsanov untuk multifaktor.

Teorema 2.6.4 (Teorema Cameron-Martin-Girsanov untuk multifaktor)
[Baxter, 1996] :
Misal W (t) = (Wl(t),Wz(t),...,Wn (t)) Brownian motion berdimensi n pada

probability measure P dan p(t) = (y,(t), 7, (t),..., 7, (t)) adapted pada filtrasi
{F},.. sertaasumsikanE, {eXp (% j; % (s)dsﬂ < o0 maka terdapat probability

measure Q sedemikian sehingga

i. P ekivalen Q .
ii. (;;g:exp{gﬁyi(s)dwi(s)_%J';J,Z(s)ds}.

t
iii. W) =w({) +Jy(s)ds adalah proses Wiener pada probability measure Q.
0
Persamaan (iii) dapat ditulis sebagai

dW (t) = dW (t) +y(t)dt. (2.6.4)
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Kemudian definisi berikut memberikan penjelasan mengenai risk-neutral

measure (martingale measure).

Definisi 2.6.4 : [Shreve, 1997]
Suatu risk-neutral measure (martingale measure) adalah sebarang probability
measure yang ekivalen dengan market measure P, dimana semua harga relatif

adalah martingale .
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BAB 3
KERANGKA MODEL HEATH-JARROW-MORTON SATU FAKTOR

Sebelum membahas penurunan persamaan harga zero-coupon bond dari
kerangka model Heath-Jarrow-Morton multifaktor pada bab 4, pada bab ini akan
dijelaskan lebih dulu penurunan persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka
model Heath-Jarrow-Morton satu faktor. Heath Jarrow Morton (HJM) yang akan
dibahas pada bab ini merupakan kerangka model kontinu yang dibangun oleh satu
proses Wiener sehingga disebut sebagai kerangka model satu faktor.

Kerangka model HIM membahas pergerakan forward rate. Dengan
menggunakan persamaan (2.5.5) dari kerangka model HIM dapat diturunkan
model tingkat bunga short rate. Selain model tingkat bunga short rate, dapat
diturunkan juga persamaan harga ZCB. Untuk menghasilkan model tingkat bunga
short rate tertentu, kerangka model HIM membutuhkan input nilai awal kurva
forward rate dan fungsi volatilitas forward rate. Model tingkat bunga short rate
dan persamaan harga ZCB yang diturunkan dari kerangka model HIM dapat
bersifat non-Markovian atau bergantung pada lintasan. Karena bergantung pada
lintasan maka model non- Markovian dalam implementasinya memerlukan
komputasi yang lebih sulit dilakukan dibanding model Markovian [Bhar, 2000].
Pada bagian akhir bab ini akan ditunjukkan bahwa dengan substitusi fungsi
volatilitas R-C [Bhar, 2000] pada kerangka model HJM dapat diturunkan suatu
model tingkat bunga short rate yang berupa sistem pesamaan diferensial stokastik
Markovian dan persamaan harga ZCB terkait.

Bab 3 ini terdiri terdiri dari 2 pokok bahasan. Pada sub bab 3.1 akan
dibahas penurunan persamaan harga ZCB dari kerangka model HIM satu faktor.
Kemudian pada sub bab 3.2 akan dibahas penurunan persamaan harga ZCB dari

kerangka model HIM satu faktor Markovian.

3.1 Persamaan Harga Zero-Coupon Bond Dari Kerangka Model HIM
Satu Faktor

Secara garis besar penurunan persamaan harga ZCB dari kerangka model

HJM satu faktor dapat digambarkan dengan skema berikut
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persamaan forward rate pada
probability measure P

l

relasi harga ZCB dan

forward rate

kondisi no-arbitrage

dan risk-neutral

drift forward rate restriction pada
probability measure Q

l

kerangka model HIM satu faktor pada

probability measure Q

persamaan harga ZCB yang

memenuhi kondisi no-arbitrage dan model short rate

risk-neutral

Gambar 3.1.1 Skema penurunan persamaan harga zero-coupon bond dan model
short rate dari kerangka model Heath-Jarrow-Morton

Penjelasan skema diatas adalah sebagai berikut : kerangka model HIM
diasumsikan sebagai persamaan forward rate pada probability measure P.
Dengan menggunakan persamaan (2.5.4) (persamaan yang menyatakan relasi
harga ZCB dan forward rate) maka dari kerangka model HIM dapat diturunkan
dinamika harga ZCB. Hal ini akan dijelaskan lebih lanjut pada sub sub bab 3.1.1.
Pembatasan masalah pada sub bab 1.4 menyatakan bahwa persamaan harga zero-
coupon bond yang dihasilkan dari kerangka model HIM pada probability

measure Q diasumsikan memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral.
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Untuk menurunkan persamaan harga zero-coupon bond yang memenuhi kedua
kondisi ini maka ada batasan tertentu yang harus dipenuhi koefisien drift forward

rate pada probability measure @Q . Dengan menggunakan batasan drift forward
rate pada probability measure Q ( drift forward rate restriction pada probability
measure Q) ini akan dihasilkan kerangka model HIM satu faktor pada
probability measure Q@ yang penjelasannya akan diberikan pada sub sub bab 3.1.2

dan 3.1.3. Selanjutnya dari kerangka model HIM satu faktor pada probability

measure Q dapat diturunkan persamaan harga ZCB dan model tingkat bunga short

rate .

Pembahasan pada sub bab ini terdiri dari sub sub bab 3.1.1 mengenai
relasi harga zero-coupon bond dan forward rate. Kemudian sub sub bab 3.1.2
mengenai drift forward rate restriction (batasan drift forward rate). Terakhir
pada sub sub bab 3.1.3 akan dibahas penurunan persamaan harga ZCB.

3.1.1 Relasi Harga Zero-Coupon Bond Dan Forward Rate

Pada sub sub bab ini pertama-tama diperkenalkan suatu kerangka model
HJM yang diasumsikan sebagai persamaan forward rate pada probability
measure dunia nyata P. Kemudian dengan menggunakan suatu persamaan yang
menyatakan relasi harga ZCB dan forward rate (persamaan (2.5.4) ) akan
diturunkan dinamika harga ZCB. Tetapi dinamika harga ZCB dapat juga
dinyatakan sebagai model kontinu yang mengikuti proses Ito, sehingga dengan
menggunakan lemma Ito dapat diturunkan dinamika harga ZCB berdasarkan
lemma Ito. Berdasarkan persamaan dinamika yang diturunkan dari persamaan
(2.5.4) dan dinamika harga ZCB berdasarkan lemma Ito tersebut dapat diturunkan
persamaan dinamika harga zero-coupon bond yang mengikuti proses Ito yang
dinyatakan dalam koefisien drift dan fungsi volatilitas forward rate, serta short
rate.

Sebelum membahas lebih lanjut tentang hal di atas perlu dijelaskan lebih

dahulu mengenai asumsi berikut. Asumsikan suatu perdagangan ekonomi yang

kontinu pada interval waktu perdagangan [0, r] untukz >0, 7 tetap, dan suatu
perdagangan continuum default free zero-coupon bond {B(t,T):0<t<T <7}.
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B(t,T) adalah harga ZCB pada waktu t dengan waktu jatuh tempoT (lihat

definisi 2.5.1). Ketidakpastian perekonomian didekati dengan suatu ruang

probabilitas (2, F,P), dimana Q adalah ruang sampel, F adalah o -field yang

merupakan measurable events dan P adalah suatu probability measure pada

dunia nyata. Perubahan informasi pada interval waktu perdagangan dinyatakan
dengan filtrasi { 7} _ yang dibangun oleh satu proses Wiener {W, } _ pada
probability measure P [Sen, 2000].

Untuk setiap waktu jatuh tempo T yang tetap, kerangka model HIM satu

faktor { f (t, T):0<t <T <} diasumsikan sebagai suatu persamaan integral

stokastik forward rate pada probability measure P sebagai berikut

f(t,T)="f(0,T) +j'a(s,T,.)ds +ja(S,T,.)dW (s), Vte [O,T] : (3.1.1)

dimana { f(O,T)}TZO adalah nilai awal kurva forward rate yang dapat diketahui

dari pengamatan [Sen,2000]. Untuk setiap pilihan T yang tetap, persamaan di atas
merupakan persamaan integral stokastik dalam variabel t. Parameter T hanya
menyatakan waktu jatuh tempo pengamatan.
Turunan terhadap t dari persamaan (3.1.1) dapat dinyatakan dengan

df (t,T) =a(t,T,)dt+o(t, T,.)dW (t), vt €[0,T],
dimana :

e «(t,T) adalah koefisien drift forward rate dan o (t, T) adalah fungsi
volatilitas forward-rate. Secara ekonomi « (t,T) adalah ekspektasi
pergerakan forward rate persatuan waktu dan o (t,T) adalah ukuran
ketidakpastian pergerakan forward rate persatuan waktu.

e Untuk setiap T yang tetap dan T <z, diasumsikan proses stokastik

{a(t,T),0<t<T}, dan {o(t,T),0<t<T} adalah adapted pada filtrasi

{f;}tzo'

T T
o [ler(t.T)ldt <+oodan [o?(t,T)dt <+o0.
0

0
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Selain bergantung pada waktu tdan T koefisien drift forward rate dan
fungsi volatilitas forward rate dapat juga bergantung pada variabel random lain

seperti tingkat bunga short rate r(t) atau forward rate f(t,T) yang dinyatakan
dengan argumen ketiga (,.) [Sen,2000]. Karena tidak mempengaruhi proses
penurunan persamaan , maka untuk penyederhanaan notasi, argumen ke tiga (,.)

tersebut untuk sementara ditiadakan dalam pembahasan. Sehingga turunan
persamaan (3.1.1) terhadap tdapat ditulis kembali sebagai

df (t,T) = a(t, T)dt+o(t, T)dW (t), vt €[0,T]. (3.1.2)

Untuk menentukan persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka model
HJM gunakan persamaan 2.5.4 berikut, yang menyatakan relasi harga zero-

coupon bond dan forward rate
T

B(t,T):exp{—L f(t,u)du}.
Persamaan diatas dapat ditulis kembali menjadi

In B(t,T):—f f (t,u)du . (3.1.3)
Turunan persamaan di atas adalah

T
din B(t,T):ol(—jt f(t,u)du).

Pada integral persamaan di atas variabel t muncul sebagai batas bawah integrasi

dan dalam integrand f (t,u) . Menurut [Bjork,2003] keadaan yang seperti ini tidak

dapat diselesaikan dengan standard Ito formula, sehingga jawaban untuk
persoalan tersebut diselesaikan dengan cara berikut. Untuk variabel t yang
muncul sebagai batas bawah integrasi akan menghasilkan suku berikut

%{f f(t,u)du}dt,

Lalu untuk variabel t dalam integrand f (t,u) akan menghasilkan suku sebagai

berikut
]
jt df (t,u)du .

Sehingga
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dInB(,T)=—d (f f(t,u)du) - ‘%{f f(t,u)du}dt—f df (t,u)du .

Kemudian dengan menggunakan teorema dasar kalkulus (lihat lampiran 1) maka

persamaan di atas dapat ditulis sebagai
dInB(t,T)= f(t,t)dt—J'tT df (t,u)du. (3.1.4)
Substitusi persamaan (2.5.5) dan (3.1.2) pada persamaan di atas maka didapat
dInB(t,T)=r(t)dt —f {a(t,u)dt+o(t,u)dW (t)}du.

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

dB(t,T T T

ﬁ - {r(t)—'ft a(t,u)du} dt~ [ {ot,u)du} dw (1) (3.1.5)
Persamaan (3.1.5) merupakan dinamika harga zero-coupon bond yang dinyatakan
dalam short rate, r(t), koefisien drift forward rate, «(t,u) dan fungsi volatilitas
forward rate, o(t,u) . Tetapi dinamika harga zero-coupon bond merupakan suatu

model kontinu yang memenuhi proses Ito sebagai berikut : [Bjork, 2003]

dB(t,T)
ST = oy (t,T)dt + o, (£, T)dW (), (3.1.6)

dimana e, (t,T) menyatakan sebagai ekpektasi tingkat pengembalian (rate of
return) harga zero-coupon bond persatuan waktu dan o (t,T) dinyatakan sebagai
ukuran ketidakpastian tingkat pengembalian harga zero-coupon bond persatuan
waktu. oy (t,T)dapat juga dinyatakan sebagai fungsi volatilitas harga zero-coupon
bond.
Persamaan (3.1.6) dapat ditulis kembali sebagai
dB(t,T) =y (t, T)B(t,T)dt+ oy (t,T)B(t, T)dW (t) . (3.1.7)
Untuk menghasilkan dinamika harga zero-coupon bond berdasarkan
lemma Ito dan dinyatakan dalam short rate r(t), koefisien drift forward rate
a(t,u) serta fungsi volatilitas forward rate o (t,u), berikut ini akan ditunjukkan

lebih dulu hubungan antara fungsi volatilitas harga zero-coupon bond dengan
fungsi volatilitas forward rate serta hubungan antara ekpektasi tingkat
pengembalian (rate of return) harga zero-coupon bond persatuan waktu dengan

koefisien drift forward rate dan short rate. Proses untuk menunjukkan hubungan
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tersebut dimulai dengan menurunkan dinamika harga zero-coupon bond
berdasarkan lemma Ito. Misal terdapat suatu fungsi G dari harga zero-coupon
bond dan waktu, yaitu

G(B(t,T),t)=InB(t,T). (3.1.8)
dengan B(t,T) adalah proses yang memenuhi persamaan (3.1.7).
Dari persamaan (3.1.8) diperoleh

oG (B(t,T),t) 0 oG(B(tT)t) 1 O°G(BT)t) 1

’

ot oB(t,T)  B@WLT) 6B LT)  BLT)
(3.1.9)
Kemudian dengan menggunakan lemma Ito, maka differensiasi fungsi G dapat

dinyatakan sebagai berikut:

d[G(BLT).)] ={W+a8 (t,T)B(t,T)%t’_}r))’t)}dt

2 0°G(B(t,T),t)
oB*(t,T)

6G (B(t,T),t)

oB(t,T) WO

+[%{08(t,T)B(t,T)} }dtwa(t,T)B(t,T)

(3.1.10)
Substitusi persamaan (3.1.8) dan (3.1.9) pada persamaan (3.1.10) sehingga
didapat hasil

d[InB(t,T)]= [0+aB(t,T)B(t,T) B(tlT) +%0'§(t,T)Bz(t,T)(— Bzé T)Hdt

1
B(t,T)

+0, (t,T)B(t,T) dW (t) .

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

dB(t,T)
B(t,T)

{aB(t,T)—%aé(t,T)}dHaB(t,T)dW (t). (3.1.11)

Dengan menggunakan persamaan (3.1.11) dan persamaan (3.1.5) didapat
hubungan antara fungsi volatilitas harga zero-coupon bond dengan fungsi
volatilitas forward rate , yaitu

oy (t.T) =~ oft.u)du. (3.1.12)
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dan hubungan antara ekpektasi tingkat pengembalian (rate of return) harga zero-
coupon bond persatuan waktu dan fungsi volatilitas harga zero-coupon dengan

short rate dan koefisien drift forward rate, yaitu
1, T
@ (1T) =2 o5 (LT) = rt)—[ e(tu)du.
Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi
T 1,
aB(t,T)=r(t)—L a(tu)du+Zog (L T). (3.1.13)
Substitusi persamaan (3.1.12) pada persamaan di atas maka didapat

ay (t,T) = r(t)—ItT a(t,u)du +%{f 0(t,u)du}2 .

Setelah didapat hubungan yang dinyatakan pada persamaan (3.1.12) dan (3.1.13),
substitusikan kedua persamaan tersebut pada persamaan (3.1.6) maka dinamika
harga zero-coupon bond yang memenuhi proses Ito dan dinyatakan dalam short

rate, r(t), koefisien drift forward rate, «(t,u) dan fungsi volatilitas forward

rate, o(t,u) adalah sebagai berikut

dB(t,T T 1(¢r 4 T

ﬁ =[r(t)—jt a(t,u)du +§{L a(t,u)du} }dt—“ a(t,u)du}dW ).
Setelah membahas dinamika harga zero-coupon bond yang berdasarkan

lemma Ito yang dinyatakan dalam short rate, koefisien drift forward rate dan

fungsi volatilitas forward rate, pembahasan berikutnya adalah mengenai batasan

yang harus dipenuhi koefisien drift forward rate dalam tujuan untuk

menghasilkan harga ZCB yang memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral.

3.1.2 Drift Forward Rate Restriction

Pada pembatasan masalah sub bab 1.4 dikatakan bahwa persamaan harga
zero-coupon bond yang dihasilkan dari kerangka model HIM diasumsikan
memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral. Untuk memenuhi kondisi ini
ada batasan tertentu yang harus dipenuhi koefisien drift forward rate pada
probability measure Q . Sebelum membahas mengenai batasan drift forward rate

pada probability measure Q , akan dijelaskan lebih dulu mengenai asumsi kondisi

no-arbitrage. Tahapan pembahasan kondisi no-arbitrage adalah sebagai berikut
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1. Gunakan teorema 2.6.1 untuk menghasilkan suatu model term structure
yang memenuhi no-arbitrage.

2. Menurunkan persamaan dinamika harga relatif bond pada probability
measure P.

3. Gunakan teorema 2.6.3 untuk mendapatkan probability measure Q yang

yang ekivalen dengan probability measureP .
4. Tunjukkan bahwa harga relatif bond adalah martingale pada probability

measure Q.

Penjelasan mengenai keempat tahapan di atas adalah sebagai berikut :
Pertama akan dibahas tahap 1.
1. Teorema 2.6.1 menyatakan suatu model term structure adalah no-

arbitrage jika dan hanya jika ada suatu probability measure Q yang

ekivalen dengan probability measure P sedemikian sehingga untuk setiap

B(t,T)
(t)

T €[0,z], proses adalah martingale pada @ . Penjelasan untuk

teorema 2.6.1 adalah sebagai berikut. Model term structure yang dibahas

B(t,T)

pada tesis ini adalah harga ZCB B(t,T) . Kemudian jika 0 =Z(,T),

maka Z (t, T) adalah harga relatif bond pada waktu t dengan waktu jatuh
tempo T (lihat penjelasan sub bab 2.6) dimana A(t) adalah numeraire.

Dengan menggunakan nilai bank account sebagai numeraire maka dengan

persamaan (2.6.1)

t

B(t,T) B —Ir(s)ds

Z(t,T)= o B(t,T)

dimanar(t) adalah tingkat bunga short rate pada waktu t .

Setelah tahap 1 selesai dibahas, berikutnya akan dibahas tahap 2.
2. Akan diturunkan dinamika harga relatif bond pada probability measure P.

Dengan memperhatikan persamaan (2.6.1), Z(t, T) dapat dinyatakan
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sebagai fungsi dari harga zero coupon bond B(t, T) dan waktu t, atau
dengan kata lainZ (t,T) = F (B(t,T),t) . Jadi turunan parsial F(B(t,T),t)
terhadap B(t,T) dan t adalah sebagai berikut

oF (B(t,T),t) e—f;r(S)ds_ O’F (B(t,T),t)

B(,T) | OB(tT) ’
6F(B((;{,T),t) :_e’ﬁr(s)dsr(t)B(t'T). (3.1.14)

Selanjutnya dengan menggunakan lemma Ito didapat persamaan berikut,

OF (B(LT).t) OF (BELT).Y)

dF(B(t,T),t):{ aB(t,T)B(t,T)}dt

" oB(t,T)
. » O°F (B(t,T),t)
+{§{08(t’T)B(t’T)} oB%(t,T) }dt

oF (B(t,T),t)

+o,(t,T)B(t,T) BET)

W (1) . (3.1.15)

Sustitusikan persamaan (3.1.14) pada persamaan (3.1.15), maka didapat

t
—|r(s)ds

dF (B(t,T),t)= —e_I;r(s)dsr(t)B(t,T)+aB(t,T)B(t,T)e° dt

”
—|r(s)ds

Ho,tT)BLT)E "  |dW(D).

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi

t
0r(s)ds

dF(B(t,T),t):efj B(t,T)[{ars (t,T)—r(t)} dt + oy (1, T)dW (1) .
Karena Z(t,T) = F (B(t,T),t) maka persamaan di atas dapat ditulis
menjadi

—'f;r(s)ds

dz(t,T)=e B(t,T)[{as(t.T)—r(t)} dt+ oy (t, T)AW (1) |

Substitusikan persamaan (2.6.1) pada persamaan di atas maka didapat
dZ(t,T)=Z(t.T)[{aa(t.T)-rt)}dt+oy (t, T)dW (1) ].
Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai
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dZ(t,T) -
ﬁ_{ozB(t,T) r(t)} dt+ o, (8, T)dW (t). (3.1.16)

Persamaan ini merupakan persamaan dinamika harga relatif bond , Z (t,T)

pada probability measure P .
Tulis kembali persamaan (3.1.16) sehingga menjadi

T -r()
os(t,T)

dz(@T)
Z(tT)

os(t,T) (dW (t)+

o (L T) - r(t) _

o (t,T) A0,

Kemudian untuk waktu jatuh tempo T, misal

o, (t,T) #0. Dengan asumsi proses stokastik {e(t, T),0 <t <T}dan

{o(t,T),0<t<T} adalah adapted pada filtrasi {7} _ maka berdasarkan

ag (6,T) —r(t)

o ®T) A1), A(t)

persamaan (3.1.12), (3.1.13) dan pemisalan

juga diasumsikan adapted pada filtrasi {7} . Berikutnya substitusikan

t>

s (LT)=r ()

= A(t) pada persamaan
0. (tT) (t) pada p

dZ(t,T) _ fo 8 (t,T)(dW (0+Mdtj, maka persamaan
Z(t,T) og(t.T)

dinamika harga relatif bond Z(t,T) pada probability measure P dapat

ditulis sebagai

dz(t,T)
ZT) = oy (t,T) (dW (t) + A(t)dt). (3.1.17)

Proses selanjutnya adalah membahas tahap 3.

3. Untuk menentukan probability measure @ yang ekivalen dengan
probability measure P gunakan teorema 2.6.3. Perhatikan persamaan
(3.1.17). W (t) adalah proses Wiener pada probability measure P,

t
A(t) € F . Kemudian asumsikan E !exp L% | ﬂz(s)dsJ] < o0, Jadi
0
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berdasarkan teorema 2.6.3 (i) terdapat probability measure @Q yang
ekivalen dengan probability measure P dan dengan teorema 2.6.3 (iii)

dW (t) = dW (t) + A(t)dt, (3.1.18)
dimana W (t) adalah proses wiener pada probability measure Q.

Substitusikan dW (t) = dW (t) + A(t)dt pada persamaan (3.1.17), maka
didapat dinamika harga relatif Z(t,T), pada probability measure Q ,yaitu

dZ(t,T)

) = oy (t,T)AW (). (3.1.19)

Tahap terakhir adalah pembahasan tahap 4.

4. Pada tahap ini akan ditunjukkan harga relatif bond adalah martingale pada

probability measure Q . Persamaan (3.1.19) memenuhi persamaan (2.6.2)

untuk n =1, sehingga berdasarkan teorema 2.6.2, harga relatif bond yang
memenuhi persamaan (3.1.19) adalah suatu exponential martingale. Jadi
telah dipenuhi harga relatif bond adalah martingale pada probability

measure Q.

Setelah dibahas asumsi kondisi no-arbitrage, Penjelasan selanjutnya
adalah tentang asumsi kondisi risk-neutral. Untuk itu akan dijelaskan lebih dulu
o (6, T)—r(t)

oy (t,T)

disebut sebagai market price of risk. Disini market price of risk A(t), hanya

mengenai A(t) = yang terdapat pada persamaan (3.1.17) dan biasa

dinyatakan sebagai fungsi waktu t, sehingga timbul pertanyaan bagaimana
market price of risk untuk ZCB dengan waktu jatuh tempo yang berbeda, apakah
besarnya market price of risk juga berbeda. Dengan kata lain apakah
AL, T,) = A(t, T,) 2. Penjelasan tentang market price of risk selengkapnya adalah
sebagai berikut.

Pertama-tama buat risk-free portolioIT. Tujuan pembuatan portofolio
adalah untuk melindung nilai (hedging) ZCB dengan waktu jatuh tempo yang
berbeda [Kwok,1998]. Secara ekonomi, hedging dilakukan untuk lindung nilai

dari suatu aset sehingga tidak terlalu terpengaruh oleh risiko perubahan tingkat
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bunga. Sedangkan secara matematis, tujuan dilakukannya hedging adalah untuk
menghilangkan faktor ketidakpastian dari perubahan tingkat bunga.

Misalkan portofolio dibuat dengan cara membeli 6, unit ZCB B(t,T,)
dengan waktu jatuh tempo T;, dan membeli @, buah unit ZCB B(t,T,) dengan
waktu jatuh tempo T, , sedemikian sehingga T; < T,. Kedua harga ZCB
diturunkan oleh proses Wiener yang sama, W (t) . Nilai total portofolio pada waktu
t dinyatakan dengan

I1=6B(tT)+6,B(tT,).
Perubahan nilai portofolio dalam interval waktu dt adalah
dIT=6,dB(t,T,)+6,dB(t,T,).
Substitusikan persamaan (3.1.7) pada persamaan di atas, sehingga didapat
dIT=GB(t, T,) {a (t, T,)dt + o (1, T, )dW ()}
+0,B(t, T,) {o, (&, T,)dt + o (1, T,)dW ()} .
Kelompokan koefisien drift dan koefisien diffusi (koefisien dW (t)) sehingga
diperoleh

dIT={6,B(t,T)a (1, T,) +6,B(t,T, ) (¢, T,)} dt

+{0B(t,T) o, (1 T,) +6,B(L,T,) o, (t,T,)  dW (t) - (3.1.20)
Untuk menghilangkan risiko tingkat bunga maka ¢, dan @, dipilih sedemikian
sehingga koefisien dW (t) menjadi 0, yaitu

os(t,T)

BT o) - O

—o(t,T))

02 ) B(thz){UB (t!TZ)_GB (t'Tl)} I

Maka koefisien dW (t) menjadi 0 dan persamaan (3.1.20) menjadi

os(t.T,)a; (t,T) -0y (t, T, (1, T,)
{os(t.T,)—op (L T,)}

Persamaan di atas tidak lagi mempunyai koefisien diffusi dan perubahan dI1

dIT=

[Tdt. (3.1.21)

dapat diprediksi (predictable). Kemudian agar portofolio memenuhi kondisi no-
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arbitrage maka perubahan IT diasumsikan hanya tergantung pada tingkat bunga,
r(t) [Bjork, 2003], yaitu

ar =r(t)I1 atau
dt

dIT = r(t)I1dt . (3.1.22)
Dengan menggunakan persamaan (3.1.21) dan (3.1.22) maka didapat persamaan
berikut

os(t,T,)ag(t,T)— o, (1, T (1,T,)
{O-B tT,)—0os (t’T1)}

F(t)[1dt = { }n dt,

[(t) = ox(t, T,)as (t,T) —og (t, T, (,T,)
B o (t,T,)— 0, (t,T,)! ’

r)og(t, T,) =rt)o, (t.T) = o5 (t, T,) s (, T)) — 0 (1, T (1, T,),
o (t,T)ag(t,T,)=r(t)o, (1, T,) =05 (t, T,) g (1, T)) —r(t)o, (t,T,)

ag (1, T,)—r(t) g (tT)—r() (3.1.23)
oo (tT) oo LT -

Berikut akan ditunjukkan bahwa market price of risk adalah sama untuk
harga ZCB dengan waktu jatuh tempo yang berbeda.
Perhatikan persamaan (3.1.23). Persamaan tersebut menyatakan bahwa

besarnya risk premium e, (t,T)—r(t), yang diberikan oleh ZCB dengan waktu
jatuh tempo yang berbeda dibagi dengan fungsi volatilitas harga ZCB yang
bersesuaian adalah sama. Risk premium e (t,T) —r(t), didefinisikan sebagai
besarnya pengembalian diluar tingkat bunga r(t) . Seperti telah dijelaskan
sebelumnya kedua ruas persamaan (3.1.23) menyatakan besaran yang disebut
market price of risk. Dengan memperhatikan kembali persamaan (3.1.23) berarti
kedua ZCB, yaitu ZCB B(t,T,) dengan masa jatuh tempo T; dan ZCB B(t,T,)
dengan masa jatuh tempo T, memiliki market price of risk yang sama. Dengan
kata lain market price of risk tidak tergantung waktu jatuh tempo T dan dapat

dinyatakan hanya sebagai fungsi waktu t, yaitu A(t).
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Pembahasan berikutnya adalah mengenai asumsi kondisi risk-neutral .

Sesuai dengan definisi 2.6.4, probability measure Q yang ekivalen dengan

probability measure P dimana harga relatif martingale disebut risk-neutral
measure. Pada risk-neutral measure, tingkat pengembalian harga ZCB sama

dengan tingkat bunga r(t) atau o, (t,T) =r(t) [Glasserman, 2003]. Jadi sampai

pada tahapan ini persamaan harga ZCB telah memenuhi kondisi no-arbitrage dan

probability measure telah berubah menjadi risk-neutral measure Q.

Setelah selesai membahas kondisi no-arbitrage dan risk-neutral,
pembahasan selanjutnya mengenai batasan drift forward rate pada probability

measure Q . Pertama-tama substitusikan o (t,T) = r(t) pada

ag (t,T)—r(t)

A= o (tT)

maka didapat A(t) = 0. Substitusikan hasil ini pada

persamaan (3.1.18) sehingga didapat
dW (t) = dW (t). (3.1.24)
Persamaan (3.1.24) menunjukkan bahwa perubahan proses Wiener pada risk-

neutral measure @ sama dengan perubahan proses Wiener probability measure P.
Selanjutnya substitusikan g (t, T) = r(t) pada persamaan (3.1.13), sehingga
didapat

jo‘a(t,u)du :%0'; ,T) .
Substitusikan persamaan (3.1.12) pada persamaan di atas maka diperoleh

[ a(t,u)du =%{ [l ot u)du}2 | (3.1.25)

Turunan parsial terhadap T persamaan di atas menghasilkan
a(t.T)=o(tT)[ oftu)du. (3.1.26)

Dari persamaan di atas berarti untuk memenuhi kondisi no-arbitrage pada risk-

neutral measure Q, maka untuk setiap t dan T >t, koefisien drift forward rate

harus memenuhi batasan yang dinyatakan pada persamaan (3.1.26).
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Proses selanjutnya adalah membahas penurunan persamaan harga ZCB

dari kerangka model HIM satu faktor pada probability measure Q . Pembahasan

selengkapnya akan diberikan pada sub sub bab berikut ini.

3.1.3 Penurunan Persamaan Harga Zero-Coupon Bond

Setelah diperoleh batasan drift forward rate yang dinyatakan dengan
persamaan (3.1.26) tahapan berikutnya adalah menurunkan persamaan kerangka
model HIM satu faktor pada probability measure Q . Dari kerangka model ini
kemudian akan diturunkan model short rate dan persamaan harga ZCB yang
memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk neutral.

Substitusikan t = s pada persamaan (3.1.24) dan (3.1.26). Lalu gunakan
hasil yang didapat untuk disubstitusikan pada persamaan (3.1.1), maka diperoleh

kerangka model HIM satu faktor pada probability measure Q, yaitu
t t

Ft,T) = f(o,T)+j{a(s,,T)LT a(s,u)du}ds +[ o(s,T)AW (). (3.1.27)
0 0

Persamaan diferensial stokastik kerangka model HIM satu faktor pada probability

measure Q didapat dengan substitusi persamaan (3.1.24) dan (3.1.26) pada

persamaan (3.1.2) , yaitu

df (1,T) = {a(t,T)LT olt, u)du} dt + o (t, T)W (1) . (3.1.28)
Dengan mesubstitusi T = t pada persamaan (3.1.27) maka didapat persamaan
short rate, r(t) = f(t,t), yaitu

r) = £(0.t)+ j{a(s,t)j:a(s, u)du} ds +ja(s,t)dvx7 (s). (3.1.29)

Proses penentuan persamaan short rate ini penting mengingat dalam persaman
harga ZCB yang diperoleh dari kerangka model HIM satu Markovian, yang akan
dibahas pada sub bab 3.2, persamaan tersebut akan bergantung pada short rate.
Pada awal bab ini disebutkan bahwa input kerangka model HIM adalah
nilai awal kurva forward rate dan fungsi volatilitas forward rate . Hal ini dapat

ditunjukkan dengan memperhatikan persamaan (3.1.27). Dari persamaan tersebut
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terlihat selain nilai awal kurva forward rate f(0,T), input lain kerangka model
HJM adalah fungsi volatilitas forward rate o(s,T) dan o(s,u).

Selanjutnya akan ditentukan persamaan model tingkat bunga short rate.

Turunan terhadap t dari persamaan (3.1.29) adalah
0 t t t .
dr(t) :E[ f(0,t) + jo(a(s,t) j cf(s,u)du)ds+ jo o (s, t)dW (S)Jdt

Persamaan di atas dapat ditulis sebagai

dr(t)={§f(O,t)}dt+{%J';(a(s,t).|':a(s,u)du)d }dt+{§ [lots, t)dW(s)}

Suku ke tiga ruas kanan persamaan di atas dapat diuraikan menjadi

0 0 rt t o0o(s,t)
dr(t) = {E f(O,t)}dt +{Ejo(a(s,t)_[s (s, u)du)ds}dt +{ T a (s)}dt Lot AW (1),
(3.1.30)
Gunakan Rumus Leibniz (lihat lampiran 2) pada turunan parsial suku ke dua ruas

kanan persamaan di atas. Berikut prosesnya

% I;(a(s,t) [\ots, u)du)ds -

ta{a(s,t) j:a(s,u)du} ds
0 o

+o(t,t) I:o-(t,u)du%—{o-(o,t) j o (0, u)duﬁ_o}

Karena integral dari t sampai tadalah O dan %juga 0 maka persamaan di atas

dapat disederhanakan menjadi

{a(s o[ ot u)du}
ot
Uraikan turunan parsial pada ruas kanan sehingga persamaan menjadi

—j (a(s o[ oG, u)du)ds_j

aj o(s,u)du
ot

to {U(S t)}
ot

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

ds.

_J‘ (a(s t)j o(s, u)du)ds _j j o (s, u)duds+j o(s,t)

(a(s o[ o(s. u)du)ds [ ‘ML:’O} [{o(s.uyduds +[ o (s.t)ds.

ot Jo
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Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.1.30) maka didapat model
tingkat bunga short rate berikut

dr(t) = 8f(° AOY 4, {j (a"(s t)j s, u)du)ds+.[ & (s, t)ds}

+{ j tmolw (s)}dt +o(t, )W (t). (3.1.31)

Keempat suku pada ruas kanan dapat diinterpretasikan sebagai berikut.
Suku pertama menyatakan ukuran kemiringan (slope) dari kurva nilai awal

forward rate, yang memberikan kontribusi pada koefisien drift r(t). o(t,t) pada
suku terakhir menyatakan simpangan baku dari dr(t) . Seperti telah dijelaskan
pada hal 27 o (s,t),s <t dapat tergantung pada variabel random yang dinyatakan
dengan argument ketiga. Dengan demikian maka o (s,t),s <t pada suku ke dua

dan ke tiga ruas kanan persamaan (3.1.31) dapat tergantung pada nilai variabel
random yang diamati pada waktu-waktu sebelum tsehingga hal ini dapat

menyebabkan r(t) bersifat non-Markovian. Jikac(s,t) hanya tergantung pada s
dan tmaka suku ke tiga merupakan satu-satunya penyebab r(t) bersifat non-
Markovian karena suku tersebut tergantung juga pada nilai dW (s),s <t . Jadi
persamaan (3.1.31) memperlihatkan bahwa koefisien drift dari r(t) bergantung
lintasan karena melibatkan seluruh lintasan proses Wiener W (s) antara waktu 0

sampai waktu t. Dengan kata lain jika fungsi volatilitas forward rate tidak
konstan maka r(t) bersifat non-Markovian [Kwok, 1998].

Setelah didapat model tingkat bunga short rate, pembahasan selanjutnya
adalah proses untuk menentukan persamaan harga zero-coupon bond yang

memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk-neutral, kembali pada persamaan (3.1.3)
T
InB(t,T) = ‘L f (t,u)du.

Ambil T =u lalu substitusikan pada persamaan (3.1.27) sehingga persamaan
(3.1.27) menjadi

f(t,u) = f(0,u) +j{a(s,u)js“a(s,v)dv}ds +ja(s,u)dV\7 (s) .

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.1.3) maka didapat
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T T ¢ u T t ~
B T)=—| f(O.u)du-| { | {o-(s,u) [ o(s,v)dv} ds}du - { [o(s,waw (s)}du.
0 0
(3.1.32)
Substitusikan t =0 pada persamaan (3.1.3) sehingga diperoleh
INB(0,T) = — jOT £(0,u)du. (3.1.33)
Dengan substitusi T =t pada persamaan (3.1.33) maka dihasilkan
InB(0,t) = — j; £(0,u)du. (3.1.34)

Kemudian uraikan E f (0,u)du pada persamaan (3.1.32) sehingga menjadi
penjumlahan integral berikut
T t T
[ f(Ou)du =jo f(O,u)du+ [ f(0,u)du.
Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagali
T T t
"t uydu=—] f(o,u)olu—(—j0 f(O,u)du).

Substitusikan persamaan (3.1.33) dan (3.1.34) pada persamaan di atas maka
didapat
~[ f(0.u)du=InBO,T)~InB(O1) .

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi

-[ " £(0,u)du = In{i((%-[))} : (3.1.35)

Substitusi persamaan di atas pada persaman (3.1.32) akan menghasilkan

InB(t,T)=In {%} L ! H{a(s,u) j a(s,v)dv} ds}du - f Ha(s,u)dw (s)}du.

Persamaan di atas dapat juga ditulis kembali sebagai

t t
B(t,T) = { i((%,I;}exp{— [l { ! (a(s, wJ; a(s,v)dv)ds}du -I { ! o (s,u)dW (s)}du}.
(3.1.36)
Persamaan (3.1.36) merupakan persamaan harga ZCB yang memenuhi kondisi no-

arbitrage dan risk-neutral.
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Sama seperti penjelasan untuk persamaan (3.1.31) makao(s,u),s<u <t
pada persamaan di atas dapat tergantung pada nilai variabel random yang diamati
pada waktu-waktu sebelum t. Kemudian karena persamaan tersebut tergantung

juga pada nilai dW (s), s <t berarti persamaan tersebut bergantung lintasan karena

melibatkan seluruh lintasan proses Wiener W (s) antara waktu 0 sampai wakitu t.

Atau dengan kata lain persamaan harga ZCB dapat bersifat non-Markovian.
Kesimpulan yang dapat ditarik dari pembahasan sejauh ini adalah tahapan

untuk menggunakan kerangka model HIM dapat dijelaskan dengan algoritma

berikut.

Algoritma 3.1.1:

1. Tentukan volatulitas forward rate o (t,T).

2. Parameter koefisien drift forward rate ditentukan dengan persaman
(3.1.26).

3. Amati struktur forward rate pada pasar hari ini { f(0,T);T >0}.

4. Untuk memperoleh forward rate gunakan persamaan (3.1.27).

5. Untuk memperoleh model tingkat bunga short rate gunakan persamaan
(3.1.31).

6. Harga zero-coupon bond ditentukan dengan menggunakan formula
(3.1.36).

Berikut akan diberikan suatu contoh model tingkat bunga short rate Ho-Lee
dan persamaan harga ZCB yang diturunkan dari kerangka model HIJM satu faktor

dengan menggunakan algoritma 3.1.1.

CONTOH :
Model tingkat bunga short rate Ho-Lee dapat diturunkan dari kerangka model
HJM satu faktor dengan menentukan fungsi volatilitas forward rate o (t,T) = o,
dimana untuk setiap t,t <T , o adalah suatu konstanta. Lalu gunakan algoritma
3.1.1 untuk menggunakan kerangka model HIM :
1. Tentukan fungsi volatilitas forward rate o (t,T) = o, dimana untuk setiap
t,t<T,o adalah suatu konstanta.

2. Dari persamaan (3.1.26) didapat
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a(tT)=of odu=c(T-t).

3. Amati struktur forward rate pada pasar hari ini { f (0,T);T >0}.

4. Dari persamaan (3.1.27) didapat forward rate sebagai berikut

f(t,T)= f(O,T)+o-2j‘(T —s)ds+o-jdV\7(s),Vte[O,T]

t

4+ odW (t)

=f(0,T)+o° {Ts—%sz}

0
=f(0,T)+0o? {Tt—%t2}+adV\7(t).

5. Dari persamaan (3.1.31) didapat model tingkat bunga short rate sebagai
berikut

mm:agﬁ

dt+{0+aZJ;ds+0} dt + odW (t)

dr(t):{af L

L azt}dt +odWi (1). (3.1.37)

Perhatikan bahwa persamaan (3.1.37) merupakan model tingkat bunga
short rate Ho-Lee [Bjork,2003]

dr(t) = O(t)dt + odWi (t), dimana O(t) = %+ o2t

6. Persamaan harga ZCB model tingkat bunga short rate Ho-Lee [ Bjork,
2003] didapat dengan melakukan substitusi fungsi volatilitas o (t,T) = o

pada persamaan (3.1.36).

0[5 | L e owfofo vl

Persamaan di atas dapat ditulis menjadi

B(t,T) = {%} exp{—az [ {i( [ dv) ds}du o (W (t)}du} .

Dengan menyelesaikan perhitungan integral di atas, didapat persamaan

harga ZCB sebagai
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B(t,T) = { i((%l))}exp{—{%aznﬁ —t)—o(T —t)W (t)H .
Setelah membahas penurunan model tingkat bunga short rate dan

persamaan harga ZCB dari kerangka model HIM satu faktor, maka pada sub bab

berikut ini akan dibahas penurunan model tingkat bunga short rate dan persamaan

harga ZCB dari kerangka model HIM satu faktor Markovian.

3.2  Persamaan Harga Zero-Coupon Bond Dari Kerangka Model HIM

Satu Faktor Markovian

Telah dijelaskan pada sub bab 3.1 bahwa salah satu input kerangka model
HJM adalah fungsi volatilitas forward rate. Selain itu dijelaskan juga bahwa
model tingkat bunga short rate dan persamaan harga ZCB yang diturunkan dari
kerangka model HIM dapat bersifat non-Markovian atau bergantung pada
lintasan. Implementasi model yang bersifat non-Markovian lebih sulit dilakukan
dibanding model yang bersifat Markovian . Pada sub bab ini akan ditunjukkan
bahwa dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate Ramaprasad Bhar
and Carl Chiarella (R-C) [Bhar , 2000] sebagai input untuk kerangka model HIM
satu faktor, dapat diturunkan suatu model tingkat bunga short rate berupa sistem
persamaan diferensial stokastik Markovian. Setelah itu akan diturunkan
persamaan harga ZCB terkait.

Sebelum membahas lebih lanjut mengenai fungsi volatilitas forward rate
R-C, perlu diingatkan kembali bahwa pada penjelasan di awal sub sub bab 3.1.1,
dikatakan bahwa fungsi volatilitas forward rate tidak hanya merupakan fungsi
waktu t, dan waktu jatuh tempo T, tetapi dapat juga merupakan fungsi tingkat

bunga short rate r(t) atau forward rate f (t,T)yang dinyatakan dengan argumen
ketiga (,.). Jadi fungsi volatilitas forward rate dapat dinyatakan dengan
o(t,T,r(t)) atau o(t,T, f(t,T)) . Untuk fungsi volatilitas forward rate R-C selain
sebagai fungsi waktu t, waktu jatuh tempo T dan short rate r(t) , fungsi

volatilitas forward rate juga dinyatakan sebagai fungsi forward rate dengan

waktu jatuh tempo tertentu f (t,¢) . Pada pembahasan selanjutnya di sub bab ini

fungsi volatilitas akan dinyatakan sebagai fungsi dari waktu t, waktu jatuh tempo
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T, short rate r(t) dan fungsi forward rate dengan waktu jatuh tempo tertentu
f (t,9) . Dengan kata lain fungsi volatilitas akan ditulis dengan
o(t,T,r(t), f(t,%)). Pembahasan lengkap mengenai proses penurunan model
tingkat bunga dan persamaan harga ZCB dengan menggunakan fungsi volatilitas
forward rate R-C akan diberikan pada penjelasan berikut.
Fungsi volatilitas forward rate R-C untuk kerangka model HIM satu

faktor dinyatakan dengan [Bhar, 2000]

o(t,T,r(t), f(t,9)=g(r(), f(t,9))e """, 0<t<9<T, (3.2.1)
dimana g(r(t), f (t,)) merupakan fungsi tingkat bunga short rate r(t) dan
tingkat bunga forward rate f(t,.%), dengan waktu jatuh tempo tertentu 9, dan A

adalah suatu konstanta.

Dengan mengacu petunjuk penyelesaian pada [Bhar, 2000], berikut ini
akan dijelaskan lebih mendalam bagaimana menurunkan suatu model tingkat
bunga short rate berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian dan
persamaan harga ZCB terkait dari kerangka model HIM satu faktor.

Untuk menurunkan model tingkat bunga short rate, pertama-tama tulis
kembali persamaan diferensial stokastik kerangka model HIM pada probability

measure Q (lihat persamaan (3.1.28) dengan argumen pada fungsi volatilitas

sesuai persamaan (3.2.1), yaitu
df (t,T) ={G(t,T,r(t), f(t,g))J.tTo(t,u,r(t), f(t,))dubdt+o(t,T,r(t), f(t,$)dW (t).

SubstitusiT =u pada persamaan (3.2.1) lalu gunakan hasil yang didapat untuk
disubstitusikan pada integrand suku pertama ruas kanan persamaan di atas,

sehingga persamaan menjadi
df (t,T) =(a(t,T, r(t), 1‘(t,19))jtT g(r(t), f(t,&))e“””du)dt

+o(t,T,r(t), T (t,9)dW (). (3.2.2)
Karena tidak mengandung variabel u maka g(r(t), f (t,4)) dapat keluar dari tanda

integral sehingga persamaan (3.2.2) menjadi

df (1) =(o(T.r(®), (. 9a(r®. 19| e Vau ot
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+o(t,T,r(t), f (t,9)dW (t).

Di bawah ini adalah penyelesaian untuk menghitung integral persamaan di atas

)

:(o-(t,T, rt), f(t. 9)g(r(), f(t"g))(L:_ln &

e—l(u—t)

df (t,T) = {a(t,T, r(t), f(t,9))g(r(t), f(t, 9))[

+o(t,T,r(t), f(t,$))dW (t).

+o(t,T,r(t), f(t, 9))dW ().

1_ e AT-D
= [O'(t,T, r(t), f(t,9)g(r(t), f (t,9)) (TJJ dt

+o(t,T,r(t), T(t,9)dW (). (3.2.3)
Dengan menggunakan persamaan (3.2.1) pada persamaan (3.2.3) maka persamaan
pergerakan forward rate dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate

R-C adalah

QA0 _

df (¢, T) :(Jz(t,T, r(t), f(t,S))( 1Ddt+o-(t,T, r(t), f (t, 9))dW (t).

Ambil T =9 maka persamaan pergerakan forward rate dengan waktu jatuh
tempo 4 dapat dinyatakan dengan persamaan berikut

el(&'—t) _ 1

df (t, ) = (02 (t, 9 r(t), f(t,S))( D dt+o(t,9,r(b), T (t,9)dW (t). (3.2.4)

Selanjutnya akan dibahas bagaimana menurunkan model tingkat bunga short rate
dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C. Untuk itu sesuaikan
penulisan argumen fungsi volatilitas persamaan (3.1.31), sehingga persamaan
(3.1.31) menjadi

dr(1) =[§ f (o,t)+{ [ 22 OLEA o(c.r(s), f(sﬂ»dujdsH dt

ot

+Uot0'2(s,t, ((s), f(s,g))ds+j;aa(5’t’ r(ast)’ TRy (s)}dt
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+o(t,t,r(t), f(t,9)dW (t) . (3.2.5)
Ambil t =sdan T =t maka persamaan (3.2.1) dapat ditulis menjadi

o(s,t,r(s), f(s,9))=g(r(s), f(s,9)e ", 0<s<I<t. (3.2.6)
Turunan parsial terhadap tdari persamaan (3.2.6) adalah

oo(st, r(;), f(s,9) _ —Ag(r(s), f (s, 9)e (3.2.7)

Dari persamaan (3.,2.6) dan (3.2.7) didapat
a‘;(s’t’r(;)’ 189D - ao(str(s), f(s.9)).

Substitusikan persamaan di atas pada suku ke dua dan suku ke empat ruas kanan

persamaan (3.2.5) sehingga didapat

dr(t) = {% : (O,t)—/l{.[;(o-(s,t, r(s), 1(5,9))[ o (s,u7(s), f(s,&'))du)dsﬂdt

+{ [{o*(s.t.r(s) f(s,S))ds}dt—{/l [Lo(s.tr(s), (s, 9o (s)}dt

+o(t,t,r(t), f(t,9)dW (t).

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

dr(t) =[§ f (o,t)—z{j;(a(s,t,r(s), f(s,g))j:a(s,u, £(s), f(s,&))du)dsﬂdt

—{zj;a(s,t, ((s), f (s, 9))dW (s)} dt+”(:az(s,t, ((s), f(s,g))ds}dt

+o(t,t,r(t), f(t,9)dW (). (3.2.8)

Tulis kembali persamaan (3.1.29) sebagai
F(t) - £ (0,1) =j;(a(s,t)j:a(s,u)du)ds+j;a(s,t)dvx7 (s) .

Tulis kembali persamaan di atas dengan argumen fungsi volatilitas sesuai dengan

persamaan (3.2.1) dimana t=sdan T =t, sehingga persamaan menjadi

F(t)— £(0,1) =_[;(0'(s,t, r(s), f(s,g))j:a(s,u,r(s), f(s,9))du)ds

+j; (51,7 (S), f(5,9))dW (s) . (3.2.9)

Kalikan kedua ruas persamaan di atas dengan (—A4) sehingga persamaan menjadi
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~2{r(® - £(0.1)} =—/1j;(a(s,t,r(s), f(s, )| ols.u.r(s), f(s,S))du)ds

~2f, o (s.t,r(s), £ (5,9)AW (5)..

Substitusikan hasil persamaan terakhir di hal 47 pada persamaan (3.2.8) sehingga

persamaan (3.2.8) menjadi

dr(t) :[% f(0,t) - A{r(t)- f(O,t)}}dtJr{L:az(s,t, r(s), f(s,3))ds} dt+o(t,t, r(t), f(t, $)dW (¢).
Tulis kembali persamaan di atas sebagai

dr(t) = [% f(0,t)-A{r(t)- f(0,t)} +1//(t)}dt+0'(t,t, r(), f(t,9)dw @),  (3.2.10)

dimana
w(t) = j;az(s,t, r(s), f(s,9))ds.. (3.2.11)

Persamaan (3.2.10) merupakan model tingkat bunga short rate dengan
menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C.

Untuk menunjukkan bahwa model tingkat bunga short rate yang
diturunkan dari kerangka model HIM satu faktor merupakan model tingkat bunga
short rate berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian, berikut ini

akan ditentukan lebih dulu persamaan diferensial dari w(t). Dengan

menggunakan Rumus Leibniz (lihat lampiran 2) maka didapat persamaan berikut

% = J-(I%ol (s.t,r(s), f(s,9))ds+a’(t,t, r(t), f(t, 9))%—02(0,t, r(0), f (0, 3))%.

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

oo(s,t,r(s), f(s,9))
ot

dy(t) ={2 jot a(s,t,r(s), F(s,9)) ds+ a2 (L, r(t), f (t,S))}dt.

Substitusikan (3.2.7) pada suku pertama ruas kanan persamaan di atas, maka
didapat

dy(t) = {—lega(s,t, r(s), (s, 9))g(r(s), f(s,9)e*ds+a?(t,t,r(t), f(t,S))}dt.
Lalu dengan menggunakan persamaan (3.2.6) pada suku pertama ruas kanan
persamaan di atas, maka didapat

dy (t) = {—zzj; &2 (s,1,1(s), f (s, Q)ds + o2 (t,t, r(t), f(t,g))}dt.
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Terakhir substitusikan (3.2.11) pada suku pertama ruas kanan persamaan di atas,
maka persamaan diferensial dari  (t) adalah

dy (1) = {24y (t)+ o> (L.t r(t), f (t,9)}dt.
Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai
dy (1) = {o?(t.t,r (), f (t,9) - 24y ()} dt. (3.2.12)

Selanjutnya perhatikan model tingkat bunga short rate berupa sistem
persamaan diferensial  stokastik (3.2.13) berikut yang terdiri  dari
persamaan(3.2.10), (3.2.4), dan (3.2.12)

dr(t) = E F(0,) - A{r(t) - f(O,t)}+1//(t)}dt+a(t,t, r(t), f (t, 9))dW ()

eﬂ.(,.gft) _1

df (t, 9) :(az(t,g, r(t), f(t,19))[ H dt+ o (t, 9, r(t), f(t, $)dW )\ .

dy (1) = {o” (t,t,r (1), f(t,9)— 22y (1)} dt

(3.2.13)

Akan ditunjukkan sistem persamaan diferensial stokastik (3.2.13) adalah
Markovian. Pertama-tama perhatikan persamaan (3.2.12) pada sistem persamaan
diferensial stokastik (3.2.13). Persamaan tersebut tidak mengandung komponen

stokastik, dan perubahan w(t) dapat diprediksi. Hal ini dapat dijelaskan sebagai
berikut. Untuk interval waktu At tertentu persamaan (3.2.12) dapat ditulis sebagai
w(t+AD) -y (1) ={o (Lt r(t), T (t,9) - 24w ()] At.
Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
w(t+At) =y ) +{o? (Gt ), f(t,9) - 24w D)} At
Artinya jika pada waktu t nilai yw(t), r(t) dan f(t,%) diketahui maka nilai
v (t+ At) dapat ditentukan, dengan kata lain perubahan w(t) dapat diprediksi.
Jadi dapat disimpulkan  (t) bersifat Markovian.

Berikutnya perhatikan kedua persamaan diferensial stokastik lainnya pada
sistem persamaan diferensial stokastik (3.2.13), yaitu persamaan (3.2.10) dan

(3.2.4). Kedua persamaan tersebut merupakan sistem persamaan diferensial
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stokastik dengan solusi r(t) dan f(t,$). Menurut teorema (2.4.1) kedua solusi
sistem persamaan diferensial stokastik tersebut bersifat Markovian.

Jadi sampai pada tahapan ini model tingkat bunga non-Markovian (lihat
persamaan 3.1.31) telah direduksi menjadi model tingkat bunga berupa sistem
persamaan diferensial stokastik Markovian (3.2.13) yang terdiri dari persamaan
diferensial stokastik (3.2.4) , persamaan diferensial stokastik (3.2.10) dan
persamaan diferensial (3.2.12).

Pada bagian akhir bab ini akan dibahas proses penurunan persamaan harga
ZCB dari kerangka model HIM satu faktor dengan menggunakan fungsi volatilitas
forward rate R-C. Tulis kembali persamaan (3.1.36) dengan argumen fungsi
volatilitas sesuai dengan persamaan (3.2.1) dimana t=sdan T =u sehingga
persamaan (3.1.36) menjadi

exp| [ | [, 1), 15,90 o5, v)av)ds ldu — [ [orts,u,v), (5, 9V 5) e |
i [osmoefe [ e

Kemudian tulis kembali persamaan di atas dengan argumen fungsi volatilitas

sesuai dengan persamaan (3.2.1) dimana t=sdan T =v sehingga persamaan

menjadi
B T)=| 2D I
B(0,t)
expli—f {j(a(s,u, (), 15,9 o(s.v.1(s), f(s,y))dv)ds}du -I {ja(s,u, (), f (s, 9)))dW (s)}du}.
(3.2.14)
Untuk menyederhanakan persamaan di atas, misal
o’ (s,u,r(s), f(s,9) =o(s,u,r(s), f(S,Q))JSUO'(S,V, r(s), f(s,4))dv. (3.2.15)

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.2.14) sehingga diperoleh
persamaan berikut

B(O.T)

B(t,T) = 50,1

exp{—f _[;(a* (s,u,r(s), f (s, 9)) Jdsdu — f I;o-(s,u, r(s), f (s, 9)dW (s)du! .
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Selanjutnya dengan menggunakan teorema Fubini (lihat lampiran 3), yaitu tukar
urutan integrasi persamaan di atas sehingga persamaan tersebut dapat ditulis
menjadi

B(0,T)
B(0,t

B(t,T) =

X

exp{ -, [ (o (s.u.7(9), T (5.9 auds - [ [ (s, u.r(5), (5, 9)eudhi ().
(3.2.16)

Dengan menggunakan persamaan (3.2.15) maka f (o (s,u,r(s), f (s, 9)))du pada

ruas kanan persamaan (3.2.16) dapat ditulis menjadi

J (" surs), tsamu=[(os,u.r(e), (5. olsvir(s), f (s 9)avfu.

(3.2.17)
Substitusikan t =sdan T =u pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk

disubstitusikan pada persamaan (3.2.17) sehingga persamaan (3.2.17) menjadi

j: (o"(s,u,r(s), (s, 9))) = f g(r(s), f (s, 9))e v Lua(s,v, r(s), f (s, 9)dvdu.
Substitusikan juga t =s dan T =v pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya

untuk disubstitusikan pada persamaan di atas, sehingga didapat

[[(o"(su.r(s). f (M) = a(r(s). £(5.9e"“ [ g(r(s), f (s, 9)e " “dvdu.

Uraikan integral dari ssampai u sebagai penjumlahan integral dari s sampai t

dan integral dari t sampai u, yaitu
J (o e fs.om)u=a(r(s). £ (s, 9)e ™ { [ 9(r(s), s, 9))e " dueu

+J‘: g(r(s), f (s, 9))e {'[tu g(r(s), f (s, 19))e““)dvdu}.

Karena tidak mengandung variabel v dan u, maka g(r(s), f (s, %)) dapat keluar

dari tanda integral. Sehingga persamaan di atas menjadi

LT (a* (s,u,r(s), f (s, ,9)))du = g2(r(s), f (s, lg))f e qy {.Lt e“““"dv}

+GA(r(S), £ (5,9 e 2| ["e* vau}.

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai
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LT (O'* (S, u, r(S), f (S, 3))) = gZ(r(S), f (S, l9))J‘tT e,g(u—s)duj’: R GORY
+gZ(r(S), f(S,Q))Jj J-tu e AU=9)a=2(v-9) qydu. (3218)

Perhatikan e~ pada suku pertama ruas kanan persamaan (3.2.18) dan
e+ e %) pada suku ke dua ruas kanan persamaan (3.2.18). Uraikan e *(“~)
dan e *“®e~*") sehingga menjadi

e A=8) _ a-A(t=5)q-A(U-1) fap @ AU-9)g-A(V-5) _ q-24(t-5)g-A(u-t)q-A(v-1)
Dengan menggunakan persamaan di atas , maka persamaan (3.2.18) dapat ditulis

sebagai
f: (o (s,u,r(s), f(s,9)))du=g*(r(s), f(s,9))e " LT e‘“““)duLt e v

+O7(r(9), £ (5, D)™ I [ ["e Ve Vavau,
(3.2.19)
Untuk menyelesaikan integral ruas kanan persamaan (3.2.19), buat pemisalan
berikut

T __1 au-n|T _1 _A(T=1) 1 _1 A1)
p(t,T)=] " Vdu= ¢ | _( e _/1(1 e*T) . (3.2.20)

Hitung integral suku ke dua ruas kanan persamaan (3.2.19) sebagai berikut

1 ”jdu
t

T pu T
j’ j’ e AU-Da=2(-0qydu :I e—ﬂ(u—t)(__e—l(v—t)
t Jt t 2/
i P T
:_zj‘t p AU (e 2(u-t) —1)du

17/ e A
:ZL (_e 24(u-1) | @A t))du

= i(i e*U(lH) _ieﬂ(ut)j
A\ 24 A

T

t

:iz(efzz(rt) —2e MO _14 2)

24

_ iz(e—Zl(T—t) _ 20D +1)
24

) 212 (1-em0)
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Gunakan (3.2.20) pada persamaan di atas, maka integral suku ke dua ruas kanan
persamaan (3.2.19) menjadi

T ¥ e AU-0g-20-0 gy dy ZE(DZ tT). (3.2.21)
N 2

Substitusikan persamaan (3.2.20) pada suku pertama ruas kanan persamaan
(3.2.19) dan substitusikan (3.2.21) pada suku ke dua ruas kanan persamaan
(3.2.19) maka didapat

J.tr(g*(s,u, r(s), f (s, 9)))du =o(t, T)g?(r(s), f(S,lg))e—l(t—s)J':e_Mv_s)dV
+%¢2(t,T)gz(r(s), f(s,9))e . (3.2.22)

Substitusikan t = sdan T =u pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk

disubstitusikan pada persamaan (3.2.22) sehingga didapat
.[T (a*(s,u, r(s), f(s, 9)))dU =o(t,T)o(s,t,r(s), (s, 3))ag(r(s), f (s, ’9))Lt e~ 2-9) gy
+%(P2 (t, T)g?(r(s), f (s, 9))e >,

Substitusikan juga t =sdan T =v pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya

untuk disubstitusikan pada persamaan di atas, maka diperoleh
f(a*(s,u, r(s), (s,9)) Jdu=p(t.T)o(s,t,r(s), f(s,g))j:a(s,v, r(s), f (s, 9))dv
1 2 2
+Eg0 (t,T)o(s,t,r(s), T(s,9)).

Dengan menggunakan persamaan (3.2.15) pada suku pertama ruas kanan

persamaan di atas, maka persamaan menjadi
f(a*(s,u, r(s), (s,9))) = p(t.T)o"(s,t,1(s), f (s, 9)
+%¢2(t,T)O'2(S,t, r(s), f(s,9)).
Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.2.16) sehingga diperoleh

B(LT) =%(()d—,TQ2xexp{—j;[¢(t,T)a*(s,t, r(s), £(5.9)+5 0" LTI (S.LT(6), f(s,9))}ds}x

exp{—.fol J'tT o(s,u,r(s), f(s,9))dudW (s)} .
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Substitusikan t = sdan T =u pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk
disubstitusikan pada persamaan di atas sehingga didapat

B(0,T)

B(t,T) = 500

X exXp {—J';[(p(t,T)a*(s,t, r(s), f(s,9) +%g02(t,T)62(S,t, r(s), f (s, 3))}ds}x

exp{—j; g(r(s), f(s,,9)).ftT e =) dudW (s)| .

THUmS) — g A2 Hlalu substitusi pada persamaan di atas

Perhatikan e
sehingga menjadi

B(0,T)

BLT) = B(0,t)

X exXp {—J';[(p(t,T)a*(s,t, r(s), f(s,9) +%g02(t,T)62(s,t, r(s), f (s, 3))}ds}x

exp{— [La(r(). f (s, 9)e 2 e Vduavy (s)} .

Substitusikan t =s dan T =t pada (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk

disubstitusikan pada persamaan di atas, sehingga didapat

B(t,T)= mX exp{—J:[(p(t,T)a*(s,t, r(s), f(s,9) +%¢2 (t,T)o’(s,t,r(s), f (s, 9))}ds}x

exp{— [{o(s 1), f(5.9)[ e A Ddudd (s)} .

Lalu substitusikan persamaan (3.2.20) pada persamaan di atas sehingga

persamaan menjadi

B(0,T)

B(t,T)= 50,0

xexp{—_‘:[(p(t,T)a*(s,t,r(s), f(S,19)+%g02(t,T)0'2(S,t, r(s), f(s,3))}ds}x

exp{—j;(p(t,T)a(s,t,r(s), f(s,3)dV\7(s)}.

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi

B(0,T)

B(t,T)= B(0.1)

exp{—— (tT)j 2(s,t,1(s), f (s, 9)ds}

exp{—(p(t,T)j;[a*(s,t, ((s), (5, 9)ds+ o (.1, 1 (), f(s,9)dV\7(s)]}.

Substitusikan persamaan (3.2.11) pada persamaan di atas, maka di dapat

persamaan harga zero-coupon bond sebagai berikut

B(0, T 1, tr . .
B(t,T) :émlexp{—5¢ E T e[ [o" (.t r(s), f(s,9)ds+0(s,tr(s), f(s,9)dW (s)]}.
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Substitusikan t = u pada persamaan (3.2.15) lalu gunakan hasilnya untuk
disubstitusikan pada persamaan di atas, sehingga persamaan menjadi

BOT). [ 1, )
B T) - o) exp{ L (t,T)w(t)}

exp{—¢(t,T)J;[{a(s,u,r(s), f(s,Q))Lu o(s,v,r(s), f(s,9))dvyds+o(s,t,r(s), f(s,S)dW(s)}}.

(3.2.23)
Kemudian substitusikan u = v pada persamaan (3.2.9) dan gunakan hasilnya untuk
disubstitusikan pada persamaan (3.2.23) sehingga didapat persamaan harga zero-

coupon bond berikut

B(t,T)= El_;)((%'—[))xexp{—[%(oz (6. T (1) - (6, T)(r (1) - f(O,t))}}, (3.2.24)

dengan ¢(t,T) = %(1—e‘m‘”) yang merupakan persamaan (3.2.20).

Persamaan (3.2.24) merupakan persamaan harga zero-coupon bond sebagai fungsi

dari waktu t , waktu jatuh tempo T, tingkat bunga short rate r(t) dan forward
rate f(t,.9) dengan waktu jatuh tempo tertentu $. Kemudian r(t), f (t,%) dan
w (t) memenuhi sistem persamaan differensial stokastik Markovian (3.2.13) yang

terdiri dari persamaan differensial stokastik (3.2.4), (3.2.10) dan (3.2.12).
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BAB 4
KERANGKA MODEL HEATH-JARROW-MORTON MULTIFAKTOR
MARKOVIAN

Pada bab ini pertama-tama akan dibahas penurunan model tingkat bunga
short rate dan persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka model Heath-
Jarrow-Morton multifaktor. Akan ditunjukkan model short rate dan persamaan
harga ZCB yang diturunkan dari kerangka model HIM multifaktor dapat bersifat
non-Markovian atau bergantung pada lintasan. Implementasi model yang bersifat
non-Markovian lebih sulit dilakukan dibanding model yang bersifat Markovian.
Pada pembahasan di bab ini akan digunakan generalisasi fungsi volatilitas
forward rate R-C sebagai input kerangka model HIM multifaktor untuk
menurunkan model tingkat bunga sehingga dihasilkan model tingkat bunga
berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian, serta persamaan harga
ZCB terkait. Kerangka model Heath-Jarrow-Morton yang dibahas pada bab ini
menggunakan n proses Wiener yang saling bebas, sehingga disebut kerangka
model Heath-Jarrow-Morton multifaktor. Berikutnya dengan menentukan fungsi
volatilitas forward rate tertentu akan diturunkan model tingkat bunga generalisasi

Hull-White dan persamaan harga zero-coupon bond (ZCB) terkait.

4.1  Persamaan Harga Zero-Coupon Bond Dari Kerangka Model Heath-

Jarrow-Morton Multifaktor

Konsep dan tahapan penurunan model tingkat bunga dan persamaan harga
ZCB yang akan dilakukan pada sub bab ini hampir sama dengan konsep dan
tahapan penurunan persamaan model tingkat bunga dan harga ZCB yang telah
dilakukan pada sub bab 3.1 dan sub bab 3.2. Perbedaannya adalah pada bab 3
penurunan persamaan diawali dengan kerangka model HIM satu faktor yang
diasumsikan sebagai persamaan forward rate pada probability measure P di dunia
nyata dengan satu proses Wiener sementara pada bab ini penurunan persamaan
diawali dengan kerangka model HIM multifaktor yang diasumsikan sebagai

persamaan forward rate pada probability measure P di dunia nyata
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dengan n proses Wiener yang saling bebas. Kemudian dengan menggunakan
suatu persamaan yang menyatakan relasi antara harga ZCB dan forward rate
(persamaan (2.5.4) ) akan diturunkan dinamika harga ZCB. Tetapi dinamika harga
ZCB dapat juga dinyatakan sebagai model kontinu yang mengikuti proses Ito,
sehingga dengan menggunakan lemma Ito dapat diturunkan dinamika harga ZCB
berdasarkan lemma Ito. Kemudian dengan menggunakan dinamika harga ZCB
yang diturunkan dari persamaan (2.5.4) dan dinamika harga ZCB berdasarkan
lemma Ito tersebut dapat diturunkan dinamika harga zero-coupon bond yang
memenuhi proses Ito dan dinyatakan dalam short rate , koefisien drift forward
rate dan fungsi volatilitas forward rate.

Sebelum membahas lebih lanjut tentang hal di atas perlu dijelaskan lebih
dahulu tentang ruang probabilitas ketidakpastian ekonomi tingkat bunga.

Asumsikan suatu perdagangan ekonomi yang kontinu pada interval waktu
perdagangan [0, 2'] untukz >0, rtetap, dan suatu perdagangan continuum default
free zero-coupon bond {B(t,T):0<t<T <z}. B(t,T) adalah harga ZCB pada
waktu t dengan waktu jatuh tempoT (lihat definisi 2.5.1). Ketidakpastian
perekonomian didekati dengan suatu ruang probabilitas (2, 7, P), dengan Q

adalah ruang sampel, F adalah o -field yang merupakan measurable events dan P

adalah suatu probability measure pada dunia nyata. Perubahan informasi pada

interval waktu perdagangan dinyatakan dengan filtrasi {]—: }tZO yang dibangun oleh

proses Wiener berdimensi n>1 yaitu W (t) = {Wl(t),W2 (t),... W, (t)} dimana

0<t<r
W, (t), W, (t); i, j=1...,nsaling bebas [Sen, 2000].
Untuk setiap waktu jatuh tempo T yang tetap, kerangka model HIM

multifaktor { f (t, T):0<t <T <z} diasumsikan sebagai suatu persamaan integral

stokastik forward rate pada probability measure P sebagai berikut

f(t,T) = f(O,T)+ja(s,T)ds+Zn:jai(s,T)dWi(s),Vt e[0,T]. (4.1.1)

i=1 o

Turunan persamaan (4.1.1) terhadap t dapat dinyatakan dengan
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df (t,T) = e (t, T)dt + iai (t, T)dw,(t),vte[0,T], (4.1.2)

dimana :

e (t,T)adalah koefisien drift forward rate dan o;(t,T), i =1,...,nadalah
fungsi volatilitas forward-rate untuk proses Wierner ke i,i=1,...,n.
Secara ekonomi (t,T) adalah ekspektasi pergerakan tingkat bunga
persatuan waktu dano; (t,T) adalah ukuran ketidakpastian pergerakan
tingkat bunga persatuan waktu yang diakibatkan oleh proses Wiener ke i,
i=1..n.

e Untuk setiap T yang tetap dan T <z, diasumsikan proses stokastik

{a(t,T),0<t<T}, dan {o;(t,T),0<t<T}, i=1,..,n adalah adapted

pada filtrasi {#},

>0

T Ji
. j|a(t,T)|dt<+oo dan qu(t,T)dt<+wuntuk i,i=1..n.
0

0

Untuk menentukan persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka
model HIM multifaktor, gunakan persamaan yang menyatakan relasi harga zero-
coupon bond dan forward rate (persamaan (2.5.4)) berikut ini

B(t,T) :exp{—J'tT f(t,u)du}.

Dengan menggunakan proses penurunan yang serupa dengan proses yang
dilakukan pada kerangka model HIJM satu faktor (lihat hal 27-28) akan diperoleh

dinamika harga zero-coupon bond yang dinyatakan dalam short rate , r(t),
koefisien drift forward rate, «(t,u) dan fungsi volatilitas forward rate,

o,(t,u),i=12,...,n sebagai berikut

B fo-fevoml S otomp 13

(lihat persamaan (3.1.5) untuk kasus kerangka model HIM satu faktor).
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Tetapi dinamika harga zero-coupon bond dapat juga dinyatakan sebagai
model kontinu yang mengikuti proses Ito dengan persamaan diferensial stokastik
berikut [Bjork, 2003]:

dB(t,T) "
B —aB(t,T)dt+iZ=1:aiB(t,T)dWi(t) (4.1.4)

(lihat persamaan (3.1.6) untuk kasus kerangka model HIM satu faktor),
dimana o5 (t,T) menyatakan koefisien drift, o,;(t,T),i =1,2,...,n menyatakan
fungsi volatilitas harga zero-coupon bond yang berhubungan dengan proses
Wiener ke-i, 1=1,2,...,n. a(t,T) dapat juga dinyatakan sebagai ekpektasi
tingkat pengembalian (rate of return) harga zero-coupon bond persatuan waktu
dan o (t,T) adalah ukuran ketidakpastian tingkat pengembalian harga zero-
coupon bond persatuan waktu yang diakibatkan oleh proses Wiener ke i,
I=1..,n.

Berikutnya dengan menggunakan lemma Ito dapat ditentukan dinamika
harga ZCB berdasarkan lemma Ito berikut

dB(t,T) _
B(t,T)

{aB t,T) —Z%afs (t,T)}dt +Y 03 (1L T)dW, (1) . (4.1.5)
i=1 i=1
(lihat persamaan (3.1.11) untuk kasus kerangka model HIM satu faktor).
Dari persamaan (4.1.5) dan (4.1.3) akan didapat hubungan antara fungsi
volatilitas harga zero-coupon bond dengan fungsi volatilitas forward rate. Atau

dengan kata lain, untuk setiap 1=1,2,...,n akan didapat hubungan antara
o, (t,T) dengan o;(t,T) (lihat persamaan (4.1.6)). Selain itu didapat juga

hubungan antara koefisien drift harga zero-coupon bond dengan koefisien drift
forward rate dan short rate (lihat persamaan (4.1.7)). Hubungan ini dinyatakan

dengan persamaan berikut
aiB(t,T):—]oi(t,u)du,i:1,2,...,n (4.1.6)
t
(lihat persamaan (3.1.12) untuk kasus kerangka model HIM satu faktor) dan
ag(t,T)=r(t) —.Tt[a(t,u)du +%Z; oL (t,T).

Substitusikan persamaan (4.1.6) pada persamaan di atas maka didapat
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ay(t,T)=r(t) —}a(t,u)du +%Zn:(]'ai (t, u)du] JA=12,..,n. (4.12.7)

(lihat persamaan (3.1.13) untuk kasus kerangka model HIM satu faktor).
Dengan mensubstitusikan persamaan (4.1.6) dan (4.1.7) pada persamaan (4.1.4)
maka dinamika harga zero-coupon bond yang mengikuti proses Ito dalam
koefisien drift dan fungsi volatilitas forward rate, serta short rate dapat

dinyatakan sebagai

dB(t, T T 13T ’
B(i’T)) :[r(t)_[t a(t,u)du +Eizl:uai(t,u)duj }dt{

(f o (t, u)du)dWi (t)}.

n
i=1

Setelah menurunkan dinamika harga zero-coupon bond yang mengikuti
proses Ito dan dinyatakan dalam koefisien drift dan fungsi volatilitas forward
rate serta short rate, pembahasan selanjutnya adalah mengenai batasan yang
harus dipenuhi koefisien drift forward rate agar dapat dihasilkan harga ZCB yang
memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral. Untuk mendapatkan harga ZCB
yang memenuhi kondisi no-arbitrage maka harus dipenuhi lebih dulu kondisi no-
arbitrage. Sebelum membahas kondisi ini lebih lanjut berikut ini akan dibahas
mengenai dinamika harga relatif bond untuk kasus kerangka model HIM

multifaktor.

Dinamika harga relatif bond Z(t,T) dengan n proses Wiener pada
probability measure P dinyatakan dengan
dzZ(t,T) = Z(t,T){{aB (t,T)—r(t)}dt+> o (t, T)dW, (t)] (4.1.8)
i=1
Persamaan (4.1.8) identik dengan persamaan (3.1.16) untuk kasus kerangka model

HJM satu faktor. Kemudian pandang n zero-coupon bond dengan waktu jatuh

tempo T,,T,,...,T,, maka dinamika harga relatif bond dengan waktu jatuh tempo

yang berbeda dinyatakan dengan persamaan berikut
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dZ(t,T,) =Z(t,T,) _{aB (t,T,)—r(t)}dt +_Zn“<;iE,(t,Tl)<jwi (t)}

0Z(LT,)=Z(LT,) (M) -rpdt+ D o CT)AW M\ [ ) o)

dZ(t,T,)=Z(t,T,)| {es (t. T,) —r(t)} dt +Zn:0'iB(t,Tn)dWi (1)

i=1

Persamaan (4.1.9) akan dinyatakan dalam bentuk persamaan matriks. Pandang
himpunan dari proses Z (t,T;), yaitu {Z(t,T,):0<t<T,i=12,...,n} sebagai
vektor kolom berdimensi n, yaituZ(t;T,,T,,....T.)=(Z(,T,), Z(t,T,),.... Z(t, T.))".
Vektor kolom berdimensi n lainnya adalah

AT, T,,..,T.) = (a(t, T,) = r(t), s (t,T,) = r(t),...,ag (t, T,) = r(t)) dan
W(t)=(Wl(t),Wz(t),...,Wn(t))t. Kemudian o (t;T,,T,,...,T.) adalah matriks
ukuran nxn, yaitu

os(tT) o0,,tT) .. oxtT)]

ot T,) o,ptT,) ... osT,)

o (6T, T,,...T.) = , dan matriks diagonal

op(tT) o,tT) - GnB(t’Tn)_

Z(th1) 0 0
diag (2T, T, Ty = 0 ZET) e 0
0 0 v Z(6T,) ]

Dengan menggunakan matriks-matriks di atas maka dinamika harga relatif bond

dengan waktu jatuh tempo yang berbeda (4.1.9) dapat ditulis sebagai persamaan

matriks berikut

dZ(t;T,T,,...T,) =diag {Z(t;T,, T,,.. T} [A® T, T,, ... T At + o (6T, T, T ) AW ()]
(4.1.10)

Untuk waktu waktu jatuh tempo T,,T,,...,T,, asumsikan ada suatu fungsi

AT T T) = (AGTL T T A G T T T ) A G T Ty T,) )

sedemikian sehingga
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AGT, T, T) =0 T, T, .. T )AL T, T,,.... T,). (4.1.11)
Dengan asusi proses stokastik {a(t,T),O <t gTJ} dan {ai (t,T),0<t STJ} ;
I, j=1,...,n adalah adapted pada filtrasi {]—j }tZO maka berdasarkan persamaan
(4.1.6), (4.1.7) dan (4.1.11), A(t;T,,T,,...,T,)juga diasumsikan adapted pada
filtrasi {]—; }IZO (lihat hal 33 untuk kasus kerangka model HIM satu faktor). Fungsi
A(t;T,,T,,...,T,) disebut market price of risk dan A (t;T,,T,,...,T,) adalah market
price of risk yang berhubungan dengan proses Wiener ke-i, i =1,2,...,n.
Selanjutnya persamaan (4.1.11) dapat ditulis kembali sebagai

AT, T,,...T) =0 (T, T,,.. T)AGT,T,,.... T,) (4.1.12)
atau

AT, T, T,)—os (T, T,y T)AT,T,,..., T,) =0. Dalam bentuk
matriks persamaan ini dapat ditulis sebagai

ag(t,T)—r(t) op(tT) opntT) -« opET) || AT TyT,) 0
ag(t,T,)—r(t) B ot T,) outT,) .. oxtT)| A4LET,T,,....T) _ 0

ay(tT)-r(t)| lowtT) op®T) .. ox®T)|AET,T,..T.)| |0
(4.1.13)

Dengan memperhatikan sistem persamaan linier homogen di atas asumsi (4.1.11)

untuk keberadaan market price of risk terpenuhi jika matriks o (t;T,,T,,...,T,)

non singular. Selanjutnya substitusikan persamaan (4.1.12) pada persamaan
(4.1.10) sehingga didapat

dZ (4T, T, T,) =diag {Z (T, T, T oe (6T Ty TAG T T, Tt + 0 (6T, Ty, T, ) AW (1))
Berikutnya persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi

dZ(tT,T,....,T,) = diag {Z(t:T,, T, T} [0 G T, T T){AW (@) + AT, T, T, it}
(4.1.14)

Selanjutnya akan dibahas mengenai market price of risk A(t;T,,T,,...,T,)

untuk ZCB dengan waktu jatuh tempo yang berbeda, apakah market price of risk
tersebut juga berbeda. Penjelasan tentang market price of risk adalah sebagai
berikut.

Universitas Indonesia

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA Ul, 2010.



63

Seperti untuk kasus satu faktor dimana portofolio yang dibuat terdiri dari 2
jenis ZCB dengan waktu jatuh tempo berbeda, untuk kasus n faktor ini buat

portofolio yang terdiri dari (n+1) ZCB dengan waktu jatuh tempo yang berbeda,
dimana n adalah banyaknya proses Wiener. Banyaknya ZCB dengan waktu jatuh

tempo T, dinyatakan dengan &, dan portofolio dapat ditulis sebagai berikut

n+1

1= ZQkB(t,Tk)
k=1

Perubahan nilai portofolio dalam interval waktu dt adalah

n+1

dH:ZekdB(t,Tk). (4.1.15)
k=1
Perhatikan persamaan (4.1.4), untuk waktu jatuh tempo T =T, persamaan tersebut
dapat ditulis kembali sebagai
dB(t,T) = a; (t, T)B(t, T, )dt + D 0y (£, T,) B(t, T, )W, (t) -

i=1

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (4.1.15)

dI1 = niek {aB (CT)BET )+ o (LT, )B(L,T, )W, (t)},

k=1 i=1

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
n+1 n+l n
dIl = {ZﬁkaB (t,Tk)B(t,Tk)}dt+Z{Z€kai8 (t, T)B(t, T, )dW, (t)}.
k=1 k=1 Li=1
Tukar urutan penjumlahan suku kedua ruas kanan persamaan di atas menjadi

drt = {zl Qka(t,Tk)B(t,Tk)}dt +Zn:{niakam(t,Tk)B(t,Tk)}dWi (t).(4.1.16)

i=1|_k=1
Untuk menghilangkan risiko tingkat bunga asumsikan adad,, k=12,...,n

sedemikian sehingga koefisien dW (t) menjadi 0, yaitu

n+1

> 6,B(t,T,)0(t,T)=0,untuk i=12,...,n (4.1.17)
k=1
Sekarang persamaan (4.1.16) menjadi

dn:{fekaB(t,Tk)B(t,Tk)}dt. (4.1.18)
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Persamaan di atas tidak lagi mempunyai koefisien difusi dan perubahan dIT dapat
diprediksi (predictable). Kemudian agar portofolio memenuhi kondisi
no-arbitrage maka menurut [Bjork, 2003] harus dipenuhi

dIT =r(t)I1dt .

n+1

Substitusikan IT = z 6,B(t,T,) pada persamaan di atas maka didapat
k=1

dIl = r(t){nfaks(t,m}dt. (4.1.19)

k=1

Dari persamaan (4.1.18) dan (4.1.19) didapat

n+1

D> BT ) {a(t,T)-r(t)}=0. (4.1.20)

Berikutnya tulis persamaan (4.1.17) dan (4.1.20) sebagai sistem persamaan linier

homogen yang dapat dinyatakan dalam bentuk perkalian matriks berikut

918 (t,Tl) O (tlTn+1) i) B(t T, ) 0
O-ZB(t’Tl) GZB(t7Tn+1) HlB(t Tl) 0
2 1 1o _
Tne (t'Tl) Ong (tlTn+1) 1) B(t T ) 0
| A (t,Tl)—I’(t) . Qg (t’Tn+1)_r(t)_ PG T

o, (T ot T,
13( 1) 13( 1) HlB(t,Tl)
0,6 (t,T)) 0, (6T L) 0.B(T,)
Misal U = danb=| > "% |,b=0.
t,T t,T,
O-nB ( l) O-nB ( 1) 9n+lB(t1Tn+l)
| OB (t’Tl)_r(t) e Qg (t,Tn+1)—I’('[)_

Kemudian pandang sistem persamaan homogen Ub = 0 ,dimana 0 adalah matriks
kolom nol. Khusus untuk persamaan di atas matriks kolom nol berukuran
((n+1)x1). Karena b = 0 maka sistem persamaan ini punya solusi jika U
singular. Sebab jika U non singular maka ada U *sedemikian sehingga

b=U"0=0, yang kontradiksi dengan asumsi b = 0. Agar matriks U singular
maka baris terakhir dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari baris-baris

lainnya. Dengan demikian ada c,(t), i =1,2,...,n sedemikian sehingga
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[aB(t’Tl)_r(t) aB(t’Tn+1)_r(t)]=C1(t)[GlB(t’Tl) GlB(t’Tm—l)]
+C,()[o(tT) o ot T )]+ +C,M)[oT) .. optT.L)]
Dari persamaan di atas didapat persamaan berikut

a0 T) 1) =600 (LT,

aB(t,Tz)—r(t):Zn:Ci (t)oi (L, T,) (4.1.21)

T, 1) = 36, 0oL Th)

Dengan memperhatikan persamaan di atas, besaran c,(t), 1=1,2,..., ntidak
tergantung pada waktu jatuh tempo harga ZCB T, , k =1,2,...,n+1. Selanjutnya

persamaan (4.1.21) dapat dinyatakan sebagai perkalian matriks berikut

ag (t,T) —r(t) op(tT)  optT) . ogtT) | c)
ag(tT)—r(t) | | optT,)  o,(tT) .. oty || c,(t)

ag (t,Tg) —r(t) ot i) optT.) . otTi)]l c.(t)
Persamaan matriks di atas dapat ditulis kembali sebagai

ag (6, T,) - r (1) op(tT) optT) .. ogtT)|l cl(t) 0
ag (t,T,) —r(t) B op(t.T,) 0ptT,) .. optT,)|c()| |0

Lag(tLT)-rt)]| |optT) optT) .. ogtT)] c, ) O

Dengan membandingkan persamaan di atas dan persamaan (4.1.13) maka didapat

e®] [AGT.T,.T,)
M| | AET T,

&M [AEGT T, T)
Karenac,(t), i=12,...,n tidak bergantung pada waktu jatuh tempo ZCB maka

AGT,T,,...T,)
AT, T,,..T,)

AT, T,,...T,)

Universitas Indonesia

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA Ul, 2010.



66

juga tidak bergantung pada waktu jatuh tempo ZCB. Jadi market price of risk

t

ACT, T T) = (AG T T, 1), AT T T 4, (6T T, )
dapat dinyatakan hanya sebagai fungsi waktu t, yaitu A(t) .

Setelah membahas dinamika harga relatif dan market price of risk,
berikutnya akan dilanjutkan pembahasan mengenai asumsi kondisi no-arbitrage.
Kondisi no-arbitrage terpenuhi jika dapat ditentukan suatu equivalent
matrtingale measure (EMM) untuk harga relatif (Pernyataan mengenai hal ini
selengkapnya terdapat pada teorema 2.6.1). EMM untuk harga relatif ditentukan
dengan menggunakan teorema 2.6.4. Penjelasan mengenai penentuan EMM ini

adalah sebagai berikut. Perhatikan persamaan (4.1.14) dimana W (t) adalah proses

Wiener pada probability measure P dan A(t;T,,T,,...,T,) = A(t) adapted pada
filtrasi{ % | _ . sertaasumsikanE, [exp {%E 22 (s)dsﬂ < oo maka berdasarkan

teorema 2.6.4 (i) terdapat probability measure Q yang ekivalen dengan
probability measure P dan berdasarkan teorema (2.6.4) (iii)
dW (t) = dW (t) + A(t)dt . (4.1.22)
Substitusikan hasil ini pada persamaan (4.1.14) akan didapat

dZ(LT, T, T,) = diag {ZE T, T, s T 06 (6T, T, T)AW (®) ], (4.1.23)

dimana W (t) adalah prosesWiener pada probability measure © dan dw (t)
adalah perubahan prosesWiener pada probability measure Q.

Persamaan (4.1.23) merupakan dinamika harga relatif bond pada probability

measure Q. Tulis persamaan (4.1.23) sebagai
dZ(t,T,) =Z(t.T,)D o (t,T,)dW, ()
i=1

0Z(t,T,) = Z(T) Y 0, (T, ), 1)

i=1

GZ(tT,) = Z(T) Y 0, (T, )i, 1)

i=1
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Dengan memperhatikan persamaan di atas, untuk setiap i, j =1,2,...,n
dZ(t,T,)=Z(t,T,)D o (t,T,)dW,(t)
i=1

memenuhi persamaan (2.6.2). Sehingga untuk setiap waktu jatuh tempo
T,,T,,..., T, harga relatif bond adalah suatu exponential martingale . Jadi sampai
pada tahapan ini telah ditentukan suatu harga relatif bond yang martingale pada
probability measure Q. Dengan demikian telah dipenuhi asumsi kondisi no-

arbitrage .
Kemudian agar dapat dihasilkan harga ZCB yang memenuhi kondisi risk-
neutral maka harus dipenuhi lebih dulu kondisi risk- neutral. Sesuai dengan

definisi 2.6.4 probability measure Q yang ekivalen probability measure P
dimana harga relatif martingale disebut risk-neutral measure. Pada risk-neutral
measure Q untuk setiap i=1,2,...,n a4 (t,T.) =r(t) [Glasserman, 2000].
Substitusikan hasil ini pada persamaan (4.1.13) maka persamaan menjadi

op(tT) optT) - optT) | AETT,,...T,) 0

ot T,) 0ptT,) o oxtT) || AET,T,...T,) _ 0 , (4.1.24)

o(tT) 0ptT) .. optT)][4ET, T, T,) 0
o (LT) optT) .. optT)

oz (tT,) o,tT,) .. og(tT,) maka

dimana o (t;T,,T,,.... T,) =
ot T) otT) ... osxT,)
persamaan (4.1.24) dapat dinyatakan dengan o (t;T,,T,,...,T,)A(t) =0. Karena
oy (t;T,,T,,...,T.) non singular maka ada o' (t;T,,T,,..., T,) sedemikian sehingga
At) =05 (t;T,,T,,...,T,)0=0atau dengan kata lain market price of risk A(t) =0.
Substitusikan hasil yang telah didapat pada persamaan (4.1.22) sehingga diperoleh
dw (t) = dW (t) , dengan kata lain perubahan proses Wiener pada probability
measure ) sama dengan perubahan proses Wiener pada probability measure P.

Setelah selesai membahas kondisi no-arbitrage dan risk-neutral,

pembahasan selanjutnya mengenai batasan drift forward rate pada probability
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measure Q . Pertama-tama untuk sebarang waktu jatuh tempo T substitusikan

o, (t,T) =r(t) pada persamaan (4.1.7) maka diperoleh hasil

ja(t,u)du =%Zﬂa (t,u)du] |

Turunan parsial persamaan di atas terhadap T menghasilkan
at.T)= o,(tT)[ o(t.u)du. (4.1.25)
i=1

Jadi untuk memenuhi kondisi no-arbitrage pada risk-neutral measure Q,
koefisien drift forward rate «(t,T) harus memenuhi batasan yang dinyatakan

pada persamaan (4.1.25) untuk setiap t dan T >t.

Proses selanjutnya adalah menurunkan model short rate dan persamaan
harga ZCB dari kerangka model HIM multifaktor. Substitusikan persamaan di atas
pada persamaan (4.1.1) maka kerangka model HIM multifaktor pada probability

measure Q dapat dinyatakan dengan persamaan berikut
f(t,T) = f(O,T)+ZJ;(ai(s,T)_": o-i(s,u)du)ds+z_[;ai(s,T)dV\7i (s). (4.1.26)
i=1 i-1

Selanjutnya dengan melakukan substitusi persamaan (4.1.25) pada persamaan

(4.1.2), didapat persamaan pergerakan forward rate pada probability measure Q

sebagai berikut
df (t,T) = Zn:(ai (t,T)J-tT o, (t, u)du)dt + iai (6, T)dW. (t) . (4.1.27)

Dengan substitusi T =t pada persamaan (4.1.26) didapat persamaan short rate

dari kerangka model HIM multifaktor, yaitu
r(t) = f(t,t)

- £(0,1) +ij;(oi(s,t)j: ai(s,u)olu)ols+ij;ai (s, 0)dW. (s). (4.1.28)

Persamaan model tingkat bunga short rate dinyatakan dengan menurunkan

persamaan di atas terhadap t

dr(t) = P fOd+ t(ai 0o (s,u)du)ds+ﬁzn:{ [{o(s, )W, (S)Hdt.
ot o iT 0 s ot 0

i=1
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Perhatikan suku ke tiga pada ruas kanan persamaan di atas dimana variabel t

muncul sebagai batas atas integrasi dan dalam integrand o, (s,t), i=12,...,n

Dengan menguraikan diferensial suku ketiga ruas kanan, persamaan di atas dapat
ditulis kembali menjadi

dr(t) = {—f(o t)dt+z j(a 0] 0,6 u)du)ds+zj MdW( )}dt+Zn:§j;ai(s,t)dV\7i(s)dt.

Lalu dengan menggunakan teorema dasar kalkulus (lihat lampiran 1), persamaan
di atas akan menjadi

dr(t) = E £ (0,t)dt +i§ﬂ(o—i 9] o, (s,u)du)ds+ij aG—(St)dW (S)}dtfzn:cfi (t, AW, (1)

(4.1.29)
Gunakan Rumus Leibniz (lihat lampiran 2) pada diferensial parsial suku kedua
ruas kanan persamaan di atas, sehingga suku kedua ruas kanan dapat ditulis
menjadi

iatj( (9] o, u)du)

Inl ta{oi(s,t)fstai(s,u)du}ds
&1 o &

to, (t,t)j:o-i (t,u)du%—{ai (o,t)j & (0,u)du %}

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

: n | 010i(st) tcfi(s,u)du ds
Z;J.( (s, t)_|.G(s u)du)ds_z -[0 { Lat }

i=1 i=1

Uraikan diferensial parsial pada ruas kanan persamaan di atas sehingga persamaan

menjadi
%m0 aups= 3 [ A7BO o 6w o ﬂ#}

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai

32 etsof a3 [ AN o6 s [ e

i=1

Substitusikan hasil persamaan di atas pada persamaan (4.1.29) maka didapat
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d(t)_af(Ot)dt Z{j (a"(”)j s, u)du]ds+J' (st)ds}

{ [0 L(St)dw (s)}dt+zn:ai (t, AVl t). (4.1.30)

Keempat suku pada ruas kanan dapat diinterpretasikan sebagai berikut.

% f (0,t) pada suku pertama menyatakan ukuran kemiringan (slope) dari kurva

nilai awal forward rate, yang memberikan kontribusi pada drift r(t). Zn:af (t,t)dt
i=1

pada suku terakhir menyatakan variansi dari dr(t) (lihat keterangan di bawah
definisi (2.4.1)). Kemudian o (s,t),s<t, i=1.2,...,n pada suku kedua dan ketiga

dapat bergantung pada suatu variabel random (lihat pada awal pembahasan sub

sub bab.3.1.1 hal 26) sehingga o (s,t),s <t, i =1.2,...,n dapat tergantung pada

nilai variabel random yang diamati pada waktu-waktu sebelum t sehingga hal ini

dapat menyebabkan r(t) bersifat non-Markovian. Jika untuk setiap i =1.2,...,n

o, (s,t) hanya tergantung pada sdan tmaka suku ketiga merupakan satu-satunya
penyebab proses r(t) bersifat non-Markovian karena untuk setiap 1 =1.2,...,n
suku tersebut tergantung juga pada nilai dW, (s),s <t . Jadi jika fungsi volatilitas
o,(s,t),s<t, i=1.2,..,ntidak konstan, maka persamaan (4.1.30) memperlihatkan
bahwa koefisien drift dari r(t) bergantung lintasan karena melibatkan seluruh
lintasan proses Wiener V\7, (s), i=1.2,...,nantara waktu 0 sampai waktu t, Atau

dengan kata lain model tingkat bunga yang diturunkan dari kerangka model HIM
bersifat non-Markovian.

Setelah selesai proses menurunkan model tingkat bunga, tahapan
berikutnya adalah proses untuk menurunkan persamaan harga ZCB, perhatikan

kembali persamaan (3.1.3), yaitu

InB(t,T) =—f f(t,u)du .
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Lalu perhatikan proses penurunan persamaan (3.1.32) sampai (3.1.36). Dengan
proses penurunan yang sama dengan yang dilakukan pada HJM satu faktor maka

didapat persamaan harga ZCB berikut yang diturunkan dari kerangka model HIM

multifaktor

B(t,T)= B((%T)) x X p{ ZH (s,u)dsdu—i“;ai(s,u)dwi(s)du},
(4.1.31)

dimana

o' (s,u)=0(s, u)Lu o.(s,v)dv, i=1.2,..,n

(4.1.32)
Perhatikan persamaan (4.1.31). Seperti penjelasan untuk model tingkat
bunga pada halaman 70, maka untuk persamaan (4.1.31) dapat dijelaskan sebagai

berikut. o,(s,u),s<u<t, i=1.2,..,n dapat tergantung pada variabel random

yang dinyatakan sebagai argumen ketiga (lihat penjelasan di awal sub sub bab

3.1.1) sehingga o (s,u),s<u<t, i =1.2,..., npada ruas kanan persamaan (4.1.31)

dapat tergantung pada nilai variabel stokastik yang diamati pada waktu-waktu

sebelum t. Kemudian jika untuk setiap i =1.2,...,n, o,(s,u) hanya tergantung

pada sdan u, s<u<tmaka karena suku kedua ruas kanan persamaan (4.1.31)

yang merupakan pangkat dari exponen melibatkan perhitungan dw, (s),s<t,
I1=1.2,...,n berarti persamaan (4.1.31) tersebut bergantung lintasan karena
melibatkan seluruh lintasan proses Wiener \/\7i (s),1=1.2,...,nantara waktu 0

sampai waktu t. Sehingga untuk fungsi volatilitas tidak konstan, persamaan harga
ZCB bersifat non-Markovian.

Sampai pada tahap ini telah ditunjukkan bahwa model tingkat bunga dan
persamaan harga ZCB yang diturunkan dari kerangka model HIM multifaktor
dapat bersifat non-Markovian. Tujuan tesis ini adalah menghasilkan model
tingkat bunga short rate yang berupa sistem persamaan diferensial stokastik
Markovian dan persamaan harga ZCB terkait. Dengan menggunakan fungsi
volatilitas forward rate R-C, pada sub bab selanjutnya akan dibahas proses untuk
menentukan model short rate dengan sistem persamaan difensial stokastik
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Markovian dan persamaan harga ZCB terkait dari kerangka model HIM
multifaktor Markovian.
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berikut
1. Dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C maka model

5.2.

73

BAB 5
KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Kesimpulan dari hasil pembahasan pada tesis ini dapat diuraikan sebagai

tingkat bunga non-Markovian dapat direduksi menjadi model tingkat
bunga yang bergantung pada tiga variabel random dan memenuhi sistem
persamaan diferensial stokastik Markovian. Berdasarkan model tingkat
bunga ini dapat diturunkan persamaan harga zero-coupon bond terkait.
Penggunaan fungsi volatilitas forward rate R-C sebagai input untuk
kerangka model Heath-Jarrow-Morton multifaktor mereduksi model
tingkat bunga non-Markovian menjadi model tingkat bunga yang
bergantung pada empat variabel random dan memenuhi sistem persamaan
diferensial stokastik Markovian. Selain itu dapat diturunkan juga
persamaan harga zero-coupon bond terkait.

Dengan spesifikasi fungsi volatilitas forward rate yang sesuai dengan
fungsi volatilitas forward rate R-C sebagai input kerangka model HIM,
dapat diturunkan model tingkat bunga generalisasi Hull-White dan

persamaan harga zero-coupon bond terkait.

Saran

Untuk penelitian lanjutan adalah kemungkinan untuk menentukan suatu

fungsi volatilitas forward rate yang sesuai dengan fungsi volatilitas forward rate

R-C untuk memperoleh jenis model tingkat bunga lain selain yang dibahas pada

tesis ini dan persamaan harga zero-coupon bond terkait.
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Lampiran 1. Teorema Dasar Kalkulus

Teorema Dasar Kalkulus

Misal h adalah fungsi kontinu pada interval I dan asuatu bilangan padal .

Definisikan fungsi H pada | sebagai H (t) :Lth(s)ds. Maka H'(t) = h(t) atau

dengan kata lain % [ h(s)ds=h(t).
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Lampiran 2. Rumus Leibniz
Rumus Leibniz

Jika g(«) :Lb f (x,a)dx, dimana a dan b fungsi « , yang nilainya bertambah

sebesar Aadan Ab saat « bertambah sebesar A« .

dg(a) b O db da
Mak =L f(x,a)dx+ f(b,0)—— f(a,a)—.
aka =" Lé‘a (x,)dx + f ( a)da (aa)da
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Lampiran 3. Teorema Fubini
Teorema Fubini

Misal f(x,y)eL(l), I =1 x1,. Maka

I.  Untuksetiap xel,, f(x,y) adalah measurable dan integrable pada I,

sebagai suatu fungsi v .

ii.  Sebagai suatu fungsi x, J'IZ f (x, y)dy adalah measurable dan integrable

padal,, dan [[,  (x,y)dxdy=[ ,1[ [, fex, y)dy]dx [Bjork,2003].

Universitas Indonesia

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA Ul, 2010.



77

DAFTAR REFERENSI

Baxter, Martin dan Andrew Rennie. (2002). Financial Calculus. Cambridge
University Press.
Bhar, Ramaprasad dan Carl Chiarella. (2000). Approximating Heath-Jarrow-

Morton Non-Markovian Term Structure of Interest Rate Models with
Markovian Systems. Working paper No.76 September 2000. ISSN:1036-
7373.

Bjork, Tomas. (2003). Arbitrage Theory in Continuaous Time. Oxford University
Press.

Brigo, Damiano dan Fabio Mercurio. (2006). Interest Rate Models Theory and
Practice. Springer Finance.

Glasserman, Paul. (2003). Monte Carlo Methods in Financial Engineering..
Springer.

Heath, David, Robert Jarrow dan Andrew Morton. (1992). Bond Pricing and
Term Structure of Interest Rates : A New Methodology For Contingent
Claims Valuation. Econometrica, Vol 60. No. 1 (Januari 1992), 77-105.

Hull, John C. (2006). Options, Futures and Other Derivates. sixth edition.
Prentice Hall.

Klebaner, Fima C. (1999). Introduction Stochastic Calculus With Application.
Imperial Collage Press.

Kwok, Yue Kuen. (1998). Mathematical Models of Financial Derivatives.
Springer.

Luenberger, David.G. (1998). Investment Science. Oxford University Press.

Musiela, Marek dan Rutkowski, Marek. (1997). Martingale Methods in Financial
Modelling. Springer. Berlin.

Neftci, Salih N. (2000). An Introduction to the Mathematics of Financial
Derivatives, second edition. Academic Press.

Oksendal, Bernt. (1998). Stochastic Differential Equation. fifth edition. Springer.
Sen, Saurav. (2000). Interest Rate Modelling. Advanced Finance Lecture Series.
Shreve, Steven E. (1997). Stochastic Calculus For Finance Il. Springer.

Universitas Indonesia

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA Ul, 2010.






	HALAMAN JUDUL.pdf
	HALAMANPENGANTAR
	TESIS



