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ABSTRAK 
 

Nama  : Noorbaity 
Program Studi : Magister Matematika 
Judul  : Persamaan Harga Zero-Coupon Bond Dengan Menggunakan  

  Kerangka Model Heath-Jarrow-Morton Multifaktor Markovian 
 

Heath-Jarrow-Morton merupakan suatu kerangka model yang inputnya adalah 
fungsi volatilitas tingkat bunga.  Dengan menggunakan input ini,  dari kerangka 
model Heath-Jarrow-Morton (HJM) dapat diturunkan model tingkat bunga short 
rate yang dapat bersifat non-Markovian dan harga obligasi tanpa kupon terkait. 
Implementasi model yang bersifat non-Markovian lebih sulit dilakukan dibanding 
dengan model yang bersifat Markovian. Pada tesis ini akan ditunjukkan dengan 
menggunakan fungsi volatitas tingkat bunga Ramaprasad Bhar dan Carl Chiarella 
(R-C) [Bhar, 2000] sebagai input kerangka model HJM multifaktor dapat 
dihasilkan suatu model tingkat bunga short rate berupa sebuah sistem persamaan 
diferensial stokastik Markovian, serta persamaan harga obligasi tanpa kupon 
terkait. Kemudian dengan pemilihan fungsi volatilitas tingkat bunga R-C tertentu 
akan ditunjukkan bahwa model tingkat bunga short rate generalisasi Hull-White 
serta persamaan harga obligasi tanpa kupon terkait dapat diturunkan dari kerangka 
model HJM multifaktor Markovian. 
 
Kata kunci     :  obligasi tanpa kupon,  Heath Jarrow Morton, fungsi  

   volatilitas tingkat bunga, Markovian. 
xi+92 halaman  : 2 gambar 
Daftar Pustaka  : 15 (1992-2006) 
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ABSTRACT 
 
 

Name   : Noorbaity 
Program Study : Magister Matematika 
Title   : Zero-Coupon Bond Prices Equation  With  
                                      Heath-Jarrow-Morton Multifactor Markovian 
                                      Framework  

 
 

Heath-Jarrow-Morton is a framework with input forward rate volatility function. HJM 
multifactor framework can derive short rate models and  the zero-coupon bond prices 
that can be non-Markovian. But the implementation of the non-Markovian models is 
more difficult than Markovian models. With the Ramaprasad Bhar dan Carl 
Chiarella volatility function of forward interest rate [Bhar, 2000], it will be shown 
how non-Markovian short rate models can be modeled as a system of Markovian 
stochastic differential equations and the coresponding zero-coupon bond prices. 
Further, with certain forward rate volatility function, it is possible to obtain the 
generalized Hull-White model and the coresponding zero-coupon bond price. 
 
Key words     :  zero-coupon bond,  Heath Jarrow Morton, forward rate  
                                       volatility function, Markovian. 
xi+92 pages  : 2 pictures 
Bibliography  : 15 (1992-2006) 
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BAB 1 
PENDAHULUAN 

 
 

1.1  Latar Belakang 

Sekuritas pendapatan tetap merupakan instrumen investasi yang 

memberikan pengembalian (return) secara tetap selama periode waktu tertentu 

yang telah ditetapkan instrumen investasi tersebut.  Pada lembaran sekuritas  

pendapatan tetap tertera nilai nominal (nilai pari)  sekuritas, jangka waktu, waktu 

jatuh tempo dan tingkat bunga (kupon). Yang termasuk dalam sekuritas 

pendapatan tetap  diantaranya Sertifikat Bank Indonesia (SBI) , deposito 

berjangka dan obligasi (bond). 

Obligasi merupakan salah satu instrumen investasi yang aman selain 

logam mulia (emas), karena obligasi adalah surat utang jangka panjang yang 

biasanya dikeluarkan oleh lembaga pemerintah, perusahaan swasta, atau Badan 

Usaha Milik Negara. Contoh obligasi di Indonesia yaitu, Obligasi Ritel Indonesia 

(ORI)  dan Surat Utang Negara (SUN).  

Obligasi kupon (coupon bond) merupakan salah satu jenis obligasi yang 

diperdagangkan di pasar modal dengan tingkat bunga tetap selama masa berlaku 

obligasi.  Insentif menarik berupa tingkat suku bunga (disebut juga kupon 

obligasi) adalah untuk menarik minat para investor . Sehingga biasanya 

perusahaan harus memberikan tingkat bunga yang relatif lebih besar dari pada 

tingkat suku bunga perbankan. Misal harga pembelian obligasi  pemerintah adalah 

Rp. 100 juta untuk masa 3 tahun dengan kupon sebesar  12%.  Ini berarti bahwa 

pemilik obligasi akan memperoleh Rp. 12 juta setiap tahun selama 3 tahun sampai 

obligasi tersebut jatuh tempo. Pada waktu jatuh tempo, penerbit obligasi akan 

membayar modal kepada pemilik obligasi Rp.100 juta. 

 Zero-coupon bond (ZCB) disebut juga obligasi tanpa kupon adalah 

obligasi  yang tidak memberikan pembayaran kupon secara periodik kepada 

pemegang obligasi dan dijual di bawah nilai nominal yang tertera di kontrak 

obligasi. Jadi  keuntungan yang diperoleh seorang pembeli zero-coupon bond  

hanya didapat dari selisih antara harga obligasi tersebut dengan nilai nominalnya. 

Selisih harga obligasi dengan nilai nominal terjadi karena  adanya bunga. 
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Sehingga dapat dikatakan bahwa harga zero-coupon bond dipengaruhi oleh 

tingkat bunga yang berlaku di pasar. Harga zero- coupon bond cenderung untuk 

menjadi lebih tinggi ketika tingkat suku bunga rendah dan cenderung untuk 

menjadi lebih rendah ketika tingkat suku bunga tinggi.  Namun tingkat bunga 

yang berlaku di pasar berubah-ubah secara tidak pasti. Oleh karena itu dibutuhkan 

model yang dapat menggambarkan perilaku perubahan tingkat suku bunga agar 

dapat diketahui perkiraan harga zero-coupon bond setelah pembelian sebelum 

waktu  jatuh tempo. Dengan mengetahui perkiraan harga zero-coupond  bond 

setelah pembelian, pemilik zero-coupon bond diharapkan dapat memutuskan 

untuk tetap memiliki hingga waktu jatuh tempo atau menjualnya sebelum waktu 

jatuh tempo.  Pergerakan harga zero-coupon bond dapat diestimasi dengan 

menggunakan persamaan  harga zero-coupon bond. 

Persamaan  harga zero-coupon bond dapat diturunkan dari kerangka model 

Heath-Jarrow-Morton (Heath-Jarrow-Morton Framework). Persamaan kerangka 

model Heath-Jarrow-Morton (HJM) dalam bentuk umum, menggunakan  proses 

Wiener yang saling bebas. Kerangka model ini disebut kerangka model HJM 

multifaktor. Untuk ,  kerangka model HJM disebut kerangka model HJM 

satu faktor [Sen, 2000]. 

n

1n =

Kerangka model HJM membahas pergerakan forward rate. Input  

kerangka model  HJM dalam menurunkan persamaan harga zero-coupon bond 

adalah  nilai awal kurva forward rate dan fungsi volatilitas  forward rate.  HJM 

disebut sebagai kerangka model  karena  dengan menentukan suatu fungsi 

volatilitas akan menghasilkan model tingkat bunga tertentu dan persamaan harga 

ZCB terkait. Model tingkat bunga short rate yang diturunkan dari kerangka model 

HJM dapat bersifat non-Markovian. Dengan sifat non-Markovian maka   

implementasi model HJM  mengandung perhitungan yang tidak sederhana.   

Disisi lain model tingkat bunga short rate dari kerangka model HJM yang bersifat 

Markovian akan memiliki perhitungan yang lebih sederhana, sehingga timbul 

pertanyaan bagaimana spesifikasi fungsi volatilitas forward rate yang dapat 

mentransformasikan kerangka model HJM sehingga bersifat Markovian. Untuk 

kerangka model HJM satu faktor,  salah satu fungsi volatilitas forward rate yang 

dapat  mentransformasikan kerangka model HJM bersifat Markovian adalah 
Universitas Indonesia 
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fungsi volatilitas Ramaprasad-Chiarella (R-C) [Bhar, 2000]. Dengan 

menggunakan fungsi volatilitas forward rate (R-C) ini akan dihasilkan suatu 

model tingkat bunga short rate dengan sistem persamaan diferensial stokastik 

Markovian serta persamaan harga ZCB  terkait. 

Pada tesis ini akan dikaji penggunaan fungsi volatilitas forward rate R-C 

dalam menurunkan persamaan harga ZCB dari kerangka model HJM satu faktor 

Markovian. Kemudian dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C 

pada kerangka model HJM multifaktor akan diturunkan juga model tingkat bunga 

short rate yang berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian dan 

persamaan harga ZCB terkait. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa dengan 

menentukan suatu fungsi volatilitas   tertentu dapat diturunkan model tingkat 

bunga short rate generalisasi Hull-White dan persamaan harga zero coupon bond 

yang terkait. 

 

1.2 Permasalahan 

 Permasalahan yang akan dibahas pada tesis ini adalah  

1. Bagaimana proses penurunan kerangka model HJM satu faktor dengan 

menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C sehingga dihasilkan 

suatu model tingkat bunga short rate yang berupa sistem persamaan 

diferensial stokastik Markovian, dan persamaan harga ZCB terkait. 

2. Bagaimana mentransformasikan kerangka model HJM multifaktor 

non-Markovian sehingga dapat dihasilkan suatu model tingkat bunga 

short rate yang berupa sistem persamaan diferensial stokastik  

Markovian, dan persamaan harga ZCB terkait. 

3. Bagaimana fungsi volatilitas forward rate dari fungsi volatilitas 

forward rate R-C yang dapat menentukan model tingkat bunga short 

rate generalisasi Hull-White serta persamaan harga zero-coupon bond 

yang terkait. 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian adalah : 
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1. Menjelaskan proses penurunan kerangka model HJM satu faktor 

dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C sehingga 

dihasilkan suatu model tingkat bunga short rate yang berupa sistem 

persamaan diferensial stokastik  Markovian, dan persamaan harga 

zero-coupon bond terkait.  

2. Akan ditunjukkan bahwa dengan menggunakan fungsi volatilitas 

forward rate R-C sebagai input pada kerangka model HJM multifaktor 

maka dapat dihasilkan suatu model tingkat bunga short rate yang 

berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian dan 

persamaan harga ZCB terkait. 

3. Dengan pemilihan fungsi volatilitas forward rate R-C tertentu akan 

ditunjukkan bahwa model tingkat bunga short rate generalisasi Hull-

White  dan persamaan harga ZCB terkait dapat diturunkan dari 

kerangka model HJM multifaktor Markovian.  

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat penelitian adalah memberi informasi bahwa kerangka model HJM 

multifaktor Markovian dapat digunakan untuk menurunkan model tingkat bunga 

short rate dan menentukan harga produk turunan tingkat bunga seperti  opsi , 

obligasi dan lain-lain. 

 

1.5  Pembatasan Masalah  

Harga zero-coupon bond yang dihasilkan memenuhi asumsi 

1. Kondisi no-arbitrage. 

2. Kondisi risk-neutral.  

 

1.6 Sistematika Penulisan  

 Penulisan tesis ini akan terdiri dari 5 bab, yaitu : 

BAB I : Pendahuluan  

Menjelaskan tentang latar belakang, permasalahan, tujuan penulisan,   

manfaat peneltian, pembatasan masalah dan sistimatika penulisan. 
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BAB II   : Landasan Teori 

Bab ini menjelaskan landasan teori untuk penulisan tesis, yaitu teori 

probabilitas kontinu, proses Markovian, proses Wiener,  proses Ito. 

Kemudian dibahas juga mengenai zero-coupon bond dan tingkat bunga 

serta pembahasan terakhir mengenai equivalent martingale measure. 

BAB III  : Kerangka Model Heath-Jarrow-Morton Satu Faktor Markovian 

Bab ini membahas harga zero-coupon bond dari kerangka model Heath-

Jarrow-Morton satu faktor dan persamaan harga zero-coupon bond dari 

kerangka model Heath-Jarrow-Morton satu faktor Markovian 

BAB IV  :  Kerangka Model Heath-Jarrow-Morton Multi Faktor Markovian 

Bab ini membahas harga zero-coupon bond dari kerangka model Heath-

Jarrow-Morton multi faktor, persamaan harga zero-coupon bond dari 

kerangka model Heath-Jarrow-Morton multi faktor Markovian dan 

terakhir dibahas mengenai contoh model tingkat bunga short rate 

Markovian serta  persamaan harga zero-coupon bond terkait. 

BAB V   : Penutup 

 Berisi kesimpulan dan saran dari keseluruhan pembahasan tesis. 
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BAB 2 
STUDI LITERATUR 

 

 Pada bab ini akan dibahas beberapa teori dasar yang diperlukan pada 

pembahasan bab-bab berikutnya. Pembahasan akan meliputi teori probabilitas  

kontinu, proses Wiener, proses Ito, proses Markovian, zero-coupon bond dan 

tingkat bunga serta terakhir akan dibahas tentang equivalent martingale measure. 

2.1  Teori  Probabilitas Kontinu 

Pada sub bab ini akan dijelaskan definisi dasar dari konsep teori 

probabilitas dengan ruang sample kontinu yang merupakan landasan penting 

untuk mempelajari matematika keuangan. Beberapa hal yang akan dibahas, 

diantaranya adalah ruang probabilitas, variabel random, proses stokastik, filtrasi 

serta proses stokastik yang adapted. 

Definisi 2.1.1 :  [Shreve, 1997]  

Suatu ruang probabilitas yang terkait dengan suatu percobaan random 

adalah  triple  dimana   ( , , )Ω ΡF

1. adalah himpunan semua hasil yang mungkin dari suatu percobaan 

random dan disebut ruang sampel. 

Ω

2. adalah koleksi subset-subset dari F Ω  yang mempunyai strukturσ -field :  

a. .φ ∈F  

b. Jika maka komplemen A∈F A  , .   cA ∈F

c. Jika maka  1 2, ,...A A ∈F
1

.i
i

A
∞

=

∈∪ F

3.  adalah fungsi yang menghubungkan setiap himpunan dengan 

suatu bilangan 

Ρ A∈F

( )AΡ  yang memenuhi sifat berikut : 

a. 0 ( ) 1A .≤ Ρ ≤  

b. ( ) 1.Ρ Ω =  

c. ( )
11

i i
ii

A A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
Ρ = Ρ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∪

i jA A

untuk  di yang mutually exclusive,  

yaitu 

1 2, ,..A A . F

φ∩ = untuk i j≠ . 

Universitas Indonesia 
 

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA UI, 2010.



7 
 

Elemen-elemen  dari  σ -field F disebut kejadian-kejadian (events). Setiap 

himpunan anggota disebut himpunan measurable.  FungsiF Ρ  disebut probability 

measure [Shreve, 1997]. 

Sebelum mendefinisikan tentang proses stokastik, berikut ini akan 

dijelaskan lebih dahulu pengertian mengenai variabel random. 

Suatu variabel random X  pada ( , )Ω F adalah suatu fungsi :X RΩ→

yang m blF ‐ easura e , yaitu  untuk setiap x R∈  maka { }:ω ω( )X ≤ x ∈F  dimana 

R  a h himpuna  dala n bilangan iil  [Klebaner,1999]. r

Selanjutnya akan diberikan definisi proses stokastik. 

Definisi 2.1.3 : [Oksendal, 1998] 

Suatu proses stokastik adalah himpunan variabel random { }( ),X t t T∈  yang 

didefinisikan pada suatu ruang probabilitas ( ), , PΩ F  dan diasumsikan bernilai 

riil. 

  disebut himpunan parameter dan dapat dinyatakan s

T R+= = [
T

[
ebagai

atau )0,∞ ],bT a R+= n ⊂ , denga R+  adalah bilangan riil non-negatif. 

Perhatikan bahwa untuk setiap ω∈Ω , Ω  tetap, maka fungsi  

( , )t X t ω→ ;  t T∈  

( )X t .  Sedangkan untuk setiap t T∈ , tdisebut suatu lintasan dari  tetap maka 

lumseperti telah dijelaskan sebe nya, fungsi 

( , )X tω ω→ , ω∈Ω  

disebut suatu variabe random [Oksendal, 1998].   
iltrasi. Definisikan adalah 

l 

Pembahasan selanjutnya adalah mengenai f  tF  
σ -

ad

field

 

 yang dibangun oleh proses stokastik sampai waktu t . Dengan kata lainF

alah informasi yang diperoleh pengamat sampai waktu t . engan berlalunya 

waktu maka informasi yang diperoleh seorang pengamat akan semakin rinci. 

t  

 D

Untuk memodelkan arus informasi tentang kejadian digunakan definisi filtrasi

seperti yang  dinyatakan berikut ini. 
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efinisi 2.1.2 :  [Klebaner, 1999] D

Suatu filtrasi Fadalah himpunan dariσ -field , yaitu tF

{ }0 1F= , ,..., ,...,t TF F F ,  1t t+⊂F F . F

Definisi di atas berarti dengan m kin bertambahnya waktu maka informasi yang 

enai proses stokastik yang adapted.  

se a

diperoleh pengamat semakin lebih rinci. 

 Pembahasan terakhir adalah meng

Definisi 2.1.4 : [Klebaner, 1999] 

Suatu proses stokastik disebut { }( ),0t t TX ≤ ≤ disebut adapted pada filtrasi 

{ }0
F t t T≤ ≤
= F  jika untuk setiap t , 0 t T≤ ≤ , ( )X t  adalah tF -measurable. 

ah membahas teori probab tas tinu mak pada sub bab bSetel ili kon a erikut 

ini akan d

emenuhi proses Markov atau proses 

present value

ZCB 

ibahas suatu proses atau sifat yang menjadi topik utama pembahasan 

tesis ini, yaitu proses  Markovian. 

2.2 Proses  Markovian   

 Suatu variabel random yang m

Markovian maka hanya nilai variabel random saat ini ( )yang relevan 

untuk memprediksi nilai tersebut di masa depan (future value). Sedangkan nilai-

nilai variabel random di masa lalu dan bagaimana nilai variabel random saat ini 

diperoleh dari masa lalu tidak relevan. 

 Sebagai contoh misal harga ZCB saat ini adalah 1 juta rupiah. Maka jika 

harga mengikuti proses Markov, prediksi untuk harga ZCB di masa depan 

tidak memperhatikan harga ZCB satu minggu yang lalu, satu bulan yang lalu atau 

satu tahun yang lalu. Informasi yang relevan harga ZCB saat ini yaitu 1 juta 

rupiah. Namun prediksi harga ZCB di masa depan tidak dapat ditentukan dan 

harus dinyatakan dalam distribusi probabilitas. Secara matematis definisi proses 

Markov adalah sebagai berikut .  

Definisi 2.2.1: [Klebaner, 1999] 

Suatu proses stokastik { }( ),X t t T∈ adalah suatu proses Markov jika untuk  
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aka distribussebarang t  dan 0s > m i bersyarat ( )X t s+  jika diketahui tF  adalah 

sama dengan distribusi bersyarat ( )X t s+  jika diketahui ( )X t , jadi 

{ } { }Pr ( )) Pr )) ( )t (X t s y y X t+ ≤ = ≤F ,                X t s+                  (2.2.1)  

dimana  menyatakan tF  σ -field yang dibangun oleh 

embahas proses Markovian, pembahasan selanjutnya akan 

mengen

 persamaan pada tesis ini menggunakan kalkulus 

 proses 

.3.1 : [Glasserman, 2003] 

ard p da  adalah  suatu proses stokastik 

proses stokastik sampai 

waktu t . 

Setelah m

 

ai proses Wiener yang merupakan proses utama dalam perhitungan 

kalkulus yang melibatkan proses stokastik kontinu. 

2.3 Proses Wiener  

 Proses penurunan

stokastik waktu kontinu sebagai alat bantu pemodelan keuangan (financial 

modelling). Salah satu keutamaan dasar untuk membangun  model  yang 

memenuhi proses stokastik waktu kontinu dan berdistribusi normal adalah

Wiener. Oleh karena itu berikut ini akan dibahas definisi dan konsep dari proses 

Wiener.  

Definisi 2  

 Suatu Brownian motion stand a  [0, ]T

{ }( ),0W t t T≤ ≤ yang memenuhi sifat berikut : 

i. . (0) 0W =

i adalah suatu fungsi kontinu pada .   

Untu tuk s p , pertambahan 

i. ( )W t [0, ]T

iii. k setiap 0 10 ... nt t t T≤ < < ≤ dan un etia  n

1 1 1 1( ) ( ) ),..., ( ) ( )n nW t W t t W t W t0 2( ), ( ) (W t W t W −− saling bebas.= − −   

iv. Untuk setiap 0 s t T≤ < ≤ , [ ]( ) ( )W t W s−  berdistribus  i normal dengan

mean 0 dan variansi ( )t s− . lain  Dengan kata [ ]( ) ( ) (0,W t W s N t s)− −∼

i akibat dari sifat (i) d ) maka ( ) (0W t N∼

. 

Sebaga an (iv untuk   

gai proses Wi tuk pem

selanjutnya pada tesis ini Brownian motion akan disebut dengan proses Wiener. 

, )t   0 t T< ≤ .

Brownian motion disebut juga seba ener. Un bahasan 
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  Untuk konstanta α  dan 0σ > , suatu proses stokastik { }( ),0X t t T≤ ≤

disebut suatu proses Wiener dengan koefisien drift α  dan koefisien difusi 2σ jika  

( )X t tα
σ
−

 

adalah suatu proses Wiener standard . Jadi  

( ) ( )X t t W tα
σ
−

= . 

gai  Persamaan di atas dapat ditulis kembali seba

( ) ( )X t t W tα σ= + .                                                                                     (2.3.1) 

Jika ( )X tΔ menyatakan perubahan ( )X t selama interval wakt , maka 

dari persamaan (2.3.1) did

u tΔ

apat 

{ } { }( ) ( ) ( ) ( ) (X t t X t t t W t t t W tα σ α σ+Δ − = +Δ − +Δ − + .)  

{ } { }( ) ( ) ( ) ( ) (t X t t t t W t t W tα α σ σ+Δ − = +Δ − + +Δ − .)X t  

{ } { }( ) ( ) ( ) ( ) (X t t X t t t t W t t W tα σ+Δ − = +Δ − + +Δ − .)  

Persamaan di atas dapat ditulis sebagai 

( ) ( )X t t W tα σΔ = Δ + Δ .                                                                       (2.3.2)                             

[ ] [ ]( ) ( )E X t E t W tα σΔ = Δ + Δ . 

[ ] [ ] [ ]( ) ( )E X t E t E W tα σΔ = Δ + Δ  . 

[ ] [ ]( ) ( )E X t t E W tα σΔ = Δ + Δ .                                                                   

Karena maka ( ) (0, )W t N tΔ Δ∼

[ ]( )E X t tαΔ = Δ  atau [ ]( ) (E X t t X t)
α

+Δ −
=                        

tΔ
.                               

Jadi α a persatudalah ekspektasi an waktu (drift rate) untuk perubahan proses 

Wiener dengan koefisien drift α .  

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa 2σ adalah variansi persatuan waktu 

untuk proses Wiener dengan koefisien driftα .    

Variansi dari persamaan (2.3.2) ada lah 

 [ ] [ ]( ) ( )Var X t Var t W tα σΔ = Δ + Δ . 
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Karena tαΔ konstan maka [ ] 0Var tαΔ = [ ] [ ]2( ) ( )Var X t Var W tσΔ = Δ. Sehingga . 

Kemudian maka ( ) (0, )W t N tΔ Δ∼

[ ]2 (ar X t t+ Δ[ ] 2( )Va Δr X t tσΔ =  atau 
) ( )V X t

t
σ

−
=

Δ
.                                            

Jadi 2σ adalah variansi persatuan waktu (variance rate) untuk perubahan proses 

Wiener dengan koefisien driftα .    

Jika 0tΔ →  maka persamaan (2.3.2) dapat ditulis sebagai 

( ) ( )dX t dt dW tα σ= + .                                                                        (2.3.3)                             

 Suku  pertama Perhatikan kedua suku ruas kanan pada persamaan (2.3.3). 

menyatakan bahwa  met miliki drift rate sebesarα . Jika suku ke dua dtα

(t)dWσ  pada persamaan tersebut dihilangkan, maka persamaan akan menjadi 

)t dt(dX α= , sehingga bila diintegralkan akan diperoleh hasil ( ) (0)X t X tα=

(0)X  adalah nilai

+ , 

dengan X pada saat 0t = . Dalam periode waktu sepanjang T , 

variabel X  bertambah sebesar Tα . Suku ke dua pada persama

( )dW t

an (2.3.3), 

σ  menyatakan guncangan atau variabilitas dari perubahan X yang besar ya

adalah

n  

σ kali dari perubahan pro  Wiener standard . 

etelah pembahasan proses Wiener,  berikut ini akan dibahas mengenai 

proses Ito.    

ses

S

2.4 

bahasan ini penting mengingat kerangka model Heath-Jarrow Morton 

rsamaan yang memenuhi proses Ito. Dibawah ini akan 

diberik

) adalah proses Wiener berdimensi 

an adalah 

Proses Ito  

 Pem

diturunkan dari suatu pe

an definisi proses Ito.  

Definisi 2.4.1 : [Klebaner, 1999] 

 Misal (( ) ( ),t W t W=W 1 2 ( ),..., ( ) t
nt W t

ing bebas d

n

dengan masing-masing elemen sal  tF σ -field yang dibangun 

leho ( ),s s ≤ i bentuk  

1 0

( ) (0) ( ) ( ) ( )
t tn

i

 W t . Suatu proses Ito mempunya

Universitas Indonesia 

0
i iX t X s ds s dW sα σ

=

= + +∑∫ ∫ , 0 t T≤ ≤ ,                        (2.4.1)                              

dimana  
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•  adalah measurable. 

• proses 

(0)X 0F -

( )tα dan untuk setiap 1, 2,...,i n= ,  ( )i tσ adalah - adapted . tF

• 
0

(
T

) dt < ∞ a  dan 2

0

( )i t dtσ
T

< ∞tα∫ .s ∫ a.s,  1, 2,...,i n= . 

Proses ( )X t dapat dinyatakan  dfferent l stokastik pa dalam persamaan ia da 

[ ]0,T  sebagai 

1
( ) ( ) ( )i i

i
dX t dt t dW tσ

=

= +∑ , 0 t T( )
n

tα ≤ ≤ .                                          (2.4.2)   

Proses dan proses iσ , 1, 2,...,i n=α  pada persamaan di atas  dapat 

tergantung pada ( )X t atau ataka( )tW , yang inyd n sebagai ( , ( ))t X tα  dan

( ,i t X ( ))tσ , 2,...,i n1,= . Var s )  adalah 
1

( )i
i

t dtσ
=
∑ [Baxter, 199

Dalam ilm gsi  

ian i dari (dX t 2
n

6]. 

u ekonomi fun σ disebut juga fungsi v ya

[Hull,2006]. an standar deviasi perubahan harga suatu 

olatilitas ng 

merupakan ukuran ketidakpastian tingkat pengembalian (return) dari suatu asset 

 Ukuran ini dinyatakan deng

asset. P d rward 

s 

kan 

pergera  

ada pembahasan kerangka mo el Heath Jarrow Morton, volatilitas fo

rate merupakan ukuran ketidakpastian pergerakan forward rate, dimana volatilita

merupakan fungsi waktu,  waktu  jatuh tempo dan  short rate atau forward rate. 

Pembahasan mengenai hal ini akan dijumpai pada sub sub bab 3.1.1. 

Sebelum membahas proses Ito , berikut ini akan dibahas mengenai 

persamaan diferensial stokastik yang berperan penting dalam proses penurunan 

pesamaan ditesis ini. Persamaan dferensial digunakan untuk memodel

kan suatu sistem. Suatu persamaan diferensial dengan variabel random

disebut persamaan diferensial stokastik, yang penjelasan lengkapnya akan 

diberikan pada penjelasan berikut.  

Misal ( )W t , 0t ≥  adalah suatu proses Wiener . Suatu persaman yang 

dinyatakan sebagai  

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )dX t t X t dt t X t dW tα σ= + ,                                             (2.4.3) 

disebut suatu persamaan diferensial stokastik [Klebaner, 1999]. 
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njelasan berikut. Misal adalah 

proses Wiener  berdimensi dengan masing

ener 

                                         

Kemudian persamaan diferensial stokastik untuk n proses Wiener 

dinyatakan dengan pe ( )1 2( ) ( ),..., ( ) t
nt W t W t W t=W

-m

proses Wi

( ),

n  asing elemen saling bebas maka 

persamaan diferensial stokastik  yang dinyatakan dalam bentuk n

dapat ditulis sebagai [Klebaner, 1999] 

1
( ) ( , ( )) ( , ( ))

n

i
dX t t X t dt t X t dW

=

= +∑

(2.4.4) 

 dengan solusi  ( ) (0) ( , (
t

( )i i tα σ

0 0
1

)) ( , ( )) ( )
n t

i i
i

X t X s Xα= + ∫ s ds s X s dW sσ
=

+∑∫  . 

Proses ( )X t  adalah -measurable [Shreve, 1997

a berikut menyatakan hubungan antara solusi persamaan (2.4.3) 

Teorema 2.4.1 : [Shreve,1997] 

Markov . 

ahas mengenai lemma Ito yang berperan dalam proses 

penurunan persamaan kerangka model HJM.  

Misalkan merupakan fungsi kontinu hingga turunan kedua dan misalkan 

tF ]. 

 Teorem

dengan proses Markovian. 

Solusi persamaan diferensial stokastik adalah proses 

Berikutnya akan dib

Lemma 2.4.1 (Lemma Ito): [Glasserman,2003]             

G ( )X t  
adalah  proses Ito yang didefinisikan sebagai berikut :  

t tn

10 0
i i

i
( ) (0) ( ) ( ) ( )X t X s ds s dW sα σ= + +∑∫ ∫ , 0 t T≤ ≤ .  

=

Maka ( )G X t juga merupakan proses Ito dan  ,

2
2

2
1

( , ) ( , ) 1( , ) ( , )
nG X t G X tdG X t X tα σ

⎛ ∂ ∂
= + + ∑ ( , )( , )

2 i
i

G X tX t dt
t X X=

⎞∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠  

                              
1

( , )( , ) (
n

i i
G X t )

i

X t dW tσ ∂
+∑ X= ∂

.                                            (2.4.5)  

 

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA UI, 2010.



14 
 

Universitas Indonesia 

Setelah membahas proses Ito dan lemma Ito, selanjutnya akan dijelaskan 

teori yang juga berhubungan dengan topik utama tesis adalah zero-coupon bond 

dan tingkat bunga. Pembahasan teori ini penting, mengingat isi dari tesis ini 

ai persamaan harga zero-cou

Heath-Jarrow-Morton yang diasumsikan sebagai suatu persamaan  forward  rate. 

Forwar

 : [Bjork, 2003]   

Suatu zero-coupon bond (ZCB) dengan waktu jatuh tempo adalah suatu kontrak 

a uang ada pemegang ZCB 

pada w n 

membahas mengen pon bond dari kerangka model  

d rate merupakan salah satu jenis tingkat bunga yang akan dibahas  pada 

sub bab ini.  

2.5  Zero-coupon Bond Dan Tingkat Bunga  

Pada sub bab ini pertama-tama akan dibahas tentang zero-coupon bond, 

yang definisinya dinyatakan sebagai berikut. 

Definisi 2.5.1

T

kepyang hanya menjamin pembayaran satu satuan mat

aktu T . Harga ZCB pada waktu t  dengan waktu jatuh tempo T dinyataka

sebagai ( , )B t T , dimana 0 t T≤ ≤ . Jelas ( ,B T T ) 1, T= ∀ . 

ga zero-coupon bond ang telah disebutkan pada 

 

ita as  kondisi t : 

1. 

Untuk setiap  yang tetap, harga ZCB,  adalah differentiable 

mpo,  

4. 

ZCB stik dengan dua variabel 

waktu . 

ua waktu jatuh tempo yang mungkin. 

Graf arga ZCB  tetap. Grafik ini 

Selain asumsi untuk har y

pembatasan masalah, asumsi berikut juga diberlakukan untuk harga zero-coupon 

bond. 

Asumsi 2.5.1 : [Bjork, 2003] 

K umsikan 3  beriku

Terdapat ZCB dengan waktu jatuh tempo T untuk setiap 0T > . 

2. Relasi ( , ) 1B t t = berlaku untuk setiap t .  

3.  t  ( , )B t T

 T . terhadap waktu jatuh te

( , ) 0B t T T> ∀  [Heath,1992]. 

Harga merupakan suatu proses stoka( , )B t T

ngsi ini dise

t

Fungsi ini m

 dan T . Untuk suatu nilai t  yang tetap,  adalah fungsi dari T

emberikan harga ZCB pada sem

( , )B t T

  pada waktu ik dari f but kurva hu t , t
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adalah k smoo

 t t  

n 

lam 

sub 

 dua 

n pembelian aset dengan harga lebih rendah dan m

harga l

sebuah grafi th bernilai  riil, yaitu untuk setiap t , ( , )B t T  bersifat 

differentiable erhadap T . Sifat smooth ini sesuai dengan asumsi ketiga di a as.

Kemudian untuk waktu jatuh tempo T  yang tetap, ( , )B t T  merupakan suatu 

proses stokastik. Proses ini memberikan harga ZCB dengan jatuh tempo T  yang 

tetap pada waktu  t  yang berbeda-beda dan lintasan proses ini ti atur.  

 Untuk menjelaskan asumsi kedua, akan dijelaskan lebih dahulu pengertia

arbitrage. Penjelasan ini perlu mengingat  kondisi n trage diperlukan da

penurunan persamaan harga ZCB dari kerangka model HJM. Kondisi ini juga 

berhubungan dengan equivalent martingale measure yang akan dibahas pada 

dak ter

njualnya dengan 

o-arbi

bab 2.6 . 

Arbitrage  adalah jenis transaksi dimana seorang investor mencari 

keuntungan tanpa adanya investasi  dengan cara  menjual aset yang sama pada

harga yang berbeda pada waktu yang bersamaan. Jelas, transaksi tersebut 

melibatka e

ebih tinggi [Neftci, 2000].  

Perhatikan asumsi kedua pada asumsi 2.5.1. Asumsi kedua ( , ) 1B t t = , 

adalah untuk menghindari arbitrage. Jika ( , ) 1B t t <  maka harga ZCB pada

t  yang jatuh tempo pada hari yang sama, t , adalah lebih kecil dari 1. Sehingga 

para pelaku arbitrage akan membeli 

 

 dengan waktu 

 bu

po 

waktu 

jatuh te

 sangat 

ti

g nga 

dengan

rd 

. 

ZCB ini pada hari yang sam

d

bandin

lai saat ini hingga saat jatuh tem

a

besarnya

mpo dan mendapatkan 1 satuan mata uang. 

Perubahan harga zero-coupon bond ipengaruhi oleh perubahan 

ngkat bunga. Bunga merupakan sejumlah uang, selain dari pokok utang, yang 

harus dibayarkan oleh pihak peminjam dana sebagai kompensasi kepada pihak 

yang meminjamkan dana. Tingkat bunga adalah per an 

 besarnya pokok utang . Pada umumnya ukuran tingkat bunga yang 

dikenakan kepada peminjam dana bergantung pada faktor masa jatuh tempo 

pembayaran pinjaman,  atau yang dikenal dengan istilah maturity date. 

Terdapat beberapa jenis tingkat bunga, yaitu spot rate, short rate, forwa

rate, instantaneous forward rate dan instantaneous short rate. Spot rate (s t)  

tadalah tngkat bunga yang dikenakan mu
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. Short rate ( )r t  adalah tingkat bunga yang berlaku pada suatu interval waktu 

Forward  rate 1 2( , )

t

f t t dengan 1 2t t< , 1t  dan 2t  merupakan waktu di masa yang 

akan da

ta ang 

ous 

tang, adalah tingkat bunga yang dikenakan pada uang yang dipinjam pada 

waktu 1t  dan dibayar pada waktu 2t  dan besarnya sesuai dengan kesepaka  y

dibuat saat ini. Pembahasan tentang instantaneous forward rate dan instantane

short rate akan diberikan pada bagian akhir sub bab ini.  

Hubungan antara spot ra ( )  deng  short rate, ( )r t , dinyatakan 

dengan persamaan berikut  

} { }{ } { }1 ( ) 1 (0) 1 ) ... 1 ( 1)ts t r r r t+ = + + + − .  

Kemudian spot rate, ( )s t , dan forward rate, 1

n

te, s t

(1

, an

{

2( , )f t t , dapat dihubungkan 

dengan persamaan di bawah ini 

{ } { } { }1 ( ) 1 ( ) 1 )t u t us t s u f t( ,u −+ = + + , dengan u t< . 

Sedangkan hubungan antara forward rate,  1 2 )( ,f t t ,dan short rate, , adalah 

}− [Luenberger, 1998]. 

bah ah secara tidak pasti. Tidak ada 

sarnya nga ang an datang. Unt itu 

pada pem asan di bab 3 tingkat bunga akan dimodelkan dengan suatu variabel 

ahasan selanjutnya m ngkat bunga akan dijelaskan secara 

matem  

isi bank account ini penting karena akan 

digunakan sebagai numeraire untuk perhitungan harga relatif yang 

pemb

 ( )r t

 

yang dapat m

Pe

a

ah

{ }( , ) t ut −+ =

nduga be

{ } {1 ( ( ... 1 ( 1u r t+ + +}{ r

eru

 bu

ngenai ti

fin

1 f u

e

bah

mb

) 1r u+

nga b

 tingkat

e

1)

-ubKenyataannya tingkat bu

 di masa y  ak uk 

yang mememenuhi proses stokastik. 

tis melalui definisi bank account.  Ketika kita menyimpan sejumlah uang

pada bank account maka diharapkan jumlah uang tersebut akan bertambah sesuai 

dengan berjalannya waktu.  Investasi melalui bank account merupakan investasi 

tanpa risiko dengan risk-free rate.  De

asannya akan dijelaskan pada sub bab 2.6. 

Definisi 2.5.2 Bank Account : [Brigo, 2006] 

Misal ( )tβ adalah nilai suatu bank account pada waktu 0t ≥ , dengan asumsi  
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(0) 1β = , maka perubahan nilai bank account dapat dinyatakan deng

diferensial berikut  

an persamaan 

( ) ( ) ( ) ,d t r t t dtβ β=                                                                              (2.5.1) 

Definisi di atas  me

u 0 akan menghasilkan sejumlah nilai yang dinyatakan pada 

persamaan (2.5.2) pada waktu ,  dimana  adalah instantaneous short rate 

pada waktu .    

 

1. 

dengan solusi  

0

( )

( )
r s ds

t eβ
∫

= .                                                                                      (2.5.2)  

t

nyatakan bahwa dengan investasi satu satuan mata 

uang pada wakt

t ( )r t

t

Jenis tingkat bunga yang akan dibicarakan pada tesis ini dinyatakan pada 

definisi berikut yang berperan dalam penurunan persamaan harga zero-coupon 

bond dari kerangka model HJM. 

Definisi 2.5.3 : 

Instantaneous forward  rate ( , )f t T  adalah tingkat bunga yang dikenakan

pada uang yang dipinjam pada waktu t  dan dibayar pada waktu dimasa 

yang akan datang dan dide

 

finisikan sebagai 

T  

( , )B( , ) t T
T

∂
−

∂
.                                                                            (2.5.3) f t T =

Dari persamaan di atas maka diperoleh 

( , ) exp ( , )
T

t

B t T f t u du
⎧ ⎫

= −⎨ ⎬
⎩ ⎭
∫  [Bjork, 2003].                                        (2.5.4)                           

2. Instantaneous shor

[Glasserman, 2003].                                                        (2.5.5) 

Pada pembahasan selanjutnya di tesis ini instantaneous forward  rate akan disebut 

seb te a

rate. H  gerakan kurva forward rate,

t rate pada waktu t , ( )r t  adalah tingkat bunga yang 

dikenakan  pada pinjaman diwaktu t .  

( ) ( , )r t f t t=

agai forward  rate dan instantaneous short ra kan disebut sebagai short 

ubungan antara short rate, ( )r t , dan per

Universitas Indonesia 

( , )f t T  dapat dilihat pada gambar berikut  ini. 
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1 2( , )f t t  

2(0, )f t  

Universitas Indonesia 

 

 

Pada waktu 0 kurva forward rate didefinisikan untuk waktu jatuh tempo 
 dan short rate

 

 

Gambar 2.5.1.Pergerakan kurva forward rate. 
 (0,.)f
(0,0)0,T⎡ ⎤⎣ ⎦  (0)r f= . Pada  kurva forward rate0t >  ( ,.)f t

didefinisikan untuk waktu jatuh tempo ,t T⎡ ⎤⎣ ⎦  dan short rate
[Sumber : Monte Carlo Methods in Financial Engineering, 2003] 

persamaan ha  bond yang d n di  

kondisi has hal yan

berhubungan dengan kedua kondisi tersebut.  

2.6 

up untuk suatu model term 

tu  

Teorem  

ikian 

sehingga untuk setiap 

 ( )r t = ( , )f t t . 

 

Pada pembatasan masalah yang diberikan di bab 1 dikatakan bahwa 

rga zero-coupon ihasilka asumsikan memenuhi

no-arb g itrage dan risk-neutral. Teori selanjutnya akan memba

Equivalent Martingale Measure  

Sebelum membahas mengenai Equivalent Martingale Measure atau 

measure martingale yang ekivalen,   berikut ini akan diberikan terlebih dahulu 

teorema yang menyatakan syarat perlu dan cuk

struc re memenuhi kondisi no-arbitrage.

a 2.6.1 (Fundamental Theorem of Asset Pricing) : [Shreve, 1997]

Suatu model term structure adalah no-arbitrage jika dan hanya jika ada suatu 

probability measure  yang ekivalen dengan probability measure Ρ  sedem

[0, ]T τ∈ ,  proses ( , )
( )

B t T
tβ

 adalah martingale  pada 

probability measure . 

1(0, )f t  
2( )r t

1( )r t
(0)r

 

T2tt0  1
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  yang disebut pada teorem

definisi berikut. 

Definisi 2.6.1 : [Shreve, 1997] 

Model es-

Term structure a di atas dinyatakan dengan 

term structure adalah sebarang model matematik yang merupakan pros

proses stokastik ( , )A t T , untuk setiap T , [0, ]T τ∈ dan 0 t T≤ ≤ . 

Proses ( , )
( )

B t T  yang disebut pada teorem
tβ

( , )B t T pada saat lam s

a 2.6.1 menyatakan harga ZCB 

  dengan waktu jatuh tempo  da atuan numeraire  ( )tβ .

ya 

 

numeraire.adalah suatu aset bernilai positif dimana semua aset lainn

dinilai berdasarkan nu

Suatu 

meraire yang dipilih tersebut [Shreve,1997]. Jika 

( , ) ( , )
( )

B t T Z t T= maka ( , )
tβ

Z t T  adalah  harga relatif bond pada saat  deng

 nilai bank account 

pembahasan pada sub bab. 2.5)  sebagai numeraire ma

an 

 (lihat waktu jatuh tempo T . Kemudian dengan menggunakan

ka ( , )Z t T yaitu harga 

arelatif bond pada saat   waktu jatuh tempo T dapat dinyatak n dengan

persamaan [Sen, 2000] 

dengan  

0

( )( , )( , ) ( , )
( )

r s dsB t T
t

Z t T e B t T
tβ

−∫
= = .                             (2.6.1)

Pembahasan berikutnya tentang martingale ang disebut pada teorema 

                             

y

2.6.1.   

Definisi 2.6.2 : [Glasserman,2003] 

Suatu proses adapted bernilai riil{ }( ), 0X t t ≥  adalah suatu martingale jika  

i. ( )E X t⎡ ⎤ <⎣ ⎦ ∞untuk setiap ; 0t ≥

ii. ( ) ( )sE X t X s⎡ ⎤ =⎣ ⎦F  untuk setiap 0 s t≤ < < ∞ .  

 Perhatikan persamaan diferensial stokastik (2.4.4) . Solusi PDS adalah 

martingale jika koefi amaan tersebut adalah nol. Dengan kata lain, 

[Baxter, 1996] solusi PDS adalah 

sien drift pers

1

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
n

i i
i

dX t t X t dt t X t dW tα σ
=

= +∑
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martingale jika ( , ( )) 0t X tα = , t∀  dan persamaan (2.4.4) dapat ditulis kembali 

1

n

i=

membuat model

Teorema

sebagai .  
 

martingale yang berguna untuk 

  : [Sen,2000]  

Jika  2.6.2) 

dan 

( ) ( )dX t t

Teorem rupakan konsep 

 2.6.2

X

( , ( ))t X tσ=∑

a berikut me

 keuangan.  

 Exponential martingale

1

n

i idW

( ) ( ) ( ) ( )i i
i

t X t t dW tσ
=

= ∑ .                                                                   (d

2 ( )
t

E s dσ⎡ ⎤⎛ ⎞

Universitas Indonesia 

02
1exp s < ∞  ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ untuk setiap  t T≤ , dimana 

( )) nt R∈ , 1 2( ), ( ),...,t t tσ σ σ=( ) (nσ 

( ){ }1 2, ,..., ,n ix x= ∈ ,x 1,2,...,nR x R i = , n R  himpunan bilangan riil.  

 ( )i tσ , 1, 2,...,i n= adala

1 2( ), ( ),...,t W t W t

masing elem

h

(nW

 F - adapted.t  

adalah proses Wiener berdimensi dengan 

masing- en saling bebas.  

mak

( )( ) ) tt=W n 

( )X t adalah suatu 

udian yang dimak

a exponential martingale.                          

Kem den

teorem                                                        

Probability measure

sud gan measure ekivalen yang disebut pada 

a 2.6.1, didefinisikan berikut ini.          

Definisi 2.6.3 : [Klebaner, 1999] 

 Ρ  ekivalen dengan probability measure  jika untuk 

sebarang himpunan A , A adalah kejadian pada ruang sampel maka  

( ) 0Ρ = ⇔ ( ) 0A A = . 

Teorema 2.6.3 (Teorema Cam

Selanjutnya untuk mendapatkan measure yang ekivale dinyatakan d

teorema  2.6.2 dibawah ini. 

n alam 

eron-Martin-Girsanov) : [Sen,2000] 

Jika { }( )t  adalah suatu proses Wiener pada probability measure Ρ  dan  ( )tW γ
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ted padadap a filtrasi { }0t t T≤ <
F  serta asumsikan 1 2t⎡ ⎤⎛ ⎞

exp ( )
2 0

E s dsγΡ ⎢ ⎥⎜ < ∞∫⎜⎢ ⎥⎝⎣ ⎦
 ma⎟

⎟
⎠

ka 

 

i.  ekivalen  .  

ii. 

terdapat probability measure  sedemikian sehingga 

Ρ

1 2t td ⎧ ⎫⎪ ⎪exp ( ) ( ) ( )
20 0

s dW s s ds
d

γ γ= − −∫ ∫
⎪⎭

 ⎨ ⎬Ρ ⎪⎩

0

( ) ( ) ( )
t

W t W t s dsγ= + ∫ ,{ }( )W tiii. adalah proses Wener pada probability 

Persamaan  (iii)  dapat ditulis seb

.                                                                      (2.6.3) 

Teorema berikut adalah Teorem

Teorema 2.6.4 (Teorema Cameron-Martin-Girsanov untuk multifaktor) 

measure . 

agai  

( ) ( )dW t = ( )dW t t dtγ+

 

a Cameron-Martin-Girsanov untuk multifaktor. 

[Baxter, 1996] :  

Misal ( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )nt W t W t W t=W  Brownian motion berdimensi n pada 

probability measure Ρ dan  ( ) ( 1 2( ), ( ),..., ( ))nt t t tγ γ γ=γ  adapted  p da filtrasi a

{ }0t t T≤ <
F  serta asumsikan 2

0

1exp
2Ρ ( )E s ds⎡ ⎤⎛ t ⎞ < ∞⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣
∫ γ

⎦
 maka terdapat probability 

i. 

measure  sedemikian sehingga  

Ρ  ekivalen  .  

ii. 2

0
iΡ ⎩ 0

1

1) ( )
2

t

i i s ds
d =

⎫−
⎭

γ . 

ds adalah proses Wiener pada probability measure . 

Persamaan  (iii)  dapat ditulis sebagai  

t

exp ( ) (
n td s dW sγ⎧= ⎨ ⎬∑∫ ∫

0

( ) ( ) ( )
t

t t s= + ∫W W γiii. 

( ) ( ) ( )d t d t t d= +W W γ .                                                                     (2.6.4) 
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Kemudian definisi berikut mem

measure (martingale measure). 

Suatu risk-neutral measure (martingale measure)  adalah  sebarang probability 

 measure

berikan penjelasan mengenai  risk-neutral 

Definisi 2.6.4 : [Shreve, 1997] 

measure yang ekivalen dengan market  Ρ , dimana semua harga relatif 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

adalah martingale . 
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BAB 3 
KERANGKA MODEL HEATH-JARROW-MORTON SATU FAKTOR 

Sebelum membahas penurunan persamaan harga zero-coupon bond dari 

kerang  

 

 

ngan 

mengg n 

nga 

 

da 

00].  

tu 

ik 

asan. Pada sub bab 3.1 akan 

dibahas tor. 

d Dari Kerangka Model HJM 

 garis besar penurunan persamaan harga ZCB dari kerangka model 

HJM satu faktor dapat digambarkan dengan skema berikut 

 

ka model Heath-Jarrow-Morton multifaktor pada bab 4, pada bab ini akan

dijelaskan lebih dulu penurunan persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka

model Heath-Jarrow-Morton satu faktor. Heath Jarrow Morton (HJM) yang akan 

dibahas pada bab ini merupakan kerangka model kontinu yang dibangun oleh satu

proses Wiener sehingga disebut sebagai kerangka model satu faktor.  

Kerangka model HJM membahas pergerakan  forward rate. De

unakan  persamaan (2.5.5)  dari kerangka model HJM dapat diturunka

model tingkat bunga short rate. Selain model tingkat bunga short rate, dapat 

diturunkan juga persamaan harga ZCB.  Untuk menghasilkan model tingkat bu

short rate tertentu, kerangka model HJM membutuhkan input nilai awal kurva 

forward rate dan fungsi volatilitas forward rate. Model tingkat bunga short rate

dan persamaan harga ZCB yang diturunkan dari kerangka model HJM dapat 

bersifat non-Markovian atau bergantung pada lintasan. Karena bergantung pa

lintasan maka model non- Markovian dalam implementasinya memerlukan 

komputasi yang lebih sulit dilakukan dibanding model Markovian [Bhar, 20

Pada bagian akhir bab ini akan ditunjukkan bahwa dengan substitusi fungsi 

volatilitas R-C [Bhar, 2000] pada kerangka model HJM dapat diturunkan sua

model tingkat bunga short rate yang berupa sistem pesamaan diferensial stokast

Markovian dan persamaan harga ZCB terkait.  

Bab 3 ini terdiri terdiri dari 2 pokok bah

 penurunan  persamaan harga ZCB dari kerangka model HJM satu fak

Kemudian pada sub bab 3.2 akan dibahas penurunan  persamaan harga ZCB dari 

kerangka model HJM satu faktor Markovian. 

3.1 Persamaan Harga Zero-Coupon Bon

Satu Faktor 

Secara
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persamaan harga ZCB yang 
memenuhi kondisi no‐arbitrage dan 

risk‐neutral 
model short rate   

kerangka model HJM satu faktor pada 
probability measure  

kondisi no‐arbitrage 

dan risk‐neutral 

relasi harga ZCB dan 
forward rate 

drift forward rate restriction pada 
probability measure  

persamaan forward rate pada 
probability measure Ρ 
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Gambar 3.1.1 Skema penurunan persamaan harga zero-coupon bond dan model  
short rate dari kerangka model Heath-Jarrow-Morton 

 
 

Penjela del HJM 

iasumsikan sebagai persamaan  forward rate pada probability measure . 

Dengan

an 

1. 

.1.1 Skema penurunan persamaan harga zero-coupon bond dan model  
short rate dari kerangka model Heath-Jarrow-Morton 

 
 

Penjela del HJM 

iasumsikan sebagai persamaan  forward rate pada probability measure . 

Dengan

an 

1. 

san skema diatas adalah sebagai berikut : kerangka mosan skema diatas adalah sebagai berikut : kerangka mo

dd Ρ

u

Ρ

u

 menggunakan persamaan (2.5.4) (persamaan yang menyatakan relasi 

harga ZCB dan forward rate) maka dari kerangka model HJM dapat ditur nk

dinamika harga ZCB. Hal ini akan dijelaskan lebih lanjut pada sub sub bab 3.1.

Pembatasan masalah pada sub bab 1.4 menyatakan bahwa persamaan harga zero-

coupon bond  yang dihasilkan dari kerangka model HJM pada probability 

measure diasumsikan  memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral.  

 menggunakan persamaan (2.5.4) (persamaan yang menyatakan relasi 

harga ZCB dan forward rate) maka dari kerangka model HJM dapat ditur nk

dinamika harga ZCB. Hal ini akan dijelaskan lebih lanjut pada sub sub bab 3.1.

Pembatasan masalah pada sub bab 1.4 menyatakan bahwa persamaan harga zero-

coupon bond  yang dihasilkan dari kerangka model HJM pada probability 

measure diasumsikan  memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral.  
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dua 

ard 

 

bility 

h  forward rate. Kemudian sub sub bab 3.1.2 

mengen  

 model 

 
measur

gan 

an 

kan 

u ngenai asumsi berikut.  Asumsikan suatu perdagangan ekonomi yang 

kontinu

Untuk menurunkan persamaan harga zero-coupon bond  yang memenuhi ke

kondisi ini maka ada batasan tertentu yang harus dipenuhi koefisien drift forw

rate pada probability measure . Dengan menggunakan batasan drift forward 

rate pada probability measure ( drift forward rate restriction pada probability 

measure ) ini akan dihasilkan kerangka model HJM satu faktor pada 

probability measure  yang pe jelasannya akan diberikan pada sub sub bab 3.1.2

dan 3.1.3. Selanjutnya dari kerangka model HJM satu faktor pada proba

measure dapat diturunkan persamaan harga ZCB dan model tingkat bunga short 

rate . 

Pe bahasan pada sub bab ini  terdiri dari sub sub bab 3.1.1 mengenai 

relasi  

n

 dan 

m

arga

me

zero-coupon bond

ai drift forward rate restriction  (batasan  drift forward rate). Terakhir 

pada sub sub bab 3.1.3 akan dibahas penurunan persamaan harga ZCB.  

3.1.1 Relasi Harga Zero-Coupon Bond Dan Forward Rate 

Pada sub sub bab ini pertama-tama diperkenalkan suatu kerangka

HJM yang diasumsikan  sebagai persamaan forward rate pada probability

e dunia nyata Ρ.  Kemudian dengan menggunakan suatu persamaan yang 

menyatakan relasi harga ZCB dan forward rate (persamaan (2.5.4) ) akan 

diturunkan dinamika harga ZCB. Tetapi dinamika harga ZCB dapat juga 

dinyatakan sebagai model kontinu yang mengikuti proses Ito, sehingga den

menggunakan lemma Ito dapat diturunkan dinamika harga ZCB berdasark

lemma Ito.  Berdasarkan  persamaan dinamika yang diturunkan dari persamaan 

(2.5.4) dan dinamika harga ZCB berdasarkan lemma Ito tersebut dapat diturun

persamaan dinamika harga zero-coupon bond yang mengikuti proses Ito yang 

dinyatakan dalam koefisien drift dan  fungsi volatilitas  forward rate,  serta short 

rate. 

Sebelum membahas lebih lanjut tentang hal di atas perlu dijelaskan lebih 

dahul

 pada interval waktu perdagangan [ ]0,τ  untuk 0τ > , τ  tetap, dan suatu 

perdagangan continuum default free zero-coupon bond { }( , ) : 0B t T t T τ≤ ≤ ≤ . 
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ngan suat ang 

( , )B t T  adalah harga ZCB pada waktu t  dengan waktu jatuh tempoT (lihat 

definisi 2.5.1). Ketidakpastian perekonomian didekati de

( , , )

u ru

probabilitas Ω ΡF , dimana Ω  adalah ruang sampel, adalahF σ -field yang 

n merupakan measurable events da Ρ adalah suatu probability measure  pada 

dunia nyata. Perubahan informasi pada interval waktu perdagangan dinyatakan 

 
dengan filtrasi { } 0t t≥

F  yang dibangun oleh satu proses Wiener { } 0t t≥

probability measure Ρ [Sen, 2000]. 

Untuk setiap waktu jatuh tempo T yang tetap, kerangka

W

m

 pada  

odel HJM satu  

faktor{ }( ,f t T) 0T t: ≤ ≤ τ≤ diasumsikan sebagai suatu persamaan integral 

stokastik forward rate   pada  probability measure Ρ sebagai  berikut  

[ ]
0 0

( , ,.) ( , ,.) ( ), 0,( )
t t

, ) (0,f t T f T + s T ds s T dW s t Tα σ+ ∀ ∈∫ ,           (

{

= ∫ 3.1.1)      

dimana } 0
(0, )

T
f T

≥

nyatakan waktu jatuh tem

 adalah nilai awal kurva 

aan integral stokastik dalam

forwar

dari pengamatan [Sen, T ya eta

d rate 

ng t

yang dapat diketahui 

rs2000]. Untuk setiap pilihan p, pe amaan di atas 

merupakan persam  variabel t . Parameter T  hanya 

Turunan terhadap t  dari persamaan (3.1.1) dapat dinyatakan dengan 

me po pengamatan.  

[ ]( , ) ( , ,.) ( , ,.) ( ), 0,df t T t T dt t T dW t t Tα σ= + ∀ ∈ ,                               

dimana : 

• ( , )t T adalah koefisien  forward rate dandrift ( , )t Tσ adalah fungsi α

volatilitas forward-rate om. Secara ekon i ( ,t T )  adalah ekspektasi α

pergerakan forward rate persatuan waktu dan ( , )t Tσ  adalah ukuran

ketidakpastian pergerakan forward rate persatuan waktu.  

Untuk setiap T yang tetap dan T

 

τ≤ , diasumsikan proses stokastik• 

{ } { }( , ),0t T t Tα ≤ ≤ , dan ( , ),0t T t Tσ ≤ ≤  adalah adapted pada filtrasi 

{ } 0t t≥
F . 

• 
0

( , )
T

t Tα∫ , )t T dtdt < +∞ dan 2

0

T

σ (∫ . < +∞
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dan  koefisien drift forward rate dan 

fungsi volatilitas forward rate da variabel random lain 

sepe

Selain bergantung pada waktu  t

 a

T

 dapat juga bergantung pa

orti tingkat bunga short rate ( )r t tau f rward rate ( , )f t T  yang dinyatak

dengan argumen ketiga (,.)  [Sen,2000].  Karena tidak mempengaruhi proses 

penurunan persamaan , maka untuk penyederhanaan notasi, argumen ke tiga (,.)  

tersebut untuk sementara ditiadakan dalam pembahasan. Sehingga turunan 

persamaan (3.1.1) terhadap t dapat ditulis kembali sebagai  

an 

[ ]( , ) ( , ) ( , ) ( ), 0,df t T t T dt t T dW t t Tα σ= + ∀ ∈ .                                                

Untuk menentukan persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka m

(3.1.2) 

odel 

HJM gunakan persamaan 2.5.4 berikut, yang men

coup

yatakan  relasi  harga zero- 

on bond dan forward rate  

{ }( , ) exp ( , )
T

t
B t T f t u du= −∫ . 

Persamaan diatas dapat ditulis kembali menjadi 

 ln ( , ) ( , )
T

t
B t T f t u du= −∫ .                                                                        (3.1.3) 

  

Pada integral persamaan di atas variabel muncul sebagai batas bawah integrasi 

n dalam integrand

Turunan persamaan di atas adalah 

(ln ( , ) ( , )
T

d B t T d f t u du= −∫ . )t

t

( , )f t u . Menurut [Bjork,2003] keadda aan yang seperti ini tidak 

dapat diselesaikan dengan standard Ito formula, sehingga jawaban untuk 

persoalan tersebut diselesaikan dengan cara berikut. Untuk variabel t  yang 

muncul sebagai batas bawah integrasi akan menghasilkan suku berikut  

{ }( , )
T

t
f t u du dt

t
∂
∂ ∫ ,  

Lalu untuk variabel dalam integrandt   ( , )f t u akan menghasilkan  suku sebagai 

berikut 

( , )
T

df t u du∫ . 

Sehingga   

t
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( )( , ) ( , )
T

t
B t T d f t u du= − ∫   { }( , ) ( , )

T T

t t
f t u du dt df t u du

t
∂

= − −
∂ ∫ ∫  lnd .    

Kemudian dengan menggunakan teorema dasar kalkulus (lihat lampiran 1) ma

.                                                 (3.1.4) 

Substitusi persamaan (2.5.5) dan (3.1.2) pad

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai  

ka 

persamaan di atas dapat ditulis sebagai 

ln ( , ) ( , ) ( ,
T

d B t T f t t dt df t u= − ∫ )
t

du

a persamaan di atas maka didapat  

{ }ln ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
T

d B t T r t dt t u dt t u dW t duα σ= − +∫ .  
t

{ } {( , ) ( ) ( , ) (
T TdB t T r t t u du dt tα σ= − −∫ ∫ }, ) ( )

( , ) t t
u du dW t

B t T
.                  (3.1.5) 

Persamaan (3.1.5) merupakan dinamika harga zero-coupon bond yang dinyatakan 

dalam short rate, ( )r t , koefisien drift forward rate, ( , )t uα  dan  fungsi volatilitas  

forward rate,  ( ,t )uσ . Tetapi dinamika harga zero-coupon bond merupakan suatu 

model kontinu yang memenuhi proses Ito sebagai berikut : [Bjork,  2003]                         

( , ) ( , ) ( , ) ( )dB t T t T dt t T dW tα σ= + ,                                                (3.1.6) 
( , ) B BB t T

dimana 

 

( , )B t Tα menyatakan sebagai ekpektasi tingkat pengembalian (rate of 

return) h o-coupon bond persatuan waktu dan ( , )B t Targa zer σ  dinyatakan seba

ukuran ketidakpastian tingkat pengembalian harga zero-coupon bond persatuan 

waktu. ( , )B t T

gai 

σ dapat juga dinyatakan sebagai fungsi volatilitas harga zero-coupo

bond. 

Persam

n 

aan (3.1.6) dapat ditulis kembali sebagai  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,B BdB t T t T B t T dt t T B t T ) ( )dW tα σ= + .                           (3.1.7) 

Untuk menghasilkan  dinamika harga zero-coupon

lemma 

 bond berdasarkan 

Ito dan dinyatakan dalam short rate ( )r t , koefisien drift forward rate 

( , )t uα  serta fungsi volatilitas  forward rate )u( ,tσ , berikut ini akan ditunjukk

ulu hubungan antara fungsi volatilitas  zero-coupon bond dengan 

fungsi volatilitas forward  rate serta hubungan antara ekpektasi tingkat 

pengembalian (rate of return) harga zero-coupon bond persatuan waktu 

an 

lebih d  harga

dengan 

koefisien drift forward rate dan short rate. Proses untuk menunjukkan hubungan  
Universitas Indonesia 
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tersebut dimulai dengan menurunkan dinamika harga zero-coupon bond 

berdasarkan lemma Ito. Misal terdapat suatu fungsi G  dari harga zero-coupon 

Universitas Indonesia 

  .8) 

proses yang memenuhi persamaan (3.1.7).  

Dari persamaan (3.1.8) diperole

bond dan waktu, yaitu 

( )( , ), ln ( , )G B t T t B t T= .                                                                   (3.1

dengan  ( , )B t T  adalah 

h  

( )( )(G B t∂ ( ) 2 ( , ),G B t T t, ),T t
0

t
=

∂
, 

( , ), 1G B t T t∂
( , ) ( , )B t T∂ B t T

= ,  2 2

1
( , ) ( , )B t T B t T

= −
∂

.        

                                      (3.1.9) 

Kemudian dengan menggunakan lemma Ito, maka differensiasi fungsi  dapat 

dinyatakan sebagai berikut:  

∂

 G

( ) ( ) ( )( , ), ( , ),
( , ),

G B t T t G B t T t
d G B t T t

t
∂ ∂⎡ ⎤

= +⎡ ⎤ ⎢⎣ ⎦ ∂⎣
( , ) ( , )

( , )B t T B t T dt
B t T

α ⎥∂ ⎦
 

{ } ( ) ( )2
2

2

( , ), ( , ),1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
2 ( , ) ( , )B B

G B t T t G B t T t
t T B t T dt t T B t T dW t

B t T B t T
σ σ

⎡ ⎤∂ ∂
+ +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

.       

                                                                                                                      (3.1.10                         

Substitusi persamaan (3.1.8)  dan  (3.1.9) pada persamaan (3.1.10) sehingga 

)      

didapat hasil  

[ ] 2 21 1 1ln ( , )d B t T
⎡ ⎤⎛ ⎞

20 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) 2 ( , )B Bt T B t T t T B t T dt

B t T B t T
α σ= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 

                             
1( , ) ( , ) ( )

( , )B t T B t T dW t
B t T

σ+ .                                              

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai 

2( , ) 1( , ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) 2B B BB t T ⎩ ⎭

dB t T t T t T dt t T dW tα σ σ⎧ ⎫= − +⎨ ⎬ .                     (3.1.11) 

Dengan menggunakan persamaan (3.1.11) dan persam

hubungan antara fungsi volatilitas harga zero-coupon bond dengan fungsi 

volatili

3.1.12) 

aan (3.1.5) didapat 

tas forward rate , yaitu 

( , ) ( , )
T

B t
t T t u duσ σ= −∫ .                                                                   (
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dan  hubungan antara ekpektasi

coupon bond persatuan waktu dan fungsi volatilitas harga zero-coupon dengan 

 tingkat pengembalian (rate of return) harga zero-

short rate dan koefisien drift forward rate, yaitu 

21( , ) ( , ) ( ) ( , )
2

T

B B t
t T t T r t t u duα σ α− = − ∫ . 

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

2( , ) ( ) ( , ) ( , )
2B Bt

t T r t t u du t Tα α σ= − +∫ .  1T
                                       (3.1.13)                       

Substitusi persamaan  (3.1.12) pada persamaan di atas maka didapat 

 { }2

                                                  

Setelah didapat hubungan yang dinyatakan pada persam

substitusikan kedua persamaan tersebut  pada persamaan (3.1.6) maka dinamika 

1( , ) ( ) ( , ) ( , )
2

T T

B t t
t T r t t u du t u duα α σ= − +∫ ∫ .                     

aan (3.1.12) dan (3.1.13), 

harga zero-coupon bond yang memenuhi proses Ito dan dinyatakan dalam short 

rate, ( )r t , koefisien drift forward rate, ( , )t uα  dan  fungsi volatilitas  forward 

rate,  )( ,t uσ adalah sebagai berikut 

{ }2) ( , ) ( , ) ( )
)

T T

t

T t u du dt t u du dW t
T

σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ . 

Setelah membahas dinamika harga zero-coupon bond yang berdasarkan 

lemma Ito yang dinyatakan dalam short rate, koefisien drift forward rate dan  

fungsi volatilitas  

Pada pembatasan masalah  sub bab 1.4 dikatakan bahwa persamaan harga 

odel HJM diasumsikan  

memenuhi kondisi 

no-arbitrage. Tahapan pembahasan kondisi no-arbitrage adalah sebagai berikut 

( , 1( ) ( , )
( , 2

T

t t

dB t r t t u du
B t

α− +∫ ∫

forward rate, pembahasan berikutnya adalah mengenai batasan 

yang harus dipenuhi koefisien drift  forward rate dalam tujuan untuk 

menghasilkan harga ZCB yang memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral.  

3.1.2  Drift Forward Rate Restriction 

zero-coupon bond  yang dihasilkan dari kerangka m

no-arbitrage dan risk- neutral. Untuk memenuhi kondisi ini 

ada batasan tertentu yang harus dipenuhi koefisien drift forward rate pada 

probability measure . Sebelum membahas mengenai batasan drift forward rate  

pada  probability measure , akan dijelaskan lebih dulu mengenai asumsi kondisi 

 

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA UI, 2010.



31 
 

1. Gunakan teorema 2.6.1 untuk menghasilkan suatu model term structure 

yang memenuhi no-arbitrage. 

Universitas Indonesia 

2. Menurunkan persamaan dinamika harga relatif bond pada probability 

endapatkan probability measure  yang 

 probability measure

 
measure Ρ. 

3. Gunakan teorema 2.6.3 untuk m  

Ρ .yang ekivalen dengan   

measure .  

Pen

Pertam a  tahap 1. 

1. Teorema 2.6.1 menyatakan suatu model term structure adalah no-

yang 

4. Tunjukkan bahwa harga relatif bond adalah martingale pada probability 

 

jelasan mengenai keempat tahapan di atas adalah sebagai berikut :  

a akan dib has

arbitrage jika dan hanya jika ada suatu probability measure  
ekivalen dengan probability measure Ρ  sedemikian sehingga untuk setiap 

[0, ]T τ∈ ,  proses ( , )
( )

B t T
tβ

 adalah martingale  pada . Penje an unt

teorema 2.6.1 adalah sebagai berikut. Model term structure yang dibahas 

 ini adalah  harga ZCB ( , )B t T . Kemudian jika 

las uk 

pada tesis ( , ) ( , )B t T
( )

Z t T=

maka ( , )

tβ
, 

Z t T adalah harga relatif bond  pada waktu t   dengan waktu jatuh 

tempo T (lihat penjelasan sub bab 2.6) dimana ( )tβ  adala

Denga ggunakan nilai bank account sebagai numeraire maka dengan

persam

h numeraire. 

n men   

aan (2.6.1)  

0

( )( , )( , ) ( , )

t

r s dsB t T
( )

Z t T e B t T
β

−∫
= =   t

dimana  adalah tingkat bunga short r pada waktu  .  

Setelah tahap 1 selesai dibahas, berikutnya akan dibahas tahap 2. 

2. ty measure

ate ( )r t  t

Akan diturunkan dinamika harga relatif bond pada  probabili  Ρ. 

Dengan memperhatikan persamaan (2.6.1), ( , )Z t T dapat dinyatakan 
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sebagai  fungsi dari harga zero coupon bond ( , )B t T dan waktu t , atau 

dengan kata lain ( )( , ) ( , ),Z t T F B t T t= . Jadi turunan parsial ( ( ,F B t T

terhadap ( , )B t T dan t  adalah sebagai berikut

( )

)), t

 

Universitas Indonesia 

0
( )

t
r s ds

e
−∫ ;  

( , ),F B t T t∂
( ,B t T )

=
( )2 ( , )F B t T∂

2

,
( , )

t
B t T

0=
∂

 ;

 

( )
0

( )
( , ).

t
r s ds

e r t B t T
−∫= −

en

( ,F B t
t

∂
∂

),T t

Selanjutnya dengan m

( )

( )                                                 (3.1.14)                             

ggunakan lemma Ito didapat persamaan berikut,  

( ) ( )( , ), ( , ),B t T t
( , ) (

t T t F
dF B t T t T B t T

∂ ∂
= +

   

), t

              

( ,α , t  ) d
⎡ ⎤
⎢ ⎥

F B
( , ) Bt B t T∂ ∂⎣ ⎦

{ } ( )2
21 ( , ) ( , )B

t
t T B t T dtσ

⎡ ⎤∂
+ ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

    2

( , ),
2 (

F B t T
B t T,

   
)

( )( , ),
(

t
dW t

aan (3.1.15), m

( ).W t  

njadi 

}( )t dtα σ

( ,

t
−∫

( ,B

( )r s

                  ) ( , ) )
( , )B

F B t T
t T B t T

B t T
σ

∂
+

∂

Sustitusi aan (3.1.14) pada persam

Persamaan di atas dapat disederhanakan me

.                    (3.1.15) 

(t+

kan persam

),

 +

( )),T t

aka didapat 

ds⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎣ ⎦

) )dW

( ) 0 0( ) ( , ) ( , ) ( , )BdF B t T t e r t B t T t T B t T e dtα= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥

  
( )( )

( ,
r sr s ds −∫

t

0

( )

) ( , )

t

r s ds

t T B t T e dσ
−⎡ ⎤∫⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

{0( , ( , ) ( , ) ( ,
t

ds

B BdF B t e B t T t T r t T
−∫= −⎡ ⎤⎦ . ⎣

Karena ( )( , ) ( , ),Z t T F B t T t=  maka persamaan di atas dapat ditulis 

menjadi 

{, )
ds

B α }( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )dZ t T t T r t dt t T dW tσ− +0
( )

t
r s

e
−∫ (t T= B B⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Substitusikan persamaan (2.6.1) pada persam s maaan di ata ka didapat 

{ }( , ( , ) ( ) ( )B BdZ t T t T r t dt tα σ= −⎡ ⎤⎣ ⎦ .) ( , )Z t T , ) (T dW t+  

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai     
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{ }( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) B B

dZ t T t T r t dt t T dW t
Z t T

α σ= − + .                                (3.1.16) 

Persamaan ini merupakan persamaan dinamika harga relatif bond , ( , )Z t T

  pada probability measure Ρ .  

Tulis kembali persamaan (3.1.16) sehingga menjadi  

( , ) ( )( , ) ( , ) ( )B
dZ t T t T dW t ασ

⎛
= ⎜( , ) ( , )BZ t T t Tσ⎝ ⎠

B t T r t dt
⎞−

+ ⎟  

Kemudian untuk waktu jatuh tempo , misalT
( , ) ( ) ( )

( , )
B

B

t T r t t
t T

α λ
σ

−
= , 

( , ) 0B t Tσ ≠ . Dengan asumsi proses stokastik{ }( , ),0t T t Tα ≤ ≤ dan 

{ }( , ),0t Tσ

persam

t T≤ ≤  adalah adapted pada filtrasi dasarkan 

aan (3.1.12), (3.1.13) dan pem salan

maka ber

i
( , ) ( ) ( )

( , )
B

B

t T r t t
t T

α λ
σ

−
= , ( )tλ  

juga diasumsikan adapted pada filtrasi .  Berikutnya substitusikan 

( , ) (B t T r ) ( )t t
( , )B t T

α λ
σ

−
=

{ } 0t t≥
F

{ } 0≥t t
F

pada persamaan 

( , )−

 pada 

( )
)
r t d

 

( , ) ( , )
( , ) B

dZ t T t T d
Z t T

σ

dinamika harga relatif 

( )
( ,

B

B

W t
t Tσ

t Tα
= +

bond  ,

ditulis  sebagai 

t
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, maka persamaan 

probability measure Ρ dapat 

( )( , ) ( , ) ( )
( , ) B

dZ t T t T dW t
Z t T

σ λ= + ( )t dt .                                                (3.1.17) 

Proses selanjutnya adalah membahas tahap 3. 

3. Untuk menentukan probability measure yang ekivalen dengan   
probability measure Ρ  gunakan teorema 2.6.3. Perhatikan persamaan 

(3.1.17). ( )W t adalah proses Wiener pada robability measure Ρ, 

( ) tt

 p

λ ∈F . Kemudian asumsikan 1 2exp ( )
2 0

t
E s dsλ
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ < ∞∫⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

. Jadi 
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berdasarkan  teorema 2.6.3 (i) terdapat probability measure yang 

ekivalen ure

  
dengan probability meas  Ρ 

)

dan dengan teorema 2.6.3 (iii)

.18) ( ) ( ) ( )dW t dW t t dtλ= + ,                                                               (3.1

dimana ( )W t adalah proses wiener pada probability measure . 

Subs ) ( )t dtλ+ pada persamaan (3.1.17), maka 

didapat d

    

titusikan ( )dW t d

inamika harga relatif  

(W t=

( ,Z t T , pada probability measure ,yaitu  

( , ( , ) ( )dZ t T t T dW t .                                                            )
( , ) BZ t T

σ=      (3.1.19) 

Tahap terakhir adalah pembahasan tahap 4. 

4. Pada tahap ini akan ditunjukkan harga relatif 

probability measure . Persam emenuhi persamaan (2.6.2) 

ema 2.6.2, harga relatif bond yang 

measure . 

adalah lu 

mengenai 

bond adalah martingale pada 

aan (3.1.19) m

oruntuk 1n = , sehingga berdasarkan te

memenuhi persamaan  (3.1.19) adalah suatu exponential martingale. Jadi 

telah dipenuhi harga relatif bond adalah martingale pada probability 

Setelah dibahas asumsi kondisi no-arbitrage, Penjelasan selanjutnya 

tentang asumsi kondisi risk-neutral. Untuk itu akan dijelaskan lebih du

 

(( ) Bt , ) ( )
( , )

t T r t
t T

αλ =
Bσ

−

disebut  sebagai 

yang terdapat pada persamaan (3.1.17) dan biasa 

market price of risk. Disini market price of risk ( )tλ , hanya 

market pric  dengan waktu jatuh tempo yang berbeda, apakah 

besarnya market price of risk  juga berbeda. Dengan kata lain apakah 

1 2

dinyatakan sebagai fungsi waktu , sehingga timbul pertanyaan bagaimana 

e of risk  untuk ZCB

t

( , ) ( , )t T t Tλ λ≠ ?. Penjelasan tentang ma ice of riskrket pr  selengkapnya adalah 

sebagai berikut.  

Pertama-tama buat risk-free portolioΠ . Tujuan pembuatan por

indung nilai (hedging) ZCB dengan waktu jatuh tempo yang 

dari suatu aset sehingga ti

tofolio 

adalah untuk mel

berbeda [Kwok,1998].  Secara ekonomi,  dilakukan untuk lindung nilai 

dak terlalu terpengaruh oleh risiko perubahan tingkat 

hedging
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bunga. k Sedangkan secara matematis, tujuan dilakukannya hedging adalah untu

menghilangkan faktor ketidakpastian dari perubahan tingkat bunga. 

Misalkan portofolio dibuat dengan cara membeli 1θ unit ZCB 1( , )B t T

dengan waktu jatuh tempo ,  dan membeli  2θ  buah unit ZCB 2( , )B t T  dengan 

waktu jatuh tempo  , sedemikian sehingga .  Kedua harga ZCB 

diturunkan oleh proses Wiener yang sama,  ( )W t . Nilai total portofolio pada waktu 

 dinyatakan dengan  t

1 1 2 2( , ) ( , )B t T B t Tθ θ= + .                                                            

an nilai portofolio dalam interval waktu dt  adalah 

1 1 2 2( , ) ( , )d dB t T dB t T

Π

Perubah

θ θΠ = + .  

Substitusikan persamaan (3.1.7) pada persamaan di atas, sehingga didapat 

{ }1 1 1 1( , ) ( , )B Bd B t T t T dtθ αΠ = ( , ) ( )t T dW tσ+  

          { }2 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( )B BB t T t T dt t T dW tθ α σ+ + .                                                       

Kelompokan koefisien drift dan koefisien diffusi (koefisien ) sehingga 

diperoleh 

( )dW t

{ }1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )B Bd B t T t T B t T t T dtθ α θ αΠ = +  

   { }1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )B BB t T t T B t T t T dW tθ σ θ σ+ + .                    (3.1.20)           

dan  dipilih sedemikian Untuk menghilangkan risiko tingkat bunga maka 1θ 2θ

sehingga koefisien menjadi , yaitu ( )dW t  0

{ }
2

1 B 1 2 1

( , )
( , ) ( , ) ( , )

B

B B

t T
t T t T t T

σθ = ∏
σ σ−

 dan 

{ }
1

2
2 2 1

( , )
( , ) , ) ( , )

B t T
B t T T T(B Bt t

σθ
σ

−
= ∏

−σ
.  

Maka koefisien menjadi  dan persam enjadi  ( )dW t  0 aan (3.1.20) m

{ }
2 1 1 2

2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

B B B B

B B

t T t T t T t Td d
t T t T

σ α σ α
σ σ

⎡ ⎤−
Π = ∏⎢ ⎥−⎣ ⎦

t .                          (3.1.21) 

Persamaan di atas tidak lagi mempunyai koefisien diffusi dan perubahan 

(predi  kondisi no-

dΠ  

dapat diprediksi ctable). Kemudian agar portofolio memenuhi
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arbitrage  maka perubahan Π  diasumsikan hanya tergantung pada tingkat bunga, 

[Bjork, 2003], yaitu  ( )r t  

( )d r t
dt
Π

= Π  atau  

( )d r t dtΠ = Π .                                                                                (3.1.22) 

gan menggunakan per a

   

amDen

berikut 

s an (3.1.21) dan (3.1.22) maka didapat persamaan 

{ }
2 1 1 2

2 1( , ) ( , )B Bt T t Tσ σ−
( , ( , ) ( , ) ( , )( ) B Bt T t T t T t Tr t dt dtσ α⎡ ⎤−

Π = ∏⎢ ⎥
⎣ ⎦

,)B Bσ α

{ }
2 1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )B B B Bt T t T t T t Tσ α σ α

2 1

( )
) ( , )B B

r t
t Tσ σ

⎡ ⎤−
=

( ,t T⎢ ⎥− ⎦
,

2

⎣

2 1 2 1 1( ) ( , ) ( ) , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )B B B Br t t T r t t T t T t T t T t T(B Bσ σ σ α σ α− = − ,

1 2 1 2 1( , ) ( , ) ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )B B B B B Bt T t T t T t T t T r t t T

 

2(r tσ α σ σ α σ− = − ,

2 1

2 1

( , ) ( ) ( ,

B B

t T ) ( )
( , ) ( , )

B Bt T r t r t
t T t T

α α− −
= .                                                       (3.1.23) 

σ σ

an (

( ,t T

Berikut akan ditunjukkan bahwa market price of risk adalah sama untuk 

ZCB dengan waktu jatuh tempo yang berbeda.  

Perhatikan persama 3.1.23). 

risk premium 

harga 

besarnya 

Persamaan tersebut menyatakan bahwa 

) ( )B r tα − , yang diberikan oleh ZCB dengan waktu 

 tejatuh mpo yang berbeda dibagi dengan fungsi volatilitas harga ZCB yang 

bersesuaian adalah sama. Risk premium  ( , ) ( )B t T r tα − , didefinisikan sebagai 

ny

rarti 

besar a pengembalian diluar tingkat bunga ( )r t . Seperti telah dijelaskan 

sebelumnya kedua ruas 1.23) menyatakan besaran yang disebut 

market price of risk. Dengan memperhatikan kembali persamaan (3.1.23) be

kedua ZCB, yaitu ZCB 1( , )

per aan (3.sam

B t T  dengan m o  dan ZCB 2( , )asa jatuh temp B t T

dengan masa jatuh tempo   memiliki market price of risk yang sama. Den

kata lain 
 
market price of risk tidak tergantung waktu jatuh tempo T dan dapat 

dinyatakan hanya sebagai fungsi waktu t , yaitu ( )t

gan 

λ .
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  disebut risk-neutral 

measur

Pembahasan berikutnya  adalah mengenai asumsi kondisi risk-neutral . 

Sesuai dengan definisi 2.6.4, probability measure  yang ekivalen dengan

probability measure Ρ dimana  harga relatif martingale

e. Pada risk-neutral measure, tingkat pengembalian harga ZCB sama 

dengan tingkat bunga ( )r t atau ( , ) ( )B t T r tα = [Glasserman, 2003]. Jadi samp

pada tahapan ini persamaan harga ZCB telah memenuhi kondisi no-arbitrage dan 

probability measure telah berubah menjadi risk-neutral measure .  

Setelah selesai mbaha arbitrage dan risk-neutral, 

pembahasan selanjutnya mengenai batasan drift forward rate pada  probability 

measure . Pertama-tama substitusikan ( , ) ( )B t T r t

ai 

me s kondisi no-

α =  pada 

( , ) ( )
( , )

B

B

t T r t
t T

( )t αλ =
σ

− maka didapat  ( ) 0tλ = . Substitusikan hasil ini pada 

persamaan (3.1.18) sehingga didapat 

enunjukkan bahw iener pada risk-

neutral measure  sama dengan peru

( ) ( )dW t dW t= .                                                                                (3.1.24) 

Persamaan (3.1.24) m a perubahan proses W

bahan proses Wiener probability measure Ρ. 

Selanjutnya sub usikstit an ( , ) ( )B t T r tα = pada persamaan (3.1.13), sehingga 

didapat  

2

0

1( , ) ( , )
2

t
t u d t Tα σ=∫  . 

Substitus

Bu

ikan persamaan (3.1.12) pada persamaan di atas maka diperoleh 

{ }21( , ) ( , )
2

T

tt

T
t u du t u duα σ=∫ ∫ .                                                      (3.1.25) 

.                                                             (3.1.26) 

Dari persamaan di atas berarti untuk memenuhi kondisi no-arbitrage pada risk- 

drift forward rate 

harus memenuhi batasan yang dinya

Turunan  parsial terhadap T persamaan  di atas menghasilkan 

( , ) ( , ) ( , )
T

t
t T t T t u duα σ σ= ∫

neutral measure , maka untuk setiap t  dan T t≥ , koefisien 

takan pada persamaan (3.1.26).  

 

Persamaan harga..., Noorbaity, FMIPA UI, 2010.



38 
 

Proses selanjutnya adalah  membahas penurunan persamaan harga ZCB 

dari kerangka model HJM satu faktor pada probability measure . Pembahasan 

selengkapnya akan diberikan pada sub sub bab berikut ini. 

Universitas Indonesia 

 

Setelah diperoleh batasan drift forward rate yang dinyatakan dengan 

persam n (3.1.26) tahapan berikutnya adalah menurunkan persamaan kerangka 

rangka model ini 

kemudi

) d  

leh  

measure , yaitu

 

3.1.3 Penurunan Persamaan Harga Zero-Coupon Bond

aa

model HJM satu faktor pada probability measure . Dari ke

an akan diturunkan model short rate dan persamaan harga ZCB yang 

memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk neutral.  

Substitusikan t s= pada persamaan (3.1.24 an (3.1.26).  Lalu gunakan

hasil yang didapat  untuk disubstitusikan pada persamaan (3.1.1), maka dipero

kerangka model HJM satu faktor pada probability  

{ }
0 0

) ,) ), )( (
t

s

t
T

s u d( , ) (0, ) (f t T f T ds s T dWu( ,s T sσ .                    (3.1.27) 

Persamaan diferensial stokastik kerangka model HJM satu fa to

measure

σ σ= + +∫ ∫∫

k r pada probability 

didapat dengan substitusi persamaan (3.1.24) dan (3.1.26) pada 

persamaan  (3.1.2) , yaitu 

 

{ }( , ) (( ,( , ), ) )
T

t T t u df t T tu d T dt Wσσ σ= +∫ .) (t                             (3.1.28) 

e n 

aitu  

t

Dengan m substitusi  pada persamaan (3.1.27) maka didapat persamaa

short rate, ( ) ( , )r t f t t= , y

d

{ }
0 0

( ) (0, ) ( , )( , ) ,( )
t t

t

s
s t s u dur t ( )f t dsσ σσ= + +∫ ∫ ∫ s t

amaa

odel HJM satu Markovian, yang akan 

dibahas pada sub bab 3.2, persamaan tersebut akan bergantung pada short rate. 

Pada awal bab ini disebutkan bahwa  input kerangka model HJ

nilai awal kurva forward rate dan fungsi volatilitas forward rate . Hal ini dapat 

ditunjukkan dengan memperhatikan persamaan (3.1.27). Dari persamaan tersebut 

dW s .                 (3.1.29) 

Proses penentuan pers n short rate ini penting mengingat dalam persaman 

harga ZCB yang diperoleh dari kerangka m

M adalah 
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terlihat selain nilai awal kurva forward rate (0, )f T , input lain kerangka model

HJM adalah fungsi volatilitas forward rate ( , )

 

s Tσ  dan ( , )s uσ . 

Selanjutnya akan ditentukan persamaan model tingkat bunga   short rate. 

Turunan terhadap t dari persamaan (3.1.29) adalah  

( )0 0
( ) (0, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

t t t

s
dr t f t s t s u du ds s t dW s dt

t
σ σ σ∂ ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ∫ ∫ ∫ . 

Persamaan di atas dapat ditulis sebagai  

)(

Universitas Indonesia 

0 0st t t∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

Suku ke tiga ruas kanan persamaan di atas dapat diur

( ) (0, ) ( , ) (
t t t

dr t f t dt s t s ds dtσ σ∂ ∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬∫ ∫ , ) ( , ) ( )u du s t dW s dtσ∂⎧ ⎫+ ⎨ ⎬∫ . 

aikan menjadi  

( )0 0

( , )( ) (0, ) ( , ) ( , ) ( ) (t, ) ( ).
t t t

s

s tdr t f t dt s t s u du ds dt dW s dt t dW t
t t t

σσ σ σ∂ ∂ ∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= + + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫ ∫ ∫
(3.1.30)

 2) pada turunan parsial suku ke dua ruas 

kanan persamaan di atas. Berikut prosesnya  

Gunakan Rumus Leibniz (lihat lampiran 

( )0
( , ) ( , )

s
s t s u du ds

t
σ σ

t t∂
=

∂ ∫ ∫  

{ }
0 0

( , ) ( , ) 0( , ) ( , ) (0, ) (0, )

t

t ts

t

s t s u du ds tt t t u du t u du
t t

σ σ
σ σ σ σ

∂
t

t
∂ ∂⎧ ⎫+ −⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭

∫
∫ ∫ ∫ . 

Karena integral dari t  sampai t adalah 0 dan 0
t

∂
∂

juga 0 maka persamaan di atas 

dapat disederhanakan menjadi  

( ) { }
0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

t

t t t s

s

s t s u du ds
s t s u du ds

t t

σ σ
σ σ

∂∂
=

∂ ∂

∫
∫ ∫ ∫ . 

Uraikan turunan parsial pada ruas kanan sehingga persamaan menjadi 

( ) { }
0 0

( , )( , )
t

t t t t

s 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

t s
s

s u dus t
s t s u du ds s u duds s t ds

t t
σ σ σ σ= +

∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫                             

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai 

t

σσ ∂∂∂
∂

∫

( ) { } 2

0 0

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

t t t t t

s s

s t
s t s u du ds s u duds s t ds

t t
σ

σ σ σ σ
∂∂

= +
∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫0          
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Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.1.30) maka didapat  model 

tingkat bunga short rate berikut  

2

0 0

(0, ) ( , )( ) ( , )
t tf t s tdr t dt s u du dsσ σ∂ ⎧ ∂⎛ ⎞= + +⎨ ⎜ ⎟∫ ∫ ( , )

t

s
s t ds dt

t t
σ ⎫

⎬∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭
∫   

             
0 t∂⎩ ⎭

Keempat suku pada ruas k

( , ) ( ) ( , ) ( )
t s t dW s dt t t dW tσ σ∂⎧ ⎫+ +⎨ ⎬∫ .                                           (3.1.31)  

anan dapat diinterpretasikan sebagai berikut. 

Suku pertama menyatakan ukuran kemiringan (slope) dari kurva nilai awal 

forward rate, yang memberikan kontribusi pada koefisien drift ( )r . ( , )t tσt pada 

suku terakhir menyatakan simpangan baku dari 

pada hal 27 

( )dr t . Seperti  telah dijelaskan 

( , ),s t s tσ <  dapat tergantung pada variabel random yang dinyatakan 

dengan argument ketiga. Dengan demikian maka ( , ),s t s tσ <  pada  suku ke dua

dan ke tiga ruas kanan persamaan (3.1.31)  dapat tergantung pada nilai varia

random yang diamati pada waktu-waktu sebelum t sehingga hal da

menyebabkan ( )r t bersifat non-Markovian. Jika )

 

bel 

 ini pat 

( ,s tσ  hanya tergantung pada s

dan t maka suku ke tiga merupakan satu-satunya penyebab ( )r t  bersifat non-

Markovian karena suku tersebut tergantung juga p ( )s , s t< . Jadi 

persamaan (3.1.31) memperlihatkan bahwa koefisien drift dari ( )r t  bergantung 

lintasan karena melibatkan seluruh lintasan proses Wiener ( )W s antara waktu 0 

aka  bersifat non-Markovian [Kwok, 1998]. 

Setelah didapat  model tingkat bunga short rate, pem

adalah proses untuk menentukan persamaan harga zero-coupon bond yang 

memenuhi kondisi no-arbitrage dan risk-neutral,  kembali pada persamaan (3.1.

 
ln ( , ) ( , )

T

t

ada nilai dW

sam ai waktu . Dengan kata lain jika fungsi volatilitas 

bahasan selanjutnya 

3) 

p

konstan m

t

( )r t

forward rate tidak 

B t T f t u du= −∫ .
 
     

Ambil  lalu substitusikan pada persamaan (3.1.27) sehingga persamaan 

(3.1.27) m

T u=

enjadi  

{ }
0 0

( , ) (0, ) (( , ) ,) ), )( (
t

s

t
u

s u s v df t u f u ds s u dWv sσσ σ= + +∫ ∫∫ . 

Substitusikan persamaan di atas p aan (3.1.3) maka didapat  ada persam
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{ }
0 0

ln ( , ) (0, ) ( , ) ( )( ., ) ( , )
st t

u du ds du s u dWs u ddv s us v σσ σ
t t

T T T

t

u
B t T f

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫∫∫

                                                                                                                       (3.1.32) 

Substitusikan  pada persamaan (3.1.3) sehingga diperoleh  0t =

0
ln (0, ) (0, )

T
B T f u du= −∫ .                                                                (3.1.33) 

Dengan substitusi pada persamaan (3.1.33) maka dihasilkan T t=

0
ln (0, ) (0, )

t
B t f u du= −∫ .                                                                  (3.1.34) 

Kemudian urai (0, )
T

Universitas Indonesia 

kan 
0

f u du∫  pada persamaan (3.1.32) sehingga menjadi 

penjumlahan integral berikut 

0 0 t
(0, ) (0, ) (0, )

T t T
f u du f u du f u du+∫ ∫ ∫ . =

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai  

( )(0, ) , ) (0, )
T T t

t 0 0
(0f u d u du f u du− = − −∫ ∫ ∫ . 

Substitusikan persamaan (3.1.

u f−

33) dan (3.1.34) pada persamaan di atas maka 

didapat 

(0, ) ln (0, ) ln (0, )
T

t
f u du B T B t− = −∫  . 

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

(0, )(0, ) ln
(0, )

T

t

B Tf u du
B t

⎡ ⎤
− = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫   .                                                          (3.1.35) 

Substitusi persamaan di atas pada persaman (3.1.32) akan menghasilkan 

{ }
0

ln ( , ) ln ( , ) ( , )
(0, ) t s

B t T s u
B t

s v d
0

(0, ) ( , ) ( ) .
u

t t
T T

t

B T ds du s u dW s duvσ σ σ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫
Persamaan di atas dapat juga ditulis kembali sebagai  

∫ ∫∫∫

( )
0 0( )0, t ts

(0, )( , ) exp ( , ) ( ) .( , ) ( , )
t

uT TB T t

B t T ds du s u dW s ds u s v dv uσσ σ
⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎥⎭ ⎦

∫ ∫ ∫∫∫
(3.1.36) 

Persamaan (3.1.36) merupakan persamaan harga ZCB yang memenuhi kondisi no-

B t ⎢⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩⎣

arbitrage dan risk-neutral. 
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Sama seperti penjelasan untuk persamaan (3.1.31) maka ( , ),s u s u tσ < <  

 yang diam

sebut tergan

t . 

pada  persamaan di atas dapat tergantung pada nilai variabel random ati 

pada waktu-waktu sebelum . Kemudian karena persamaan ter

me

 t tung 

juga pada nilai ( )dW s , s t< berarti persamaan tersebut bergantung lintasan karena 

libatkan seluruh lintasan proses Wiener ( )W s antara waktu 0 sampai waktu 

Atau dengan kata lain  persamaan harga ZCB dapat bersifat non-Markovian. 

 Kesimpulan yang dapat ditarik dari pembahasan sejauh ini adalah  tahapan 

untuk  menggunakan kerangka model HJM dapat dijelaskan dengan algoritma 

berikut. 

Algoritma 3.1.1 : 

1. Tentukan volatulitas forward rate ( , )t Tσ . 

2. 

mati struktur forward rate pada pasar hari ini 

Parameter koefisien drift forward rate ditentukan dengan persaman 

(3.1.26). 

3. A { }(0, ); 0f T T ≥ . 

akan persamaan (3.1.27). 

5. Untuk memperoleh model tingkat bunga short rate gunakan persamaan 

6.  bond ditentukan dengan menggunakan formula 

ZCB yang diturunkan dari kerangka model HJM satu faktor 

Mo

4. Untuk memperoleh forward rate gun

(3.1.31). 

 Harga zero-coupon

(3.1.36). 

Berikut akan diberikan suatu contoh model tingkat bunga short rate Ho-Lee 

dan persamaan harga 

dengan menggunakan algoritma 3.1.1. 

CONTOH : 

del tingkat bunga short rate Ho-Lee dapat diturunkan dari kerangka model 

HJM satu faktor dengan menentukan fungsi volatilitas forward rate ( , )t Tσ σ= , 

dimana untuk setiap t , t T< ,σ adalah suatu konstanta.  Lalu gunakan algoritm

3.1.1 untuk menggunakan kerangka model HJM : 

an fungsi volatilitas forward rate

a 

1. Tentuk  ( , )t Tσ σ= , dimana untuk setiap 

t , t T< ,σ adalah suatu konstanta. 

2. Dari persamaan (3.1.26) didapat 
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2u( , ) ( )
T

t
t T d T tα σ σ σ= = −∫ . 
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ri ini { }(0f3. Amati struktur forward rate pada pasar ha , ); 0T T ≥ . 

a rs maan (3.1.27)  didapat fo4. D ri pe a rward rate sebagai berikut 

0,

 

[ ]
0 0

2( , ) (0, ) ( )) ,(
t t

f t T f T dT s dW s t Tσσ −= + + ∀ ∈∫ ∫  s

2 2

0

(0, ) ( )
2
1

t

f T dW tTs s σσ − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

= +  
⎧ ⎫

               

                2 2(0, ) 1 (
2

)Tt tf T dσσ ⎧ ⎫− +⎨ ⎬
⎩ ⎭

= + .W t  

5. Dari persamaan (3.1.31) didapat model tingkat bunga short rate  sebagai 

berikut 

{ }0

2(0, )( ) 0 0 ( )
tf tdr t dt ds dt dW t

t
σσ∂

= + + + +
∂ ∫  

(0, ) 2( ) ( )f tdr t t dt dW t
t

σ σ∂⎧ ⎫= + +⎨ ⎬∂⎩ ⎭
.                                              (3.1.37) 

an  bahwa persamaan (3.1.37) merupakan model tingkat bunga 

short rate  Ho-Lee [Bjork,2003] 

, dimana 

Perhatik

( ) ( ) ( )dr t t dt dW tθ σ= +
(0, ) 2( ) f tt t

t
θ σ∂

= +
∂

. 

6. Persamaan harga ZCB model tingkat bunga short rate  Ho-Lee [ Bjork, 

2003] didapat dengan melakukan substitusi fungsi volatilitas ( , )t Tσ σ=

pada persamaan (3.1.36). 

)(
0 0

(0, )( , ) exp ( )
(0, )

t t
u

s

T

t

B TB t T ds du dW sdv du
B t

σ
T

t
σ σ

⎡ ⎤⎧ ⎫⎡ ⎤
= − −

⎧ ⎫
⎢ ⎥⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎨
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎦

∫ ∫ ∫ . ∫ ∫
⎣

Persamaan di atas dapat ditulis menjadi 

)( { }
0

( , ) ( )
t

B t T ds duv W t duσ2(0, ) exp
(0, )

t
T T

t s

uB T
B t

dσ
⎡ ⎤

= − −
⎧ ⎫⎡ ⎤

⎢ ⎥⎬⎢ ⎨⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎣ ⎦

∫ . 

Dengan menyelesaikan perhitungan integral di atas, didapat persamaan 

harga ZCB sebagai 

∫ ∫ ∫
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2(0, ) 1( , ) exp ( )B T ( ) ( )
(0, ) 2

B t T Tt T tσ σ
⎡ ⎤ T t W t

B t
⎡ ⎤⎧ ⎫− −= − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦⎣ ⎦

. 

Setelah membahas penurunan model tingkat bunga short rate dan 

persam  

berikut urunan model tingkat bunga short rate dan persamaan 

harga ZCB dari kerangka model HJM satu faktor Markovian. 

3.2 Persamaan Harga Zero-Coupon Bond Dari Kerangka Model HJM 

 

g diturunkan dari 

lintasan g bersifat non-Markovian lebih sulit dilakukan 

 

 

istem 

e 

tingkat 

a rate

aan harga ZCB dari kerangka model HJM satu faktor, maka pada sub bab

 ini akan dibahas pen

Satu Faktor Markovian 

 Telah dijelaskan pada sub bab 3.1 bahwa salah satu input kerangka model

HJM adalah fungsi volatilitas forward  rate. Selain itu dijelaskan juga bahwa 

model tingkat bunga short rate dan persamaan harga ZCB yan

kerangka model HJM dapat bersifat non-Markovian atau bergantung pada 

.  Implementasi model yan

dibanding model yang bersifat Markovian . Pada sub bab ini akan ditunjukkan 

bahwa dengan menggunakan fungsi volatilitas forward  rate Ramaprasad Bhar

and Carl Chiarella (R-C) [Bhar , 2000] sebagai input untuk kerangka model HJM

satu faktor, dapat diturunkan suatu model tingkat bunga short rate berupa s

persamaan diferensial stokastik Markovian. Setelah itu akan diturunkan 

persamaan harga ZCB terkait. 

Sebelum membahas lebih lanjut mengenai fungsi volatilitas forward  rat

R-C, perlu diingatkan kembali bahwa pada penjelasan di awal sub sub bab 3.1.1,  

dikatakan bahwa fungsi volatilitas forward  rate tidak hanya merupakan fungsi 

waktu t , dan waktu jatuh tempo T , tetapi  dapat juga merupakan fungsi 

bunga short rate ( )r t  atau forw rd  ( , )f t T yang dinyatakan dengan argumen 

ketiga (,.) . Jadi fungsi volatilitas forward  rate  dapat dinyatakan dengan

( , , ( ))t T r tσ atau ( , , ( , ))t T f t Tσ . Untuk fungsi volatilitas forward  rate R-C selain

sebagai fungsi waktu t ,  waktu jatuh tempo T  dan short rate ( )r t  , fungsi 

volatilitas forward  rate juga dinyatakan sebagai fungsi forward rate dengan 

waktu jatuh tempo tertentu ( , )

 

f t ϑ . Pada pembahasan selanjutnya di sub bab ini 

fungsi volatilitas akan dinyatakan sebagai fungsi dari waktu t ,  waktu jatuh tempo 
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rteT , short rate ( )r t dan fungsi forward rate dengan waktu jatuh tempo te ntu

( , )f t ϑ . Dengan kata lain fungsi volatilitas akan ditulis dengan

( , , ( ), ( , ))t T r t f tσ ϑ .  Pembahasan lengkap mengenai proses penurunan model 

tingkat bunga dan persamaan harga ZCB dengan menggunakan fung i volatilit

forward  rate -C akan dib kan pada penjelasan berikut. 

F volatilitas forward  rate R-C untuk kerangka mod

faktor dinyatakan dengan [Bhar, 2000] 
( )( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , )) T tt T r t f t g r t f t e λσ ϑ ϑ

s as 

eri

el HJM satu 

 R

i ungs

− −= , 0 t Tϑ≤ ≤ < ,               (3.

dimana ( ( ), ( , ))g r t f t

2.1)                              

ϑ merupakan fungsi tingkat bunga short rate (r t)  dan 

bunga forward rate ( , )f t ϑ , dengan waktu jatuh tempo tertentu ϑ ,  dantingkat  λ

adalah suatu konstanta.  

  

pe

Dengan m ne gacu petunjuk penyelesaian pad [Bhar, 2000

em pe i

ait ari kerangka model HJM satu faktor.  

 

a ], berikut ini 

akan dijelaskan  lebih mendalam bagaimana menurunkan  suatu model tingkat 

bunga short rate  berupa sist rsamaan diferensial stokastik Markov an dan 

rsamaan harga ZCB terk d

Untuk menurunkan  model tingkat bunga short rate, pertama-tama tulis 

kembali persamaan diferensial stokastik kerangka model HJM pada probability

measure  (lihat persamaan (3.1.28) dengan argumen pada fungsi volatilitas 

sesuai persamaan (3.2.1), yaitu 

{ }( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) (
T

t
( , ) ).df t T t T r t f t t u r t f t du dt t T r t f t dWσ ϑ σ ϑ σ ϑ= +∫

Substitus =  pada  persamaan (3.2.1) lalu gunakan hasil yang didapat untuk 

enjadi 

t  

i

disubstitusikan  pada integrand suku pe

sehingga persamaan m

T u

(

rtama ruas kanan persamaan di atas, 

)( )( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
T u t

t
t T r t f t g r t f t e du dtλσ ϑ ϑ − −∫  ( ,df t )T =

                             ( , , ( ), ( , )) ( )t T r t f t dW tσ ϑ+ .                                               (3.2.2)          

Karena tidak mengandung variabel maka u  ( ( ), ( , ))g r t f t ϑ  dapat keluar dari tanda 

aan (3.2.2) menjadi  integral sehingga persam

( )( )( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
T u tt T r t f t g r t f t e du dtλσ ϑ ϑ − −∫         ( ,df t )T =
t
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.  

hitung integral persamaan di atas 

                             ( , , ( ), ( , ( )t T r t f t dW tσ+

Di bawah ini adalah penyelesaian untuk meng

)ϑ

( )

( , ) ( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
Tu t

t

edf t T t T r t f t g r t f t dt
λ

σ ϑ ϑ
λ

− −⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟=

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

⎝ ⎠

                             ( , , ( ), ( , )) ( )t T r t f t dW tσ ϑ+ . 

  
( ) 1( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
T tet T r t f t g r t f t dt              

λ

σ ϑ ϑ
λ

− −⎛ ⎞⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 

              

                             . ( , , ( ), ( , )) ( )t T r t f t dW tσ ϑ+

  
( )1( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
T tet T r t f t g r t f t dt

λ

σ ϑ ϑ
λ

− −⎛ ⎞⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

                             .  ( , , ( ), ( , )) ( )t T r t f t dW tσ ϑ+                                              (3.2.3)                             

Dengan menggunakan persamaan (3.2.1) pada persamaan (3.2.3) maka persamaan 

pergera ard rate dengan  menggunakan  fungsi  volatilitas forward  rate 

R-C adalah  

kan forw

( )
2 1( , ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( )df t T t T r t f t dt t T r t f t dW tσ ϑ σ ϑ

λ
= +⎜ ⎟

T teλ −⎛ ⎞−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Ambil T ϑ= maka persamaan pergerakan forward rate dengan waktu jatuh  

tempo ϑ  dapat dinyatakan dengan persamaan berikut  

( )
2 1( , ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( )

tedf t t r t f t dt t r t f t dW t
λ ϑ

ϑ σ ϑ ϑ σ ϑ ϑ
λ

−⎛ ⎞⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. (3.2.4) 

Selanjutnya akan dibahas bagaimana menurunkan model tingkat bunga short rate

dengan menggunakan fungsi volatilitas forward  rate R-C. Untuk itu sesuaikan 

 

penulisan argumen fungsi volatilitas persamaan (3.1.31), sehingga persam

(3.1.31) menjadi  

aan 

0

( , , ( ), ( , )( ) (0, ) ( , , ( ), ( , ))
t t

s

s t r s f sdr t f t s u r s f s du ds dt
t t

σ ϑ σ ϑ
⎡ ⎤∂ ⎧ ∂ ⎫⎛ ⎞= + ⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

∫ ∫  

            2

0

( , , ( ), ( , ))( ,
t t s t r s f s

0
, ( ), ( , )) ( )s t r s f s ds dW s dt

t
ϑ + ⎥∂ ⎦∫     σ ϑσ ∂⎡ ⎤+ ⎢⎣∫
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             .                                                                 (3.2.5) 

Ambil dan   maka persamaan (3.2.1) dapat ditulis menjadi 

( , , ( ), ( , )) ( )t t r t f t dW tσ ϑ+

  t s= T t=
( )( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , )) t ss t r s f s g r s f s e λσ ϑ ϑ − −= , 0 s tϑ≤ ≤ < .                (3.2.6) 

Turunan parsial terhadap dari persamaan (3.2.6) adalah t

( )( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , )) t ss t r s f s g r s f s e
t

λσ ϑ λ ϑ − −∂
= −

∂
.                              (3.2.7) 

ari persamaan (3.,2.6) dan (3.2.7) didapat D

( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , ))s t r s f s s t r s f s
t

σ ϑ λσ ϑ∂
= − . 

∂

Substitusikan persamaan di atas pada suku ke dua dan suku ke empat ruas kanan 

persamaan (3.2.5) sehingga didapat  

( ){ }0
( ) (0, ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , ))

t t

s
dr t f t s t r s f s s u r s f s du ds dt

t
λ σ ϑ σ ϑ∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫ ∫

 

           
{ } { }2

0 0
( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( )

t t
s t r s f s ds dt s t r s f s dW s dtσ ϑ λ σ ϑ+ −∫ ∫  

   
           .    

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai               

( , , ( ), ( , )) ( )t t r t f t dW tσ ϑ+

( ){ }0
( ) (0, ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , ))

t t

s
dr t f t s t r s f s s u r s f s du ds dt

t
λ σ ϑ σ ϑ∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫ ∫    

 { } { }2

0 0
( , , ( ), ( , )) ( ) ( , , ( ), ( , ))

t t
s t r s f s s dt s t r s f s ds dtλ σ ϑ σ ϑ− +∫ ∫dW               

             .                                                                 (3.2.8) 

Tulis kembali persamaan (3.1.29) sebagai 

( , , ( ), ( , )) ( )t t r t f t dW tσ ϑ+

( )0 0
( ) (0, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

t t t

s
t f t s t s u du ds s t dW sσ σ σ− = +∫ ∫ ∫ .                                 

bali persamaan di atas d

r

Tulis kem engan argumen fungsi volatilitas sesuai dengan 

persamaan (3.2.1) dimana  t s= dan  T t= , sehingga persamaan menjadi    

                       

 

an d  deng

( )0
( ) (0, ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( ,

t t

s
r t f t s t r s f s s u r s f sσ ϑ σ− = ∫ ∫ ))du dsϑ                      

                                    0
( , , ( ), ( , )) ( )

t

i s t r s f s dW sσ ϑ+∫ . 
                                  

(3.2.9)

Kalikan kedua ruas persama i atas an ( )λ−  sehingga persamaan menjadi 
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)))du dsϑ  { } (0
( ) (0, ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( ,

t t

s
r t f t s t r s f s s u r s f sλ λ σ ϑ σ− − = − ∫ ∫

            

7 pad

persamaan (3.2.8) menjadi 

 
0

( , , ( ), ( , )) ( )
t

i s t r s f s sλ σ ϑ− ∫ .dW

Substitusikan hasil persamaan terakhir di hal 4 a persamaan (3.2.8) sehingga 

{ } { }2

0
( ) (0, ) ( ) (0, ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( ).

t
dr t f t r t f t dt s t r s f s ds dt t t r t f t dW t

t
λ σ ϑ σ∂⎡ ⎤= − − + +⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ∫  ϑ

Tulis kembali persamaan di atas sebagai  

 {( ) (0, ) ( )dr t f t r t
t

λ
∂

= − −
∂
⎡ ⎤
⎢⎣

}(0, ) ( ) ( , , ( ), ( , )) ( )f t t dt t t r t f t dW tψ σ ϑ++ ⎥⎦
,       (3.2.10) 

dimana  

2

0
( ) ( , , ( ), ( , ))t s t r s f s ds

t
ψ σ ϑ= ∫ .                                                       (3.2.11) 

ersamaan (3.2.10) merupakan model tingkat bunga short rate denga

menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C.  

ntuk menunjukkan bahwa model tingkat bunga short rate yang 

diturunkan dari kerangka model HJM s

P n 

U

atu faktor merupakan model tingkat bunga 

short rate berupa sistem persamaan diferensial stokastik Markovian, berikut ini 

akan ditentukan lebih dulu persamaan diferensial dari ( )tψ . Dengan 

menggunakan Rumus Leibniz (lihat lampiran 2) maka didapat persamaan berikut  

2 2 2

0

( ) 0( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) (0, , (0), (0, )) .
td t dt ds t r s f s ds t t r t f t t r f

dt t dt dt
ψ σ ϑ σ ϑ σ ϑ∂

= + −
∂∫

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai 

2

0

( , , ( ), ( , ))( ) 2 ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ) , )) .
t s t r s f sd t s t r s f s ds t t r t dt

t
σ ϑψ σ ϑ σ ϑ∂⎧ ⎫= +

∂⎩ ⎭
, (t f⎨ ⎬∫  

Substitusikan (3.2.7) pada suku pertama ruas kanan persamaan di atas, maka 

didapat 

{ }( ) 2

0
( ) 2 ( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) .

t t sd t s t r s f s g r s f s e ds t t r t f t dλψ λ σ ϑ ϑ σ ϑ− −= − +∫ t

Lalu dengan menggunakan persamaan (3.2.6) pada suku pertama ruas kanan 

persamaan di atas, maka didapat 

{ }2 2

0
( ) 2 ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) .

t
d t s t r s f s ds t t r t f t dtψ λ σ ϑ σ ϑ= − +∫        
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Terakhir substitusikan (3.2.11) pada suku pertama ruas kanan persamaan di atas, 

maka persamaan diferensial dari  ( )tψ adalah  

{ }2( ) 2 ( ) ( ,d t t tψ λψ σ= − + , ( ), ( , )) .t r t f t dtϑ  

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai  

{ }2( ) ( , , ( ), ( , )) 2 ( ) .d t t t r t f t tψ σ ϑ λψ= − dt                                        (3.2.12) 

odel tingkat bunga short rate berupa sistem 

persamaan diferensial stokastik (3.2.13) berikut yang terdiri dari 

persamaan(3.2.10),  (3.2.4) , dan (3.2.12) 

Selanjutnya perhatikan m

{ }

{ }

( )
2

2

1) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( )

( ) ( , , ( ), ( , )) 2 ( )

tet r t f t dt t r t f t dW t

d t t t r t f t t dt

λ ϑ

σ ϑ ϑ σ ϑ ϑ
λ

ψ σ ϑ λψ

− ⎪⎛ ⎞

( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) ( ,

( ,

dr t f t r t f t t dt t
t

df t

λ ψ σ

ϑ

= − − +
∂

⎫
+⎢ ⎥⎣ ⎦

, ( ), ( , )) ( )t r t f t dW tϑ ⎪
⎪

∂⎡ ⎤

⎛ ⎞

⎪
⎪⎭

                                                                                                                                                (3.2.13)                            

  Akan ditunjukkan sistem persamaan diferensial stokastik (3.2.13) adalah 

Markovian. Pertama-tama perhatikan persamaan (3.2.12) pada sistem persamaan 

diferensial  stokastik (3.2.13). Persamaan tersebut tidak mengandung komponen 

stokastik, dan perubahan 

− ⎪= +⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪

⎪= −

.  

( )tψ  dapat diprediksi. Hal ini dapat dijelaskan sebagai 

berikut. Untuk interval waktu tΔ tertentu persamaan (3.2.12) dapat ditulis sebagai  

{ }2( ) ( ) ( , , ( ), ( , )) 2 ( ) .t t t t t r t f t t tψ ψ σ ϑ λψ+ Δ − = − Δ  

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

{ }2( ) ( ) ( , , ( ), ( , )) 2 ( ) .t t t t t r t f t t tψ ψ σ ϑ λψ+ Δ = + − Δ  

Artinya jika  pada waktu t  nilai ( )tψ , ( )r t  dan ( , )f t ϑ  diketahui maka nilai 

( )t tψ + Δ  dapat ditentukan, dengan kata lain perubahan ( )tψ  dapat diprediksi. 

pulkan Jadi dapat disim ( )tψ bersifat M

Berikutnya perhatikan kedua persamaan diferensial stokastik lainnya pada 

sistem persamaan diferensial stokastik (3.2.13), yaitu persamaan (3.2.10) dan 

(3.2.4). Kedua persamaan tersebut merupakan sistem persamaan diferensial 

arkovian.  
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stokastik dengan solusi ( )r t dan ( , )f t ϑ .  urut te  (2.4.1) kedua solusi 

rsamaan diferensial stokastik tersebut bersifat Mar an. 

  Jadi sampai pada tahapan ini model tingkat

Men orema

sistem pe kovi

 bunga non-Markovian (lihat 

persam

n 

samaan harga 

 da s 

aan 3.1.31) telah direduksi menjadi model tingkat bunga berupa sistem 

persamaan diferensial stokastik Markovian (3.2.13) yang terdiri dari persamaa

diferensial stokastik (3.2.4) , persamaan diferensial stokastik (3.2.10) dan 

persamaan diferensial (3.2.12).   

Pada bagian akhir bab ini akan dibahas proses penurunan per

ZCB ri kerangka model HJM satu faktor dengan menggunakan fungsi volatilita

forward rate R-C. Tulis kembali persamaan (3.1.36) dengan argumen fungsi 

volatilitas sesuai dengan persamaan (3.2.1) dimana  t s= dan  T u=  sehingga 

persamaan (3.1.36) menjadi    

(0, )( , ) B TB t T ⎡ ⎤
= ×⎢ ⎥  

(0, )B t⎣ ⎦

( )
0 0

( ), ( , ) ( ), ( , )( , , ) ( ,exp ) ( , , ) () ) ) .
t t

T T

t t

u

s
r s f s r s f sds du s u dW su v us s dv dϑ ϑσ σ σ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
− −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣
∫ ∫ ∫∫ ∫  

Kemudian tulis kembali persamaan di atas dengan ar en fungsi volatilitas 

sesuai dengan persamaan (3.2.1

⎥⎦

gum

) dimana  t s= dan  T v= sehingga persamaan 

menjadi  

(0, )( , )
(0, )

B TB t T
B t

⎡ ⎤
= ×⎢ ⎥
⎣ ⎦  

( )
0 0⎢ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣

 (3.2

Untuk menyederhanakan persamaan di ata isal  

∗

( ), ( , ) ( , ) ( ), ( , )( , ,exp ) ( ,) ( , , ( ), ) , )) ( )
t t

T T

t

u

s t
r s f s f s r s f sdss u s v r s dv du s u dW s duϑ ϑ ϑσ σσ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧
− −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨

⎥⎦
∫ ∫∫ ∫ ∫ .

⎫
⎬

.14) 

s, m

ϑ .          (3.2.15) 

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.2.14) sehingga diperoleh 

persamaan berikut 

( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , ))
u

s
s u r s f s s u r s f s s v r s f s dvσ ϑ σ ϑ σ= ∫

(0, )( , )
(0, )

B TB t T
B t

= ×  

( ){ }0 0
exp ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( )

t t
s u r s f s dsdu s u r s f s dW s duσ ϑ σ ϑ∫ ∫ ∫ ∫ .

T t T t∗− −  
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Selanjutnya dengan menggunakan teorema Fubini (lihat lampiran 3

urutan integrasi persamaan di atas sehingga persamaan tersebut dapat ditulis 

), yaitu tukar 

menjadi  

(0, )( , )
(0, )

B TB t T
B t

= ×
 

( ){ }0 0
exp ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , )) ( ) .

t T t T

t t
s u r s f s duds s u r s f s dudW sσ ϑ σ ϑ∗− −∫ ∫ ∫ ∫  

                                                                                                                       (3.2.16) 

Dengan menggunakan persamaan (3.2.15) maka ( )( , , ( ), ( , ))
T

t
s u r s f s duσ ϑ∗∫ p

ruas kanan

ada 

 persamaan (3.2.16) dapat ditulis menjadi
 

( ) ( )( , , ( ), ( , )) ( , , ( ),
T T

t t
s u r s f s du s u r s f v duσ ϑ σ ϑ∗ =∫ ∫ .( , )) ( , , ( ), ( , ))

u

s
s s v r s f s dϑ σ∫     

                                                                                                                       (3.2.17) 

Substitusikan dan pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk t s= T u=

t t

disubstitusikan pada persamaan (3.2.17) sehingga persamaan (3.2.17) menjadi 

( )( , , ( ), ( , )) ( ( ) ,, ( , )) .
T T

s u r s f s g r s f s e uλσ ϑ ϑ∗ −=∫ ∫
Substitusikan juga t s= dan T v

( ) ( , )( , ( ), )
uu s

s
f ss v r s dvdϑσ− ∫

= pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilny

untuk disubs kan pa aan di atas,  sehingga didapat

( ) ( )( , , ( , ( ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
uu s v ss u r s g r s f s e g r s f s e dvλ λσ ϑ ϑ ϑ∗ − − ∫

a 

− −

titusi

), (s f

da persam

( )))
T T

=∫ ∫ .du  
t t s

Uraikan integral  dari s sampai u  sebagai penjumlahan integral dari s  sampai t  

dan integral  dari t  sampai u , yaitu 

( ) { }( ) ( )( , , ( ) ( ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
tu s v s

s
), ( , )

T T

t t
s u r s f s du g r s f s e g r s f s e dvduλ λσ ϑ ϑ ϑ∗ − − ∫ − −

        
=∫ ∫

                                      { }( ) ( )( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
uu s v ss f s e g r s f s e dvdλ λϑ ϑ− − − −+∫ ∫

Karena tidak m

( .
T

t t
g r u

  
 

engandung variabel  dan , maka v u ( ( ), ( , ))g r s f s ϑ  dapat keluar 

dari tanda integral. Sehingga persamaan di atas menjadi

( ) { }2 ( )u s v sdu eλ λϑ ( )t− − −∫                   
 

                                                  

( , , ( ), ( , )) ( ( ))
T T

s u r s f s du g r f e dvσ ϑ∗ −=∫ ∫( ),s ,s
t t s                

{ }2 (g r+ ( ) (( ), ( , )) .
T uu s v s

t t
s f s e e dvduλ λϑ − − − −∫ ∫ )

   
 

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai 
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( )t

s

− − −∫    
( )

 

( ) 2 ( )( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
T T u s v s

t
s u r s f s g r s f s e du e dvλ λσ ϑ ϑ∗ −= ∫t∫

                                            
2 (( ( ( , )) .

T u
g r s f s e+ ∫ ∫     

    (3.2.18)

Perhatikan ( )u se λ

)), u s v s

t t
e dvduλ λϑ − − − −

− −  pada suku pertama ruas kana
( )u se eλ− − −

n persamaan (3.2.18) dan 

pada suku ke dua ruas kanan persamaan (3.2.18). Uraikan 

 sehingga menjadi  

an )

( )v sλ −

( ) ( )v se eλ λ− −

( )u se λ− −

dan u s− −

( ) ( ) ( )u s t s u te e eλ λ λ− − − − − −= d ( ) ( ) 2 ( ) ( ) (u s v s t s u t v te e e e eλ λ λ λ λ− − − − − − − − − −= .  

persamaan (3.2.18) dapat ditulis 

sebagai 

( )− − − −∫

                                  

                                                                                                                       (3.2.19) 

Untuk amaan (3.2.19), buat pemisalan 

berikut 

Dengan menggunakan persamaan di atas , maka 

( ) 2 ( ) ( )( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
T T tt s u t v s

t t s
s u r s f s du g r s f s e e du e dvλ λ λσ ϑ ϑ∗ − −=∫ ∫

T ut s u t v t duλ λ λ

                                       

                                            2 2 ( ) ( ) ( )( ( ), ( , ))
t t

g r s f s e e e dvϑ − − − − − −+ ∫ ∫

menyelesaikan integral ruas kanan pers

.

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1( , ) 1
T Tu t u t T t T tt T e du e e eλ λ λ λϕ − − − − − − − −⎛ ⎞= = − = − + = −⎜ ⎟∫ .  (3.2.20)

tt λ λ λ λ⎝ ⎠
 

Hitung integral suku ke dua ruas kanan persamaan (3.2.19) sebagai berikut 

( ) ( ) ( ) ( )1T u T uu t v t u t v t

tt t t
e e dvdu e e duλ λ λ λ

λ
− − − − − − − −⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

                                      ( )( ) ( )1 1
T u t u t

t
e e duλ λ

λ
− − − −= − −∫    

                                      ( )2 ( ) ( )1 T u t u t

t
e e duλ λ

λ
− − − −= − +∫   

                                               2 ( ) ( )1 1 1
2

T
u t u t

t

e eλ λ

λ λ λ
− − − −⎛= −⎜

⎝ ⎠
⎞
⎟    

                                      ( )2 ( ) ( )
2

1 2 1 2
2

T t T te eλ λ

λ
− − − −= − − +      

                                      ( )2 ( ) ( )
2

1 2 1
2

T t T te eλ λ

λ
− − − −= −  +

                                      

 

( )2( )
2

1 1
2

T te λ

λ
− −= − . 
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ersamaan di atas, maka integral suku ke dua ruas kanan 

persamaan (3.2.19) menjadi  

Gunakan (3.2.20) pada p

( ) (T u u t v

t t
e eλ λ− − − −∫ ∫ ) 21 ( , )

2
t dvdu t Tϕ= .                                                (3.2.21) 

Substitusikan persamaan (3.2.20) pada suku pertama ruas kanan persamaan 

da suku ke dua ruas kanan persamaan 

( )     

           

(3.2.19) dan substitusikan (3.2.21) pa

(3.2.19)  maka didapat  

−( ) 2 ( )( , , ( ), ( , )) ( , ) ( ( ), ( , ))
T tt s v s

t s
s u r s f s du t T g r s f s e e dvλ λσ ϑ ϕ ϑ∗ − − −=∫ ∫  

2 2 2 (1 ( , ) ( ( ), ( , )) .                                                )t st T g r s f s e λϕ ϑ − −+                  (3.2.22) 

pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk 

disubstitusikan pada persamaan (3.2.22) sehingga didapat 

2

Substitusikan t s= dan T u=

( ) ( )( , , ( ), ( , )) ( , ) ( , , ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))
T

s u r s f s du t T s t r s f s g r s f s e dvλσ ϑ ϕ σ ϑ ϑ∗ − −=∫ ∫
                                                          

t v s

t s

2 2 2 ( )1 ( , ) ( ( ), ( , )) .
2

t st T g r s f s e λϕ ϑ − −+
 

Substitusikan juga t s= dan T v= pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya 

untuk disubstitusikan pada persamaan di atas,  maka diperoleh 

ϑ  

                     

( )( , , ( ), ( , )) ( , ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , ))
T t

s
s u r s f s du t T s t r s f s s v r s f s dvσ ϑ ϕ σ ϑ σ∗ =∫ ∫   

t

2 21 ( , ) ( , , ( ), ( , )).                                       
2

t T s t r s f sϕ σ ϑ+  

Dengan menggunakan persamaan (3.2.15) pada suku pertama ruas kanan 

persamaan di atas, maka persamaan menjadi 

( ) *( , , ( ), ( , )) ( , ) ( , , ( ), ( , )
T

t T s t r s f s
t

s u r s f s∫ σ ϑ ϕ σ ϑ∗ =  

21
2

2( , ) ( , , ( ), ( , ))t T s t r s f s                                            ϕ σ ϑ+ .   

Substitusikan persamaan di atas  pada persamaan (3.2.16) sehingga diperoleh 

* 2 2

0

1(0, )( , ) exp ( , ) ( , , ( ), ( , ) ( , ) ( , , ( ), ( , ))
(0, ) 2

tB TB t T t T s t r s f s t T s t r s f s ds
B t

ϕ σ ϑ ϕ σ ϑ⎧ ⎫⎡ ⎤= × − + ×⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∫  

  { }0
exp ( , , ( ), ( , )) ( )s u r s f s dudW sσ ϑ−∫ ∫

t T
. 

t
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Substitusikan dan pada persamaan (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk 

disubstitusikan pada persamaan di atas sehingga didapat 

t s= T u=

* 2 2(0, )( , ) exp ( (
tB T
0

1, ) ( , , ( ), ( , ) ( , ) , , ( ), ( , ))
(0, ) 2

B t T ϕ σ⎧ ⎡= × − t T s t r s f s t T s t r s f s ds
B t

ϑ ϕ σ ϑ ⎫⎤+ ×⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∫  

                
{ }( )

0
exp ( ( ), ( , )) ( )

t T u s

t
g r s f s e dudW sλϑ − −−∫ ∫ . 

Perhatikan ( ) ( ) ( )u s t s u te e eλ λ λ− − − − −= − , lalu substitusi pada persamaan di atas 

sehingga menjadi 

* 2 21(0, )( , ) p ) ( , , ( ), ( , ) ( , ) ( , , ( ), ( , ))
(0, ) 2

tB T
0

ex ( ,B t T T s t r s f s t T s t r s f s ds
B t

σ ϑ ϕ σ ϑ⎧ ⎫
= × − + ×⎨ ⎬

⎣ ⎦⎩ ⎭
∫  tϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥

  
{ }( ) ( )

0
exp ( ( ), ( , )) ( )

t Tt s u t

t
g r s f s e e dudW sλ λϑ − − − −−∫ ∫ . 

Substitusikan  dan pada (3.2.1), lalu gunakan hasilnya untuk 

aan di atas, sehingga didapat  

t s= T t=

disubstitusikan pada persam

* 2 21(0( , ) ( , , ( ), ( , ) ( , ) ( , , ( ), ( ,
(0 2

B
0

, ) exp ( , ) ))
, )

tTB t T s t r s f s t T s t r s f s
B t

ϑ ϕ σ= +t T dsϕ σ ϑ⎧ ⎫⎡ ⎤× − ×⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∫  

  
{ }( )

0
exp ( , , ( ), ( , ) ( )

t T u t

t
s t r s f s e dudW sλσ ϑ − −−∫ ∫ . 

Lalu  substitusikan persamaan (3.2.20) pada persamaan di atas sehingga 

persamaan menjadi 

* 2 2

0

1(0, )( , ) p ) ( , , ( ), ( , ) ( , ) ( , , ( ), (
(0, ) 2

tB T ex ( , , ))B t T T s t r s f s t T s t r s f
B t

σ ϑ ϕ σ⎧
= × − +⎨

⎩ ⎭
∫ t s dsϕ ϑ ⎫⎡ ⎤ ×⎬⎢ ⎥⎣ ⎦

 

  
{ }0

exp ( , ) ( , , ( ), ( , ) ( ) .
t

t T s t r s f s dW sϕ σ ϑ−∫  

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

2 2

0

1(0, )( , ) exp ( , ) ( , , ( ), ( , )
(0, ) 2

tB TB t T t T s t r s f s ds
B t

ϕ σ ϑ⎧ ⎫= × − ×⎨ ⎬∫  

                

⎩ ⎭

{ }*

0
) ( , , ( ), ( , ) ( , , ( ), ( , ) ( )

t
s t r s f s ds s t r s f s dW sσ ϑ σ ϑ⎡ ⎤+⎣ ⎦∫exp ( ,t Tϕ−

  
. 

Substitusikan persamaan (3.2.11) pada persamaan di atas, maka di dapat 

persamaan harga zero-coupon bond sebagai berikut  

2 *

0

1(0, )( , ) exp ( , ) ( ) ( , ) ( , , ( ), ( , ) ( , , ( ), ( , ) ( ) .
(0, ) 2

tB TB t T t T t t T s t r s f s ds s t r s f s dW sϕ ψ ϕ σ ϑ σ ϑ⎧ ⎫⎡
B t

⎤= − − +⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭∫  
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Substitusikan pada persamaan (3.2.15) lalu gunakan hasilnya untuk 

disubstitusikan pada persamaan di atas, sehingga persamaan menjadi  

t u=

21(0, )( , ) exp ( , ) ( )
(0, ) 2

B TB t T t T t
B t

ϕ ψ⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 ×

{ }{ }0
exp ( , ) ( , , ( ), ( , )) ( , , ( ), ( , ))

t u

s
t T s u r s f s s v r s f s dv ( , , ( ), ( , ) ( ) .ds s t r s f s dW sϕ σ ϑ σ ϑ σ ϑ⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

(3.2.23)

Kemudian substitusikan pada persamaan (3.2.9) dan gunakan hasilnya untuk 

a zero-

 

u v=

disubstitusikan pada  persamaan (3.2.23) sehingga didapat persamaan harg

coupon bond berikut 

21(0, )( , ) exp ( , ) ( ) ( , )( ( ) (0, ))
(0, ) 2

B TB t T t T t t T r t f t
B t

ϕ ψ ϕ⎧ ⎫⎡ ⎤= × − − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
,           (3.2.24) 

dengan  ( )( )1( , ) 1 T tt T e λϕ
λ

− −= −  yang merupakan persamaan (3.2.20).       

Persamaan (3.2.24) merupakan persamaan harga zero-coupon bond sebagai fungsi 

dari waktu t  , waktu jatuh tempo T , tingkat bunga short rate ( )r t  dan forward 

rate ( , )f t ϑ  dengan waktu jatuh tempo tertentuϑ . Kemudian ( )r t , ( , )f t ϑ  dan 

( )tψ memenuhi sistem persamaan differensial

terdiri dari persamaan differensial stokastik (3.2.4),  (3.2.10) dan (

 

 

 

 

 stokastik Markovian (3.2.13) yang 

3.2.12). 
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BAB 4 
KERANGKA MODEL HEATH-JARROW-MORTON MULTIFAKTOR 

MARKOVIAN 

Pada  bab ini  pertama-tama akan dibahas penurunan model tingkat bunga 

hort rate dan persamaan harga zero-coupon bond dari kerangka model Heath-

Jarrow-Morton multifaktor. Akan ditunjukkan model short rate dan persamaan 

harga ZCB yang diturunkan dari kerangka model HJM multifaktor dapat bersifat 

no

non-Markovian lebih sulit dilaku

ada pembahasan di bab ini akan digunakan generalisasi fungsi volatilitas 

a 

alisasi 

ga 

ada bab 3 

enurunan persamaan diawali dengan kerangka model HJM satu faktor yang  

m ia 

nyata d ntara pada bab ini penurunan persamaan 

diawali

 

 

s

n-Markovian atau bergantung pada . Implementasi model yang bersifat 

kan dibanding model yang bersifat Markovian. 

 lintasan

P

forward rate R-C sebagai input kerangka model HJM multifaktor untuk 

menurunkan model tingkat bunga sehingga dihasilkan model tingkat bunga 

berupa sistem  persamaan diferensial stokastik Markovian, serta persamaan harg

ZCB terkait. Kerangka model Heath-Jarrow-Morton yang dibahas pada bab ini 

menggunakan n  proses Wiener yang saling bebas, sehingga disebut kerangka 

model Heath-Jarrow-Morton multifaktor. Berikutnya dengan menentukan fungsi 

volatilitas forward rate tertentu akan diturunkan model tingkat bunga gener

Hull-White dan persamaan harga zero-coupon bond (ZCB) terkait.  

 

4.1  Persamaan Harga Zero-Coupon Bond Dari Kerangka Model Heath-

Jarrow-Morton Multifaktor 

Konsep dan tahapan penurunan model tingkat bunga dan persamaan har

ZCB yang akan dilakukan pada sub bab ini hampir sama dengan konsep dan 

tahapan penurunan persamaan model tingkat bunga dan harga ZCB yang telah 

dilakukan pada sub bab 3.1 dan sub bab 3.2. Perbedaannya adalah p

p

diasu sikan sebagai persamaan forward rate pada probability measure Ρ di dun

engan satu proses Wiener seme

 dengan kerangka model HJM multifaktor yang diasumsikan sebagai 

persamaan forward rate pada probability measure Ρ di dunia nyata  
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i

 

arga ZCB 

dengan n  proses Wiener yang saling bebas. Kemudian dengan menggunakan 

suatu persamaan yang menyatakan relasi antara harga ZCB dan forward rate 

(persamaan (2.5.4) ) akan diturunkan dinamika harga ZCB. Tetapi dinam ka harga 

ZCB dapat juga dinyatakan sebagai model kontinu yang mengikuti proses Ito, 

sehingga dengan menggunakan lemma Ito dapat diturunkan dinamika harga ZCB

berdasarkan lemma Ito.  Kemudian dengan menggunakan dinamika h

yang diturunkan dari persamaan (2.5.4) dan dinamika harga ZCB berdasarkan 

lemma Ito tersebut dapat diturunkan dinamika harga zero-coupon bond yang 

memenuhi proses Ito dan dinyatakan dalam short rate , koefisien drift forward 

rate dan  fungsi volatilitas  forward rate. 

Sebelum membahas lebih lanjut tentang hal di atas perlu dijelaskan lebih 

dahulu tentang ruang probabilitas ketidakpastian ekonomi tingkat bunga. 

Asumsikan suatu perdagangan ekonomi yang kontinu pada interval waktu 

perdagangan [ ]0,τ  untuk 0τ > , τ tetap, dan suatu perdagangan continuum def

free zero-coupon bond {

ault 

}( , ) : 0B t T t T τ≤ ≤ ≤ . ( , )B t T  adalah harga ZCB pada 

waktu t  dengan waktu jatuh tempoT (lihat definisi 2.5.1). Ketidakpastian 

perekonomian didekati dengan  suatu ruang probabilitas ( , , )Ω ΡF , dengan

adalah ruang sampel, F adalah

 Ω  

σ -field yang merupakan measurable events dan Ρ 

adalah suatu probability measure  pada dunia nyata. Perubahan informasi pada 

inte akrval w tu perdagan kan dengan fgan dinyata iltrasi
 { } 0t t≥
F

proses Wiener berdimensi 1n ≥  yaitu 

 yang dibangun oleh 

{ }1 2 0
( ) ( ), ( ),..., ( )n t
t W t W t W t

τ≤ ≤
=W dimana 

( )iW t , ( )jW t ; , 1,...,i j n= saling bebas [Sen, 2000].  

Untuk setiap waktu jatuh tempo T yang tetap, kerangka model HJM 

multifaktor{ }( , ) : 0f t T t T τ≤ ≤ ≤ diasumsikan sebagai suatu persamaan integra

stokastik forward rate   pada  probability measure 

l 

Ρ sebagai  berikut 

0

( , ) (0, ) ( , )
t tn

[ ]( ) ( 0,i i
10 i

, ),f t T f T s Tα σ
=

= + ∑∫ ∫ds + s T d s t∀ ∈W T .                    (4.1.1)          

Turunan persamaan (4.1.1) terhadap  dapat dinyatakan dengan t
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        (4.1.2)      

dimana : 

[
1

( , ) ( , ) ( , ) ( ), 0,i i
i

df t T t T dt t T dW t t T
=

]
n

α σ= + ∀ ∈∑ ,                    

• ( , )t Tα adalah koefisien drift forward rate dan ( , )i t Tσ , 1,...,i n= adalah 

fungsi volatilitas forward-rate untuk proses W

om

ierner ke i , 1,...,i n= . 

Secara ekon i ( , )t Tα  adalah ekspektasi pergerakan tingkat bunga 

n waktpersatua u dan i ( , )t Tσ  adalah ukuran ketidakpastian pergerakan 

tingkat bunga persatuan waktu yang diakibatkan oleh proses W i

1,...,i n= . 

Untuk setiap T y ap dan T

iener ke ,

• ang tet τ≤ , diasumsikan proses stokastik

{ }( , ),0t T t Tα ≤ ≤ , dan { }(iσ , ),0t T t T≤ ≤ , 1,...,i n=  adalah adapted  

pada filtrasi . { } 0t≥tF

• 
0

( , )
T

t T dtα < +∞∫  dan 2( ,i t Tσ
0

)
T

dt < +∞∫ untuk i , 1,...,i n= . 

rsamaan harga zero-coupon bond dari kerangka  

model HJM multifaktor, gunakan persamaan yang menyatakan relasi  harga zero- 

coupon bond dan forward rate (persamaan (2.5.4)) berikut ini  

Untuk menentukan pe

{ }( , ) exp ( , )
T

t
B t T f t u du= −∫ .  

Dengan menggunakan proses penurunan yang serupa dengan proses yang 

dilakukan pada kerangka model HJM satu faktor (lihat hal 27-28) akan diperoleh 

dinamika  harga zero-coupon bond yang dinyatakan dalam short rate , , 

koefisien drift forward rate, 

 ( )r t

( , )t uα  dan  fungsi volatilitas  forward  rate, 

( , ), 1, 2,...,i t u i nσ =  sebagai berikut  

{ } ( )
1

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , )

nT T

i it t
i

dB t T r t t u du dt t u du dW t
B t T

α σ
=

= − −∑∫ ∫ .        (4

(lihat persamaan (3.1.5) untuk kasus kerangka model HJM satu faktor).  

     .1.3)   
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Tetapi dinamika harga zero-coupon bond dapat juga dinyat

model kontinu yang mengikuti proses Ito dengan persamaan diferensial stokastik 

akan sebagai 

berikut  [Bjork, 2003]: 

1

( , ) ( , ) ( )
( , ) B iB i

i

t T dt t T dW t
B t T =

∑

(lihat persamaan (3.1.6) untuk kasus kerangka model HJM satu faktor),                 

dimana ( , )B t T

( , )dB t T
= +

n

α σ                                           (4.1.4)  

                             

α  menyatakan koefisien drift , ( , ), 1, 2,...,iB t T i nσ =  menyatakan 

zero-coupon bond ya

Wiener ke-

fungsi volatilitas harga 

i, 1

ng berhubungan dengan proses 

, 2,...,i n= . ( , )B t Tα  
tingkat pengembalian (rate of return) harga zero-coupon bond persatuan waktu 

dan ( ,iB

dapat juga dinyatakan sebagai ekpektasi 

)t Tσ adalah ukuran ketidakpastia

 persatuan waktu yang diakibat

n tingkat pengembalian harga zero-

i

1,...,i n= . 

Berikutnya dengan menggunakan lemma Ito dapat ditentukan dinamika 

harga erdasarkan lemma Ito berikut  

coupon bond kan oleh proses Wiener ke 

 ZCB b

,

2

1 1

( , ) 1n ndB t T ⎧ ⎫( , ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) 2B iB iB i

i i
t T t T dt t T dW t

B t T
α σ σ

= =

= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑ .             (4.1.5) 

(lihat p

kan didapat hubungan antara fungsi 

volatilitas harga zero-coupon bond dengan fungsi volatilitas forwar

dengan kata lain, untuk setiap 

ersamaan (3.1.11) untuk kasus kerangka model HJM satu faktor). 

Dari persamaan (4.1.5) dan (4.1.3) a

d rate. Atau 

1,2,...,i n=    akan didapat hubungan antara  

( , )iB t Tσ  dengan ( , )i t Tσ  (lihat persamaan (4.1.6)). Selain itu didapat juga  

hubungan antara koefisien drift harga zero-coupon bond dengan koefisien drift 

forward rate dan short rate (lihat persamaan (4.1.7)).   Hubungan ini dinyatakan 

dengan persamaan berikut    

( , ) ( , ) , 1, 2,...,i B i
t

t T t u du i nσ σ= − =∫                                                    (4.1.6) 

(lihat persamaan (3.1.12) untuk kasus kerangka model HJM satu faktor) dan  

T

2

1

1( , ) ( ) ( , ) ( , )
2

T n

B iB
it

t T r t t u du t Tα α
=

= − + ∑∫                                       

Substitusikan persamaan (4.1.6) pada persamaan di atas maka didapat 

σ .
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2
1T Tn ⎛ ⎞

1

( , ) ( ) ( , ) ( , )
2B i

it t

t T r t t u du t u duα α σ
=

= − + ⎜ ⎟
⎝

∑∫ ∫
⎠

, 1, 2,...,i n= .            (4.1.7) 

(lihat persamaan (3.1.13) untuk kasus kerangka model HJM satu faktor). 

an (4.1.4) 

maka dinamika harga zero-coupon bond yang mengikuti proses Ito dalam 

koefisien drift dan  fungsi volatilitas  forward rate,  serta short rate dapat 

Dengan mensubstitusikan  persamaan (4.1.6) dan (4.1.7) pada persama

dinyatakan sebagai  

( )
2

1 1

( , ) 1( ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) 2

Tn nT T

i it t
i it

dB t T r t t u du t u du dt t u du d
B t T

α σ σ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
( ) .iW t⎡ ⎤⎢ ⎥= − + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

 

runkan dinamika harga zero-coupon bond yang mengikuti 

proses Ito dan dinyatakan dalam koefisien drift dan  fungsi volatilitas  forward 

rate serta short rate,  pembahasan selanjutnya adalah mengenai batasan yang 

harus dipenuhi koefisien drift forward rate agar dapat dihasilkan harga ZCB yang 

memen B 

-

 

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑∫ ∫ ∫

Setelah menu

uhi kondisi no-arbitrage dan risk- neutral. Untuk mendapatkan harga ZC

yang memenuhi kondisi no-arbitrage maka harus dipenuhi lebih dulu kondisi no

arbitrage. Sebelum membahas kondisi ini lebih lanjut berikut ini akan dibahas

mengenai dinamika harga relatif bond untuk kasus kerangka model HJM 

multifaktor.  

Dinamika harga relatif bond  ( , )Z t T dengan n proses Wiener pada 

probability measure Ρ dinyatakan dengan 

( ,dZ t { }) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
n

B iBT Z t T t T r t dt t T dW tα σ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

1i=

HJM satu faktor. Kemudian pandang n  zero-coupon bond

i .               (4.1.8) 

Persamaan (4.1.8) identik dengan persamaan (3.1.16) untuk kasus kerangka model 

  dengan waktu jatuh 

tempo , maka dinami bond dengan waktu jatuh tem

yang berbeda dinyatakan dengan persamaan berikut 

1 2, ,..., nT T T ka harga relatif po 
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i

i

⎦

        (4.1.9)   

Persam triks. Pandang 

him

{ }
1

n

B i
i=

⎫⎡ ⎤

⎣

{ }

{ }

1 1 1 1

2 2 2 2
1

1

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

...

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

B

n

B iB
i

n

n n B n iB n i
i

dZ t T Z t T t T r t dt t T dW t

dZ t T Z t T t T r t dt t T dW t

dZ t T Z t T t T r t dt t T dW t

α σ

α σ

α σ

=

=

= − + ⎪⎢ ⎥
⎪
⎪⎡ ⎤= − + ⎪⎢ ⎥⎬⎣ ⎦
⎪
⎪
⎪⎡ ⎤= − + ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

∑

∑

∑

.

aan (4.1.9) akan dinyatakan dalam bentuk persamaan ma

punan dari proses ( , )iZ t T , yaitu { }( , ) : 0 , 1,2,...,i iZ t T t T i n≤ ≤ = sebagai 

vektor kolom berdimensi n , yaitu 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ( , ), ( , ),..., ( , ))t
n nZ t T T T Z t T Z t T Z t T=

Vektor kolom berdime

1 2 1( ; , ,..., ) ( ( , ( ),n B

. 

nsi n  lainnya adalah 

2) ( , ) ( ),..., ( , ) ( ))t
B B nA t T T T t T r tα= −

( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( ) t
nt W t W t W=W . Kemudian 

t T r t t T r tα α− −

t 1 2( ; , ,..., )B nt T T T

dan 

σ adalah  m

ukuran n n× , yaitu  

atriks 

⎥ , dan matriks diagonal  

1 1 1

1 2 2 2 2
1 2

1 2

( , ) ... ( , )
( , ) ( , ) ... ( , )

,..
... ... ... ...
( , ) ( , ) ... ( , )

B B nB

B B nB
B n

B n B n nB n

t T t T
t T t T t T

T

t T t T t T

σ σ
σ σ σ

σ σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1( , )

( ; , ., )

t T

t T T

σ

σ ⎢=

{ }

1

2
1 2

( , ) 0 ... 0
0 ( , ) ... 0

( ; , ,..., )
... ... ... ...
0 0 ... ( , )

n

n

Z t T
Z t T

diag Z t T T T

Z t T

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Dengan menggunakan matriks-matriks di atas maka  dinamika harga relatif bond 

dengan  waktu jatuh tempo yang berbeda (4.1.9) dapat ditulis sebagai persamaan 

matriks berikut  

{ }[ ]1 2 1 2 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( )n n n B ndZ t T T T diag Z t T T T A t T T T dt t T T T d tσ= + W

                           

.  

                                                                                            (4.1.10) 

Untuk waktu waktu jatuh tempo ,  asumsikan ada suatu fungsi  1 2, ,..., nT T T

( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ), ( ; , ,..., ),..., ( ; , ,..., ) t
n n n n nt T T T t T T T t T T T t T T Tλ λ λ=λ  

sedemikian sehingga 
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n .                      (4.1.11) 

tokastik

1
1 2 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., )n B nt T T T t T T T A t T T Tσ −=λ

 { }( , ),0 jt T t Tα ≤ ≤ dan { }( , ),0i jt T t Tσ ≤ ≤

ka berdas

Dengan asusi proses s ; 

 adalah adapted a, 1,...,i j n=  pada filtrasi m

1 2( ; , ,..., )nt T T T

arkan persamaan 

(4.1.6), (4.1.7) dan (4.1.11),  λ juga diasum  pada 

gsi 

sikan  adapted

filtrasi (lihat hal 33 untuk kasus ke  model HJM satu faktor).   Fun

1 2( ; , ,..., )nt T T T

rangka

λ disebut marke an  1 2( ; , ,..., )i nt T T Tt price of risk  d λ  adalah mark

price o ang berhubungan dengan proses Wiener ke-i, 1, 2,...,i n

{ } 0t t≥
F

{ } 0≥t t
F

et 

f risk y = . 

samaan (4.1.11) dapat ditulis kemb

1 2 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., )n B n n

Selanjutnya per ali sebagai  

A t T T T t T T T t T T Tσ= λ      

atau 

                   (4.1.12)                              

1 2 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., )n B n nA t T T T t T T T t T T Tσ− = 0 .  Dalam bentuk λ

matriks persamaan ini dapat ditulis sebagai 

(4.1.13)

 
Dengan memperhatikan sistem persamaan linier homogen di atas asumsi (4.1.11) 

untuk keberadaan market price of risk terpenuhi jika matriks 

1 1 1 2 1 1 1

2 2 1 2

1 2

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) (
. ( , ) ( ; , ,..

...
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ... ( , )

B B B nB

nB

B n B n B n nB n

t T r t t T t T t T t
t T t T T

t T r t t T t T t T

α σ σ σ λ
α σ σ σ λ

α σ σ σ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎥

⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 1 2

0
., ) 0

.
... ...

( ; , ,..., ) 0

n

n n

T

t T T Tλ

⎡ ⎤ ⎤
⎢ ⎥ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

 

1 2

2 1 2 2 2

; , ,..., )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ..

... ... ... ...

n

B B B

T T T
t T r t t T t T⎢ ⎥ ⎢−

⎢ ⎥ ⎢

⎡
⎢

 

)T1 2( ; , ,...,B nt T Tσ  

non singular. Selanjutnya substitusikan persamaan  (4.1.12) pada persamaan 

(4.1.10) sehingga didapat

{ }[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., )n n B n n B ndZ t T T T diag Z t T T T t T T T t T T T dt t T T T dλ

Berikutnya persam

( ) .t  σ σ= + W

aan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

{ } { }1( ; ,dZ t T 2 1 2 1 2 1 2,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ) ( ; , ,..., )n n B nT T diag Z t T T T t T T T d t t T T T dtσ= + n⎡ ⎤⎣ ⎦W λ
 

(4.1.14)

isSelanjutnya akan dibahas mengenai market price of r k 1 2( ; , ,..., )nt T T Tλ  

untuk ZCB dengan waktu jatuh tempo yang berbeda, apakah market price of risk  

tersebut juga berbeda. Penjelasan tentang market price of risk adalah sebag

berikut.  

ai 
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ibuat terdiri dar 2 Seperti untuk kasus satu faktor dimana portofolio yang d i 

jenis ZCB dengan waktu jatuh tempo berbeda, untuk kasus n  faktor ini buat 

portofolio yang terdiri dari ( 1)n+ ZCB dengan waktu jatuh tempo yang berbed

dimana n

a, 

adalah banyaknya proses Wiener. Banyaknya ZCB dengan waktu jatuh 

tempo iT  dinyatakan dengan iθ dan portofolio dapat ditulis sebagai berikut 

1

1

( , )
n

k k
k

B t Tθ
+

=

Π = ∑  

Perubahan nilai portofolio dalam interval waktu dt  adalah 
1

( , )
n

B t Tθ
+

Π = ∑ .                                                                       (4
1

k k
k

d d
=

   .1.15) 

Perhatikan persamaan (4.1.4), untuk waktu jatuh tempo kT T=  persamaan tersebut 

) 

⎫
⎬  

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

dapat ditulis kembali sebagai  

1

( , ) ( , )
n

k B k
i

dB t T t T Bα
=

= ( , ) ( , ) ( , ) ( )k iB k k it T dt t T B t T dW tσ+∑ .  

Substitusikan  persamaan di atas pada persamaan (4.1.15
1

( , ) (
n

d t T Bθ α
+ ⎧Π = ⎨∑

1 1

, ) ( , ) ( , ) ( )
n

k B k k iB k k i
k i

t T dt t T B t T dW tσ
= =

+
⎩ ⎭

∑ .

1 1

( , ) ( , ) ( ,
n n n

d t T B t T dt t Tθ α θ σ
+ +

1 1 1

) ( , ) ( )k B k k k iB k k i
k k i

B t T dW t
= = =

⎧ ⎫ ⎧Π = + ⎫
⎨ ⎬ ⎨∑ ∑ ∑ ⎬

⎭
 

Tukar urutan penjumlahan suku kedua ruas kanan persamaan di atas menjadi 

⎤
⎥⎦

.(4.1.16) 

Untuk menghilangkan risiko tingkat bunga asumsikan ada

⎩ ⎭ ⎩
.

1 1

( , ) ( , )
n n n

d t T B t T dtθ α θ
+ +⎡ ⎤ ⎡Π = +∑ ∑ ∑

1 1 1

( , ) ( , ) ( )k k k k iB k k i
k i k

t T B t T dW tσ
= = =

⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

,  1, 2,...,k n=kθ

sedemikian sehingga koefisien ( )dW t menjadi 0 , yaitu 
1

1

( , ) ( , ) 0
n

k k iB k
k

B t T t Tθ σ
+

=

=∑ , untuk 1,2,...,i n=                                    (4.1.17) 

Sekarang persamaan (4.1.16) menjadi  
1

( , ) ( , )
n

t T B t T dtθ α
+

1
k B k k

k
d

=

⎧ ⎫Π = ⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ .                                                                     (4.1.18) 
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i koefisien difusi dan perubahan  dapat 

diprediksi (predictable). Kemudian agar portofolio memenuhi kondisi  

no-arbitrage  maka menurut [Bjork, 2003] harus dipenuhi 

t .                                                             (4.1.19) 

Dari persamaan (4.1.18) dan (4.1.19) didapat 

Persamaan di atas tidak lagi mempunya  dΠ

( )d r t dtΠ = Π .  

Substitusikan 
1

( , )
n

B t Tθ
+

Π = ∑  pada persamaan di atas maka didapat  
1

k k
k=

1

1

( ) ( , )
n

k k
k

d r t B t T d
+

=

⎧ ⎫Π = ⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑θ

{
1

1

( , ) ( , ) ( )
n

k k B k
k

B t T t T r tθ α
+

=
∑ } 0= .                                                        (4.1.20) −

Berikutnya tulis persamaan (4.1.17) dan (4.1.20) sebagai sistem persamaan linier 

homogen yang dapat dinyatakan dalam bentuk perkalian matriks berikut 

1 1 1 1

1 1
1 1

1 1

( , ) ... ( , )
( , ) 0

( , ) ... ( , )
( , ) 0

( , ) ( ) ... ( , ) ( )

B B n

nB nB n
n n

B B n

t T t T
B t T

t T t T
B t T

t T r t t T r t

σ σ
θ

σ σ
θ

α α

+

+
+ +

+

⎡ ⎤
⎡ ⎤1 1

2 1 2 1
2 2

( , ) ... ( , )
( , ) 0

... ... ... .
... ...

B B nt T t T
B t T

σ σ
θ+

⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

 
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦⎢ ⎥− −⎣ ⎦

Misal 

n

n

dan 

1 1 1 1

2 1 2 1

1 1

1 1

( , ) ... ( , )
( , ) ... ( , )

...
( , ) ... ( , )

( , ) ( ) ... ( , ) ( )

B B

B B

nB nB n

B B n

t T t T
t T t T

t T t T
t T r t t T r t

σ σ
σ σ

σ σ
α α

+

+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

U

1 1

2 2

1 1

( , )
( , )
...
( , )n n

B t T
B t T

B t T

θ
θ

θ + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

b , ≠ 0b . 

ian pandang sistem persamaan homogenKemud = 0bU

triks kolom

1

,dimana adalah matriks 

kolom nol. Khusus untuk persamaan di atas ma

. Karena maka sistem persamaan ini punya solusi jika 

0

 nol berukuran

(( 1) 1)n + × ≠ 0b U  

singular. Sebab jika U  non singular maka ada −U mikian sehingga 
1−= 0 = 0b U ,  yang kontradiksi dengan asumsi 

sede

≠ 0b . Agar ma

maka baris terakhir dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari baris-baris 

nnya.  Dengan demikian ada ( )ic t , 1, 2,...,i n

triks U singular 

lai =  sedemikian sehingga 
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[ ] [ ]1 1 1 1 1 1 1( , ) ( ) ... ( , ) ( ) ( ) ( , ) ... ( , )B B n B B nt T r t t T r t c t t T t Tα α σ σ+ +− − =  

[ ] [ ]2 2 1 2 1 1 1) ... ( )B B n n nB nB nc t σ+ ++ .( ) ( , ) ... ( , ( , ) ... ( , )c t t T t T t T t Tσ σ σ+ +              

Dari persamaan di atas didapat persamaan berikut 

1σ +

1 1
1i

n
=

2 2
1

1
1

( , ) ( ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( ) ( , )

...

( , ) ( ) ( ) ( , )

n

B i iB

B i iB
i

n

B n i iB n
i

t T r t c t t T

t T r t c t t T

t T r t c t t T

α σ

α σ

α

=

+
=

⎫
− = ⎪

⎪
⎪

− = ⎪
⎬
⎪
⎪
⎪

− = ⎪
⎭

∑

∑

∑

.                                                       (4.1.21) 

Dengan memperhatikan persamaan di atas, besaran ( )ic t , 1, 2,...,i n= tidak 

tergantung pada waktu jatuh tempo harga ZCB kT , 1, 2,..., 1k n= + . Selanjutnya 

triks beriku

2

Persamaan matriks di atas dapat ditulis kembali sebagai 

=  

Dengan membandingkan persamaan di atas dan persamaan (4.1.13) maka didapat  

n

⎤
⎥

⎥
⎥
⎦

Karena  tidak bergantung pada waktu jatuh tempo ZCB maka 

persamaan (4.1.21) dapat dinyatakan sebagai perkalian ma t  

1 1 1 2 1 1 1

2 1 2 2 2 2

( , ) ( ) ( , ) ( ) ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ... ( , )

B B B

B B B nB

t T r t t T t c t
t T r t t T t T t T c

α σ σ
α σ σ σ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢=

⎤

1 1 1 2 1 1

, ... ( ,
( )

... ... ... ... ... ...
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( )

nB

B n B n B n nB n n

T t T
t

t T r t t T t T t T c t

σ

α σ σ σ+ + + +

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

.
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎦

 

1 1 1 2 1 1 1

2 2

1 2

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( )
( , ) ( )

... ... ... ... ... ...
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( )

B B B nB

B

B n B n B n nB n n

t T r t t T t T t T c t
t T c t

t T r t t T t T t T c t

α σ σ σ

α σ σ σ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0
0
...
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.2 1 2 2 2( , ) ( ) ( , ) ( , ) ...B B B nt T r t t T t Tα σ σ σ−⎢ ⎥ ⎢−

1 1 1 2

1 2

( ) ( ; , ,..., )

... ...
( ) ( ; , ,..., )

n

n n

c t t T T T

c t t T T T

λ

λ

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢

⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

2 2 1 2( ) ( ; , ,..., )nc t t T T Tλ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= . 

( )ic t , 1, 2,...,i n=

1 1 2

2 1 2

1 2

( ; , ,..., )
( , ,..., )

...
( ; , ,..., )

n

n

n n

t T T T
T T T

t T T T

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦   

;t ⎥
⎥

Universitas Indonesia 
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juga tidak bergantung pada waktu jatuh tempo ZCB. Jadi market price of risk 

  n( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ), ( ; , ,..., ),..., ( ; , ,..., ) t
n n n nt T T T t T T T t T T T t T T Tλ λ λ=λ

dapat dinyatakan hanya sebagai fungsi waktu t , yaitu ( )tλ . 

Setelah membahas dinamika  harga relatif dan market price of risk, 

b

matrtingale measure

selengkapnya terdapat pada teorema 2.6.1). EMM untu ar

erikutnya akan dilanjutkan pembahasan mengenai asumsi kondisi no-arbitrage. 

Kondisi  no-arbitrage  terpenuhi jika dapat ditentukan suatu equivalent 

 (EMM) untuk harga relatif (Pernyataan mengenai hal ini 

k h ga relatif  ditentukan 

dengan  ini 

 

 menggunakan teorema 2.6.4. Penjelasan mengenai penentuan EMM

adalah sebagai berikut. Perhatikan persamaan (4.1.14) dimana ( )tW adalah proses

Wiener pada probability measureΡ  dan 1 2( ; , ,..., ) ( )nt T T T t=λ λ  adapted pada 

filtrasi{ }0t t T≤ <
F   serta asumsikan 2

0

1exp ( )
2

t
E s dsΡ

⎡ ⎤⎛ ⎞ < ∞⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ λ maka berdasarkan 

teorema 2.6.4 (i) terdapat probability measure yang ekivalen dengan 

sikan hasil ini pad didapat 

probability measureΡ  dan berdasa

t .                                                                  (4.1.22) 

Substitu a persamaan (4.1.14) akan 

rkan teorema (2.6.4) (iii)  

( ) ( ) ( )d t d t t d= +W W λ

{ }1 2 1 2 1 2n n B n( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( ; , ,..., ) ( )dZ t T T T diag Z t T T T t T T T d tσ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

dimana ( )tW adalah prosesWiener pada probability measure 

W ,        (4.1.23)  

 dan 

Wiener

Persam ability 

measure  Tulis persamaan (4.1.23) sebagai 

( )d tW  

adalah perubahan proses  pada probability measure .  

aan (4.1.23) merupakan dinamika harga relatif bond pada prob

.

1 1 1
1

) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( )

i i
i
n

T Z t T t T dW t

dZ t T Z t T t T dW t

σ

σ

=

2 2 2
1

...

i i
i

n

=

1

( ,

( , ) ( , ) ( , ) ( )

n

n n i n i
i

dZ t

dZ t T Z t T t T dW tσ

=

=

⎫
⎪
⎪
⎪

=

∑

∑ ⎪
. ⎬

⎪
⎪
⎪

= ⎪
⎭

∑
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Dengan memperhatikan persamaan di atas, untuk setiap , 1, 2,...,i j n=

 i

memenuhi persamaan (2.6.2). Sehingga untuk setiap waktu jatuh tempo 

 harga relatif bond adalah suatu exponential martingale . Jadi sampai 

pada tahapan ini telah ditentukan suatu harga relatif bond yang martingale pada 

 asumsi kondisi no-

. 

Kemudian agar dapat dihasilkan harga ZCB yang memenuhi kondisi risk- 

an 

definisi 2.6

l 

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

n

j j i j
i

dZ t T Z t T t T dW tσ
=

= ∑  

1 2, ,..., nT T T

probability measure . Dengan demikian telah dipenuhi

arbitrage 

neutral maka harus dipenuhi lebih dulu kondisi risk- neutral. Sesuai deng

.4  probability measure   yang ekivalen probability measure Ρ  

dimana  harga relatif martingale  disebut risk-neutral measure. Pada  risk-neutra

measure  untuk setiap 1, 2,...,i n= ( , ) ( )B it T r tα = [Glasserman, 2000]. 

Substitusikan hasil ini pada persamaan (4.1.13) maka persamaan menjadi 

1 ( ,B tσ⎡ 1 2 1 1 1 1 2

1 2 2 2 2 2 1 2

1 2 1 2

) ( , ) ... ( , ) ( ; , ,..., ) 0
( , ) ( , ) ... ( , ) ( ; , ,..., ) 0
... ... ... ... ... ...
( , ) ( , ) ... ( , ) ( ; , ,..., ) 0

B nB n

B B nB n

B n B n nB n n n

T t T t T t T T T
t T t T t T t T T T

t T t T t T t T T T

σ σ λ
σ σ σ λ

σ σ σ λ

⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎥
⎥

,                  (4.

dimana 

1

1 2 2 2 2
1 2

( , )
( , ) ( , ) ... ( , )

( ; , ,..., )
... ... ... ...

nB

B B nB
B n

t T
t T t T t T

t T T T

σ
σ σ σ

σ

1.24) 

1 1 2 1

1 2

( , ) ( , ) ...

( , ) ( , ) ... ( , )

B B

B n B n nB n

t T t T

t T t T t T

σ σ

σ σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥

 maka 

⎢ ⎥
⎣ ⎦

aan (4.1.24) dapat dinyatakan dengan 1 2( ; , ,..., )B nt T T T = 0persam ( )t . Karena λσ

1 2, ,..., )B nT T( ;t Tσ non singular maka ada 1
1 2( ; , ,..., )B nt T T Tσ − sedemi

1
1 2( ; , ,..., )B nt t T T Tσ −= =0 0 atau dengan kata lain market price of

kian sehingga 

( )λ  risk ( )t = 0λ . 

Substitus

 dengan perubahan proses W  Ρ.  

njutnya mengenai batasa te pada  probability 

ikan hasil yang telah didapat pada persamaan (4.1.22) sehingga diperoleh 

, dengan kata lain perubahan proses Wiener pada probability 

iener pada probability measure

Setelah selesai membahas kondisi no-arbitrage dan risk-neutral, 

pembahasan sela n drift forward ra

( ) ( )d t d t=W W

measure  sama
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measure . Pertama-tama un sikan tuk sebarang waktu jatuh tempo T  substitu

( , ) ( )B t T r tα = pada persamaan (4.1.7) maka diperoleh hasil  

2

1

1( , ) ( , )
2

Tn

i
it t

t u du t u du
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫ . 

T

α σ

Turuna

5) 

Jadi un eutral measure

koefisien drift forward rate

n parsial persamaan di atas terhadap T  menghasilkan  

1

( , ) ( , ) ( , )
n T

i it
i

t T t T t u duα σ σ
=

= ∑ ∫ .                                                                 (4.1.2

tuk memenuhi kondisi no-arbitrage pada risk-n  , 

 ( , )t Tα harus memenuhi batasan yang dinyatakan 

pada persamaan (4.1.25) untuk setiap  dan .                                                                      

e dan persamaan 

harga ZCB dari kerangka model HJM multifaktor. Substitusikan persamaan di atas 

pada persamaan (4.1.1) maka kerangka 

measur

t T t≥

Proses selanjutnya adalah menurunkan model short rat

model HJM multifaktor pada probability 

e   dapat dinyatakan dengan persamaan berikut  

( )0 0
1 1

( , ) (0, ) ( ( , ) ( , ) ( )
n nt T t

i i i i, )
s

i i

f t T f T s s u du ds s T dW sσ σ σ
= =

= + +∑ ∑∫ ∫ ∫ .     (4.1.

Selanjutnya dengan melakukan substitusi persam aan 

T 26)                

aan (4.1.25) pada persam

(4.1.2), didapat persamaan pergerakan forward rate pada probability measure  
sebagai berikut   

( )
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
n nT

i i i it
df t T t T t u du dt t T dW tσ σ σ= +∫ .   

1i i= =
∑ ∑                          (4.1.27) 

Dengan substitusi pada persamaan (4.1.26) didapat persamaan sh

dari kerangka model HJM multifaktor, yaitu 

ort rate T t=

( ) ( , )r t f t t=  

       ( )0 0
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( )
n nt t t

i i is
i i

(0, ) if t= +∑ s t s u du ds s t dσ σ σ
= =

+∑∫ ∫ ∫ W s .               (4.1.28)       

Persamaan model tingkat bunga short rate dinyatakan d

persamaan di atas terhadap     

engan menurunkan 

t

) { }(0
( ) (0, ) ( , ) ( ,

n nt t

i is
dr t f t dt s t s u

t t
σ σ∂ ∂⎡ ⎤= +⎢∂ ∂⎣ ⎦

∑∫ ∫ 0
1 1

) ( , ) ( ) .
t

i i
i i

du ds s t dW s dt
t

σ
= =

∂
+ ⎥∂ ∑ ∫  
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tikan suku ke tiga pada ruas kanan persamaan di atas dima

muncul sebagai batas atas integrasi dan dalam integrand 

Perha na variabel t

( , )i s tσ , 1,2,...,=i n . 

apat Dengan menguraikan diferensial suku ketiga ruas kanan, persamaan di atas d

ditulis kembali menjadi  

( )0 0 0
1 1 1

( , )( ) (0, ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .
n n nt t t ti

i i i i is
i i i

s tdr t f t dt s t s u du ds dW s dt s t dW s dt
t t t t

σσ σ σ
= = =

∂∂ ∂ ∂⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  

Lalu dengan menggunakan teorema dasar kalkulus (lihat lampiran 1), persam

i atas akan menjadi   

aan 

d

( )0 0
1 1

( , )( ) (0, ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).
n n nt t t

i
i i i i is

i i

s tdr t f t dt s t s u du ds dW s dt t t dW t
t t t

σσ σ σ
= =

∂∂ ∂⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

1i=

                            

(4.1.29) 

Gunakan Rumus Leibniz (lihat lampiran 2) pada diferensial parsial suku kedua 

ruas kanan persamaan di atas, sehingga suku kedua ruas kanan dapat ditulis 

menjadi  

( )0
1

( , ) ( , )
n t t

i is
i

s t s u du ds
t

σ σ
=

∂
=

∂∑ ∫ ∫

{ }
0 0

1
( , ) ( , ) (0, ) (0, )i i i it

i
t t t u du t u du

t t t
σ σ σ σ

=

( , ) ( , )
.

t
n i it t ts

s t s u du ds tσ σ⎡ ⎤∂⎢ ∂ 0∂ ⎥⎧ ⎫+ −⎨ ⎬⎢ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭⎢
⎣

∑ ∫ ∫ ∫

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai  

⎥
⎥
⎦

∫

( ) { }
0 0

1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , )

t
n n i it t t s

i is
i i

s t s u du ds
s t s u du ds

t t

σ σ
σ σ

= =

⎡ ⎤∂∂ ⎢
=

⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
∑ ∑∫ ∫ ∫ . 

Uraikan diferensial parsial pada ruas kanan persamaan di atas sehingga persamaan 

menjadi 

( ) { }
0 0 0

1 1

( , )( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

t
n nt t t t t ii s

i i i is s
i i

s u dus t
s t s u du ds s u duds s t ds

t t

σσ
σ σ σ σ

= =

⎡ ⎤∂∂∂ ⎢
t

⎥= +
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .                                

Persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai 

( ) { } 2

0 0 0
1

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n nt t t t ti
i i i is s

i

s t

1i

s t s u du ds s u duds s t ds
t t

σ
σ σ σ σ

= =

⎡ ⎤∂∂
= +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

Substitusikan hasil persamaan di atas pada persamaan (4.1.29) maka didapat   

 

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .          
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2

0 0
1

( , )(0, )( ) ( , ) ( , )
n t t ti

i is
i

s tf tdr t dt s u du ds s t ds dt
t t

σ σ σ
=

⎧ ∂ ⎫∂ ⎛ ⎞= + +⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ ∫ ∫ ∫  

0
1 1

( , ) ( ) ( , ) ( )
n nt i

i i
i i

s t dW s dt t t dW t
t

σ σ
= =

∂⎧ ⎫+ +⎨ ⎬∂⎩ ⎭
∑ ∑∫ i .                               (4.1.30)                                           

 Keempat suku pada ruas kanan dapat diinterpretasikan sebagai berikut. 

(0, )f t
t
∂
∂

pada suku pertama menyatakan ukuran kemiringan (slope) dari kurva 

nilai awal forward rate, yang memberikan kontribusi pada drift 

pada suku terakhir menyatakan variansi dari  (lihat keterangan di bawah 

2.4.1)). Kemudian 

( )r t . 2

1

( , )
n

i t t dtσ
=
∑  
i

( )dr t

( , ),i s t s tσ < , 1.2,...,i n=definisi (  pada suku kedua dan ketiga 

dapat bergantung pada suatu variabel ra al pembahasan sub ndom (lihat pada aw

sub bab.3.1.1 hal 26) sehingga ( , ), ti s t sσ < , 1.2,...,i n= dapat tergantung pada 

bel random yang diamati pada waktu-waktu sebelum  t  sehingga hal in

 

nilai varia i 

dapat menyebabkan  untuk setiap , ( )r t bersifat non-Markovian. Jika 1.2,...,i n=

( , )i s tσ hanya tergantung pada s dan t ma

a pada nilai 

ka suku ketiga m

( )i s , s

erupakan satu-satunya 

penyebab proses ( )r t  bersifat non-Markovian karena untuk setiap 1.2,...,i n=

suku tersebut tergantung jug dW t< . Jadi jika fungsi volatilitas 

( , ),i s t s tσ < , 1.2,...,i n= tidak konstan, maka persamaan (4.1.30) memperlihatk

bahwa koefisien drift dari ( )r t  bergan elibatkan seluruh 

lintasan proses Wiener ( )i , 1.2,...,i n

an 

tung   lintasan karena m

W s = antara waktu 0 sampai waktu 

odel tingkat bunga yang diturunkan dari kerangka model HJM 

 Setelah selesai proses menurunkan model tingkat bunga, tah

adalah proses untuk menurunkan persamaan harga B, perhatikan 

kembali pe

ln ( , ) ( , )
T

t

t ,  Atau 

dengan kata lain m

bersifat non-Markovian. 

apan 

berikutnya ZC

rsamaan (3.1.3), yaitu  

B t T f t u du= −∫ .  
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ukan pada HJM satu faktor maka 

Lalu perhatikan proses penurunan persamaan (3.1.32) sampai (3.1.36). Dengan 

proses penurunan yang sama dengan yang dilak

didapat  persamaan harga ZCB berikut yang diturunkan dari kerangka model HJM 

multifaktor 

*

0 0
1 1

(0, )( , ) exp
n T tB T ( , ) ( , ) ( )

(0, )

n T t

i i it t
i i

B t T σ σ⎧= × −∑ ∑s u dsdu s u dW s du
B t = =

⎫−⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ ∫ ∫ ∫ ,  

(4.1.31)  

dimana 

( , ) ( , ) ( , )
u

i i is
s u s u s v dvσ σ σ∗ = ∫ , 1.2,...,i n= .                                     

(4.1.32) 

Perhatikan  persamaan (4.1.31). Seperti penjelasan untuk model tingkat 

bunga pada halaman 70, maka untuk persamaan (4.1.31) dapat dijelaskan sebagai 

berikut. ( , ),i s u s u tσ < < , 1.2,...,i n=  

rgumen ketiga (lih

u t

dapat tergantung pada variabel rand

at penjelasan di awal sub sub bab 

om 

yang dinyatakan sebagai a

3.1.1) sehingga ( , ),i s u sσ < < , 1.2,...,i n= pada 4.1.31) 

okastik yang diamati pada waktu-waktu 

sebelum

 ruas kanan  persamaan (

dapat tergantung pada nilai variabel st

 t . Kemudian jika untuk setiap 1.2,...,i n= , ( , )i s uσ hanya tergantung 

pada s dan u ,  s u t< < maka  karena suku kedua ruas kanan persamaan (4.1.31) 

yang mer  d  melibatkan perhitungan ( )idW s , s t< ,

1.2,...,i n=  berarti persamaan (4.1.31) tersebut bergantung lintasan karena 

melibatkan selur s ( )s , 1.2,...,i n

upakan pangkat

uh lintasa

ari exponen

n prose Wiener iW = antara waktu 0 

sampai waktu t . Sehingga untuk fungsi volatilitas tidak konstan, persamaan ha

ZCB bersifat non-Markovian. 

Sam ai pada tahap ini telah ditunjukkan bahwa model tingkat bunga dan 

persamaan harga ZCB yang diturunkan dari kerangka model HJM

t n vian.  Tujuan tesis ini adalah menghasilkan model 

tingkat bunga short rate yang berupa sistem persam di tokastik 

forward rate

rga 

p

 multifaktor 

dapat bersifa on-Marko

aan ferensial s

Markovian dan persamaan harga ZCB terkait. Dengan menggunakan fungsi 

volatilitas  R-C, pada sub bab selanjutnya akan dibahas proses untuk 

menentukan model short rate dengan sistem persamaan difensial stokastik 
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Markov

 

 

 

 

ian  dan persamaan harga ZCB terkait dari kerangka model HJM 

multifaktor Markovian. 
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BAB 5 
KESIMPULAN DAN SARAN 

Kesimpulan dari hasil pembahasan pada tesis ini dapat diuraikan sebagai 

erikut 

1. Dengan menggunakan fungsi volatilitas forward rate R-C maka model 

tingkat bunga non-Markovian dapat direduksi menjadi model tingkat 

bunga yang bergantung pada tiga variabel random dan  memenuhi sistem 

persamaan diferensial stokastik Markovian. Berdasarkan model tingkat 

turunkan persamaan harga zero-coupon bond terkait. 

2. 

odel Heath-Jarrow-Morton multifaktor mereduksi model 

aan 

 suatu 

ngsi volatilitas  forward rate 

a 

 
5.1 Kesimpulan 

 

b

bunga ini dapat di

Penggunaan fungsi volatilitas forward rate R-C sebagai input untuk 

kerangka m

tingkat bunga non-Markovian menjadi model tingkat bunga yang 

bergantung pada empat variabel random dan memenuhi sistem persam

diferensial stokastik Markovian. Selain itu dapat diturunkan juga 

persamaan harga zero-coupon bond terkait.  

3. Dengan spesifikasi fungsi volatilitas  forward rate yang sesuai dengan 

fungsi volatilitas  forward rate R-C sebagai input kerangka model HJM,  

dapat diturunkan model tingkat bunga generalisasi Hull-White dan 

persamaan harga zero-coupon bond terkait. 

5.2.  Saran 

 Untuk penelitian lanjutan adalah kemungkinan untuk menentukan

fungsi volatilitas forward rate yang sesuai dengan fu

R-C untuk memperoleh jenis model tingkat bunga lain selain yang dibahas pad

tesis ini dan persamaan harga zero-coupon bond terkait. 
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Misal adalah fungsi kontinu pada intervalh I  dan suatu bilangan padaa I . 

Definisikan fungsi pada H I  sebagai . Maka atau 

enga ata lain

( ) (
t

H t h s)s d
a

= ∫ ( ) (H t h′ = )t

n k  ( ) ( )
t

adt ∫d d h s d h t= .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s
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ampiran 2. Rumus Leibniz 

Rumus Leibniz 

dx , dimana  dan  fungsi 

L

( ) ( , )
b

a
g f xα α= ∫ a b αJika , yang nilainya bertambah 

sebesar aΔ dan bΔ  saat α bertambah sebesar αΔ .  

Maka ( ) ( , ) ( , ) ( , )
b

a

dg db daf x dx f b f a
d d d
α α α α
α α α

∂
= + −

∂∫ α
. 
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ampiran 3. Teorema Fubini 

Teorema Fubini 

isal

L

 ( , ) ( )f x y L I∈ , 1 2I I I= ×M . Maka 

i. Untuk setiap 1x I∈ , ( , )f x y  adalah measurable dan integrable pada 2I  

sebagai suatu fungsi 

ii. Sebagai suatu fungsi 

y . 

x , 
2

( , )I f x y dy∫ adalah measurable dan integrable 

pada 1I , dan ( , )I 1 2
( , )I If x y dxdy f x y dy dx⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫∫ ∫ ∫  [Bjork,2003]. 
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