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ABSTRAK 

 

 

 

Nama   : Henang Priyanto 

Program Studi  : Magister Matematika 

Judul Tesis :  Konstruksi Barisan de Bruijn 

 

 

Untuk sebarang bilangan bulat positif 𝑎 ≥ 2 dan 𝑛 ≥ 1 yang diberikan, dapat di-

lakukan konstruksi graf de Bruijn yang didefinisikan sebagai graf berarah dengan 

banyaknya simpul 𝑎𝑛−1, panjang label simpulnya 𝑛 − 1, banyaknya busur berarah 

𝑎𝑛 , dan panjang label busurnya 𝑛. Karena setiap graf de Bruijn merupakan graf 

Euler maka dapat ditentukan sirkuit Euler dengan label minimal. Barisan de 

Bruijn yang dibangun oleh 𝑛 dinyatakan oleh Sirkuit Euler dengan label minimal. 

Graf de Bruijn tidak mudah dikonstruksi untuk 𝑛 yang berukuran besar, kesulitan 

selanjutnya dijumpai pada penentuan sirkuit Euler dengan label minimal. Oleh 

karena itu, pada tesis ini akan diberikan metode alternatif sebagai solusi konstruk-

si barisan de Bruijn dengan menggunakan teorema Fredicksen dan Maiorana. Teo-

rema ini menjamin keberadaan barisan de Bruijn untuk setiap 𝑛 yang diberikan 

dengan merangkai Lyndon word yang terurut secara Lexicographic. Hasil kajian 

ini memberikan kontribusi terhadap langkah-langkah untuk merangkai sebarang 

Lyndon word dari suatu alfabet 𝐴 dengan panjang 𝑛, sehingga diperoleh barisan 

de Bruijn yang dibangun oleh 𝑛. Sebagai akhir pembahasan akan diberikan kaitan 

antara graf de Bruijn dan barisan de Bruijn. 

 

 

 

Kata kunci : Graf de Bruijn, Barisan de Bruijn, Lexicographic, Lyndon word 

Xi+33 halaman; 4 gambar; 1 tabel 
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ABSTRACT 

 

 

 

Name   : Henang Priyanto 

Study Program : Magister Of Mathematics 

Topic :  Constructions of de Bruijn Sequences 

 

 

Given any integer 𝑎 ≥ 2 and 𝑛 ≥ 1, de Bruijn graph can be constructed. De 

Bruijn graph is a digraph with 𝑎𝑛−1 vertices, each has 𝑛 − 1 length label, and 𝑎𝑛  

arc, each has 𝑛 length label. Since each of de Bruijn graph is an Eulerian graph, 

then we can find an Eulerian circuit with minimal label. De Bruijn sequence 

which is spanned by 𝑛 can be representated by Eulerian circuit with minimal la-

bel. It is not easy to construct de Bruijn graph for 𝑛 large, it is implied difficulties 

to find Eulerian circuit with minimal label. In this “thesis” will be presented alter-

native method on how to construct de Bruijn sequence using Fredicksen and Mai-

orana Theorem. This theorem guarantees the existence of de Bruijn sequence for 

any given 𝑛 using concatenation Lexicographic ordered of Lyndon word. The re-

search result has contributed on construct step by step to obtain concatenation any 

Lyndon word of length 𝑛 of alphabet 𝐴, so we obtain de Bruijn sequence span by 

𝑛. For conclusi, will be given correlations between de Bruijn graph and de Bruijn 

sequences. 

 

 

 

 

Key words : de Bruijn Graph, de Bruijn Sequence, Lexicographic, Lyndon Word 

Xi+33 pages; 4 pictures; 1 tables 
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BAB I 

 

PENDAHULUAN 

 

1.1 LATAR BELAKANG 

Kombinasi dari “kata” (word) pada dekade terakhir ini memiliki 

perkembangan yang cukup signifikan, sehingga menarik bagi para mate-

matikawan dunia dan pengembangan ilmunya diklasifikasikan pada ca-

bang ilmu matematika diskrit. Barisan de Bruijn merupakan bentuk kom-

binasi dari “kata” yang pertama kali diperkenalkan oleh de Bruijn pada 

tahun 1946 dengan menggunakan alfabet biner yakni 0 dan 1. Contoh dari 

barisan de Bruijn diberikan pada Gambar 1.1 

 

 

 

Gambar 1.1 Contoh barisan de Bruijn yang dibentuk dari alfabet 

dengan panjang 5.  

 

Hingga saat ini kombinasi dari “kata” yang dihasilkan dari barisan 

de Bruijn banyak digunakan pada berbagai bidang, salah satunya adalah 

bioinformatika guna memprediksi struktur dari DNA. Matamala (2004) 
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dalam artikelnya yang berjudul “Minimal Eulerian Trail in a Labeled Di-

graph” menyampaikan bahwa penentuan barisan minimal dari DNA iden-

tik dengan menentukan barisan dengan panjang minimal yang mengan-

dung semua kemungkinan asam nukleotida yang terdiri dari empat karak-

ter, yakni A (Adenine), G (Guanine), T (Tymine) dan C (Cytosine). Barisan 

minimal yang demikian bentuk matematisnya identik dengan barisan de 

Bruijn.   

Pada bidang kriptografi bentuk kombinasi dari “kata” dengan alfa-

bet biner 0 dan 1 banyak digunakan untuk menghasilkan suatu informasi 

yang memiliki kuantitas dan keamanan. Trappe & Washington (2006) 

mendefinisikan kriptografi dalam buku Introduction to Cryptography with 

Coding Theory sebagai studi teknik matematik yang berkaitan dengan 

keamananan informasi seperti : kerahasiaan, integritas data, identifikasi, 

autentifikasi pesan, penandaan serta validasi dan lain sebagainya. Pada 

mulanya kriptografi banyak digunakan pada bidang yang berhubungan 

dengan militer, hubungan diplomatik dan pemerintahan. Salah satu bentuk 

kriptogafi yang digunakan pada bidang  tersebut yaitu Public-Key Crypto-

graphy (PKC). Misalkan bentuk  barisan de Bruijn 2𝑛  yang terdiri dari 32 

digit pada Gambar 1.1 merupakan bentuk informasi yang dibangun dari 5 

alfabet. Kelima alfabet tersebut ada pada barisan de Bruijn tepat satu kali, 

hal ini menyatakan bila masing-masing partisipan diberi key dengan 5 al-

fabet, maka ada 32 partisipan dalam suatu komunitas dengan key yang 

berbeda-beda (Chung F, 1992). 

Banyak metode yang telah dikembangkan untuk mengkonstruksi 𝑛 

barisan de Bruijn, diantaranya yang diperkenalkan oleh Drew yang menya-

takan bahwa barisan de Bruijn ekivalen dengan sirkuit Euler pada graf de 

Bruijn (Drew, 2006). Namun saat ini yang menarik untuk penulis pelajari 

yakni suatu metode diperkenalkan oleh Fredicksen dan Maiorana (1978) 

dan dikembangkan oleh Eduardo (Moreno, 2003) dengan menggunakan 

teorema Fredicksen dan Maiorana. 

 

  

Konstruksi barisan..., Henang Priyanto, FMIPA UI, 2010.



3 

 

 
 

Universitas Indonesia 

 

1.2 PERMASALAHAN 

Permasalahan secara umum pada penelitian ini adalah bagaimana 

mengkonstruksi barisan de Bruijn, oleh karena itu akan disajikan metode 

untuk mengkonstruksinya. Metode pertama untuk mengkonstruksi barisan 

de Bruijn dapat dilakukan dengan cara mengkonstruksi graf de Bruijn ter-

lebih dahulu, kemudian dilanjutkan dengan menentukan sirkuit Euler yang 

ada pada graf  de Bruijn. Sirkuit Euler dengan lintasan paling minimal pa-

da suatu graf de Bruijn merepresentasikan barisan de Bruijn. 

Pada penelitian ini dikaji metode alternatif untuk mengkonstruksi ba-

risan de Bruijn tanpa konstruksi graf de Bruijn yakni dengan teorema Fre-

dicksen dan Maiorana, teorema ini diperoleh dengan  melihat rangkaian 

lexicographic terurut dari Lyndon word yang memiliki panjang pembagi 𝑛.  

Selanjutnya pada tesis ini, alfabet  yang digunakan untuk mengkon-

strusi barisan de Bruijn dibatasi pada alfabet biner 0 dan 1. 

 

1.3 TUJUAN PENULISAN 

Secara umum penelitian ini bertujuan untuk memberikan informasi 

tentang konstruksi barisan dan graf de Bruijn, serta dilakukan dengan ta-

hapan berikut : 

a. Mengkaji konstruksi graf de Bruijn dan karakteristik dari barisan de 

Bruijn yang berhubungan dengan keberadaan sirkuit Euler. 

b. Mengkaji konstruksi barisan de Bruijn dengan rangkaian Lyndon word 

dari “kata” yang terurut secara lexicographic. 

c. Menunjukkan keterkaitan antara graf de Bruijn dan barisan de Bruijn, 

kemudian membandingkan metode konstruksinya. 

 

1.4 METODE PENELITIAN 

Penelitian ini dilakukan melalui studi literatur dengan mempelajari 

paper, disertasi atau buku-buku yang berhubungan dengan topik penelitian 

sehingga pada tesis ini hanya diberikan kajian secara teoritis tentang me-

tode konstruksi barisan de Bruijn dan kaitanya dengan graf de Bruijn. 

Konstruksi barisan..., Henang Priyanto, FMIPA UI, 2010.
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1.5  SISTEMATIKA PENULISAN 

Penulisan tesis ini dibagi menjadi lima bab, dengan sistematika pe-

nulisan sebagai berikut : 

 BAB I  : PENDAHULUAN 

Penjelasan latar belakang dilakukannya penelitian, perma-

salahan, tujuan penulisan, metode penelitian dan sistema-

tika penulisan 

 

 BAB II : LANDASAN TEORI 

Berisi tentang teori yang berhubungan dengan konstruksi 

graf dan barisan de Bruijn, pengertian lyndon word dan 

lexicographic.  

 

 BAB III : KONSTRUKSI BARISAN DE BRUIJN 

Pada bab ini akan dibagi menjadi dua segmen pembaha-

san. Bagian pertama membahas tentang penentuan sirkuit 

Euler dari suatu graf de Bruijn sebagai representasi barisan 

de Bruijn dengan menggunakan teorema BEST. Kemudian 

bagian kedua akan dibahas tentang teorema Fredricksen 

dan Maiorana sebagai metode untuk mengkonstruksi bari-

san de Bruijn. 

 

BAB IV       : KAITAN ANTARA GRAF DE BRUIJN DAN BARI-

SAN DE BRUIJN.  

 Pada bab ini akan dibahas mengenai kaitan antara graf de 

Bruijn dan barisan de Bruijn, kemudian membandingkan 

metode konstruksinya. 
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 BAB V : PENUTUP 

Pada bab ini akan disampaikan kesimpulan yang diperoleh 

dari hasil penelitian, dan saran yang dapat diberikan atas 

hasil penelitian. 
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BAB II 

 

LANDASAN TEORI 

 

2.1  Teori Graf 

Edgar & Michael (1998) menjelaskan bahwa graf 𝐺 𝑉, 𝐸  merupakan 

struktur diskrit yang terdiri dari simpul-simpul (vertices)  dan busur-busur 

(edge) yang menghubungkan simpul-simpul. Teori graf pertama kali diperke-

nalkan oleh seorang matematikawan Swiss Leonhard Euler pada tahun 1707-

1783. Awal mula teori ini adalah ide Euler dalam memecahkan masalah jem-

batan Konigsberg. Suatu graf terdiri dari dua himpunan 𝑉 dan 𝐸, dengan 𝑉  

menyatakan himpunan simpul  dan 𝐸 menyatakan himpunan busur  dengan 

elemennya merupakan pasangan simpul-simpul dari himpunan 𝑉, sebagai 

contoh bila 𝑣 dan 𝑤 elemen simpul di 𝑉 maka 𝑒 = {𝑣𝑤} adalah busur yang 

menghubungkan simpul 𝑣 dan 𝑤. Untuk selanjutnya simbol suatu graf digu-

nakan huruf 𝐺.  

Graf berarah 𝐺 = (𝑉, 𝐴) terdiri dari himpunan tak kosong 𝑉(𝐺) sebagai 

simpul dan 𝐴(𝐺) sebagai busur  berarah (arc). Pada graf berarah simpul dapat 

digambarkan sebagai titik 𝑣 atau 𝑤, sedangkan busur berarah {𝑣𝑤} ∈ 𝐴 seba-

gai garis yang menghubungkan kedua simpul 𝑣 dan 𝑤 dengan simpul 𝑣 seba-

gai titik pangkal dan simpul 𝑤 sebagai titik ujung. Dua buah simpul 𝑣 dan 𝑤 

dikatakan hadir (incident) bila ada busur berarah 𝑣𝑤 atau dengan kata lain 

busur berarah  𝑣𝑤 hadir pada kedua simpul tersebut. Misalkan 𝑒 = {𝑣𝑤} ∈ 𝐴 

dan {𝑣, 𝑤} ∈ 𝑉 maka simpul 𝑢 dan 𝑤 dikatakan bertetangga (adjacent) bila 

terdapat busur berarah 𝑒 di antara keduanya. Gelang (loop) adalah busur bera-

rah yang berawal dan berakhir pada simpul yang sama, tanpa melalui simpul 

yang lainya. Jumlah busur berarah yang hadir pada suatu simpul 𝑣 disebut 

dengan derajat (degree) dari simpul tersebut dan dinotasikan dengan 𝑑𝑒𝑔(𝑣). 

Derajat keluar  dinotasikan dengan 𝑑+(𝑣), dan menyatakan jumlah busur be-

rarah yang keluar dari simpul dan juga termasuk gelang dari suatu simpul. 

Derajat masuk dinotasikan dengan 𝑑−(𝑣) dan menyatakan jumlah busur bera-

rah yang masuk dari simpul (termasuk gelang). 
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Jalan (walk) pada suatu graf berarah adalah barisan dari simpul dan bu-

sur  berarah yang menyatakan lintasan yang berawal dan berakhir pada suatu 

simpul. Trail adalah suatu jalan dengan busur berarah yang dilalui semua 

berbeda. Lintasan (path) adalah jalan dengan semua simpulnya berbeda. Jika 

simpul pangkal pada suatu trail sama dengan simpul akhir  maka lintasan ini 

disebut trail tertutup, selanjutnya setiap trail tertutup disebut sirkuit. Suatu 

sirkuit yang berawal dan berakhir pada simpul yang sama disebut lingkaran 

(cycle). Suatu lingkaran−𝑛 adalah lingkaran dengan 𝑛 busur (dan 𝑛 simpul). 

Sirkuit Euler (Eulerian circuit) pada suatu graf 𝐺 adalah sirkuit yang men-

gandung semua simpul di 𝐺 dan melalui semua busur berarahnya tepat satu 

kali. Keberadaan sirkuit Euler pada suatu graf dapat diidentifikasi dengan me-

lihat apakah jumlah derajat keluar dan derajat masuk pada setiap simpulnya 

sama. Graf Euler adalah graf yang mengandung suatu sirkuit Euler (Edgar & 

Michael, 1998). 
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Gambar 2.1 Contoh Graf Euler 𝐺 

 

Pada gambar 2.1 disajikan contoh dari jalan, trail, lintasan, lingkaran, dan 

sirkuit Euler sebagai berikut : 

 Jalan pada graf 𝐺 yaitu : (A,a,B,b,C,c,D), (E,e,F,f,G,g,H,h,F,i,A) 

 Trail pada graf 𝐺 yaitu : (B,b,C,c,D,k,B,l,E,m,A,a,B) 

 Lintasan pada graf 𝐺 yaitu : (A,j,D,d,E,e,F,f,G) 
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 Lingkaran pada graf 𝐺 yaitu : (B,b,C,c,D,k,B), (F,f,G,g,H,h,F) 

 Sirkuit Euler pada graf 𝐺 yaitu :   

{A,a,B,b,C,c,D,d,E,e,F,f,G,g,H,h,F,i,A,j,D,k,B,l,E,m,A,} 

 

2.2 Barisan de Bruijn dan Graf de Bruijn 

Barisan de Bruijn merupakan barisan yang dibentuk dari string ber-

hingga dengan sifat-sifat tertentu. String adalah barisan berhingga (finite) 

simbol-simbol. Sebagai contoh, jika a, b, dan c adalah tiga buah simbol maka 

abc adalah sebuah string yang dibangun dari ketiga simbol tersebut. Substring 

dari string w adalah string yang dihasilkan dari string w dengan menghilang-

kan nol atau lebih simbol-simbol paling depan dan/atau simbol-simbol paling 

belakang dari string w tersebut.  

Suatu string dengan panjang 2𝑛  disebut barisan de Bruijn (2, 𝑛) jika se-

tiap string dengan panjang 𝑛 hadir tepat satu kali sebagai substring dari 2𝑛 . 

Contoh string yang dibentuk dari alfabet berukuran 2 yaitu {0,1} adalah bari-

san de Bruijn  2, 𝑛 . Untuk kasus 𝑛 = 1,2,3,4 barisan de Bruijnnya secara 

berturut-turut sebagai berikut : 01, 0110, 01110100, 0000100110101111 

(Gross & Yellen, 2006).  

Selanjutnya pada tesis ini alfabet yang digunakan dibatasi pada 0 dan 1 

(alfabet biner). Kemudian barisan de Bruijn disimbolkan dengan  𝐵𝑛 , artinya 

suatu barisan de Bruijn yang direntang oleh 𝑛 adalah string 𝐵𝑛 , dengan pan-

jang  𝐴 𝑛  sedemikian sehingga semua “kata” yang panjangnya 𝑛 terdapat pa-

da substring 𝐵𝑛  tepat satu kali. Dalam hal ini suatu “kata”  yang dibangun 

dari alfabet 𝐴 adalah barisan berhingga dari elemen-elemen 𝐴. 

Graf de Bruijn adalah suatu graf berarah 𝐺𝑎,𝑛  , (𝑎 ≥ 2, 𝑛 ≥ 1) yang di-

bentuk dari setiap bilangan bulat positif 𝑛 dan 𝑎 (𝑎 adalah alfabet biner ) yang 

diberikan dan memiliki jumlah simpul 𝑎𝑛−1, dilabel dengan “kata” yang pan-

jangnya 𝑛 − 1 dari suatu alfabet 𝐴, dan jumlah busur berarahnya sebanyak 

𝑎𝑛 , dilabel dengan “kata” yang panjangnya 𝑛. Busur berarah yang berawal 

dari 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛−1 dan masuk ke 𝑤2, 𝑤3, … , 𝑤𝑛−1, 𝑤𝑛  dinyatakan (dilabel) 

dengan “kata”  𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛−1, 𝑤𝑛 . Notasi 𝐺𝑎,1 menyatakan suatu graf de-

ngan satu simpul dan 𝑎 sebagai gelang (Rosenfeld, 2003).  
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Sebagai contoh untuk alfabet 𝐴 berukuran 𝑎 = 2 yaitu {0,1} dan 𝑛 = 2 

maka akan diperoleh jumlah simpulnya 2𝑛−1 = 22−1 = 2 dengan panjang  

label “kata” pada simpul 𝑛 − 1 = 1,  terdiri dari “kata” yang berbentuk 

{0, 1}. Jumlah busur berarahnya 2𝑛 = 22 = 4, dengan panjang label “kata” 

pada busur 𝑛 = 2, terdiri dari {00,01,10,11}, berikut contoh grafnya diberi-

kan pada Gambar 2.2. 

 

             

1100 0 1

10

01
 

 

Gambar 2.2. Contoh Graf de Bruijn 𝐺2,2 

 

2.3 Lexicographic 

Dalam kehidupan sehari-hari sering dijumpai bentuk penggunaan Le-

xicographic, contohnya pada penulisan kamus bahasa Inggris-Indonesia. Pe-

nulisan kamus yang menggunakan lexicographic memudahkan pembaca un-

tuk dapat segera menemukan kata yang dikehendaki, karena semua kata telah 

terurut berdasarkan alphabet. Konsep yang digunakan untuk menuliskan him-

punan lexicographic menggunakan partial ordering.  

Rosen (1995) dalam Discrete Mathematic and Its Application mendefi-

nisikan suatu relasi pada himpunan 𝑆 sebagai partial ordering jika memenuhi 

sifat refleksi, antisimetri, dan transitif. Suatu himpunan 𝑆 yang terurut secara 

parsial disebut partial ordered set (poset) dan dinotasikan dengan (𝑆, ≼). Jika 

(𝑆, ≼) adalah poset dan setiap dua elemen dari himpunan 𝑆 dapat 

dibandingkan, maka 𝑆 disebut himpunan terurut secara linier. Pernyataan 

𝑎 ≼ 𝑏 memiliki arti bahwa (𝑎, 𝑏) memenuhi relasi pada himpunan 𝑆 yang 

memenuhi sifat : 
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a. Refleksi       : 𝑎 ≼ 𝑎 untuk semua 𝑎 ∈ 𝑆, dan 

b. Antisimetri   : jika 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, kemudian  𝑎 ≼ 𝑏 dan 𝑏 ≼ 𝑎, maka 

𝑎 = 𝑏, dan 

c. Transitif  : jika 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆, kemudian 𝑎 ≼ 𝑏 dan 𝑏 ≼ 𝑐, maka 

𝑎 ≼ 𝑐. 

Lexicographic didefinisikan sebagai himpunan yang terdiri dari bebe-

rapa alfabet atau simbol yang memenuhi poset dengan relasi ≼. Bila diberi-

kan dua buah “kata”  𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  dan 𝑏 = 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚  maka 𝑎 ≼ 𝑏 ji-

ka : 

 𝑎 dan 𝑏 identik . 

Misalkan 𝑎 = 0011 dan 𝑏 = 0011, maka a dan b identik, atau 

 𝑎𝑖 ≼ 𝑏𝑖  di dalam susunan alfabet, yakni pada suatu posisi 𝑖 pertama 

memiliki kesamaan “kata” dan selanjutnya “kata” yang berbeda. 

Misalkan 𝑎 = 00101 dan 𝑏 = 00110, maka 𝑎 ≼ 𝑏, karena pada 3 

posisi pertama “kata” 𝑎 dan 𝑏 memiliki kesamaan, namum pada 

posisi ke empat  “kata” 𝑎 mendahului 𝑏, atau 

 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖  untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛 tetapi 𝑛 < 𝑚. (kondisi “kata” 𝑎 lebih 

pendek dari 𝑏). 

Misalkan 𝑎 = 001 dan 𝑏 = 00101, maka “kata” 𝑎 lebih pendek 

dari 𝑏. Untuk 𝑖 = 3 diperoleh 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 . 

 

 

2.4 Lyndon Word 

Misalkan 𝐴 himpunan berhingga dan terurut secara linier (≼). Suatu 

“kata”  𝑤 pada alfabet 𝐴 adalah barisan berhingga dari elemen-elemen 𝐴. 𝐴∗ 

adalah himpunan dari semua “kata” yang mungkin dari alfabet 𝐴 dan terurut 

secara linier dengan urutan lexicographic yang dinyatakan dengan (≼). Pan-

jang “kata” 𝑤 ∈ 𝐴∗ dinotasikan dengan  𝑤 . “kata” 𝑝 disebut awalan dari 

“kata” 𝑤 bila ada “kata” 𝑢 sedemikian sehingga 𝑤 =  𝑝𝑢. Demikian juga 𝑝 

disebut akhiran dari “kata” 𝑤 bila terdapat 𝑢 sedemikian sehingga 𝑤 = 𝑢𝑝.  

Bila 𝑤 =  𝑢𝑝𝑣 maka 𝑝 disebut sebagai faktor dari 𝑤. 
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Definisi 𝑥 ≼  𝑦 , bila 𝑥 mendahului dari 𝑦, atau dengan kata lain jika 

𝑥 = 𝑢𝑎𝑣 dan 𝑦 =  𝑢𝑏𝑤 dengan 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐴∗ dan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 maka 𝑎 <  𝑏. Si-

fat mendasar dari urutan lexicographic adalah sebagai berikut : jika 𝑥 ≼  𝑦  

dan bila 𝑥 bukan suatu awalan dari 𝑦 maka 𝑥𝑢 <  𝑦𝑣 untuk semua “kata”  

(𝑢, 𝑣). Dua buah “kata” 𝑥 dan 𝑦 memenuhi sifat konjugat bila ada “kata” 

𝑢, 𝑣 di dalam 𝐴∗ sedemikian sehingga 𝑥 = 𝑢𝑣 dan 𝑦 =  𝑣𝑢. Konjugasi ada-

lah relasi ekivalen di dalam 𝐴∗.  

Rosen (1995) mendefinisikan suatu relasi pada himpunan 𝐴 disebut re-

lasi ekivalen bila memenuhi sifat refleksi, simetri dan transitif. Selanjutnya 

jika 𝑅 menyatakan relasi ekivalen pada himpunan 𝐴, maka himpunan semua 

anggota yang memiliki relasi pada 𝑎 ∈ 𝐴 disebut kelas ekivalen dan dinotasi-

kan dengan  𝑎 𝑅 . Suatu “kata” disebut minimal bila “kata” tersebut memiliki 

ukuran terkecil di dalam kelas konjugasinya. Suatu “kata” disebut primitif bi-

la tidak berbentuk pangkat (𝑢𝑛  untuk 𝑢 ∈ 𝐴∗ dan 𝑛 ≥ 2). Suatu “kata” Lyn-

don (Lyndon Word ) adalah “kata” yang memenuhi keduanya yakni minimal 

dan primitif. 

Sebagai contoh, bila diberikan alfabet 𝐴 = {0, 1} dan 𝑛 = 2 maka dapat 

ditentukan himpunan 𝐴∗ = {00, 01, 10, 11, 0, 1, 𝜀}. Dari himpunan 𝐴∗ dapat 

ditentukan kelas konjugasi yang dimungkinkan sebagai berikut : 

1.  00 = {00} 

2.  01 = {01, 10} 

3.  11 = {11} 

4.  0 = {0} 

5.  1 = {1} 

Dari kelima kelas konjugasi diatas dapat ditentukan “kata” minimalnya 

yaitu {00, 01, 11, 0, 1}. Kemudian “kata” primitif dapat ditentukan dari him-

punan  𝐴∗ yaitu {01, 0, 1}, sehingga himpunan Lyndon Wordnya adalah 

{0, 01, 1}. 
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BAB III 

 

KONSTRUKSI BARISAN DE BRUIJN 

 

Pada Bab ini akan dibahas dua buah metode untuk mengkonstruksi ba-

risan de Bruijn. Metode pertama, yakni dengan menentukan sirkuit Euler dari 

graf de Bruijn, serkuit Euler dengan label minimal merupakan representasi 

dari barisan de Bruijn. Metode kedua, yaitu konstruksi barisan de Bruijn den-

gan menggunakan teorema Fredricksen dan Maiorana, yakni melalui rang-

kaian lexicographic terurut dari himpunan Lyndon word. 

 

3.1 Konstruksi Barisan De Bruijn dari Graf De Bruijn 

Pembahasan pada subbab ini akan diawali dengan menghitung sirkuit 

Euler pada graf berarah, dan dilanjutkan dengan menentukan barisan de 

Bruijn dari representasi sirkuit Euler pada graf de Bruijn. 

 

3.1.1 Menghitung Sirkuit Euler pada Graf Berarah 

Suatu graf berarah 𝐺 disebut Euler bila ada jalan tertutup 𝑊 yang mela-

lui setiap busur berarah tepat satu kali dan konsisten pada arahnya, dan jum-

lah busur berarah yang masuk sama dengan yang keluar. Bentuk jalan tertu-

tup di 𝐺 yang demikian disebut sirkuit Euler. Urutan dari busur berarah pada 

sirkuit Euler memiliki peran yang penting karena suatu graf berarah bisa 

mempunyai lebih dari satu sirkuit Euler (bergantung pada variasi busur bera-

rah yang dilalui). Selanjutnya menentukan sirkuit Euler pada suatu graf bera-

rah dimulai dengan melihat matriks adjacency dari graf berarah 𝐺 yang dino-

tasikan dengan 𝐶 𝐺 =  𝑐𝑖𝑗  𝑖,𝑗=1

𝑛
 yakni matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan en-

tri-entrinya nol dan satu dan didefinisikan sebagai berikut,  

𝑐𝑖𝑗 =  
1, jika 𝑖 dan 𝑗 adjacent 
0 , untuk yang lainnya 

  

Matriks lain yang dapat dibuat dari 𝐺 adalah matriks Laplace dan dinotasikan 

dengan 𝑇(𝐺) =  𝑡𝑖𝑗  𝑖,𝑗=1

𝑛
 , entri-entrinya didefinisikan sebagai : 

Konstruksi barisan..., Henang Priyanto, FMIPA UI, 2010.



13 

 

 
 

Universitas Indonesia 






















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


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1100

0211

1120

0011

)( 3,2GT

                       𝑡𝑖𝑗 =  
𝑐𝑖𝑗   , jika 𝑖 ≠ 𝑗  , dan   

𝑐𝑖𝑖 − 𝑑+ 𝑖   , jika 𝑖 = 𝑗
  

Jadi jumlah dari entri-entri pada masing-masing kolom matriks Laplace sama 

dengan 0. Berikut contoh dari matriks adjacency dan matriks Laplace dari su-

atu graf berarah pada Gambar 3.1. 
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Gambar 3.1. Graf de Bruijn 𝐺2,3 

 

Contoh matriks adjacency dari 𝐺2,3 pada Gambar 3.1 adalah  


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

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













1100

0011

1100

0011

)G( 2,3C  

Contoh matriks Laplace dari 𝐺2,3 pada Gambar 3.1 adalah  

 

 

 

 

Setiap matriks Laplace 𝑇(𝐺) pada suatu graf berarah Euler memiliki ni-

lai kofaktor yang sama. Kofaktor dari matrik 𝑇 𝐺  adalah 𝑇𝑖𝑗 =

 −1 𝑖+𝑗 .⁡𝑀𝑖𝑗 , dengan 𝑀𝑖𝑗  menyatakan determinan matriks berukuran 

 𝑛 − 1 × (𝑛 − 1) yang diperoleh dengan menghilangkan baris ke-i  dan ko-

lom ke-j dari matriks 𝑇(𝐺).  
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Nilai kofaktor  𝑇𝑖𝑗  dari matriks Laplace pada suatu graf berarah Euler 𝐺 

sama dengan banyaknya pohon rentangan (Spaning Trees) yang keluar atau 

masuk dari sebarang simpul di 𝐺. Oleh karena itu diperoleh hubungan ba-

nyaknya sirkuit Euler pada graf 𝐺 dan jumlah pohon rentangannya, hasil ini 

dirangkum oleh de Bruijn, Ehrenfest, Smith dan Tutte dalam teorema BEST 

sebagai berikut. 

 

Teorema 3.1.1. Teorema BEST. (Rosenfeld, 2003). Banyaknya sirkuit Euler 

𝜀(𝐺) pada suatu graf  berarah 𝐺 sama dengan  : 

𝜀 𝐺 =  𝑐   𝑑𝑖 − 1 

𝑛

𝑖=1

!,                                        

  dengan 𝑐 adalah nilai kofaktor 𝑇𝑖𝑗  di dalam 𝑇(𝐺), dan 𝑑𝑖 = 𝑑+ 𝑖 = 𝑑−(𝑖). 

 

Bukti : 

 Diberikan graf berarah 𝐺 dengan himpunan simpul tak kosong  𝑉 𝐺 =

{𝑣1, … , 𝑣1} dengan derajat masuk dan derajat keluar dari setiap simpulnya 

sama  𝑑+ 𝑣𝑖 = 𝑑− 𝑣𝑖 = 𝑑𝑖 . Karena pada setiap graf berarah akan men-

gandung sirkuit Euler jika dan hanya jika jumlah derajat yang masuk dan ke-

luar dari setiap simpul harus sama, maka hal ini menjamin minimal ada satu 

sirkuit Euler pada graf 𝐺. Misalkan 𝑆 adalah jalur Euler pada 𝐺, secara umum 

banyaknya kemungkinan jalur Euler pada 𝐺 setara dengan banyaknya pohon 

rentangan terhadap simpul 𝑣1. Oleh karena itu  

𝜀 𝐺 = 𝑑+ 𝑣1 !   𝑑(𝑣𝑖) − 1 

𝑛

𝑖=2

! …………… . (1) 

Faktorial dari derajat keluar pada simpul 𝑣1 (𝑑+ 𝑣1 !) menyatakan ada bera-

pa cara yang dapat dilalui jalur Euler 𝑆, dan produk faktorial   𝑑(𝑣𝑖) −𝑛
𝑖=2

1 ! menyatakan bahwa terdapat satu busur yang berkurang, dimana busur ter-

sebut keluar dari simpul 𝑣𝑖  pada saat jalur Euler 𝑆 melaluinya. Oleh karena 

itu, karena banyaknya pohon rentangan terhadap simpul 𝑣1 sama dengan ko-

faktor matriks Laplace 𝑇11 , maka banyaknya sirkuit Euler adalah :  
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𝜀 𝐺 =  𝑇11   𝑑(𝑣𝑖) − 1 

𝑛

𝑖=1

! …………… . (2) 

Dari (1) dan (2), dan karena nilai kofaktor 𝑇𝑖𝑗  dari matriks Laplace secara 

umum sama (𝑇𝑖𝑗 = 𝑐), maka bukti terpenuhi. ∎ 

   

Contoh 3.1. Menentukan jumlah sirkuit Euler dari graf 𝐺2,3 pada Gambar 3.1 

Dengan persamaan 𝑇𝑖𝑗 =  −1 𝑖+𝑗 .⁡𝑀𝑖𝑗  dari matriks Laplace diperoleh 

nilai kofaktor 𝑐 = 𝑇𝑖𝑗 = −2. Selanjutnya dapat ditentukan banyaknya sirkuit 

Euler pada graf 𝐺2,3 dengan menggunakan Teorema 3.1.1. Dalam hal ini 𝐺2,3 

memiliki empat simpul dengan derajat 𝑑𝑖 = 𝑑+ 𝑖 = 𝑑− 𝑖 = 2, maka dipe-

roleh  𝜀(𝐺) sebagai berikut : 

𝜀 𝐺 =  𝑐   𝑑𝑖 − 1 !

𝑛

𝑖=1

 

=  −2   2 − 1 ! ×  2 − 1 ! ×  2 − 1 ! ×  2 − 1 !  

= 2 

Hasil sirkuit Euler 𝜀 𝐺 = 2 ini menunjukkan bahwa pada 𝐺2,3 terdapat 

dua buah sirkuit Euler dengan lintasan paling minimal. Secara umum dari 

Teorema 3.1.1 hasilnya  dirangkum pada Teorema 3.1.2 sebagai berikut. 

 

Teorema 3.1.2. (Rosenfeld, 2003). Jumlah dari lingkaran lengkap dengan 

panjang 𝑎𝑛  pada alfabet 𝐴 ( 𝐴 = 𝑎 ≥ 2 ; 𝑛 ≥ 1) sama dengan jumlah sir-

kuit Euler 𝜀(𝐺) di dalam graf de Bruijn 𝐺𝑎,𝑛 .  

 

Bukti : 

Dengan menggunakan definisi graf de Bruijn 𝐺𝑎,𝑛  dapat dilihat bahwa 

setiap busur berarahnya memiliki label yang berbeda dengan panjang 𝑛 atas 

alfabet 𝐴, dan dalam hal ini semua busur berarahnya terdiri dari semua ke-

mungkinan  𝑎𝑛 . Karena sirkuit Euler pada graf 𝐺𝑎,𝑛  melalui busur berarahnya 

tepat satu kali, maka mengakibatkan ada korespondensi satu-satu dengan 

lingkaran lengkap yang memiliki panjang 𝑎𝑛 . ∎ 
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Selanjutnya akan dilihat keterhubungan polinomial karakteristik dari 

masing-masing matriks adjacency dan juga matriks Laplace. Misalkan 𝐼 me-

nyatakan matriks identitas dengan entri diagonalnya 1 dan yang lainnya 0, po-

linomial karakteristik dari matriks adjacency 𝐶(𝐺) dinotasikan dengan 

𝑃(𝐺; 𝑥). Artinya 𝑃 𝐺; 𝑥 = 𝑃 𝐶 𝐺 ; 𝑥 = det 𝑥𝐼 − 𝐶 𝐺  , karena matriks 

𝐶(𝐺) diperoleh dari 𝐺𝑎,𝑛  maka bentuk polinomial karakteristiknya dapat juga 

ditentukan dengan persamaan  

𝑃 𝐺𝑎,𝑛 ; 𝑥 = 𝑥𝑎𝑛−1−1 𝑥 − 𝑎 ,  𝑎 ≥ 2, 𝑛 ≥ 1 ………… . (3.1) 

Dengan cara yang sama diperoleh polinomial karakteristik dari matriks 

Laplace 𝑇(𝐺) yaitu : 

𝐿 𝐺; 𝑥 = 𝑃 𝑇 𝐺 ; 𝑥 = det 𝑥𝐼 − 𝑇 𝐺  . 

Polinomial karakteristik ini dapat digunakan untuk menentukan kofaktor dari 

matriks Laplace. Karena semua kofaktor dari 𝑇(𝐺) sama dengan 𝑐, dalam hal 

ini prisip minor kofaktor dari matriks berukuran  𝑛 − 1 × (𝑛 − 1) pada ma-

triks 𝑇(𝐺) menghasilkan kofaktor yang sama yaitu 𝑐. Maka 𝑐 dapat ditentu-

kan dengan persamaan : 

𝑐 = 𝑐 𝐺 =
1

𝑛
  𝐿′ 𝐺; 𝑥  𝑥=0    ,                               (3.2) 

dengan 𝐿′ 𝐺; 𝑥 =
𝑑

𝑑𝑥
𝐿 𝐺; 𝑥  dan 𝑛 menyatakan banyaknya simpul. Karena 

matriks Laplace diperoleh dari matriks adjacency dari graf 𝐺𝑎,𝑛  maka kofak-

tor dari matriks Laplace juga dapat ditentukan dengan  

𝑐(𝐺𝑎,𝑛) =
𝑎𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
,  𝑎 ≥ 2, 𝑛 ≥ 1 …………… (3.3)   

Kemudian untuk setiap graf berarah yang reguler jumlah derajat masuk 

dan derajat keluar dari suatu simpul sama (terutama graf de Bruijn), maka po-

linomial karakteristik  𝐿 𝐺; 𝑥 = 𝑃(𝐺; 𝑥 + 𝑑). Selanjutnya nilai kofaktor se-

cara umum dapat ditentukan dengan Teorema 3.1.3 sebagai berikut : 
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1100

0211

1120

0011











x

x

x

x

 

Teorema 3.1.3. (Rosenfeld, 2003). Nilai 𝑐 sebagai kofaktor 𝑇𝑖𝑗  di dalam ma-

triks 𝑇(𝐺) dapat dihitung dengan persamaan : 

𝑐 = 𝑐 𝐺 =
1

𝑛
  𝑃′ 𝐺; 𝑥  𝑥=𝑑    ,                                 

dengan 𝑛 menyatakan banyaknya simpul dan 𝑑 jumlah derajat masuk atau 

keluar dari suatu simpul. 

 

Bukti : 

Untuk setiap graf berarah regular jumlah derajat masuk dan derajat ke-

luar dari setiap simpulnya sama, sehingga polinomial karakteristik dari ma-

triks Laplace dapat diperoleh dari polynomial karakteristik matriks adjacency 

dengan menambahkan nilai 𝑑+ 𝑣 = 𝑑− 𝑣 = 𝑑 pada variabel 𝑥. Lebih lan-

jut polinomial karakteristik  𝐿 𝐺; 𝑥 = 𝑃(𝐺; 𝑥 + 𝑑). Dengan menerapkan 

persamaan (3.2) maka diperoleh 𝑐 = 𝑐 𝐺 =
1

𝑛
  𝑃′ 𝐺; 𝑥  𝑥=𝑑   . ∎ 

 

Contoh 3.2. Penggunaan persamaan (3.2) dan Teorema 3.1.1 untuk menentu-

kan kofaktor secara umum 

Dari Gambar 3.1. dapat diperoleh matrik Laplace sebagai berikut: 































1100

0211

1120

0011

)( 3,2GT

 

 

Maka polinomial karakteristik dari matriks Laplacenya adalah : 

 𝐿 𝐺2,3; 𝑥 = 𝑃 𝑇 𝐺2,3 ; 𝑥 = det 𝑥𝐼 − 𝑇 𝐺2,3     

 
 

 

= 𝑥4 + 6𝑥3 + 12𝑥2 + 8𝑥    
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1100

011

110

0011











x

x

x

x

Dengan menerapkan persamaan (3.2) diperoleh nilai kofaktornya sebagai be-

rikut : 

  𝑐 = 𝑐 𝐺2,3 =
1

𝑛
  𝐿′ 𝐺2,3; 𝑥  

𝑥=0
 

=  1

4
(4𝑥3 + 18𝑥2 + 24𝑥 + 8) 

𝑥=0
 

= 2  

Dari Gambar 3.1 diperoleh matriks adjacency sebagai berikut : 























1100

0011

1100

0011

)G( 2,3C

 

Maka polinomial karakteristik dari matriks adjacencynya adalah :  

 

𝑃 𝐺2,3; 𝑥 = 𝑃 𝐶 𝐺2,3 ; 𝑥 = det⁡(𝑥𝐼 − 𝐶 𝐺2,3 ) 

 

 

= 𝑥4 − 2𝑥3 

Dengan menerapkan Teorema 3.1.3 nilai kofaktornya  sebagai berikut  

𝑐 = 𝑐 𝐺 =
1

𝑛
  𝑃′ 𝐺; 𝑥  𝑥=𝑑  

=  1

4
 4𝑥3 − 6𝑥2  

𝑥=2
 

= 2 

   

Dari pembahasan ini dapat dilihat bahwa setiap graf Euler akan memuat 

sirkuit Euler, selanjutnya setiap graf de Bruijn merupakan graf Euler, oleh ka-

rena itu mengandung sirkuit Euler. Pada pembahasan berikutnya akan ditun-

jukkan bahwa sirkuit Euler yang ada pada graf de Bruijn merupakan represen-

tasi dari barisan de Bruijn. 
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3.1.2 Menentukan Barisan de Bruijn 

Suatu lingkaran adalah barisan 𝑢1𝑢2 …𝑢𝑟  yang memuat lintasan 

melingkar yaitu 𝑢1 mengikuti 𝑢𝑟 . Kemudian 𝑢2𝑢3 …𝑢𝑟𝑢1 , … , 𝑢𝑟𝑢1 …𝑢𝑟−1  

semuanya adalah lingkaran yang sama seperti 𝑢1𝑢2 …𝑢𝑟 . Bila diberikan bi-

langan bulat positif 𝑎 ≥ 1  dan 𝑛 ≥ 2, maka suatu lingkaran dari string 𝑎𝑛  

dinamakan lingkaran lengkap atau barisan de Bruijn, jika sub-barisan 

𝑢𝑖𝑢𝑖+1 …𝑢𝑖+𝑛−1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎𝑛)  terdiri dari  semua kemungkinan string 𝑎𝑛  

yaitu barisan terurut 𝑤1𝑤2. . . 𝑤𝑛   atas alfabet 𝐴 ( 𝐴 = 𝑎).       

 

Teorema 3.1.4. (Rosenfeld, 2003). Untuk suatu bilangan asli positif 𝑎 ≥ 2 

dan 𝑛 ≥ 1 terdapat tepat  𝑎! 𝑎𝑛−1−𝑛  lingkaran lengkap dengan panjang 𝑎𝑛  .  

 

Bukti : 

Dengan menggunakan persamaan (3.3) diketahui bahwa 𝑐 =
𝑎𝑎𝑛−1

𝑎𝑛 , dan 

pada persamaan (3.1) diketahui polinomial karakteristik dari matriks adjacen-

cy graf 𝐺𝑎,𝑛  ditentukan oleh 𝑃 𝐺𝑎,𝑛 = 𝑥𝑎𝑛−1−1(𝑥 − 𝑎). Pada definisi graf de 

Bruijn dijelaskan bahwa jumlah busur yang masuk  (in-degree) dan keluar 

(out-degree) di setiap simpul akan sama dengan nilai 𝑎 = 𝑑𝑖   (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛). 

Sehingga dengan menerapkan Teorema 3.1.1 diperoleh hubungan, 

𝜀 𝐺 =  𝑐   𝑑𝑖 − 1 

𝑛

𝑖=1

! 

𝜀 𝐺 =
𝑎𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
  𝑎 − 1 

𝑛

𝑖=1

! 

 

𝜀 𝐺 =
𝑎𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
  𝑎 − 1 ! 𝑛 =  𝑎𝑎𝑛−1−𝑛 , 

dengan menerapkan Teorema 3.1.2 terlihat bahwa banyaknya sirkuit Euler 

𝜀 𝐺  sama dengan jumlah lingkaran lengkap dengan panjang 𝑎𝑛 , dan alfabet 

yang digunakan {0,1} dengan demikian bukti selesai. ∎  
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Sebagai contoh penggunaan Teorema 3.1.4 kembali dapat dilihat contoh 

graf de Bruijn 𝐺2,3 pada Gambar 3.1, yakni graf de Bruijn yang dibentuk dari 

alfabet 𝐴 = {0,1} berukuran 𝑎 = 2 dan 𝑛 = 3. Dengan menggunakan Teore-

ma 3.1.4 dapat ditentukan lingkaran lengkap yaitu   𝑎! 𝑎𝑛−1−𝑛 = 2. Bentuk 

lingkaran lengkap dengan panjang 23 = 8 adalah : 

 00010111 

 00011101 

Dua buah lingkaran lengkap (sirkuit Euler) di atas disebut barisan de 

Bruijn dari graf de Bruijn 𝐺2,3. Selanjutnya suatu “kata” dengan panjang  

𝑎𝑛 +  𝑛 −  1 yang memuat himpunan yang sama dari  𝑎𝑛  terdiri dari 𝑛 bagian 

“kata” seperti lingkaran lengkap yang utuh dinamakan barisan de Bruijn 

linear. Sesungguhnya, barisan de bruijn linear dapat diperoleh  dengan 

menambahkan 𝑛 −  1 susunan huruf pertama dari setiap “kata” 𝑎𝑛 . Lebih 

lanjut hasilnya dinyatakan pada Akibat 3.1.5 sebagai berikut. 

 

Akibat 3.1.5. (Rosenfeld, 2003). Untuk suatu bilangan asli positif 𝑎 ≥ 2 

dan 𝑛 ≥ 1 terdapat tepat  𝑎! 𝑎𝑛−1
 barisan de Bruijn linier dengan panjang 

𝑎𝑛 + 𝑛 − 1. 

 

Bukti : 

Dari Teorema 3.1.2 terlihat bahwa banyaknya sirkuit Euler 𝜀 𝐺  itu sa-

ma dengan jumlah lingkaran lengkap 𝑎𝑛 , dan dengan definisi barisan de 

Bruijn linier, “kata” minimal dengan panjang 𝑎𝑛 + 𝑛 − 1 jumlahnya sama 

dengan lingkaran lengkap 𝑎𝑛 . Oleh karena itu dari bukti Teorema 3.1.4 dipe-

roleh kesimpulan pembuktian. ∎  

 

Dengan menggunakan Gambar 3.1 dapat ditentukan barisan de Bruijn 

linier    𝑎! 𝑎𝑛−1
=   2! 23−1

= 16, dengan panjang 𝑎𝑛 + 𝑛 − 1 = 23 + 3 −

1 = 10. Barisan de Bruijn linier ini diawali dari setiap simpul yang ada pada  

𝐺2,3 , barisannya sebagai berikut : 
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Dari pembahasan diatas beberapa masalah akan cukup menyulitkan, bi-

la diberikan suatu 𝑛 yang besar, terutama pada konstruksi graf de Bruijn. Pa-

da subbab berikutnya akan dibahas metode alternatif untuk menentukan bari-

san de Bruijn yakni dengan teorema Fredicksen dan Maiorana. 

 

3.2 Konstruksi Barisan De Bruijn dengan Teorema Fredricksen dan Mai-

orana. 

Pada subbab ini akan diberikan metode alternatif dengan pembuktian 

teorema Fredicksen dan Maiorana untuk mengkonstruksi barisan de Bruijn 

melalui rangkaian Lyndon word di dalam lexicographic terurut. Bukti ini 

memberikan posisi yang tepat dari semua “kata” dalam barisan, dan men-

gembangkan hasilnya pada rangkaian dari sebarang himpunan Lyndon word 

yang terurut sehingga menghasilkan suatu barisan de Bruijn. 

 

3.2.1 Teorema Fredicksen dan Maiorana 

Teorema ini merupakan metode alternatif untuk mengkonstruksi suatu 

barisan de Bruijn yang dibangun oleh alfabet 𝐴 dengan panjang 𝑛, yaitu be-

rupa string 𝐵𝑛  yang memiliki panjang  𝐴 𝑛  sedemikian sehingga semua “ka-

ta” dengan panjang 𝑛 hadir sebagai substring 𝐵𝑛  tepat sekali. Metode ini da-

pat menghasilkan barisan de Bruijn dengan merangkai suatu lexicographic te-

rurut dari Lyndon word yang memiliki panjang pembagi 𝑛. Pada pembuktian 

teorema ini diberikan alternatif posisi yang tepat dari semua “kata” di dalam 

barisan agar dapat merepresentasikan semua kondisi untuk menjamin kebera-

 0001011100 

 0001110100 

 0010111000 

 0011101000 

 

 0101110001 

 0100011101 

 0111010001 

 0111000101 

 

 1110001011 

 1110100011 

 1100010111 

 1101000111 

 

 1000111010 

 1000101110 

 1011100010 

 1010001110 
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daan barisan de Bruijn dengan merangkai suatu lexicographic terurut dari 

Lyndon word. Kondisi ini sebagai jaminan keberadaan barisan de Bruijn dari 

sebarang Lyndon word di dalam lexicographic yang terurut. 

 

Teorema 3.2.1. (Moreno, 2003). Untuk suatu 𝑛 yang diberikan, rangkaian 

lexicographic terurut dari Lyndon word yang memiliki panjang pembagi 𝑛 

membentuk barisan de Bruijn yang dibangun 𝑛. 

     

Bukti : 

Misalkan 𝑎 dan 𝑧 berturut-turut menyatakan huruf minimum dan mak-

simum pada suatu alfabet 𝐴, dan misalkan 𝜎 adalah suatu operator, kemudian 

𝐵𝑛  menyatakan barisan de Bruijn yang dibangun oleh 𝑛.  

Pertama akan dibuktikan untuk sebarang “kata” minimal 𝑤 dengan panjang 

𝑛, semua “kata” konjugatnya 𝜎𝑖(𝑤) dengan 𝑖 = 0,1, ⋯𝑛 − 1 adalah sub-

string dari 𝐵𝑛 . 

Misalkan 𝑤 = 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗  “kata” minimal dengan 𝑤𝑗 < 𝑧. Pertama 

akan ditunjukkan 𝑛 − 1 “kata” konjugat berikutnya adalah substring dari 

𝐵𝑛 . Dengan catatan “kata” ini memiliki bentuk  𝑧𝑖𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗𝑧
𝑛−𝑗−𝑖  un-

tuk 𝑖 = 1 ⋯𝑛 − 𝑗. 

Misalkan 𝑣 Lyndon word yang minimal dengan awalan 

𝑤1𝑤2 ⋯ 𝑤𝑗𝑧
𝑛−𝑗−𝑖 . Maka “kata” minimal sebelumnya di dalam lexico-

graphic terurut memiliki bentuk 𝑢 = 𝑢1𝑢2 ⋯𝑢𝑛−𝑖𝑧
𝑖  dengan 

𝑢1𝑢2 ⋯𝑢𝑛−𝑖 < 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗−𝑖 . Oleh karena itu Lyndon word sebelum 

𝑣 memiliki akhiran 𝑧𝑖 , dan kemudian 𝑧𝑖𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗−𝑖  adalah sub-

string dari 𝐵𝑛 . 

Kedua akan dibuktikan untuk rotasi 𝑗 − 1 pertama.  

Jika 𝑤 bukan Lyndon word.  

Misalkan 𝑤  tidak primitif, anggap 𝑤  adalah akar primitif dari 𝑤 dengan 

panjang 𝑙. Catatan bahwa 𝑤  memiliki bentuk 𝑤 1𝑤 2 ⋯𝑤 𝑗 ′𝑧
𝑙−𝑗 ′  dengan 

𝑙 − 𝑗′ = 𝑛 − 𝑗. Jika 𝑤 ≠ 𝑧 maka Lyndon word berikutnya di dalam lex-
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icographic terurut  adalah 𝑥 bentuknya 𝑥 = 𝑤 𝑛/𝑙−1𝑤1 ⋯𝑤𝑗 ′ −1 𝑤𝑗 ′ +

1 𝑏𝑗 ′ +1 ⋯𝑏𝑙 , jadi 𝜎𝑖(𝑤) adalah substring dari 𝑤 𝑥 untuk 𝑖 = 0 ⋯ 𝑗 − 1. 

Jika 𝑤 primitif, misalkan 𝑥 “kata” minimal berikutnya di dalam lexico-

graphic terurut (tidak perlu primitif). Oleh karena itu 𝑥 memiliki bentuk 

𝑥1𝑥2 ⋯𝑥𝑗−1 𝑥𝑗 + 1 𝑏𝑗 ′ +1 ⋯𝑏𝑛  dan dalam hal ini 𝜎𝑖(𝑤) adalah substring 

dari 𝑤𝑥 untuk 𝑖 = 0 ⋯ 𝑗 − 1. Jika 𝑥 primitif, maka 𝑤𝑥 adalah substring 

dari 𝐵𝑛 , cara lain dengan pendapat sebelumnya bahwa 𝑥 adalah awalan 

dari 𝑥 𝑦 dengan 𝑦 adalah Lyndon word berikutnya di dalam lexicographic 

terurut, oleh karena itu 𝑤𝑥 adalah substring dari 𝑤𝑥 𝑦 dan lebih lanjut 

substring dari 𝐵𝑛 . ∎ 

  

Dari Teorema 3.2.1 bahwa barisan de Bruijn dijamin keberadaannya 

untuk setiap 𝑛 yang diberikan dari suatu alfabet 𝐴. Selanjutnya untuk seba-

rang himpunan Lyndon word yang dihasilkan dari alfabet 𝐴 akan menghasil-

kan barisan de Bruijn, dan hasilnya dirangkum pada Akibat 3.2.2 berikut. 

 

Akibat 3.2.2. (Moreno, 2003). Misalkan 𝐿1𝐿2 ⋯𝐿𝑚  suatu Lyndon word dari 

𝐴𝑛  dengan panjangnya membagi 𝑛 terurut di dalam urutan lexicographic, 

maka untuk sebarang 𝑠 < 𝑚, 𝐿𝑠𝐿𝑠+1 ⋯𝐿𝑚  adalah barisan de Bruijn parsial. 

 

Bukti : 

Akan ditunjukkan bahwa semua rotasi dari “kata” minimal 𝑤 adalah 

substring dari barisan. 

 

Jika 𝑤 bukan suatu Lyndon word (artinya jika 𝑤 adalah pangkat dari 

Lyndon word 𝐿𝑘  dengan  𝐿𝑘  < 𝑛) maka dengan bukti sebelumnya 

diketahui bahwa semua rotasi dari 𝑤 termuat di dalam 𝐿𝑘−1𝐿𝑘𝐿𝑘+1. 

Oleh karena itu hanya perlu memeriksa kasus 𝑖 = 𝑠, tapi pada kasus 

ini untuk 𝑚 ≥ 2 diketahui bahwa 𝑧𝑛   adalah akhiran dari barisan ter-

sebut, dan diketahui juga huruf 𝑧 digunakan untuk menemukan semua 

rotasi dari 𝑤 yang dimulai dari 𝑧. 

Konstruksi barisan..., Henang Priyanto, FMIPA UI, 2010.



24 

 

 
 

Universitas Indonesia 

Misalkan 𝑤 = 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗  suatu Lyndon word 𝐿𝑘  dengan 𝑤𝑗 < 𝑧. 

Dengan bukti sebelumnya juga diketahui rotasi 𝑗 − 1 pertama dari 𝑤 

termuat di dalam 𝐿𝑘𝐿𝑘+1 ⋯𝐿𝑚 . Jadi hanya perlu memeriksa 𝑛 − 𝑗 

“kata” konjugat berikutnya, yang memiliki bentuk 

𝑧𝑖𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗−𝑖 untuk 𝑖 = 1 ⋯𝑛 − 𝑗. 

Dengan bukti sebelumnya, jika Lyndon word minimal memiliki awa-

lan 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗  maka akan termasuk ke dalam barisan, kemudian dike-

tahui bahwa semua rotasi dari 𝑤 adalah substring dari barisan, seba-

liknya diketahui bahwa 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 < 𝐿𝑠 ≤ 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗 , artinya 

bahwa Lyndon word yang pertama dari barisan tersebut memiliki ben-

tuk 𝐿𝑠 = 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗𝑏𝑗 +1 ⋯𝑏𝑛  dengan demikian 𝑧𝑛−𝑗−𝑖𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗  

adalah substring dari barisan. 

Selanjutnya akan diperiksa rotasi dari bentuk 𝑧𝑖𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗−𝑖  un-

tuk 𝑖 = 1 ⋯𝑛 − 𝑗 − 1. Jika Lyndon word minimalnya memiliki awa-

lan 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧 maka termasuk ke dalam barisan.  

Jika tidak, 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 < 𝐿𝑠 ≤ 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗  dalam hal ini 𝐿𝑠 =

𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗𝑧𝑏𝑗 +2 ⋯𝑏𝑛 . Maka dapat disimpulkan 𝑧𝑛−𝑗−𝑖𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧 

adalah substring dari barisan. 

Langkah ini dapat dilakukan secara terus-menerus hingga menemukan 

Lyndon word minimal dengan awalan 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑡 , dalam hal ini 

semua rotasi sisanya dari 𝑧𝑖𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗𝑧
𝑛−𝑗−𝑖  untuk 𝑖 = 1 ⋯𝑛 − 𝑗 − 𝑡 

akan menjadi substring dari barisan. Keberadaan 𝑡 dijamin karena 

𝐿𝑠 ≤ 𝑤1𝑤2 ⋯𝑤𝑗 𝑧
𝑛−𝑗  . ∎ 

 

 Pada pembahasan subbab Selanjutnya akan ditunjutkan metode kon-

struksi barisan de Bruijn menggunakan Teorema Fredicksen dan Maiorana 

dari bukti Teorema 3.2.1 dan Akibat 3.2.2.  
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3.2.2 Metode Konstruksi Barisan de Bruijn Dengan Teorema Fredicksen 

Dan Maiorana.   

Teorema 3.2.1 memberi jaminan bahwa untuk setiap 𝑛 yang diberikan, 

rangkaian lexicographic terurut dari Lyndon word menghasilkan barisan de 

Bruijn, dan sebagai konsekuensinya pada  Akibat 3.2.2 untuk sebarang him-

punan Lyndon word yang terurut secara Lexicographic sub-sub barisannya  

merupakan barisan de Bruijn parsial. Selanjutnya pada subbab ini akan dibe-

rikan hasil penelitian sebagai kontribusi terhadap langkah-langkah menentu-

kan barisan de Bruijn yang dibangun oleh 𝑛 dari suatu alfabet 𝐴. 

Langkah (1). Menentukan himpunan 𝐴∗, yaitu himpunan yang memuat se-

mua kemungkinan “kata” dari alfabet 𝐴 dengan panjang pem-

bagi 𝑛 dan terurut secara lexicographic. 

Langkah (2). Menentukan “kata” minimal dari himpunan 𝐴∗, yakni “kata” 

yang memiliki ukuran terkecil di dalam kelas konjugasi. Kelas 

konjugasi diperoleh dari kelas ekivalen di 𝐴∗ yang memenuhi 

relasi ekivalen. 

Langkah (3). Menentukan “kata” primitif dari himpunan 𝐴∗, yakni semua 

“kata” yang tidak berbentuk perpangkatan atau 𝑢𝑛  dengan 

𝑢 ∈  𝐴∗, 𝑛 ≥ 2. 

Langkah (4). Menentukan himpunan Lyndon word, yakni “kata” yang mi-

nimal dan juga primitif.  

Langkah (5). Tahapan merangkai Lyndon word. Teorema 3.2.1 dan Akibat 

3.2.2 menjamin bahwa dari himpunan Lyndon word yang teru-

rut secara lexicographic dapat dirangkai untuk menghasilkan 

barisan de Bruijn. Pada proses ini untuk setiap “kata” dengan 

panjang 𝑛 hanya boleh hadir pada rangkaian tepat satu kali 

(tanpa ada pengulangan).   

Kelima langkah di atas dapat digunakan untuk mengkonstruksi barisan 

de Bruijn 𝐵𝑛  yang dibangun oleh 𝑛 dari suatu alfabet 𝐴. Hasilnya adalah 

string 𝐵𝑛  dengan panjang  𝐴 𝑛  dan setiap “kata” yang memiliki panjang 𝑛 

hadir tepat satu kali sebagai substring dari 𝐵𝑛 . 
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Sebagai contoh untuk konstruksi barisan de Bruijn yang dibangun oleh 

𝑛 = 3 dari alfabet 𝐴 = {0, 1} akan diperoleh string dengan panjang 8 karakter 

yaitu  𝐵𝑛 = 00010111, tahapannya sebagai berikut : 

 

Langkah (1). Menentukan himpunan 𝐴∗, yaitu himpunan yang memuat se-

mua kemungkinan “kata” dari alfabet 𝐴 dan terurut secara 

lexicographic, dengan panjang pembagi 𝑛 = 3  

𝐴∗ = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111} “kata” den-

gan panjang 3 

𝐴∗ = {0, 1} “kata” dengan panjang 1 

𝐴∗ = {𝜀} “kata” dengan panjang 0 

 

Langkah (2). Menentukan “kata” minimal dari himpunan 𝐴∗, yakni “kata” 

yang memiliki ukuran terkecil di dalam kelas konjugasi. Kelas 

konjugasi diperoleh dari kelas ekivalen di 𝐴∗ yang memenuhi 

relasi ekivalen. 

1.  0 = {0}      

2.  1 = {1} 

3.  000 = {000}       

4.  001 = {001, 010, 100}     

5.  011 = {011, 101, 110}  

6.  111 = {111}  

 

Dari 6 kelas diatas dapat ditentukan “kata” minimalnya, yaitu 

himpunan = {0, 1, 000, 001, 011, 111} 

 

Langkah (3). Menentukan “kata” primitif dari himpunan 𝐴∗, yakni semua 

“kata” yang tidak berbentuk perpangkatan atau 𝑢𝑛  dengan 

𝑢 ∈  𝐴∗, 𝑛 ≥ 2. 

Himpunan “kata” primitif  {0, 1, 001, 010, 100, 011, 101, 110} 

 

Langkah (4). Menentukan himpunan Lyndon word, yakni “kata” yang mi-

nimal dan juga primitif.  

Himpunannya adalah = { 0, 1, 001, 011} dan bila diurutkan se-

cara Lexicographic menjadi himpunan = {0, 001, 011, 1} 
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Langkah (5). Tahapan merangkai Lyndon word. Teorema 3.2.1 dan Akibat 

3.2.2 menjamin bahwa dari himpunan Lyndon word yang teru-

rut secara lexicographic dapat dirangkai sehingga menghasil-

kan barisan de Bruijn. Pada proses ini untuk setiap “kata” 

dengan panjang 𝑛 hanya boleh hadir pada rangkaian tepat satu 

kali (tanpa ada pengulangan).   

 

Himpunan Lyndon word = {0, 001, 011, 1} 

Maka rangkaian dari Lyndon wordnya adalah {00010111}  

dan disebut sebagai barisan de Bruijn 𝐵𝑛  dengan panjang  𝐴 𝑛 . 

Untuk setiap substring dari 𝐵𝑛  dengan panjang 𝑛 bersesuaian 

pada satu busur berarah dari graf de Bruijn 𝐺2,3. Sehingga 

rangkaian ini sama dengan barisan de Bruijn yang dihasilkan 

dari representasi sirkuit Euler pada graf de Bruijn 𝐺2,3 yang te-

lah diberikan pada subbab 3.1.  

 

Dengan cara yang sama untuk 𝑛 = 4 dari alfabet 𝐴 = {0, 1} diperoleh 

himpunan Lyndon wordnya adalah = {0, 0001, 0011, 01, 0111, 1}. Maka 

rangkaian dari Lyndon wordnya adalah {0000100110101111}. Rangkaian 

ini kemudian disebut barisan de Bruijn dengan panjang 16 yang dibangun 

oleh alfabet 𝐴 = {0,1} dengan 𝑛 = 4. Selanjutnya setiap substring dari bari-

san de Bruijn dengan panjang 𝑛 = 4 bersesuaian dengan busur berarah pada 

graf de Bruijn 𝐺2,4. Berikut adalah substring dengan panjang 4 dari barisan de 

Bruijn {0000100110101111}.  
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Gambar 3.2. Substring dengan panjang 4 dari barisan de Bruijn 

                                     {0000100110101111}   

 

16 substring dengan panjang 4 masing-masing mewakili satu busur be-

rarah pada graf de Bruijn 𝐺2,4, dan 8 substring dengan panjang 3 menyatakan 

label simpulnya. Berikut bentuk graf de Bruijn 𝐺2,4 : 

 

        

11110000

0010

1000

01110001
0101

0011
001 011

010 101

100 110

111000

1001

1011

1110

0110

1100

1010
0100

1101

 

Gambar 3.3. Graf de Bruijn 𝐺2,4 
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BAB IV 

 

KAITAN ANTARA GRAF DE BRUIJN DAN BARISAN DE BRUIJN 

 

Dalam Bab III telah diuraikan metode konstruksi barisan de Bruijn yang 

diperoleh dari representasi sirkuit Euler pada suatu graf de Bruijn selanjutnya 

disebut Metode 1, dan suatu metode konstruksi barisan de Bruijn yang dipe-

roleh melalui rangkaian Lexicographic terurut dari himpunan Lyndon word 

selanjutnya disebut Metode 2. Pada bab ini akan dibahas tentang kaitan antara 

graf de Bruijn dan Barisan de Bruijn, kemudian memberikan perbandingan 

Metode 1 dan Metode 2, meliputi persamaan dan perbedaan dari kedua me-

tode, serta keunggulan  antara keduanya.  

 

4.1 Kaitan Antara Graf de Bruijn dan Barisan de Bruijn 

Dari pembahasan pada Bab III dapat terlihat bahwa barisan de Bruijn 

memiliki kaitan erat dengan graf de Bruijn. Graf de Bruijn 𝐺𝑎,𝑛  yang diban-

gun oleh 𝑛 dari suatu alfabet biner 𝐴 = {0,1} merupakan graf berarah Euler 

dengan himpunan simpul 

 𝑉 𝐺𝑎,𝑛 = {𝑢 ∈ 𝐴 ; 𝑢 adalah awalan atau akhiran pada 𝐴∗ } 

dan himpunan busur berarahnya adalah 

𝐸 𝐺𝑎,𝑛 = { 𝛼𝑣, 𝑣𝛽 ; 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 dan 𝛼𝑣𝛽 ∈ 𝐴∗}. 

Label busur berarahnya menggunakan fungsi 𝑙 jika 𝑒 =  𝛼𝑣, 𝑣𝛽  maka 

𝑙 𝑒 = 𝛼𝑣𝛽, dengan demikian secara umum dapat dilihat hubungan bijektif 

antara setiap busur berarah dan masing-masing simpul pada graf 𝐺𝑎,𝑛  sebagai 

berikut : 

 

Teorema 4.1.1. (Martin & Moreno, 2003). Suatu barisan de Bruijn 𝐵𝑛  ada, 

jika dan hanya jika 𝐺𝑎,𝑛  merupakan graf Euler, selanjutnya label dari sirkuit 

Euler pada 𝐺𝑎,𝑛  merupakan barisan de Bruijn. 
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Bukti :  

Misalkan 𝐶 adalah suatu sirkuit Euler pada 𝐺𝑎,𝑛 , selanjutnya pandang 

𝐷 ∶ {𝑤 ∈ 𝐴∗ ; dan 𝑤 adalah “kata” yang bersesuaian dengan busur berarah 

pada 𝐺𝑎,𝑛}. Oleh karena itu sebarang “kata” di 𝐷 merupakan faktor dari 𝑙(𝐶), 

dan panjang dari 𝐶 merupakan banyaknya “kata” di 𝐷. Dengan demikian 

𝑙(𝐶) adalah barisan de Bruijn. 

Sebaliknya, misalkan 𝐵𝑛  suatu barisan de Bruijn untuk 𝐷. Sebarang faktor 

yang memiliki panjang 𝑛 adalah “kata” yang ada di 𝐷 dan bersesuaian den-

gan busur berarah pada 𝐺𝑎,𝑛 . Selanjutnya dua buah faktor 𝛼𝑣 dan 𝑣𝛽 memili-

ki dua hubungan dengan busur berarah, sedemikian sehingga ujung dari yang 

pertama menjadi pangkal bagi yang kedua. Oleh karena itu 𝐵𝑛  adalah lintasan 

tertutup pada 𝐺𝑎,𝑛  dengan label 𝐵𝑛 . Karena setiap faktornya berbeda dan se-

tiap busur berarah pada lintasan tertutup juga berbeda, maka setiap “kata” di 

𝐷 sebagai faktor dari 𝐵𝑛 . Selanjutnya setiap busur berarah di 𝐺𝑎,𝑛  ada pada 

lintasan, maka dapat disimpulkan lintasan tertutup pada 𝐺𝑎,𝑛  adalah sirkuit 

Euler dengan label 𝐵𝑛 . 

 

4.2 Persamaan dan Perbedaan  Metode 1 dan Metode 2 

Dari uraian Bab III diperoleh persamaan Metode 1 dan Metode 2, yaitu 

: 

a. Konstruksi barisan de Bruijn diperoleh dari suatu alfabet 𝐴 yang dibe-

rikan dengan ukuran 𝑛. 

b. Himpunan busur berarah dengan 𝑛 sebagai panjang masing-masing 

busurnya merupakan pembangun dari barisan de Bruijn. 

c. Hasil dari konstruksi barisan de Bruijn merupakan string 𝐵𝑛  dengan 

panjang  𝐴 𝑛 . 

d. String 𝐵𝑛  dengan panjang  𝐴 𝑛  merupakan bentuk lingkaran lengkap. 

 

Setelah melihat persamaan Metode 1 dan Metode 2, berikut ini akan di-

uraikan perbedaan antara Metode 1 dan Metode 2 mulai dari cara mengkon-

struksi hingga hasil konstruksi. Uraian lengkap tentang perbedaan tersebut 

dapat dilihat pada Tabel 4.2.1. 
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Tabel 4.2.1. Perbedaan Antara Metode 1 dan Metode 2 

 

No Metode 1 Metode 2 

1. Dikonstruksi dari sirkuit Euler 

pada graf de Bruijn 

Dikonstruksi menggunakan Him-

punan Lyndon word 

2.  Konstruksi graf de Bruijn 𝐺𝑎,𝑛  

(harus digambar) 

Urutkan himpunan  Lyndon word 

secara lexicographic. 

3. 

 

Menentukan sirkuit Euler yang 

berawal dari setiap simpul pada 

graf de Bruijn 𝐺𝑎,𝑛 . Kemudian 

dipilih sirkuit  dengan label mi-

nimal, dan merupakan barisan de 

Bruijn 𝑎𝑛 . 

Proses merangkai Lyndon word 

dan diperoleh barisan de Bruijn, 

yaitu string 𝐵𝑛  yang dibangun  

oleh 𝑛 dari suatu alfabet 𝐴 

4. Setiap label busur berarah dengan 

panjang 𝑛 merupakan pembangun 

dari barisan de Bruijn 𝑎𝑛 . 

Setiap “kata” dengan panjang 𝑛 

merupakan pembangun dari barisan 

de Bruijn 𝐵𝑛 . 

5. Terdapat sebanyak 𝑎𝑛  busur bera-

rah dan masing-masing busur be-

rarah dengan panjang 𝑛 hadir te-

pat sekali pada barisan de Bruijn 

𝑎𝑛 . 

Terdapat sebanyak  𝐴 𝑛  “kata” 

dengan panjang 𝑛, dan hadir pada 

string 𝐵𝑛  tepat satu kali. 

6. Untuk ukuran 𝑛 yang besar, terja-

di kesulitan memposisikan simpul 

pada graf de Bruijn 𝐺𝑎,𝑛  agar se-

tiap simpulnya memiliki derajat 

sama dan menghubungkan semua 

busur berarah yang ada. 

Untuk ukuran 𝑛 yang besar himpu-

nan Lyndon word yang dihasilkan 

dapat dengan lebih mudah dirang-

kai, sehingga mengahasilkan bari-

san de Bruijn. 

 

Kekuatan dan kelemahan masing-masing metode akan diberikan dalam rang-

kuman pada Bab Penutup. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

Pada bab ini akan disampaikan kesimpulan dan saran yang diperoleh 

dari pembahasan Metode 1: barisan de Bruijn yang diperoleh dari representasi 

sirkuit Euler pada graf de Bruijn dan Metode 2: barisan de Bruijn yang dipe-

roleh dari rangkaian Lyndon word yang terurut secara lexicographic pada 

bab-bab sebelumnya. 

 

5.1 Kesimpulan 

Dari uraian tentang keterkaitan graf de Bruijn dan barisan de Bruijn, 

serta Metode 1 dan Metode 2 pada bab-bab sebelumnya, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut : 

1) Konstruksi barisan de Bruijn menggunakan Metode 1 memiliki ke-

sulitan saat menentukan sirkuit Euler dengan label minimal pada 

suatu graf de Bruijn dengan ukuran 𝑛 yang besar. Sedangkan kon-

struksi barisan de Bruijn menggunakan Metode 2 memiliki kelebi-

han untuk suatu ukuran 𝑛 yang lebih besar.  

2) Konstruksi barisan de Bruijn menggunakan Metode 2 menggunakan 

rangkaian Lyndon word yang terurut secara lexicographic mengha-

silkan string 𝐵𝑛  dan setiap “kata” dengan panjang 𝑛 hadir tepat se-

kali pada string 𝐵𝑛 . 

3) Suatu barisan de Bruijn 𝐵𝑛  ada, jika dan hanya jika 𝐺𝑎,𝑛  merupakan 

graf Euler, selanjutnya label dari sirkuit Euler pada 𝐺𝑎,𝑛  merupakan 

barisan de Bruijn 

 

5.2 Saran 

Setelah melihat kajian Metode 1 dan Metode 2, maka dapat dilakukan  

pengkajian lebih lanjut agar kajian teoritis Metode 1 dan Metode 2 ini dapat 

diterapkan langsung dalam bidang bioinformatika, kriptografi dan lain seba-

gainya. 
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