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ABSTRAK

Nama : Dwi Wahyu Prabowo

Program Studi : Matematika

Judul : Modifikasi Fungsi Stream pada Sebuah Permasalahan Dinamo
Kinematika

Magnetohydrodynamics (MHD) adalah suatu model yang baik untuk memodelkan
proses dinamo pada bumi, hal ini dikarenakan inti luar bumi adalah suatu fluida
yang bergerak. Pada MHD ini perlu dipecahkan secara simultan beberapa
persamaan yaitu persamaan induksi, persamaan Navier-Stokes, persamaan
kekekalan massa, persamaan Poisson untuk gravitasi, persamaan panas dan
persamaan state. Pada skripsi ini hanya akan diperhatikan permasalahan dinamo
kinematika, yaitu bagaimana aliran (v) yang telah diberikan dapat menjaga medan
magnet (B) agar tidak meluruh menuju nol ketika waktu menuju tak hingga.
Aliran Pekeris, Accad and Skholler (PAS) (1973) adalah salah satu contoh aliran
yang berhasil menghasilkan proses dinamo. Bachtiar, Ivers dan James (BlJ, 2006)
mencoba melakukan planarisasi pada aliran PAS, dimana planarisasi adalah
metode yang digunakan untuk mengkonstruksi aliran yang sejajar dengan suatu
bidang (aliran planar) terhadap aliran yang diberikan. Dalam proses planarisasi
yang dilakukan, ditemui suatu kendala yaitu fungsi stream yang tidak memenuhi
kondisi rigid boundary. Dalam skripsi ini akan dilakukan modifikasi terhadap
fungsi stream tersebut sehingga hasil modifikasinya memenuhi kondisi rigid
boundary. Serta akan diberikan implementasi dan simulasi hasil modifikasi fungsi
stream dengan menggunakan program pada MATLAB.

Kata Kunci : Magnetohydrodynamics (MHD), dinamo kinematika, aliran
planar, planarisasi, PAS, rigid boundary.

Xiv+60 halaman ; 48 gambar; 14 tabel; 3 lampiran
Daftar Pustaka  : 17 (1957-2009)
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ABSTRACT

Name : Dwi Wahyu Prabowo

Study Program : Mathematics

Title : Modification of Stream Function on A Problem in Kinematic
Dynamo

Magnetohydrodynamics (MHD) is a model which is used to explain the dynamo
process on the earth. It happened because the earth's outer core is a moving fluids.
The induction equation, the Navier-Stokes equation, the mass conservation
equation, Poisson’s equation for gravity, the heat equation and an equation of state
are needed to be solved simultaneously in MHD. This final report will only focus
on kinematic dynamo problem, the problem is to determine whether the flow (v)
can maintain the magnetic field (B). The Pekeris, Accad and Skholler (PAS,
1973) flow is an example of a flow that can produce the dynamo process.
Bachtiar, Ivers and James (BIJ, 2006) try to do planarizing process on the PAS
flow, where the planarizing process is a method to construct the flow parallel to a
plane (planar flow) of a given flow. In the planarizing process, BIJ find an
obstacle that is the stream function cannot satisfy the rigid boundary condition. In
this final report the modified stream function is given, so that result of the
modified can satisfy the rigid boundary condition. We used MATLAB in our
simulation.

Keywords : Magnetohydrodynamics (MHD), kinematic dynamo, planar flow,
planarizing process, PAS, rigid boundary.

xiv+60 pages ; 48 pictures; 14 tables; 3 attachments
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Lebih dari 2000 tahun yang lalu bangsa Yunani menyadari bahwa sejenis
batuan tertentu (sekarang disebut magnetit) dapat menarik potongan besi (Tipler,
2001). Pada akhir abad ke-16 William Gilbert menyimpulkan bahwa bumi adalah
sebuah magnet besar, yang mengimplikasikan bumi mempunyai medan magnet
(Lanza & Meloni, 2006).

Pada abad ke-21 berasal dari sebuah studi gelombang seismik, diperoleh
suatu kesimpulan bahwa bagian internal bumi terdiri dari lapisan-lapisan. Bagian
internal bumi dibagi menjadi tiga bagian yaitu kerak bumi, mantel, dan inti luar

dan dalam (Lowrie, 2007). Radius kerak bumi =~ 6400 km, radius lapisan mantel

~ 6370 km, radius inti luar ~ 3500 km dan radius inti dalam ~ 1200 km
(Lorrain, Lorrain, & Stephane, 2006).

[Sumber : http://rohlenscience.pbworks.com]
Gambar 1.1 Struktur internal bumi

Bagian inti luar bumi berupa fluida bergerak yang bersifat sebagai sebuah
konduktor, hal ini dikarenakan komposisi fluida ini berupa besi cair, nikel cair dan
beberapa komponen lain (Davidson, 2001).

Para ilmuwan meyakini bahwa medan magnet bumi dihasilkan oleh proses
dinamo self-excited seperti konsep yang diusulkan oleh Larmor pada tahun 1919
(Lorrain, Lorrain, & Stephane, 2006). Dia mengungkapkan bahwa terdapat
interaksi antara fluida konduktor yang bergerak dengan medan magnet yang ada

di dalam inti bumi.
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Proses dinamo self-excited adalah suatu proses dimana aliran listrik
keluaran dari dinamo menghasilkan medan magnet yang dibutuhkan oleh dinamo
itu sendiri (Lorrain, Lorrain, & Stephane, 2006).

Gambar 1.2 Dinamo self-excited

Salah satu contoh dinamo self-excited adalah dinamo piringan yang
ditemukan oleh Michael Faraday. Mengacu kepada konduktor yang ada pada inti
luar bumi, magnetohydrodynamics (MHD) adalah contoh yang baik untuk
memodelkan dinamo bumi karena inti luar adalah suatu fluida. Pada MHD perlu
dipecahkan secara simultan persamaan induksi, persamaan Navier-Stokes,
persamaan kekekalan massa, persamaan Poisson untuk gravitasi, persamaan panas
dan persamaan state (Merril, McElhinny, & McFadden, 1996).

Pada skripsi ini hanya akan diperhatikan permasalahan dinamo
kinematika, yaitu bagaimana aliran (v) yang telah diberikan dapat menjaga medan
magnet (B) agar tidak meluruh menuju nol ketika waktu menuju tak hingga.
Masalah dinamo kinematika tersebut bersesuaian dengan persamaan induksi
berikut

o =Vx(vxB)+nVB, (1.1)
dimana v adalah aliran fluida, B adalah medan magnet dan n adalah difusivitas
magnet.

Pada dinamo kinematika, aliran Kumar dan Roberts (KR) (1975) dan
aliran Pekeris, Accad dan Skholler (PAS) (1973) adalah sebagian contoh aliran
yang berhasil menghasilkan proses dinamo. Pada perkembangan selanjutnya, para

ilmuwan menemukan beberapa kondisi yang menyebabkan proses dinamo tidak
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dapat terjadi. Kondisi inilah yang menjadi dasar dari teorema anti-dinamo. Salah
satu contoh teorema anti-dinamo adalah teorema aliran planar (TAP).

Teorema 1.1 TAP : jika v adalah aliran planar, maka |B| — 0 ketika t — oo
dengan t adalah waktu (Bachtiar, 2009).

Teorema ini menghilangkan kemungkinan adanya proses dinamo ketika alirannya
adalah aliran planar. Dimana aliran planar adalah aliran yang sejajar dengan
sebuah bidang.

TAP pada awalnya telah dibuktikan oleh Zel’dovich (1957), dia
membuktikan bahwa aliran planar tidak mampu mempertahankan medan magnet
ketika fluida konduktor menempati ruang dengan volume tak berhingga. Bachtiar,
Ivers dan James (BIJ, 2006) menunjukkan bahwa pembuktian TAP tidak valid
untuk konduktor yang menempati ruang dengan volume berhingga, contohnya
adalah bola. Karena pembuktian tersebut tidak valid, BIJ kemudian meneliti
masalah TAP secara numerik. BlJ menemukan suatu model numerik yang
mengindikasikan kemungkinan adanya dinamo aliran planar. Tetapi, BIJ tidak
memperoleh hasil yang secara keseluruhan memuaskan dikarenakan masalah
konvergensi.

B1J juga mencoba melakukan planarisasi pada aliran PAS. Planarisasi
adalah metode untuk mengkonstruksi aliran planar terhadap aliran yang sudah ada
(Bachtiar, 2009). Dalam proses planarisasi yang dilakukan terhadap aliran PAS,
ditemui kendala yaitu adanya fungsi stream yang tidak memenuhi kondisi rigid

boundary.

1.2 Perumusan Masalah

Planarisasi terhadap aliran PAS tidak dapat dilakukan, karena terdapat

fungsi stream yang tidak memenuhi kondisi rigid boundary.

1.3 Tujuan Penelitian
1. Mempelajari cara melakukan planarisasi terhadap sebuah aliran pada

dinamo kinematika.
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2. Memodifikasi fungsi stream dengan cara mengganti fungsi tersebut di
dekat batas akhir. Sehingga, hasil modifikasi yang diperoleh dapat
memenuhi kondisi rigid boundary.

3. Modifikasi dilakukan dengan memperhatikan syarat-syarat pada

metode numerik yang digunakan.

1.4 Batasan Penelitian

1. Pemotongan fungsi dilakukan pada 10 interval yang berbeda. Yaitu
dimulai dari titik (0.90,0.91, ...,0.99) hingga batas akhir.

2. Fungsi polinomial yang digunakan ada sepuluh jenis.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada Bab ini akan dibahas teori dasar yang diperlukan dalam pembahasan
skripsi, seperti koordinat bola, fungsi Bessel bola, definisi fungsi kontinu, titik

singular dan centered difference formula.

2.1 Koordinat Bola

Ketika sebuah benda padat atau sebuah permukaan bersifat simetrik
terhadap sebuah titik, maka koordinat bola memainkan peranan dalam melakukan
penyederhanaan (Varberg & Purcell, 1997). Didefinisikan ¢ adalah sudut azimut
pada bidang xy dan dimulai dari sumbu-x positif dengan 0 < ¢ < 2m, 6 adalah
sudut polar dimulai dari sumbu-z positif dengan 0 < 6 < &, dan r adalah panjang
jari-jari bola dari suatu titik ke titik asal dengan 0 < r < oo (Arfken & Weber,
2005).

rF . / i

£ (rB.d) /“’!":I-

A T\\ ,.

—_—

r |
| .
7
| :
X _ U_ _\_L/

Gambar 2.1 Koordinat Bola
Berdasarkan Arfken dan Weber (2005), Tabel 2.1 dan 2.2 berikut menunjukkan

hubungan antara koordinat bola dengan koordinat kartesius.
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Tabel 2.1 Transformasi sistem koordinat pada koordinat bola dan koordinat

kartesius

Koordinat kartesius ke kordinat bola

Koordinat bola ke koordinat kartesius

r=@%+y:+ 2912

x = rsin 6 cos ¢

VA

y = rsin 8 sin ¢

60 = arccos
(XZ + y2 + Z2)1/2

zZ=71rcos0

Y
= arctan—
¢ x

Tabel 2.2 Transformasi vektor unit pada koordinat bola dan koordinat kartesius

Koordinat bola ke koordinat kartesius Koordinat kartesius ke kordinat bola

# = Xsin 6 cos ¢ + Y sin O sin ¢ X = #sin 6 cos ¢ + B cos 6 cos ¢

+ Zcos @ — @sing
0 = X cos B cos ¢ + Y cos O sing y = #sin @ sin ¢ + 6 cos O sin ¢
— Zsin6 +Pcose

¢ = —Xsin¢p + Pcos Z=7cosf —0Osinb

2.2  Fungsi Bessel Bola

Teori dasar yang berkenaan dengan fungsi Bessel bola ini diambil dari
Arfken dan Weber (2005), kecuali beberapa kutipan yang menggunakan referensi
selain buku tersebut. Untuk memperoleh bentuk persamaan diferensial Bessel
bola, pertama akan diperhatikan persamaan Helmholtz pada koordinat kartesius,
yaitu

V2 + k%P = 0, (2.1)
dengan 1 adalah fungsi skalar, k? adalah konstanta dan V adalah operator vektor

diferensial. Dimana bentuk Vi adalah

— g 5 S0
Vl/)—xax+yay+zaz, (2.2)

dan bentuk V2 disebut Laplacian v, yaitu
V2 =V - Vi,

9%y | A% | %Y
=z oy T oz (2.3)
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Jika persamaan (2.1) dan (2.2) dinyatakan dalam bentuk koordinat bola,

maka diperoleh

W=t (aa_l:) +6 (%aa_l:) + a (rsilne 3_:)’ (2.4)
dan
VZLP - r? slinH (Sln Je= ar Ui alp] +55(sIn0 Z_l:] + sir119 Z:Z)’ (25)

dimana ¥ adalah fungsi ¥ yang dinyatakan dalam koordinat bola.
Dengan menggunakan persamaan (2.5), persamaan (2.1) dapat dinyatakan

kembali menjadi persamaan Helmholtz pada koordinat bola, yaitu

(sin6 = [r22¥] + % [sin6 7] +Sii6%‘§) — K2y, (2.6)

r2sin 6
Persamaan (2.6) ini merupakan suatu persamaan diferensial parsial, dengan
memisalkan W(r, 6, ) = R(r)0(8)P(¢p) maka dapat diperoleh bentuk

persamaan diferensial biasa yaitu

1 0 [ 2 6R0®] 1 d 3RG)¢°] 1 0% RG)CD 2

= —|sin 6 —k“ROD,

r2or ar r2sin@ 06 20 r2sin2 8 0J¢?

ed d [ , dR] R® d ] RO d?® 5

g—|rc-— —|sin 8 = —k“RO®. 2.7
r2 dr [ dr r2sin 6 d@ r2sin? 0 d¢? ( )

Kemudian jika persamaan (2.7) dibagi dengan RO®, maka dapat diperoleh

1 d [ ZdR] & ] 1 da?o 2
| sin 6 P | 2.8
Rr?dr dr @r2sin 0 d ®r2sin2 6 d¢p? ( )

Selanjutnya dengan mengalikan persamaan (2.8) dan r2 sin? 0, diperoleh

d dR 1 d 1d?*®
—k?r?sin?0 =r 51n20(—— rz—] —_ [sn@ D ——
Rr2 dr dr = ©rZsin 6 do + @ dep?’
1d?d d dR 1 d [ . de
—— =1?sin 9( k? —— [rz —] ———[smH—D. 2.9
D dep? er dr dr 0r2sin @ do de ( )

Karena r, 6, dan ¢ adalah variabel yang tidak saling bergantung, maka
setiap bagian pada persamaan (2.9) dapat dianggap sebagai konstanta. Dengan

menggunakan —m? sebagai konstanta pemisah, maka

1 d?®(¢)
o gz =M (2.10)
dan
1 da( 20dR 1 d ae m? )
Rr2dr (T dr) + ©r2sin g do ( sin¢ ) r2sin2@ k”. (2'11)

Dengan mengalikan persamaan (2.11) dan 2, maka diperoleh
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li(1’23—I:)+r2kzz— ! d( in 6 ) m (2.12)

R dr Osin 6 d6 sin? 0
Variabel pada persamaan (2.12) telah terpisah menjadi dua bagian yaitu
persamaan dengan variabel  dan 6. Sehingga setiap bagian pada persamaan
(2.12) dapat kembali dianggap sebagai konstanta, misalkan Q dan diperoleh

persamaan baru yaitu

1 d _
sin 6 d6 ( 1 0 ) 51n2 (2] G) + QO 0 (213)
AN SR 2p QR
r? dr( ) a =0. (2.14)

Persamaan (2.13) adalah persamaan yang bersesuaian dengan persamaan
diferensial Legendre dimana konstanta Q menjadi n(n + 1) dan n adalah bilangan
bulat non-negatif.

Kemudian untuk nilai konstanta k? positif dan juga mengganti @ menjadi
n(n + 1) sertan adalah bilangan bulat non-negatif pada persamaan (2.14), maka

akan diperoleh

2 *R dar 1 . —
ri S +2r—+ [k?r?2 —n(n+ 1)]R = 0. (2.15)
Dengan memisalkan R(kr) = (ii’)‘:/)z kemudian disubstitusikan ke persamaan

(2.15) diperoleh

2 d_2 Z(kr) a ( Z(kr) 2.2 Z(kr)
L dar? ((kr)l/z) =4 ar ((kr)l/z) i [k L n(n + 1)] (kr)1/2 0,

2
(T‘Zd Z(kr) 1 rdZ(kr)i_l_SZ(kr)i)_'_ (ZTdZ(kr) 1 Z(k ) )

dr? \/kr_ dr kr 4 kr dr ~kr

Z(kr)

+[k?r? —n(n + 1)] =4

2

20) y p d2lhr) _ 20 r2 —n(n+1)]Z(kr) = 0,
d?z(k az(k
2 (;(Zr) s Z( L [kzrz 2 — l] Z(kr) = 0,
2 dzjr(zzcr) + rdZ(kr) [kz 2 (n +1 ]Z(kr) =0. (2.16)

Persamaan (2.16) ini adalah persamaan diferensial Bessel bola dan Z (kr) adalah

fungsi Bessel orde n + %
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Berdasarkan Abramowitz dan Stegun (1972), fungsi Bessel bola adalah
solusi dari persamaan diferensial (2.16). Berikut adalah salah satu jenis fungsi

Bessel bola dengan x € R yaitu fungsi Bessel bola jenis pertama

) = [, 2.17)
dimana J,, (x) adalah fungsi Bessel jenis pertama, yaitu
k
sl
Jn () = Zk=o KT (n+k+1)’ (2.18)
Fungsi j, (x) untuk n = 0,1,2, juga dapat dinyatakan dalam bentuk
jo (X) - sizx,
() =T =2, (2.19)
Jo(x) = (%—i) sinx — %cosx.
Berdasarkan Abramowitz dan Stegun (1972) fungsi Bessel bola memiliki
beberapa sifat yaitu
% Sifat rekursif
foo1(0) + frp1(x) = @n+ Dx™ ', (%). (2.20)
% Formula diferensial
m
EL) ™60l = x (), (2.21)

dimana f,, (x) = j,(x). Berikut ini adalah tabel dari hasil fungsi Bessel bola jenis

pertama yang dievaluasi pada x € (0,3) dann = 0,1,2,3.

Tabel 2.3 Fungsi Bessel bola orde 0, 1 dan 3
X Jjo(x) j1(x) Jj2(x) Jj3(x)
0.0 1.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.00000000
0.1 0.99833417 | 0.03330001 | 0.00066619 | 0.00000952
0.2 0.99334665 | 0.06640038 | 0.00265906 | 0.00007602
0.3 0.98506736 | 0.09910289 | 0.00596152 | 0.00025586
0.4 0.97354586 | 0.13121215 | 0.01054530 | 0.00060413
0.5 0.95885108 | 0.16253703 | 0.01637111 | 0.00117404
0.6 0.94107079 | 0.19289196 | 0.02338900 | 0.00201634
0.7 0.92031098 | 0.22209828 | 0.03153878 | 0.00317872
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0.8 0.89669511 | 0.24998551 | 0.04075053 | 0.00470532
0.9 0.87036323 | 0.27639252 | 0.05094515 | 0.00663612
1.0 0.84147098 | 0.30116868 | 0.06203505 | 0.00900658
1.1 0.81018851 | 0.32417490 | 0.07392485 | 0.01184714
1.2 0.77669924 | 0.34528457 | 0.08651219 | 0.01518287
1.3 0.74119860 | 0.36438444 | 0.09968857 | 0.01903314
1.4 0.70389266 | 0.38137537 | 0.11334028 | 0.02341133
1.5 0.66499666 | 0.39617297 | 0.12734928 | 0.02832464
1.6 0.62473350 | 0.40870814 | 0.14159426 | 0.03377392
1.7 0.58333224 | 0.41892749 | 0.15595157 | 0.03975359
1.8 0.54102646 | 0.42679364 | 0.17029628 | 0.04625157
1.9 0.49805268 | 0.43228539 | 0.18450320 | 0.05324936
2.0 0.45464871 | 0.43539777 | 0.19844795 | 0.06072210
2.1 0.41105208 | 0.43614199 | 0.21200791 | 0.06863875
2.2 0.36749837 | 0.43454522 | 0.22506330 | 0.07696227
2.3 0.32421966 | 0.43065030 | 0.23749812 | 0.08564996
2.4 0.28144299 | 0.42451529 | 0.24920113 | 0.09465372
o 0.23938886 | 0.41621299 | 0.26006673 | 0.10392047
2.6 0.19826976 | 0.40583020 | 0.26999585 | 0.11339260
2.7 0.15828884 | 0.39346703 | 0.27889675 | 0.12300842
2.8 0.11963863 | 0.37923606 | 0.28668572 | 0.13270273
2.9 0.08249977 | 0.36326136 | 0.29328784 | 0.14240734
3.0 0.04704000 | 0.34567750 | 0.29863750 | 0.15205166

10

Hasil yang diperoleh pada Tabel 2.3 ini sama dengan hasil evaluasi fungsi Bessel

bola jenis pertama dengan x € (0,3) dann = 0,1,2,3 pada Abramowitz dan
Stegun (1972).
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Gambar 2.2 Plot fungsi Bessel bola
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2.3 Fungsi Kontinu

Definisi 2.1 Misalkan A € R, f: A - R, dan c € A. Fungsi f kontinu di titik c jika
diberikan sembarang € > 0 terdapat § > 0 sedemikian sehingga jika x adalah
sembarang titik elemen A memenuhi |x — ¢| < §, maka |f(x) — f(c)| < &
(Bartle & Sherbert, 2000).

2.4 Titik Singular

Definisi 2.2 Misalkan [a, b] € R, f:[a, b] = R dan c € A. Jika titik c adalah titik
dimana f'(c) tidak ada, maka titik ¢ disebut titik singular (\Varberg & Purcell,
1997).

Pada gambar fungsi f, titik singular berupa titik dimana fungsi f bersudut
tajam, garis singgung tegak atau berupa loncatan. Berikut adalah contoh titik
singular yang ada pada fungsi f.

AY
Max

i

Min

¥

Titik-titik singular

Gambar 2.3 Titik singular

25 Centered Difference Formula

Terdapat beberapa metode numerik yang dapat digunakan untuk
memecahkan masalah dinamo kinematika, seperti yang dilakukan oleh Dudley

dan James (1989). Mereka mengasumsikan B bergantung pada waktu, sehingga
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masalah dinamo kinematika akan tereduksi menjadi masalah nilai eigen. Metode
lain yang digunakan adalah centered difference formula. Metode numerik ini telah
digunakan oleh Bachtiar (2009), untuk memecahkan masalah dinamo kinematika.
Sehingga metode ini juga akan digunakan dalam skripsi ini. Berikut ini adalah
definisi centered difference formula,

A. Misalkan f € C3[a, b] dan x — h,x,x + h € [a, b]. Maka

fi(a) = LG e () (2.22)

dimana ¢ € (x — h, x + h). Persamaan (2.22) ini disebut centered difference

formula untuk f'(x).
Bukti :

Misalkan f € C3[a, b], dengan menggunakan ekspansi polinomial Taylor orde
dua untuk f(x + h) dan f(x — h) maka

FO+ ) = FQ0) + /()b + oGn” | OGO (2.23)

2! 3!

untuk &; € (x,x + h) dan

fO=h) = f() = f'()h + QW _ 126 (2.29)

2! 3!
untuk &, € (x — h, x).

Dengan mengurangkan persamaan (2.23) dan (2.24), diperoleh

flx+h)—flx—h)=2f'(x)h+ rPE Dl

3!

, h)—f(x—h B (&) +rB)(&;)]h?

Teorema 2. 1 Teorema Intermediate Value. Jika f € C[a, b] dan K
sembarang bilangan di antara f(a) dan f(b), maka terdapat bilangan ¢ pada
[a, b] dimana f(c) = K (Burden & Faires, 2001).
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Karena £ (x) kontinu, maka teorema intermediate value dapat digunakan

untuk menemukan nilai ¢ sehingga

fOE) + fO(E) = 23 (), (2.26)
Persamaan (2.26) ini dapat disubstitusikan ke persamaan (2.25), sehingga
diperoleh
re) . TR —f(x=h) h% . (3)
£y = T2 R, (2.27)

untuk & € (x — h,x + h). Persamaan (2.27) ini adalah centered difference

formula untuk f'(x).m

. Misalkan f € C*[a,b] danx — h,x,x + h € [a, b]. Maka

—4 — 2
£ OMGSRR f— F (2.28)

dimana n € (x — h, x + h). Persamaan (2.28) ini disebut centered difference

formula untuk £ (x).
Bukti :

Misalkan f € C*[a, b], dengan menggunakan ekspansi polinomial Taylor orde
tiga untuk f(x + h) dan f(x — h) maka

17 @3) (4)
fa+R) = f() + f/h + T80 4 @0 T0r (2.29)

untuk n; € (x,x + h) dan

" 3) (€Y
fOe—h) = f(x) = f' ()b + L LTCOR | JR @t (2.30)

2! 3! 4!

untuk n, € (x — h, x).

Dengan menambahkan persamaan (2.29) dan (2.30), diperoleh

21" (x)h? + [F@m)+F@ ()]
2! 4!

fx+h) +fx—h)=2f(x) +

" (x+h)=2f () +f(x=h)  [FP M)+ @ (n2)]n?
fr(a) = LB G _ [0l @3
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Karena f™ (x) kontinu, maka teorema intermediate value dapat digunakan

kembali untuk menemukan nilai n sehingga

F@OM) +f*(my) = 2f D (). (2.32)

Persamaan (2.32) ini dapat disubstitusikan ke persamaan (2.31), sehingga

diperoleh

- = 2
B S (). (2.33)

untuk n € (x — h, x + h). Persamaan (2.33) ini adalah centered difference

formula untuk " (x).m
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BAB 3
DINAMO KINEMATIKA

Pada Bab ini akan dijelaskan mengenai bentuk poloidal-toroidal dari
medan magnet dan aliran pada persamaan induksi (1.1), aliran planar dalam
bentuk poloidal-toroidal, proses planarisasi, planarisasi aliran PAS dan modifikasi

fungsi stream f2.

3.1  Bentuk Poloidal-Toroidal Medan Magnet dan Aliran

Medan magnet merupakan suatu solenoidal, artinya B dapat dinyatakan
dalam bentuk vektor potensial A yaitu
B=VxA, (3.1)
V-VXA=0. (3.2
Dimana A = Tr + (VS) X r, dengan S dan T adalah dua fungsi skalar yang
digunakan untuk menyatakan vektor potensial A dan r adalah vektor radial (Lanza
& Meloni, 2006). Jika persamaan A = Tr + (VS) X r disubstitusikan ke
persamaan (3.1) maka akan diperoleh
T=Vx(Tr), (3.3
persamaan (3.3) ini disebut medan toroidal. Kemudian
S =Vx((VS) xr),
=V x (VX (Sr) =SV xr)).
Karena pada koordinat bola, r = r# sehingga V x r = 0, maka diperoleh
S =Vx(Vx(Sr), (3.4)
persamaan (3.4) ini disebut medan poloidal.
Dari persamaan (3.3) dan (3.4) diperoleh bentuk poloidal-toroidal dari
medan magnet pada persamaan induksi (1.1), yaitu
B=T+S=Vx(Tr)+Vx(Vx(Sr). (3.5)

Dengan menganggap aliran juga merupakan suatu solenoidal, maka v juga dapat
direpresentasikan dalam bentuk poloidal-toroidal dengan menggunakan fungsi

skalar s dan t yaitu
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v=t+s=V><(tr)+V><(V><(sr)). (3.6)

Selanjutnya berdasarkan Bachtiar (2009), fungsi skalar S, T, s dan t dapat
dinyatakan dalam bentuk ekspansi harmonik bola,
S = YamSa(r, Y (6, ¢),
T =Ypm T (r, )Y (6, ), 3.7)
§ = Ynm Sn (1, Y7 (6, ),
t A LA RGO A
dengan —-n <m <ndann =123, ...
Fungsi Y;* disebut harmonik bola dikarenakan fungsi tersebut didefinisikan pada
permukaan sebuah bola dengan 8 adalah sudut polar dan ¢ adalah sudut azimuth,
serta fungsi Y,;* disebut harmonik karena fungsi Y,;* merupakan bagian angular

dari solusi persamaan Laplace (Arfken & Weber, 2005). Dimana Y,;* adalah
1

v = (" [Z25] B eos )™ = ()T, (38)

2-89,

dengan B™ adalah fungsi Legendre dengan normalisasi Schmidt,

A = [ G 4 s (a)

(n+m)! 2™n! du

dan &9, adalah Kronecker delta,

P {0 untuk i # j (3.10)

J =1 untuki = j’
serta (...) adalah complex conjugate. Jika n < m, maka ¥;™ = 0.
Adapun bentuk poloidal dan toroidal pada persamaan (3.5) dapat
dijabarkan dalam bentuk koordinat bola, yaitu
S=VXxVx(Sr),
=VXVX (Zpm ST r),

T r® rsinf ¢
1 ] ] ]
=V r2sin @ or 26 % !
Y m SIYM 0 0
~ 1 9 -~ 0
=V (0557 Znm SV = 3 T SEV),
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T 70 rsin6 ¢

R o k)

= Zamo o7 a6 d¢ :
0 anSmYm —rsm@aeznmSmYm

sin 9 o

- rzsine (f' [ aae {r sin 635 26 ansmym} sin 6 8 ¢?2 ansmym]

rO[ {rsm@ anSmYm}]+rsm9¢[ {smaa¢2"msmym}])
F an[ {Smgae} 1 ]Smym

sin 6 d¢?

Taan[ {r sin }SmYm] + rsin@ q)an[ {smG a¢}SmYm])

= ?Zn,m . [ 511119 609 {S ng 69} sm12 002 ] Sn a7 Ban [ { n a;in}] +
rsm9¢2nm [ar{ n a;:;) }]

= Xnm (?% [ 19 aae {sm 4 ae} : ] % g 0 [_ trsa'} = ]

sm266¢2
rsm9 [ r m}ayn])'

r2sin

il n(n+1) 1 , aYn , oy
= Zn,m( S S S (SE) ) (3.11)
T =V x (Tr),
= VX (Znm TV T);
5 r® rsinf ¢
A E 0 3
| r2%sin6 ar a6 o¢p :
R i BN 0
-0 mym _ ;9 mym
_Osmead)zan Y ¢392n,an Y
_ a TH oy mayn
= Znm (0 sin@ ¢ - T, )
T oy Y
N Zn,m (O' sing a¢ ’ —T" ﬁ) (3.12)
Hal yang sama juga berlaku untuk aliran yaitu
_ n(n+1) , oy )AL
$= an( r erI”' ( m) 80 ’rsinf ( m) o9 ) (3'13)
— ﬂln aYn _+m aYn
£=2nm (O' sn6 0’ " a0 ) (3.14)
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Dengan asumsi bahwa fluida konduktor yang bergerak menempati ruang
berhingga berupa bola dengan » = 1, maka komponen arah radial dari v harus
bernilai 0 ketika r = 1. Berdasarkan persamaan (3.13) dan (3.14), komponen arah

radial dari v adalah @s{{%{". Karena @S#Y# harus bernilai 0 ketika

r = 1, maka diperoleh s;7* = 0. Kondisi ini disebut kondisi rigid boundary. Jika
suatu aliran memenuhi kondisi rigid boundary, maka dapat dipastikan bahwa

aliran tersebut merupakan aliran planar.

3.2 Aliran Planar dalam Bentuk Poloidal-Toroidal

Aliran planar adalah aliran yang sejajar dengan sebuah bidang. Salah satu
contohnya adalah aliran yang tidak mempunyai komponen sumbu-z pada
koordinat kartesius, yaitu

v=VXfe,. (3.15)
Persamaan (3.15) akan dinyatakan dalam bentuk poloidal-toroidal dengan
menggunakan koefisien s;7* dan t]/*. Dengan menyatakan f dalam bentuk ekspansi
harmonik bola yaitu f = X, ., fi" (r, )Y, (6, ¢), kemudian dengan
menggunakan vektor identitas A - (B x C) = (A X B) - C serta melakukan operasi
perkalian titik pada persamaan (3.6) dengan r diperoleh

r-v=r-(Vx(tr))+r-(Vx(V><(sr))), (3.16)
Diketahui dari persamaan (3.14) bahwa komponen toroidal dari v tidak
mempunyai arah radial, sehingga r - (V x (tr)) = 0. Maka,

r-(Vxfe,)=r- (V X (V X (sr))),

(rxv): fe,=(@xV)- (V X (sr)),

(X V) - [Zpm Y7 e, = (0 X V) - [V X {Z e sT Y], (3.17)

Kemudian hasil dari [V X {Z,,,, smY }r| adalah

r r® rsinf¢
1 ] ] d
[V % {Znmsp¥ir] = — p % a6 |
DI L AL 0
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- [Asmé?ﬁ_ ¢69] ansmym

Sehingga persamaan (3.17) menjadi,

(X V) - [Sum SV e, = (2 x V) - [0

a3 29
sir11 0 ﬁ - ¢ %] Zn,m SrrlnYr:n. (318)
Dengan mengalikan —(i)* pada persamaan (3.18) diperoleh,

(X V) - [Som £V e, = —i(r X V) - z[e—gﬁ—q)ag] o STV, (3.19)

Misalkan L = —i(r x V) =i [9 ﬁ —¢ ae] dimana L adalah operator

sin 6
orbital angular momentum pada mekanika kuantum (Arfken & Weber, 2005).
Maka persamaan (3.19) menjadi,

[0 2= 5 2] S e, =L LS SRE

sin 6

~ (0575 B [am T e, = L2 T, sV (3.20)

Vektor e, pada persamaan (3.20) adalah vektor unit untuk sumbu z pada
koordinat kartesius yaitu z, pada pembahasan ini vektor e, dinyatakan dalam
bentuk koordinat bola. Seperti pada Tabel 2.2, vektor e, dalam koordinat bola

adalah 2 = # cos @ — @ sin 0. Sehingga persamaan (3.20) menjadi

e stY" = [@ w4 qb%] NZ i Y[ cos 6 — Bsin 6],

S [_%(Zn,mﬁlmy‘ryl)]l

0
= Zn,m f‘;’lm % M. (3-21)

Edmons (1957) menunjukkan bahwa hasil kuadrat dari operator orbital angular

momentum adalah

2 _ _ 1 o (. HO cos? 6 9?2
L ==57l5e (Smeae)] Sin 6 0¢p2" (3.22)

Diketahui persamaan (3.22) adalah persamaan yang bersesuaian dengan
persamaan diferensial Legendre pada persamaan (2.13). Dengan mengganti

konstanta @ menjadi n(n + 1) dan n adalah bilangan bulat, maka

d
sin 6 d6

1 d
sin 8 )
s1n9d9(

(56 %) ~ =0 +n(n+1)6 =0,

g = n(n+ 1). (3.23)
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Dengan memisalkan m? = —cos 9 — pada persamaan (3.23) maka persamaan
(3.22) menjadi
L> =n(n+ 1). (3.24)

Untuk nilai n dan m yang tertentu, akan digunakan nilai s]* dan f,;"* secara

tunggal. Sehingga persamaan (3.21) akan dinyatakan menjadi
a
LAY = fltes Y,
n(n + 1)s,’{‘Y,{n ST Y W

Sp= fa (3.25)

n(n+ 1)

Persamaan (3.25) ini adalah koefisien poloidal dari suatu aliran planar pada
persamaan (3.15).

Untuk memperoleh koefisien toroidal ¢]* dari aliran planar pada
persamaan (3.15), perlu dilakukan curl terhadap persamaan (3.6) lalu melakukan

operasi perkalian titik dengan r untuk memperoleh

r-(va)zr-(Vx(t+s)),
=r-(V>< (V x (tr)))+r-<v>< (Vx (Vx(sr)))). (3.26)

Pertama akan dijabarkan bagian r - (V X (V. x (tr))) pada persamaan (3.26),

yaitu
7 70 rsind¢ |
R d. 9
(V x (V x (tr))) =r- anr — Y EP) :
rtit oy, m oY
: sin@ a¢ rsinfty a6
_ 1 ~ m 0 { ay,{"} rtit azy,lﬁ)
=T Zn'mrzsine[r( Tt 5 96 sin & 86 sin@ 9¢>2
oY

r0 (— sin 6 (rt/)’ ) +rsinf ¢ (— (ref™)’ ay” )],

=r- an[ ( A {51 Hay"} tn azyﬁn)—

rsing ™ 96 rsin20 0¢?

8(F oy 5)+ 9 (5

rsin @ ( m), a;:; )]

0 1 mym _
=r an[ ( smeae{Slne } sm296¢2)t Y

85 0y 50) + @ (i Y %))

rsin 6
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- Zn m(?‘r + 00 + 0¢) [ n(n+1) tmym _ A ( (T‘tm)' aYn ) +

& (i ey 5],
= Yomn(n+ DY",
= Y LAY, (3.27)

rsin @

Kemudian penjabaran bagian r - (V X (V x (V x (sr)))) pada persamaan (3.26)

adalah
r- (V X (V X (V X (Sl')))) (V X an( Tl(n:l) len + a%(rsrrln), % +
A (-

7 sin 6
7 r0 rsinf ¢
d o 9 9
—agpm ¥ ar a6 Er) :
et n(n+1) gmym (r m), aym ( m), oyt
T o}

:r'Zn,m_zl-— ((T‘Sn ),3 i _( m),aYn)

el | 300¢ efoleld
B sy S — "5 ) +
rsin @ (I) ((TSn N a;g n(n:l) S’ a;'i")]'

= 1 Ty |10 (7 58 = 2R s 5E) +
rsin 8 (I) ((TSn )’} a;g n(n:l) S’ a;f)]’

= S s (17 + 08+ 08) - [B ((rsyr) 2
n(nr+1) 1,1,16;’; ) n
rsin @ (IJ ((TSn )" a;g n(n:l) S’ a;’i”)]’

—0 (3.28)

Dari hasil penjabaran yang diperoleh pada persamaan (3.27) dan (3.28), maka
persamaan (3.26) menjadi

Ym PV =1 (VX V) (3.29)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.15) ke persamaan (3.29), diperoleh
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Yam L2tV =1 (VX (Vf X €,)),
=V-((Vf xe,) xr),
=V-[(r-Vf)e, - Vf(r-e,)l,
=V-[(r-Vf)e, — Vf(rcos0)],
=[V-(r-Vf)e, — V- (rcos 0)Vf]. (3.30)

Pada persamaan (3.30), penjabaran V - (r - Vf)e, dan V - (r cos 8)Vf adalah

V-((r-Vf)e,)=V- ([rr+09+0¢] [af” 13—’;5+$:—;$] [#cos@ —
Bsine]),

=V- (?rcos@a—f—@rsinea—f),
ar ar

__ el -y noY)]
—rzar[r (rcosear)]-l_rsmeaa Slne( rsm@ar :

1
rsin @ 89

=izai[r cos@ ]

—rsin 9—]
—1]a.2 o W3 af]
—r2[3r cosf--+rcosf—7|+

1

rsin @

[ (251n0c050 f+51n Baea )]
=[3cos6’3—£+rcos@a—§]+

[( 2 cos 02 —r —sin @ aa;; )] (3.31)

V- (rcos0)Vf = %ai[rz (r coseg—f)] + rsilne% sin 0 (cosBZ—’;)] +
1

0 [cosea_f]
rsm66¢> sinf a¢l’
10 1 9
=25 [r cos@ar]+rsme£ sm9c05969]
1 i[cosea_f]
rsin@ d¢ Lsino apl’

_ 1 [a,2 o , .3 az_f] ;[ 299
—r2[3r cosf—-+r’cosf |+ ——|cos” 6+
. azf)] 1 [cosG d%f
sm@( smH +c050a92 +rsin9 sn 092l

= [3 cos 9 + rcos@ —] [(cos 0 — sin? 0) Z—g +

(3.32)

rsin @
cos@ d%f

sin 8 cos 0 692] + [Tsinz 599%)"
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Dari hasil penjabaran yang diperoleh pada persamaan (3.31) dan (3.32), maka

persamaan (3.30) akan menjadi

Youm LAY = [ 2c050——sm9 g f]

000
[(cos 9_sin0)6_f coseﬁ]_[cose ﬁ]
rsin @ r J o0 r 002 rsin? 6 0 ¢?
_ of [_coszaa_f_cosaﬁ_ cos @ ﬁ] [sin@@_f_
- 2C0$66r+ rsin@ 86 r 862 rsin2 0 d¢>2 r a8
Zf]
smé?aea
all § af cosH[_;( a9 )_ 1 ]
=| VACaSI0 _~Gile > cos@ +51n6?602 sm266¢2f+
sin 0 6[ e _]
r 06
= —2cos L+ 8p2pp MEL I (3.33)

Berdasarkan Chapman dan Bartels (1962), ¥,"* yang didefinisikan pada
persamaan (3.8) memenuhi relasi rekursif
cosO V7' = at Yy + alt ity (3.34)

m
sin 9% =napi Yt —(m+ Dag' ity

Dimana a,, = \/[(n? — m?2)/(4n? — 1)]. Kemudian dengan menggunakan relasi

rekursif pada persamaan (3.34), persamaan (3.33) akan menjadi

Zn,m thrrlnyrzn = Zn,m (_2 COS@%(}‘;@mYJn) " COSGLmeYm 51:6 d [mem
]
r= (fm)|).
=Ynm (—2 cos@Y,{”%n-+ e ——=cosO Y fit + - sm@ay" it =
sin 0 a0 or )
ofy 1
= Tom (—20a Yy + ey ) 20 4 2O (g ym 4

1
ant Vot )t + 7 (may Yo, — (m+ Da V)i —

ofn
(nafly, Yy — (n + Dagyn ) 20),
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afit ofi* n(n+1)
= (Znm (—2a vy 2 — 2amym, 22 4 (RO g v, e 4
n(n+1) (n+1)
R v i) + (Ram Yo - S gy ) —

(noanY’i’Fl agn — (n+ Damy", O ))

n(n+1)

n+1 n+1fnm

mYm 1fn

= (Zn,m—za’nﬂyn-lmaaﬁ—z Yy 6fn +

n(n+1) (n+1)

- an Yol fat +2 an+1 it —

M a;n + M+ Daft¥r, O )

or

ofm n(n+2)
= (an —(n +2)azy,1Yats an + ani1 Yosafn +

m =

d n d
= (Zn,m _(n + 2)a1T+1 n+1 (dr - :) fnm + (Tl - 1)“;?),?—1 (; +

L) pm). (3.35)

r

Dengan mensubstitusikan n = n — 1 untuk bagian pertama dan n = n + 1 untuk

bagian kedua pada persamaan (3.35), maka diperoleh
T LY = (Zgm =+ D (S 4+ 22) fy + nagpi, Vi (= +
D) ),
= T (=0 + D (& +22) 1+ nagl, (= +
) T

- an —(‘I’l - 1)6! dl nfn 1 o nan+1dn+2fn+1! (3'36)

dimana d,, = :—r + g Sehingga menurut Bachtiar (2009), untuk n dan m yang

tertentu persamaan (3.36) menyatakan secara tidak langsung bahwa untuk setiap
f* terdapat dua koefisien toroidal, yaitu

thy = oy (3.37)
= —Sd_fn (3.38)
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3.3 Proses Planarisasi

Aliran planar dapat dikonstruksi dengan dua cara, yaitu

1. Mendefinisikan f,;* kemudian menentukan koefisien poloidal-
toroidal yang bersesuaian dengan menggunakan persamaan (3.25),
(3.37) dan (3.38).

2. Merubah bentuk dari aliran yang diberikan, yaitu v ke bentuk
aliran planar. v dinyatakan dalam bentuk poloidal-toroidal,
kemudian ditambahkan dengan koefisien poloidal-toroidal yang
bersesuaian dengan menggunakan persamaan (3.25), (3.37) dan
(3.38) agar v menjadi planar. Prosedur ini disebut proses
planarisasi (Bachtiar, 2009).

Berikut adalah contoh konstruksi aliran planar dengan menggunakan cara
pertama. B1J (2006) memisalkan sebuah aliran harmonik tunggal dengan fungsi

stream
= (D=ir2)erT, (3.39)

dimana 1l <n <4,—n <m < ndanp = 1,2,3. Dari fungsi stream pada
persamaan (3.39) tersebut, koefisien poloidal s;* dan toroidal ¢,* 4, t,.",, dapat
diperoleh dengan menggunakan persamaan (3.25), (3.37) dan (3.38). Sehingga

aliran planar yang diperoleh adalah
v=02-6%)Ref{s™ +t", +t",} (3.40)

Aliran planar pada persamaan (3.40) ini memenuhi beberapa kondisi yang ada
pada dinamo kinematika, salah satunya adalah kondisi rigid boundary (BIJ, 2006).
Contohnya dengan nilai n = 2, m = 2 dan p = 1, maka fungsi stream yang

diperoleh

fZ=r*(1-r)Ys, (3. 41)
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kemudian dengan menggunakan persamaan (3.25), (3.37) dan (3.38), koefisien
poloidal sZ dan toroidal t2, t2 dapat diperoleh. Berdasarkan definisi harmonik

bola diperoleh t? = 0, sehingga aliran planar yang diperoleh adalah
v = (2)Re{s? + t3}. (3. 42)

Selanjutnya adalah contoh penggunaan cara kedua untuk mengkonstruksi
aliran planar. Misalkan diberikan aliran v = (2 — §%)Re{s™ + t*} dengan nilai
n dan m yang spesifik. Langkah pertama adalah melakukan planarisasi untuk
s™(m = 0) yang diberikan. Koefisien £, dapat diperoleh dengan menggunakan
persamaan (3.25), yaitu

fm = 20D om (3.43)

im

Kemudian koefisien t;% ; dapat diperoleh dari persamaan (3.37) dan (3.38)

dengan menggunakan koefisien £, yang telah diperoleh dari persamaan (3.43).

Dengan menjumlahkan koefisien ¢ ;, diperoleh kombinasi planar
sttt +t7, dan st telah diplanarisasi. Untuk nilai m = 0, f;" tidak dapat

diperoleh karena m adalah penyebut pada persamaan (3.43).

Langkah kedua adalah melakukan planarisasi pada t]"*. Karena untuk
setiap £, terdapat dua koefisien toroidal, maka terdapat dua cara untuk

melakukan planarisasi pada t}* yaitu

I. -, diperoleh dari ¢;;* dengan menggunakan persamaan (3.37), kemudian
membentuk s, ; dan ¢/, dengan menggunakan persamaan (3.25) dan
(3.38) untuk memperoleh kombinasi planar ¢ + ¢4, + Sp41-

ii.  f", diperoleh dari t* dengan menggunakan persamaan (3.38), kemudian
membentuk s;* ; dan ¢, dengan menggunakan persamaan (3.25) dan

(3.37) untuk memperoleh kombinasi planar tJ* + t7*, + s ;.

Untuk ¢;7* yang diberikan, solusi f dari persamaan (3.37) dan (3.38) harus

memenuhi kondisi rigid boundary saat r = 1.
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34 Planarisasi Aliran PAS

Aliran Pekeris, Accad and Skholler (PAS) (1973) adalah salah satu contoh
aliran yang berhasil menghasilkan proses dinamo. Pada pembahasan ini, akan
dilakukan planarisasi pada aliran PAS dengan cara kedua seperti pada subbab
sebelumnya. Dimana aliran PAS yang diberikan adalah

v = 2Re{s? + t7} (3.44)
dan
Sl /\ IR (2R (T ), (3.45)

dengan k = /6/5 dan A = 12.3229 adalah akar positif ketiga dari fungsi Bessel

bola jenis pertama orde kedua

jo(x) = (% - l) sinx — %cos b (3.46)

X

Berdasarkan persamaan (3.45), aliran PAS ini memenuhi kondisi rigid boundary.

Untuk melakukan planarisasi pada aliran PAS, langkah pertama adalah
melakukan planarisasi pada s sehingga diperlukan t2 dan t? = 0. Dengan

menggunakan persamaan (3.25) fungsi stream £;? dapat diperoleh, yaitu

2 A2 2
2 2(2+1)f2 :
6
fi= 3522,
= —3ikAj,(Ar). (3.47)

Kemudian koefisien t2 dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan (3.38),
yaitu

2
2 _ %41 2
1 =57 d_ofy,

2
= — 2 d_,(-3ikaj,(4n)),
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1 d 2 . .
= 57 (ar — ) 3ikaa ar),
ikA d 3 A2 3
=G <((M)3 ar )) sin(Ar) — cos(/lr)> - <((Ar)3 _

o )) sin(Ar

ikA 9 4 o 3 6 1 ikA 2 3
=22 (- m b aa) s + (G5 # s ) costan)) - 22 <((ms -

3 )) sin(Ar) — cos(/lr))

=”‘—A<(—i+i—i+ ) sin(Ar) + (o + g+

7 31t Az (ar)d ' (ar) A3r3 T A2p3 T (Ar)2

%) cos(/lr)),

Langkah kedua adalah melakukan planarisasi pada t2. Dengan

menggunakan persamaan (3.37) fungsi stream £ dapat diperoleh yaitu
2 _ a3 2
va f dafs,

.
3\/_( )f3'
af? 4
L 2 = 3712 (3.48)

Diperlukan faktor pengintegrasi I(r) untuk menyelesaikan persamaan diferensial

pada persamaan (3.48), yaitu

[7d
I(r) = &7 = e*InT = 4, (3.49)
Dengan mengalikan persamaan (3.49) ke persamaan (3.48) diperoleh
df? 4
r* f +ri-ff = 3V7rts,
= (f2r%) = 3VTr*kAZj, (A7),
[d(fir*) = f(3\/7r4k/12j2(/1r)) dr
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f2r* = 337kA? [(r*j,(Ar))dr. (3.50)

Memisalkan m = 1 pada persamaan (2.21), maka diperoleh

1

1L et £ (0] = 27 e (),

[dx™1f, (0] =[x f, 1 (X)dx,

x™H L (T S SR (3.51)
Kemudian dengan memisalkan x = Ar pada persamaan (3.51), maka diperoleh

(Ar)™ 1 £, (Ar) = [(Ar)" 2 f,,_1 (Ar) Adh,

BT (e /Nl B, A7) (3.52)
Misalkan nilai n = 3 pada persamaan (3.52), maka diperoleh

%4]‘3 (Ar) = [r*f,(Ar) dr. (3.53)
Dengan mensubstitusikan (3.53) ke persamaan (3.50), maka diperoleh

f=3NkN 75 (N (3.54)
Fungsi f;(Ar) dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan (2.20), yaitu

15 ar . 18 , 1
fz(Ar) = ((Ar)4 - (Ar)z) sin(Ar) + ((Ar)3 + ;) cos(Ar). (3.55)

Persamaan (3.55) ini merupakan fungsi Bessel bola jenis pertama orde ketiga atau
Jj3(Ar).

Dari persamaan (3.55) dapat diketahui ketika r = 1, fungsi stream f;?
tidak bernilai 0. Hal ini mengakibatkan £ tidak memenuhi kondisi rigid
boundary, sehingga aliran PAS tidak dapat diplanarisasi sepenuhnya dengan

metode ini.
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3.5  Modifikasi Fungsi Stream £

Karena fungsi stream £ tidak memenuhi kondisi rigid boundary, maka
akan dilakukan modifikasi pada fungsi tersebut agar dapat memenuhi kondisi
rigid boundary. Modifikasi terhadap fungsi stream £ dilakukan dengan cara
mengganti fungsi stream £ di dekat batas akhir pada interval 0 < r < 1 dengan
polinomial. Karena bagian polinomial dari hasil modifikasi fungsi stream belum
dapat diketahui secara pasti dapat menghasilkan aliran planar atau tidak, maka hal
ini yang menjadikan dasar bahwa modifikasi fungsi stream harus dilakukan di
dekat batas akhir interval 0 <r < 1.

Polinomial yang digunakan pada modifikasi fungsi stream adalah

P(r) =ag(1—1)+by(1 =72 +co(1=73)+dy(1 —1%), (3.56)
atau
P(r)=a(1—-1r)+bjA1—-7r)+c,1-7r3)+d, (1 —71%
+e,(1—1°). (3.57)
Polinomial P, (r) dan P, (r) dipilih karena polinomial tersebut akan bernilai 0

ketika r = 1. Sehingga diperoleh dua fungsi hasil modifikasi fungsi stream £,

yaitu
2 g <
g;{ﬁ V= (3.58)
P, (r) o <r<1
dan
G2 - {ff 0<r< To (3.59)
’ P,(r) 1y <r<1

Universitas Indonesia

Modifikasi fungsi ..., Dwi Wahyu Prabowo, FMIPA Ul, 2011



BAB 4
IMPLEMENTASI DAN HASIL

Pada Bab 3 telah dijelaskan mengenai hasil modifikasi fungsi stream f2
yang memenuhi kondisi rigid boundary. Selanjutnya pada bab ini akan diberikan
implementasi dari modifikasi fungsi stream £ dalam bentuk program MATLAB
beserta simulasinya. Program tersebut akan berjalan pada mesin dengan
spesifikasi, prosesor : Intel(R) Core(TM) i5 M460@ 2.53 GHz, memori : 2048
MB RAM, sistem operasi : Windows 7 Professional 32-bit dan perangkat lunak :
MATLAB 5.

4.1 Implementasi Algoritma Modifikasi Fungsi Stream f2

Pada subbab 2.5 telah dijelaskan bahwa metode centered difference
formula adalah salah satu metode numerik yang digunakan untuk memecahkan
masalah dinamo kinematika. Metode ini memerlukan fungsi stream kontinu
hingga turunan ketiga atau keempat. Sehingga dengan memperhatikan syarat yang
harus dipenuhi pada centered difference formula, maka fungsi F# harus kontinu
hingga turunan ketiga dan fungsi G2 harus kontinu hingga turunan keempat. Akan
dilakukan pengujian terhadap fungsi F2 dan G2 pada 10 titik , yang berbeda,
yaitu 0.9,0.91, ...,0.99. Koefisien ay, by, ¢y, dy pada polinomial P, (r) dan
koefisien a4, by, ¢4, d4, e, pada polinomial P,(r) dapat diperoleh dengan
menggunakan hasil turunan-turunan dari fungsi F# dan fungsi G2. Berikut adalah

algoritma yang digunakan pada modifikasi fungsi stream.

Tabel 4.1 Algoritma modifikasi fungsi stream f;

Input 1, adalah titik pemotongan interval.
Step 1 Bentuk matriks A4, dan matriks b, , yaitu
pl “ee p4 f32
A= [ (=3) 53)] danb =|
pl oo p4 32(3)
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Step 2
Step 3

Step 4

Step 5

Output

dimanap, =1—7, p,=1-71% p;=1-713, p,=1-7r%
Substitusi r, ke matriks A dan matriks b.
Jika det (A) = 0, maka proses modifikasi fungsi stream berhenti.
Jika det (A) # 0, maka lakukan step 4.
Bentuk matriks x dengan menggunakan matriks A dan matriks b
yang telah disubstitusi dengan r,. Dimana elemen-elemen dari
matriks x adalah koefisien dari polinomial P, (r). Matriks x dapat
diperoleh dari

A AR
Bentuk polinomial P;, P;...., P, dimana

P, = [p1 - pslx,

P; = [p; - pslx,

P;" = [py = p5]x,

PO = [p®pl]x.

Plot fungsi

f2:0<r<rm

A
1. F3_{P1:r0SrS1’

' AN O S
e 4 N\
1 {pl’:rOSrﬁl

2”-
3 F32H: 3 -0S7”<T0,
PP < T

3)
4 sy
’ p® i sr<1

Modifikasi fungsi stream f;? dengan polinomial P,(r) juga dapat dilakukan

dengan menggunakan algoritma pada Tabel 4.1.

Tabel 4.2 Tabel koefisien polinomial P; ()
7o ag by Co dy
0.9 -2.2846 3.8178 -2.8403 | 0.7934 x 10°
091 -2.2846 3.8178 -2.8403 | 0.7934 x 10°
0.92 -0.631 1.029 -0.7463 | 0.2031 x 10
0.93 -1.1297 1.8219 -1.3064 | 0.3514 x 10°
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0.94 -2.1829 3.4827 -2.4701 | 0.6571 x 10
0.95 -4.7 7.42 -5.2068 | 1.3703 x 10
096 | -1.1877 1.8557 | -1.2886 | 0.3356 | x 107
0.97 -3.8777 5.9962 -4.121 1.0621 x 107
0.98 -2.0254 3.1 -2.1089 0.538 x 108
0.99 -3.3412 5.0624 -3.409 0.8609 x 10°
Tabel 4.3 Tabel koefisien polinomial P, (r)
o aq by C1 dq eq
09| 2.826 | -6.2673 | 6.9499 -3.854 0.8551 x 10°
0.91 | 0.5006 | -1.099 1.2063 -0.6621 0.1454 x 107
0.92 | 0.9424 | -2.0474 2.224 -1.2079 0.2624 x 107
093 | 1.9177 | -4.1229 | 4.4318 -2.382 0.5121 x 107
094 | 4.3243 | -9.1995 | 9.7853 -5.2042 1.1071 x 107
0.95 | 1.1222 | -2.3624 | 2.4866 -1.3087 0.2755 e 19°
0.96 | 3.5706 | -7.4386 | 7.7484 -4.0355 0.8407 x 108
097 | 1.5682 | -3.2334 | 3.3334 -1.7182 0.3543 1 0°
0.98 | 1.2407 | -2.532 2.5837 -1.3182 0.269 x 101°
0.99 | 4.1347 | -8.353 8.4374 -4.2613 0.8609 | x 101

33

Tabel 4.2 dan 4.3 adalah tabel koefisien polinomial P; () dan koefisien
polinomial P,(r) yang diperoleh ketika algoritma modifikasi fungsi stream
dijalankan pada program di MATLAB. Setiap koefisien yang ada pada Tabel 4.2
dan 4.3 dikalikan dengan bilangan yang ada pada kolom terakhir. Koefisien-
koefisien yang ada pada tabel di atas akan digunakan pada plot modifikasi fungsi

stream beserta turunannya pada titik r, yang berbeda yaitu 0.9,0.91, ...,0.99.

Universitas Indonesia

Modifikasi fungsi ..., Dwi Wahyu Prabowo, FMIPA Ul, 2011



34

4.2 Plot Modifikasi Fungsi Stream f;2 Beserta Turunannya

Pada subbab ini akan ditampilkan hasil plot dari fungsi F# dan fungsi G2
dengan r, = 0.9,0.91, ...,0.99. Pada plot yang ditampilkan, fungsi FZ dan fungsi
G2 digambarkan dengan menggunakan simbol (=) dan fungsi stream f;

digambarkan dengan menggunakan simbol (x).

1. Plot fungsi F#

0 ! ! ! ! ! ! ) ! J

25

Gambar 4.2 Plot fungsi FZ dengan r, = 0.91
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30 ! ! ! ! ! ! ! ' !

Fa(n

Fa(n

F2(n)

Gambar 4.5 Plot fungsi FZ dengan r, = 0.94
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30 ! ! ! ! ! ! ! ! !

Fa(n

Fa(n

. ! T ! ! ! ! T ; ;

25

20

15

2
Fi(n 10

5

0

-5

10+

-15 I i | i i i i i i
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Gambar 4.8 Plot fungsi FZ dengan r, = 0.97

Universitas Indonesia

Modifikasi fungsi ..., Dwi Wahyu Prabowo, FMIPA Ul, 2011



37

30 ! ! ! ! ! ! ! ! !

Fa(n

Fa()

Gambar 4.10 Plot fungsi FZ dengan , = 0.99

Berdasarkan Gambar 4.1 hingga 4.10, hasil plot fungsi F7 dengan r, =
0.9,0.91, ...,0.99 menunjukkan bahwa fungsi hasil modifikasi fungsi stream
tersebut memenuhi kondisi rigid boundary. Hal ini dapat dilihat pada plot bahwa

fungsi FZ akan bernilai 0 ketika r = 1.

Sesuai dengan proses planarisasi yang telah dijelaskan pada subbab 3.3,
dapat dipastikan bahwa dengan fungsi stream yang diperoleh dari suatu aliran
dapat menghasilkan suatu aliran planar. Oleh karena itu pada proses planarisasi
aliran PAS, hanya pada interval 0 < r < r, dapat dipastikan terbentuk aliran
planar. Tetapi pada polinomial yang digunakan untuk memodifikasi fungsi stream

pada interval r, < r < 1, belum dapat dipastikan apakah terbentuk aliran planar

Universitas Indonesia

Modifikasi fungsi ..., Dwi Wahyu Prabowo, FMIPA Ul, 2011



38

atau tidak. Sehingga dalam proses memodifikasi fungsi stream, akan selalu
dilakukan dengan menggunakan interval yang kecil untuk polinomial.

2. Plot fungsi G2

30 ! ' ! ! ! ! ! ! !

25

Gambar 4.13 Plot fungsi G2 dengan r, = 0.92
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Gambar 4.16 Plot fungsi G2 dengan r, = 0.95
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Gambar 4.19 Plot fungsi G2 dengan r, = 0.98
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30 ! ! ! ! ! ! ! ! '

Gin

Gambar 4.20 Plot fungsi G2 dengan r, = 0.99

Berdasarkan Gambar 4.11 hingga 4.20, hasil plot fungsi GZ dengan r, =
0.9,0.91, ...,0.99 menunjukkan bahwa fungsi hasil modifikasi fungsi stream
tersebut memenuhi kondisi rigid boundary. Dapat dilihat fungsi G2 bernilai 0
ketika r = 1.

Kemudian juga akan ditampilkan hasil plot dari turunan fungsi FZ dan
fungsi GZ pada salah satu titik 7, misalkan 0.9. Hal ini bertujuan untuk
meyakinkan bahwa hasil modifikasi fungsi stream memenuhi syarat centered
difference formula, yaitu hasil modifikasi fungsi stream kontinu hingga turunan

ketiga untuk fungsi F2 atau keempat untuk fungsi G2.

3. Plot turunan-turunan fungsi F2

200 : ; .
100
0

Fa(ry
JE 0T ) U OUS U000 U OOV UUUOUU N USROS PN, OSSOSO FORUON USRS SUOTOO OSSO0 SSUSOSIROOE SOOI, SO

OO e e

B oo

_ i I i I i i i i I
400b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

r

Gambar 4.21 Plot turunan pertama fungsi F# dengan r, = 0.9
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2000

0

-2000

F2(r)" -4000
3

-8000

-10000

_ i i I I i i i I I
120000 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

r

Gambar 4.22 Plot turunan kedua fungsi F% dengan r, = 0.9

25 i i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

r

Gambar 4.23 Plot turunan ketiga fungsi FZ dengan r, = 0.9

4. Plot turunan-turunan fungsi G2

200 T T 1 T T T T T
100
0
Gz(r)l_100_......

3
-200

-300

-400

_ i i i i i i i i i
5000 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
r

Gambar 4.24 Plot turunan pertama fungsi G2 dengan r, = 0.9
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5000 T T T T T

-5000
Gj(r)"

-10000

-15000

_ i | i i | i | i i
200000 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

r

Gambar 4.25 Plot turunan kedua fungsi G2 dengan r, = 0.9

2, @) -4
Gin

-8

-10-

_ i i i i i i i i i
120 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
r

Gambar 4.27 Plot turunan keempat fungsi GZ dengan r, = 0.9

Berdasarkan Gambar 4.21 hingga Gambar 4.27 turunan-turunan dari

fungsi FZ dan GZ kontinu pada interval 0 < r < 1, sehingga hal ini menunjukkan
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bahwa turunan-turunan dari fungsi F2 dan G2 memenuhi syarat centered
difference formula. Namun pada Gambar (4.23) dan (4.27), hasil turunan ketiga
dan keempat dari polinomial P, (r) dan P,(r) adalah fungsi linier, hal ini terjadi

dikarenakan derajat tertinggi dari polinomial P; (r) adalah 4 dan P,(r) adalah 5.

Hal ini mengakibatkan plot turunan ketiga fungsi F# dan turunan keempat
fungsi G2 memiliki sudut yang tajam yaitu pada titik (0.9, P;(0.9)) dan
(0.9, P,(0.9)). Sesuai dengan definisi yang ada pada Bab 2, titik (0.9, P;(0.9))
dan (0.9, P, (0.9)) merupakan titik singular. Kondisi ini akan menyulitkan dalam
proses simulasi numerik, sehingga untuk menghindarinya akan dinaikkan derajat
polinomial P; (r) dan P,(r). Misalkan R,(r), T,(r), N;(r), A, (r) dan R, (r),
T,(r), N,(r), A,(r) adalah polinomial baru yang akan digunakan untuk

memodifikasi fungsi stream £ menggantikan polinomial P, (r) dan P,(r), yaitu
Ri(r) = a,(1 —7r%) + b,(1 = 73) + c,(1 = 1) + d,(1 — 1°),
Ti(r) = as(1 —73) + bs(1 =) + c;(1 = 7°) + d,(1 —1®),
N.(r)=a,(1-7")+b,(1 —7%) + c,(1 — ') + a,(1 — 1Y),
A1(r) = as(1 =719 + b (1 — 1Y) + s (1 = r12) + ds(1 — r13),

dan
R,(r) = ag(1 =713 + bg(1 — 1) + cc(1 = 1) + de(1 — 7°) + e5(1 — 1),
T,(r) =a;(1—=7)+b,(1 -7 +c;(1 =) + d;(1 —7°) + e,(1 — 17),
Ny(r) = ag(1 —7°) + bg(1 — r19) + cg(1 — 1) + dg(1 — 1) + eg(1 — %),
Ay(r) = ag(1 = 71) + bo(1 = 7"") + cg(1 = ') + dg(1 = 11%) + eg(1 — 1'*).

Dengan menggunakan kembali algoritma modifikasi fungsi stream pada Tabel
4.1, koefisien-koefisien dari polinomial R, (r), T,(r), N,(r), A;(r) dan R,(r),
T,(r), N,(r), A,(r) dapat diperoleh.
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Tabel 4.4 Tabel koefisien polinomial R, (r)

o a, b, Cy d,

0.9 -1.1555 | 2.5705 | -2.1486 | 0.6396 x 10°
0.91 -1.8894 | 4.1522 | -3.4261 | 1.0062 x 10°
0.92 -3.204 | 69618 | -5.6769 | 1.647 x 10°
0.93 -0.5731 | 1.2317 | -0.9932 | 0.2849 x 10
094 |-1.1053 | 2.3508 | -1.8753 | 0.532 x 10°
0.95 -2.3747 | 49982 | -3.9454 | 1.1074 x 106
0.96 -0.5988 | 1.2473 | -0.9744 | 0.2707 x 107
0.97 | -1.9507 | 4.0219 | -3.1096 | 0.8549 x 107
0.98 | -1.0168 | 2.075 | -1.588 | 0.4321 x 108
099 |-1.6739 | 3.3817 | -2.5619 | 0.6901 x 10°

Tabel 4.5 Tabel koefisien polinomial T; (r)

o as bs C3 d;

0.9 -0.7831 | 1.9558 | -1.7407 | 0.5390 x 10°
091 -1.2828 | 3.1671 | -2.7842 | 0.8509 102
0.92 -2.1738 | 5.3092 | -4.6145 1.3936 x 10°
0.93 -3.8804 | 9.3788 | -8.0635 | 2.4082 x 10°
0.94 -0.7467 | 1.7861 | -1.5195 0.4489 x 10°
0.95 -1.6002 | 3.7887 | -3.1897 0.9325 x 10°
0.96 -4.0254 | 9.4330 | -7.8599 2.2741 x 10°
0.97 -1.3085 | 3.0349 | -2.5029 0.7167 x 107
0.98 -0.6806 | 1.5625 -1.2755 | 0.3615 x 108
0.99 -1.1182 | 2.5413 -2.0536 | 0.5762 x 10°

Tabel 4.6 Tabel koefisien polinomial N, (7)

To s b, Cq dy

0.9 -0.3503 | 1.0254 -1.0148 | 0.3389 x 10°
0.91 -0.5378 | 1.5705 | -1.5481 | 0.5141 x 10°
0.92 -0.8628 | 2.5077 -2.4576 | 0.8106 x 10°
0.93 -1.4741 | 4.2564 -4.1411 | 1.3551 x 10°
0.94 -2.7424 | 7.8548 | -7.5779 2.4580 x 10°
0.95 -0.5730 | 1.6264 -1.5546 | 0.4995 x 10
0.96 -1.4138 | 3.9745 -3.7621 | 1.1970 x 10
0.97 -0.4526 | 1.2597 | -1.1805 0.3718 x 107
0.98 -2.3239 | 6.4024 -5.9390 | 1.8517 x 107
0.99 -0.3772 | 1.0288 | -0.9447 0.2916 x 10°
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Tabel 4.7 Tabel koefisien polinomial A, (r)

o as bs Cs ds
0.9 -0.3465 | 1.0195 -1.0124 | 0.3387 x 10°
091 -0.5171 | 1.5205 | -1.5066 | 0.5023 x 10°
0.92 -0.8125 | 2.3807 -2.3482 | 0.7785 x 10°
0.93 -1.3675 | 3.9843 -3.9048 | 1.2855 x 10°
0.94 -2.5183 | 7.2824 -7.0809 | 2.3118 x 10°
0.95 -0.5227 | 1.4983 -1.4438 | 0.4671 x 106
0.96 -1.2842 | 3.6463 -3.4800 | 1.1149 x 106
0.97 -0.4099 | 1.1524 | -1.0889 0.3453 x 107
0.98 -2.0999 | 5.8436 | -5.4658 1.7161 x 107
0.99 -3.4017 | 9.3710 -8.6768 | 2.6968 x 10°
Tabel 4.8 Tabel koefisien polinomial R, (7)
To ae be Ce de €6
0.9 | 1.4495 | -4.2853 | 5.3444 | -3.1601 0.73 x 10°
0.91 | 2.5539 | -7.4748 | 9.2288 | -5.402 | 1.2352 x 10°
092 | 04788 | -1.387| 1.6949 | -0.9819 | 0.2222 x 107
093 | 09714 | -2.7847 | 3.3674 | -1.9305 | 0.4323 x 107
0.94 | 2.1852 | -6.1985 | 7.4173 | -4.2078 | 0.9324 x 107
095 | 0.5659 | -1.5885 | 1.8811 | -1.056 | 0.2316 x 108
096 | 1.7974 | -4.9926 | 5.8507 | -3.2503 | 0.7054 x 108
0.97 0.788 | -2.1664 | 2.5126 | -1.3815 | 0.2967 x 10°
0.98 | 0.6224 | -1.6936 | 1.9442 | -1.0581 | 0.2249 | x 1010
0.99 | 2.0708 | -5.5779 | 6.3385 | -3.4147 | 0.7186 | x 10!
Tabel 4.9 Tabel koefisien polinomial T, (7)
To as b, ¢z d; €7
0.9 0.9922 | -3.2994 | 4.3881 | -2.7020 | 0.6418 x 10°
0.91 1.7376 | -5.721 7.5339 | -4.5931 | 1.0801 x 10
0.92 0.3244 | -1.0571 | 1.3779 | -0.8314 | 0.1935 x 107
0.93 0.6560 | -2.1157 | 2.7290 | -1.6297 | 0.3754 x 107
0.94 1.4722 | -4.6980 | 59967 | -3.5436 | 0.8077 x 107
0.95 0.3805 | -1.2016 | 1.5177 | -0.8875 | 0.2002 x 108
0.96 1.2063 | -3.7697 | 4.7121 | -2.7269 | 0.6087 x 108
0.97 0.5280 | -1.6330 | 2.0202 | -1.1570 | 0.2556 x 107
0.98 0.4163 | -1.2745 | 1.5606 | -0.8847 | 0.1934 x 1010
0.99 1.3828 | -4.1904 | 5.0793 | -2.8503 | 0.6170 x 1011
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Tabel 4.10 Tabel koefisien polinomial N, ()

o ag bg Cg dg eg
0.9 0.3786 | -1.5173 | 2.3005 | -1.5616 | 0.4000 x 10°
091 0.6413 | -2.5413 3.8115 | -2.5604 | 0.6492 x 10°
0.92 1.1734 | -4.5967 | 6.8181 | -4.5307 | 1.1366 x 10°
0.93 0.2342 | -0.9070 | 1.3305 | -0.8746 | 0.2170 x 107
0.94 0.5200 | -1.9922 | 2.8907 | -1.8796 | 0.4615 x 107
0.95 1.3314 | -5.0458 | 7.2435 | -4.6599 | 1.1320 x 107
0.96 0.4181 | -1.5681 | 2.2274 | -1.4180 | 0.3409 x 108
0.97 1.8127 | -6.7278 | 9.4581 | -5.9587 | 1.4176 x 108
0.98 1.4155 | -5.1999 | 7.2355 | -4.5119 | 1.0625 x 10°
0.99 0.4656 | -1.6929 | 2.3319 | -1.4394 | 0.3355 x 1011
Tabel 4.11 Tabel koefisien polinomial 4, (r)
To aqg by Cy do €9
0.9 0.3429 | -1.3917 | 2.1319 | -1.4597 | 0.3766 x 10°
0.91 0.5810 | -2.3289 3.5263 | -2.3879 | 0.6096 X il ©
0.92 1.0641 | -4.2139 | 6.3065 | -4.2224 | 1.0661 x 10°
0.93 0.2125 | -0.8317 | 1.2306 | -0.8147 | 0.2035 x 107
0.94 04718 | -1.8261 | 2.6722 | -1.7499 | 0.4323 x 107
0.95 1.2071 | -4.6215 | 6.6901 | -4.3342 | 1.0592 x 107
0.96 0.3787 | -1.4345 | 2.0547 | -1.3172 | 0.3185 x 108
0.97 1.6394 | -6.1458 | 8.7119 | -5.5270 | 1.3228 x 108
0.98 1.2781 | -4.7427 | 6.6543 | -4.1785 | 0.9898 x 10°
0.99 0.4197 | -1.5416 | 2.1411 | -1.3309 | 0.3121 x 1011

47

Pada tabel Tabel 4.4 hingga Tabel 4.11 ditunjukkan bahwa koefisien dari

polinomial R, (r), T, (r), Ny(r), A, (r) dan R, (1), T,(r), N, (r), A,(r) berbeda
untuk setiap titik r, yang berbeda. Dapat dilihat juga bahwa untuk setiap titik 7,
yang berbeda, koefisien yang diperoleh semakin besar dan juga secara konsisten
selalu terdapat dua koefisien yang bernilai negatif. Koefisien-koefisien yang ada
pada tabel di atas akan digunakan pada plot modifikasi fungsi stream yang baru

beserta turunannya pada titik r, yang berbeda yaitu 0.9,0.91, ...,0.99.

Selanjutnya plot dari turunan ketiga dari fungsi FZ dan turunan keempat
dari fungsi G2 dengan polinomial R, (r), T,(r), N, (1), A,(r) dan R, (r), T, (1),
N,(r), A,(r) adalah
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Gambar 4.28 Plot turunan ketiga fungsi F2 dengan polinomial R, (r) dan
ro == 09
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r

Gambar 4.29 Plot turunan ketiga fungsi F2 dengan polinomial T, () dan
T'O = 09

-5 i 1 L i I L | | i

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
r

Gambar 4.30 Plot turunan ketiga fungsi F# dengan polinomial N; (r) dan
TO = 0.9
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Gambar 4.31 Plot turunan ketiga fungsi F2 dengan polinomial A;(r) dan
ro == 0-9
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Gambar 4.32 Plot turunan keempat fungsi GZ dengan polinomial R, (r) dan
T'O = 09
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Gambar 4.33 Plot turunan keempat fungsi GZ dengan polinomial T, (r) dan
TO = 0.9
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Gambar 4.34 Plot turunan keempat fungsi G2 dengan polinomial N, (r) dan
ro = 0.9
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Gambar 4.35 Plot turunan keempat fungsi G2 dengan polinomial 4, (r) dan
TO = 09

Pada Gambar 4.28, 4.29, 4.32 dan 4.33 plot turunan ketiga polinomial
R,(r), T, (r) dan turunan keempat polinomial R, (r), T, (r) masih tampak seperti
fungsi linier, meskipun pada kenyataannya bukan merupakan fungsi linier.
Sehingga pada Gambar 4.30, 4.31, 4.34 dan 4.35 dengan polinomial yang
berderajat lebih tinggi, telah berhasil ditunjukkan modifikasi fungsi stream
dengan hasil dari turunan ketiga polinomial N, (r), A;(r) dan turunan keempat

polinomial N,(r), A, (r) bukan merupakan fungsi linier.

Berikut ini adalah hasil plot fungsi FZ dan G2 dengan menggunakan
polinomial R, (1), T;(r),N,(r),A;(r) dan R,(r), T, (r), N,(r), A, (r).
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Gambar 4.38 Plot fungsi FZ dengan polinomial N;(r) danr, = 0.9
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Gambar 4.41 Plot fungsi G2 dengan polinomial T,(r) danr, = 0.9
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Gambar 4.43 Plot fungsi G2 dengan polinomial A,(r) danr, = 0.9

Dari hasil yang diperoleh pada Gambar 4.30, 4.31, 4.34 dan 4.35, dapat
diambil kesimpulan bahwa turunan ketiga dari fungsi FZ dan turunan keempat
dari fungsi G2 yang diinginkan merupakan sebuah fungsi yang tidak mempunyai
titik singular. Sehingga modifikasi yang dilakukan terhadap fungsi stream lebih
baik menggunakan polinomial dengan derajat yang tinggi, seperti
N;(r),A,(r),N,(r) dan A, (r).
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BAB 5
KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan proses planarisasi, modifikasi fungsi stream f2

pada Bab 3 dan implementasi algoritma modifikasi fungsi stream £ pada Bab 4,

kesimpulan yang dapat diambil adalah sebagai berikut

1.

Aliran planar dapat dikonstruksi dengan dua cara, yaitu

% Mendefinisikan £, kemudian menentukan koefisien poloidal-toroidal
yang bersesuaian.

%+ Merubah bentuk dari aliran yang diberikan, yaitu v ke bentuk aliran
planar. v dinyatakan dalam bentuk poloidal-toroidal, kemudian
ditambahkan dengan koefisien poloidal-toroidal yang bersesuaian agar
v menjadi planar. Prosedur ini disebut proses planarisasi (Bachtiar,
2009).

Modifikasi fungsi stream f dapat dilakukan dengan cara mengganti

fungsi stream £ di dekat batas akhir pada interval 0 < r < 1 dengan

polinomial. Karena bagian polinomial dari hasil modifikasi fungsi stream
belum dapat diketahui secara pasti dapat menghasilkan aliran planar atau
tidak, maka hal ini yang menjadikan dasar bahwa modifikasi fungsi stream

harus dilakukan di dekat batas akhir interval 0 < r < 1.

Polinomial yang digunakan pada modifikasi harus berderajat tinggi,

tujuannya adalah menghindari titik singular pada turunan ketiga atau

keempat pada fungsi FZ atau fungsi GZ. Karena dengan adanya titik
singular akan menyulitkan dalam proses simulasi numerik.

Dalam skripsi ini diperoleh polinomial berderajat tinggi seperti

N;(r),A,(r), N,(r) dan A, (r) yang baik untuk digunakan dalam

memodifikasi fungsi stream f2.
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LAMPIRAN

Lampiran 1 Listing Program Modifikasi Fungsi Stream

fprintf ('Program Simulasi Modifikasi Fungsi Stream \n');

fprintf ('Program ini akan menampilkan plot dari Modifikasi Fungsi
Stream \n');

R=input (' Masukkan titik r0 : ");

syms r

fstream=(45*sqrt (8.4)/ ((12.3229"3) *r"4) -

18*sqrt(8.4)/(12.3229*r"2) ) *sin(12.3229*r)—...
(45*sqgrt (8.4)/((12.322972) *r"3) -

3*sqgrt (8.4) /r) *cos (12.3229*r) ;

fstreaml=diff (fstream);

fstream2=diff (fstream, 2) ;

fstream3=diff (fstream, 3) ;

matriksl=[fstream; fstreaml; fstream?2; fstream3];

pl=l-r;

p2=1-r"2;
Po=1l=E" 34
pé4=1-r"4;

pll=diff (pl
p2l=diff (p2
p3l=diff (p3
pdl=diff (p4

pl2=diff (pl,2);
p22=diff (p2,2);
p32=diff (p3,2)
p42=diff (p4,2)

r

’

pl3=diff (pl,3);
p23=diff (p2,3);
p33=diff (p3, 3)
p43=diff (p4, 3)

’

’

matriks2=[pl p2 p3 pd;pll p2l p31l pidl;
pl2 p22 p32 pd42;pl3 p23 p33 p43];

A=subs (matriks2,r,R);
b=subs (matriksl, r,R);

if det (A)==

fprintf ('Matriks A singular, program dihentikan \n');
else

x=A\Db;
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new=([pl p2 p3 p4]*x);
newl=([pll p21 p31 p4l]*x);
new2=([pl2 p22 p32 p42]*x);
new3=([pl3 p23 p33 p43]*x);
f = zeros(1,10);

fl = zeros(1,10);
f2 = zeros(1,10);
£f3 = zeros(1,10)

I3

fy = zeros(1,10);

fy 1 = zeros(1,10);
fy 2 = zeros(1,10);
fy 3 = zeros(1,10);
fx = zeros(1,90);

fx 1 = zeros(1,90);
fx 2 = zeros(1,90);
fx 3 = zeros(1l,90);

X=1linspace(0,R, 90) ;
Y=1linspace(R,1,10);
Z=linspace (R,1,10);

for i=1:10
( subs (fstream,r, Z (1)

)7 )I
1(i)=subs (fstreaml,r,Z (1))
2(i)=subs (fstream2,r,Z(i));
3(i)=subs (fstream3, r,Z(i));
y(i)=subs(new,r,Y (1))
fy_l(l) =subs (newl, r,Y(i));
fy 2 (i)=subs (new2,r,¥Y (1))
fy 3(i)=subs(new3,r,¥Y(i));
end
for i=1:90

fx (i)=subs (fstream,r,X (1))

fx 1(i)=subs (fstreaml,r,X (1))
fx 2(i)=subs (fstream2,r,X (1))’
fx 3(i)=subs (fstream3,r,X (1))’

end
figure (1)
plot (X, fx, 'r*',Z,£,"'r*"'); hold on

plot (X, fx, 'b-"',Y, fy, "b-"', 'LineWidth',1.5); hold off
xlabel ('r', 'Fontsize',18)

ylabel ('F*"2 3(r)', 'Fontsize',18, 'Rotation', 0, 'HorizontalAlignment'
, 'right')

grid on

figure (2)

plot (X, fx 1,'r*',Z,£f1,'r*"); hold on

plot (X, fx 1,'b-',Y,fy 1,'b-","'LineWidth',1.5); hold off
xlabel ('r', 'Fontsize', 18)
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ylabel ('"F*2 3(r)','Fontsize',18, 'Rotation', 0, 'HorizontalAlignment'
, 'right')
grid on

figure (3)

plot (X, fx 2,'r*',2,£f2,'r*"); hold on

plot (X, fx 2,'b-',Y,fy 2,'b-"','LineWidth',1.5); hold off
xlabel ('r', 'Fontsize',18)

ylabel ('F*2 3(r)', 'Fontsize',18, 'Rotation', 0, 'HorizontalAlignment'
, 'right!')
grid on

figure (4)

P LEIE SRS  “NGR ek, ' T ' I RRENIET O 1y

plot (X, fx 3,'b-',Y,fy 3,'b-","'LineWidth',1.5); hold off
xlabel ('r', '"Fontsize',18)

ylabel ('F"2 3(r)', 'Fontsize',18, "Rotation', 0, 'HorizontalAlignment'
, 'right')

grid on
end
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Lampiran 2 Listing Program Evaluasi Fungsi Bessel Bola

Program Utama

function bessl

tes (nu, z)

sum = 0;
temp = 0;
B = sqgrt(pi./4).*((z./2)."nu);

for k=0:100
sum
temp
(z.72)./4) .7k)
end
bessl
end

((=

BEgalsIiye

Program Tambahan

sum + temp;

x1
X2
nl
n2

A}

x1 = input (' Masukkan nilai
x2 = input (' Masukkan nilai
nl = input (' Masukkan nilai
n2 = input (' Masukkan nilai
fprintf('\n x ');
for i=nl:n2

fprintf ([
end
X aldllr - 0r 1 : x28;
N = Deletd -8
s = zeros(size(x,2),size(n,2));

m

fprintf

for j
s (m, )
fprintf (' $.

end

end

l:size(x,2)

("\n %.1f

xlswrite('nilai.xlsx',
xlswrite('nilai.xlsx',
fprintf ('"\n\n")

]

A}

Ne Ne N

—_ — — —

~e

int2str (i)

', x(m));

l:size(n,?2)
= tes(n

(J
8f

x', 1,

s, 1,

j) ,x(m));
'IS(ij));

"A2'");
'B2");

1)

59

./ (factorial (k) .* (gamma (nu+k+3./2))) ;
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Lampiran 3 Listing Program Plot Fungsi Bessel Bola

Program Utama

function bessl = tes(nu, z)
sum = 0;
temp = 0;

B = sqgrt(pi./4).*((z./2)."nu);
for k=0:100

60

(z."2)./4) .%k) ./ (factorial (k) .* (gamma (nu+k+3./2)));

sum = sum + temp;
temp = ((-
end
bessl = B.*sum;
end

Program Tambahan

x1 = input (' Masukkan nilai x1 : '
x2 = input (' Masukkan nilai x2 : '
nl = input (' Masukkan nilai nl
(
(
(

n2 = input (' Masukkan nilai n2 : '");
n3 = input (' Masukkan nilai n3 : '");
n4d = input (' Masukkan nilai n4 : ');

b=linspace (x1,x2,100);

a=tes(nl,b);

c=tes (n2,b);

d=tes (n3,Db) ;

e=tes (n4,b) ;

plot (b, a,  Suemmes
b,c,'d', ...
b,d,'p', ...
b,e,'o")

xlabel ('x', 'Fontsize',16)

ylabel('j n(x)', 'Fontsize',16, 'Rotation', 0, 'HorizontalAlignment',"

right'")
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