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Nama             : Arif Agung Riyadi 

Program Studi : Matematika 

Judul : Pelabelan Total Busur-Ajaib 𝑏 −Busur-Berurutan  pada Graf 

Unicycle 

 

Misalkan 𝐺 =  𝑉, 𝐸  adalah graf sederhana tidak berarah dengan 𝑣 = |𝑉| simpul 

dan 𝑒 = |𝐸| busur. Pelabelan total busur ajaib adalah pemetaan bijektif 𝑓 dari 

𝑉 ∪ 𝐸 ke bilangan bulat positif berurutan {1,2,3, … , 𝑣 + 𝑒} sehingga bobot semua 

busur adalah konstan. Pelabelan total busur ajaib dengan 𝑓 𝐸 = {𝑏 + 1, 𝑏 +
2, … , 𝑏 + 𝑒}, dengan 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣 disebut sebagai pelabelan total busur-ajaib 

𝑏 −busur berurutan. Telah diketahui bahwa jika suatu graf memiliki pelabelan 

total busur ajaib 𝑏 −busur berurutan maka pada graf tersebut dipenuhi 𝑒 ≤ 𝑣 − 1, 

sehingga jika suatu graf terhubung memiliki pelabelan total busur ajaib 𝑏 −busur 

berurutan maka graf tersebut haruslah graf pohon. Akan tetapi suatu graf 

terhubung yang bukan pohon dimungkinkan memiliki pelabelan total busur ajaib 

𝑏 −busur berurutan  dengan menambahkan sejumlah simpul terisolasi. Apabila 

banyak simpul terisolasi yang ditambahkan menyebabkan graf memenuhi 

𝑒 = 𝑣 − 1, maka banyak simpul yang ditambahkan pada graf adalah optimal, jika 

tidak demikian, maka banyak simpul terisolasi yang ditambakan tidak optimal. 

Pada skripsi ini akan dikontruksi pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan 

untuk graf unicycle, yaitu graf lingkaran, graf matahari, graf korona, dan graf 

hairycycle dengan penambahan sejumlah optimal simpul terisolasi. 

 

Kata Kunci : Pelabelan total busur-ajaib 𝑏-busur-berurutan, graf lingkaran, 

graf matahari, graf korona, graf hairycycle, graf unicycle 
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Title : An 𝑏-Edge Consecutive Edge Magic Total Labeling on Unicycle 

Graph 

 

Let 𝐺 = (𝑉, 𝐸) be a simple and undirected graph with 𝑣 = |𝑉| vertices and 

𝑒 = |𝐸| edges. An edge magic total labeling is a bijection 𝑓 from 𝑉 ∪ 𝐸 to the set 

of consecutive integers {1,2, … , 𝑣 + 𝑒} such that the weight of all edges are 

constant. An edge magic total labeling which 𝑓 𝐸 = {𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒}, 

0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣 is called 𝑏-edge consecutive edge magic total labeling. It is known that 

if a graph has 𝑏-edge consecutive edge magic total labeling then the graph must 

be satisfied 𝑒 ≤ 𝑣 − 1, so if a connected graph has 𝑏-edge consecutive edge 

magic total labeling then the graph must be a tree. However, a connected graph 

which not a tree can be labeled 𝑏-edge consecutive edge magic total labeling by 

adding some isolated vertices to the graph. If the numbers of isolated vertices 

added to graph cause a graph to satisfy 𝑒 = 𝑣 − 1, then the numbers of vertices to 

the graph is optimal, whereas if not such that, the numbers of isolated vertices 

added is not optimal. This final project will construct 𝑏-edge consecutive edge 

magic total labeling on unicycle graph, that are cycle graph, sun graph, crown 

graph, and hairycycle graph by adding an optimal isolated vertices.  

 

Keywords : 𝑏-edge consecutive edge magic total labeling, cycle graph, sun 

graph, crown graph, hairycycle graph, unicycle graph 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Teori graf merupakan salah satu pokok bahasan bidang matematika 

kombinatorik yang memiliki banyak terapan hingga waktu sekarang. Graf mulai 

dikenal pada abad ke 19. Di sebuah kota yang bernama Königsberg terdapat 4 

dataran yang dihubungkan dengan 7 jembatan. Warga kota tersebut berpikir 

apakah dapat melewati semua jembatan tepat satu kali dari satu titik dan akan 

kembali di titik awal. Hal ini disebut masalah jembatan Konigsberg yang 

kemudian dikenal sebagai dasar dari teori graf. Warga kota tersebut hanya bisa 

menjelaskan dengan cara coba-coba. Pada tahun 1736, seorang matematikawan 

asal Swiss yang bernama Leonhard Euler (1707-1783) berhasil menemukan 

jawaban untuk permasalahan tersebut dengan memodelkannya dalam bentuk graf. 

Jawaban yang diberikan oleh Euler adalah tidak mungkin bisa melewati 7 

jembatan masing-masing tepat satu kali dimulai dari satu titik dan kembali ke titik 

tersebut. Ilustrasi mengenai jembatan Königsberg dapat dilihat pada Gambar 1.1. 

 

 

Gambar 1. 1 Ilustrasi Jembatan Königsberg 

 

Suatu graf 𝐺 =  (𝑉, 𝐸) dibentuk oleh suatu himpunan tak kosong dan 

berhingga dari obyek-obyek yang disebut simpul, dan suatu himpunan (mungkin 

kosong) dari pasangan tak terurut simpul-simpul yang berbeda pada 𝐺 yang 
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disebut busur. Himpunan simpul pada 𝐺 dinotasikan dengan 𝑉, dan himpunan 

busur pada 𝐺 dinotasikan dengan 𝐸. Banyaknya anggota dari himpunan simpul 

dan busur pada G secara berurutan dinotasikan oleh 𝑣 =  |𝑉| dan 𝑒 =  |𝐸| 

(Chartrand dan Lesniak, 1986). Pada permasalahan jembatan Konigsberg yang 

diselesaikan oleh Euler, diketahui bahwa terdapat 4 simpul yang menyatakan 

daratan dan terdapat 7 busur yang menyatakan banyaknya jembatan. 

Beberapa jenis graf yang ada memiliki ciri-ciri khusus yang dapat 

dikelompokkan menjadi suatu kelas graf dan dapat diberi nama sendiri, salah 

satunya adalah graf unicycle. Graf unicycle adalah graf yang mengadung tepat 

satu graf lingkaran. Contoh dari graf unicycle yaitu, graf lingkaran, graf matahari, 

graf korona, dan graf  hairycycle.  

Salah satu cabang yang dipelajari dalam teori graf adalah pelabelan graf. 

Pelabelan pada suatu graf G merupakan suatu pemetaan setiap elemen dari graf G 

ke suatu himpunan bilangan. Pada skripsi ini, pelabelan menggunakan bilangan 

bulat positif. Apabila yang diberi label adalah himpunan busur maka disebut 

pelabelan busur, apabila yang diberi label adalah himpunan simpul, maka disebut 

pelabelan simpul, apabila kedua himpunan simpul dan busur diberi label, maka 

disebut pelabelan total. Jumlah semua label yang terkait pada elemen suatu graf 

disebut bobot. Apabila pelabelan menghasilkan bobot yang sama untuk setiap 

simpul dan atau/busur, maka pelabelannya disebut pelabelan ajaib. Suatu 

pelabelan total busur-ajaib merupakan pelabelan pada simpul dan busur dari graf 

sedemikian sehingga bobot setiap busurnya adalah konstan. Bilangan konstan ini 

disebut konstanta ajaib. Pelabelan total busur-ajaib dikatakan sebagai pelabelan 

total busur-ajaib super jika himpunan simpulnya diberi label-label terkecil. 

Pelabelan total simpul-berurutan merupakan pelabelan pada simpul dan busur 

dimana setiap label pada simpul yang diberikan harus berurutan. Jika label pada 

busur yang berurutan, maka pelabelannya disebut sebagai pelabelan busur-

berurutan. Salah satu pengembangan dari pelabelan total ajaib super adalah 

pelabelan berurutan. Pada pelabelan berurutan, label yang berurutan tidak harus 

dimulai dari 1 (Sugeng dan Miller, 2008). 
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Suatu pemetaan bijektif 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →  1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒  disebut pelabelan 

total busur-ajaib 𝑏 −simpul-berurutan (PTBA 𝑏 −simpul-berurutan) dari G jika 𝑓 

adalah pelabelan total busur-ajaib dari G dan 𝑓 𝑉 =  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +

𝑣 , 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑒. Suatu pemetaan bijektif 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →  1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒  disebut 

suatu pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan (PTBA 𝑏 −busur-berurutan)  

dari G jika f adalah suatu pelabelan total busur-ajaib dari G dan 𝑓 𝐸 =

 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣. Jika 𝑎 = 0 (atau 𝑏 = 0) maka f 

disebut pelabelan total busur-ajaib simpul (busur) super. Suatu graf yang memiliki 

pelabelan total busur-ajaib 𝑎 −simpul-berurutan (atau 𝑏 −busur-berurutan disebut 

graf busur-ajaib a-simpul berurutan (atau b-busur berurutan) (Sugeng dan Miller, 

2008).  Pada skripsi ini, yang dibahas adalah PTBA 𝑏 −busur-berurutan dengan 

0 < 𝑏 < 𝑣. 

Jika suatu graf terhubung G memiliki pelabelan total busur-ajaib 

𝑏 −busur-berurutan dengan 𝑏 ∈ {1,2,3, … , 𝑣 − 1} maka jumlah maksimum busur 

pada 𝐺 adalah 𝑣 − 1, sehingga graf terhubung yang mungkin dilabel dengan 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan adalah graf pohon (Sugeng dan Miller, 2008). Suatu 

graf dengan 𝑒 > 𝑣 − 1 dimungkinkan untuk dilabel dengan pelabelan total busur-

ajaib 𝑏 −busur-berurutan dengan menambahkan simpul terisolasi pada graf 

tersebut sehingga akan memenuhi 𝑒 ≤ 𝑣 − 1 (Silaban dan Sugeng, pp). Jika 

penambahan simpul terisolasi mengakibatkan 𝑒 = 𝑣 − 1, maka banyaknya simpul 

terisolasi yang ditambahkan adalah optimal. Jika penambahan simpul terisolasi 

mengakibatkan 𝑒 < 𝑣 − 1, maka banyaknya simpul yang ditambahkan tidak 

optimal. 

Beberapa hasil penelitian tentang PTBA 𝑏 −busur-berurutan antara lain 

setiap PTBA 𝑏 −busur-berurutan memiliki pelabelan simpul busur-antiajaib. Dual 

dari PTBA 𝑏 −busur-berurutan untuk suatu graf G adalah PTBA (𝑣 − 𝑏) −busur-

berurutan. Setiap graf caterpillar memiliki suatu PTBA 𝑏 −busur-berurutan untuk 

setiap 𝑏. Jika suatu graf terhubung 𝐺 memiliki suatu PTBA 𝑏 −busur-berurutan, 

dimana 𝑏 ∈ {1,2, … , 𝑣 − 1}, maka 𝐺 adalah suatu graf pohon (Sugeng & Miller, 

2006). Setiap graf caterpillar dan graf firecrackers yang teratur memiliki PTBA 
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𝑏 −busur-berurutan (Sugeng & Silaban, 2009). Suatu graf tangga  𝑃𝑛 × 𝑃2  

memiliki PTBA 𝑏 −busur-berurutan dengan menambahkan paling sedikit 𝑛 − 1 

simpul terisolasi, dimana graf tangga  𝑃𝑛 × 𝑃2  didapatkan dari hasil perkalian 

kartesius antara graf lintasan 𝑃𝑛  dan 𝑃2. Graf gabungan 2𝑚𝑃𝑛  dengan graf tangga 

(𝑃𝑛 × 𝑃2)  2𝑚𝑃𝑛 ∪ (𝑃𝑛 × 𝑃2)  memiliki PTBA  𝑚 + 1 𝑛 −busur-berurutan 

dengan 𝑛 − 1 simpul terisolasi. Graf 𝐿𝑇𝑚𝑛𝑚  merupakan graf gabungan antara graf 

tangga dengan graf lingkaran, dimana 𝑚 menyatakan banyaknya graf lintasan 𝑃𝑛  

yang mengapit graf tangga (𝑃𝑛 × 𝑃2). Graf 𝐿𝑇𝑚𝑛𝑚  memiliki PTBA  𝑚 + 1 𝑛 − 

busur-berurutan dengan 𝑛 − 1 simpul terisolasi (Silaban & Sugeng, 2010). 

Pada skripsi ini akan dibahas tentang pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-

berurutan (PTBA 𝑏 −busur-berurutan) pada graf unicycle. Graf unicycle yang 

digunakan, yaitu  graf lingkaran, graf matahari, graf korona, dan graf hairycycle. 

Graf unicycle mempunyai banyak busur 𝑒 = 𝑣, sehingga untuk menghasilkan 

pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan yang optimal, yaitu yang 

memenuhi kondisi 𝑒 = 𝑣 − 1, maka pada graf unicycle perlu ditambahkan satu 

simpul terisolasi. 

 

1.2 Permasalahan dan Ruang Lingkup 

 

Masalah yang akan dibahas pada skripsi ini adalah bagaimanakah 

konstruksi pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan (PTBA 𝑏 −busur-

berurutan) pada graf unicycle sehingga banyak simpul yang ditambahkan optimal. 

Penelitian dilakukan pada graf lingkaran, graf matahari, graf korona, dan graf 

hairycycle. 
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1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan 

 

Jenis penelitian yang digunakan adalah studi literatur dan metode yang 

digunakan adalah mengembangkan dan mengkonstruksi pelabelan pada kelas graf 

baru. 

 

1.4 Tujuan Penulisan 

 

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk mengkonstruksi pelabelan 

total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan (PTBA 𝑏 −Busur-berurutan) pada graf 

unicycle dengan banyak simpul terisolasi yang ditambahkan optimal. 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

 Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dalam 

teori graf, serta definisi pelabelan graf yang akan digunakan pada bab selanjutnya. 

 

2.1  Definisi dan istilah dalam teori graf 

 

 Definisi yang digunakan pada subbab ini mengacu pada buku yang ditulis 

oleh Kenneth H. Rosen (1995), suatu graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸) didefinisikan sebagai suatu 

himpunan tak kosong dan berhingga dari elemen yang disebut simpul (vertices) 

dan himpunan  pasangan tak terurut dari simpul-simpul yang disebut sebagai 

busur (edges). Himpunan simpul pada graf 𝐺 disebut himpunan simpul (vertex-

set) dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝑉(𝐺) disingkat menjadi 𝑉 dan himpunan busur 

pada graf 𝐺 disebut sebagai himpunan busur (edge-set) dari 𝐺, dinotasikan 

dengan 𝐸(𝐺) disingkat menjadi 𝐸. Himpunan busur pada suatu graf 𝐺 dapat 

berupa himpunan kosong (disebut juga graf kosong). Banyaknya anggota 

(cardinality) dari himpunan simpul pada graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑣 =

|𝑉|dengan  𝑣 > 0 disebut sebagai order dari 𝐺. Banyaknya anggota dari 

himpunan busur pada graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑒 = |𝐸| disebut sebagai ukuran 

dari 𝐺. Suatu graf berhingga (finite) adalah suatu graf dengan order dan ukuran 

yang berhingga.  Apabila terdapat suatu busur yang menghubungkan dua simpul 

(kedua simpul mungkin sama), maka simpul tersebut disebut sebagai titik-titik 

ujung (endpoints) dari busur. Jika terdapat dua simpul pada graf 𝐺 yang 

dihubungkan dengan satu atau lebih busur, maka simpul tersebut dikatakan 

bertetangga (adjacent). Suatu busur dikatakan hadir (incident) pada suatu simpul 

apabila simpul tersebut merupakan salah satu ujung dari busur. Dua busur dari 

graf 𝐺 dikatakan bertetangga jika kedua busur tersebut hadir pada simpul yang 

sama. Suatu graf dapat direpresentasikan dalam gambar, dimana simpul 

direpresentasikan dengan titik dan  busur direpresentasikan dengan segmen garis 
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yang mengubungkan simpul-simpul. Biasanya simpul dinotasikan dengan 

𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , |𝑉| dan busur dinotasikan dengan 𝑒𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , |𝐸| atau sebagai 

pasangan dari kedua simpul unjung, 𝑣𝑖𝑣𝑗  dengan 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝑉. 

 Suatu busur yang menghubungkan  satu simpul ke simpul itu sendiri 

disebut  gelung (loop). Apabila terdapat dua simpul yang dihubungkan oleh lebih 

dari satu busur, maka busur tersebut disebut sebagai busur berganda (multiple 

edges/parallel edges). Suatu graf sederhana (simple graph) 𝐺 adalah graf yang 

tidak memiliki gelung dan busur berganda.  

 Banyaknya busur yang hadir pada suatu simpul 𝑣 disebut sebagai derajat 

(degree atau valency) dari simpul 𝑣 dan ditulis sebagai 𝑑(𝑣). Suatu simpul 𝑣 yang 

tidak bertetangga dengan simpul yang lainnya memiliki 𝑑 𝑣 = 0 dan disebut 

sebagai simpul terpencil (isolated vertex). Apabila suatu  simpul 𝑣 bertetangga 

dengan hanya satu simpul lain, maka simpul tersebut memiliki 𝑑 𝑣 = 1 dan 

disebut sebagai simpul terminal (terminal vertex). Suatu graf 𝐺 yang memiliki 

simpul-simpul dengan derajat yang sama atau memiliki derajat 𝑟 (𝑑 𝑣 = 𝑟) 

disebut sebagai graf teratur (regular graph). 

v1

v2

v4v3

v5

v6

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

 

Gambar 2. 1 Contoh graf 𝐺 
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 Pada Gambar 2.1 diberikan contoh graf. Graf 𝐺 pada Gambar 2.1 memiliki 

himpunan simpul 𝑉 =  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4, 𝑣5 , 𝑣6  dan himpunan busur 𝐸 =

 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7 = {𝑣1𝑣2 , 𝑣1𝑣2 , 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣5, 𝑣5𝑣5 , 𝑣5𝑣1}. Banyaknya 

simpul pada graf 𝐺 adalah 𝑣 =  𝑉 = 6 dan banyaknya busur adalah 𝑒 =  𝐸 = 7. 

Busur 𝑒4 menguhubungkan simpul 𝑣3 dan 𝑣4, sehingga simpul tersebut 

bertetangga. Busur 𝑒3 dan 𝑒4 bertetangga karena hadir pada simpul yang sama, 

yaitu simpul 𝑣3. Derajat tiap simpul pada Gambar 2.1 adalah 𝑑 𝑣1 = 3, 𝑑 𝑣2 =

3, 𝑑 𝑣3 = 2, 𝑑 𝑣4 = 2, 𝑑 𝑣5 = 3, 𝑑 𝑣6 = 0. Karena 𝑑 𝑣6 = 0, maka 

simpul 𝑣6 disebut sebagai simpul terisolasi. Karena derajat tiap simpul tidak sama, 

maka graf 𝐺 bukan graf teratur. Graf 𝐺 bukan graf sederhana, karena pada graf 

tersebut terdapat busur ganda, yaitu busur 𝑒1 dan 𝑒2 yang sama-sama 

menghubungkan simpul 𝑣1 dan 𝑣2, dan terdapat gelung yang ditunjukkan oleh 

busur 𝑒6. 

 Graf 𝑀 adalah subgraf dari graf 𝐺, 𝑀 ⊆ 𝐺, jika 𝑉(𝑀) ⊆ 𝑉(𝐺) dan 

𝐸(𝑀) ⊆ 𝐸(𝐺). Pada Gambar 2.2, 𝑀 adalah subgraf dari 𝐺, karena graf 𝑀 

memiliki himpunan simpul dan busur, yaitu 𝑀 =  𝑉, 𝐸 =   𝑣1, 𝑣7, 𝑣4, 𝑣6 ,

 𝑣1𝑣7 , 𝑣7𝑣4 , 𝑣4𝑣6   yang merupakan subset dari himpunan simpul dan busur pada 

graf 𝐺, yaitu 𝐺 =  𝑉, 𝐸 = ( 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 , 𝑣6 , 𝑣7 , 

 𝑣1𝑣2 , 𝑣2𝑣3 , 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣5, 𝑣5𝑣6, 𝑣6𝑣4 , 𝑣4𝑣7 , 𝑣7𝑣1 ). Dapat dilihat bahwa 𝑉(𝑀) ⊆

𝑉(𝐺) dan 𝐸(𝑀) ⊆ 𝐸(𝐺). 

v1

v4

v6v7
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v2 v3
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v6v7
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Gambar 2. 2 (a) Graf 𝐺, (b) Subgraf 𝑀 dari 𝐺 
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Misalkan 𝑥 dan 𝑦 adalah simpul-simpul (tidak harus berbeda) pada graf G. 

Jalan (walk) 𝑥 − 𝑦 pada G adalah suatu barisan berhingga di G yang terdiri dari 

simpul dan busur secara berselingan, 𝑥 = 𝑥0, 𝑒1, 𝑥1 , 𝑒2, … , 𝑥𝑛  – 1, 𝑒𝑛 , 𝑥𝑛 = 𝑦, yang 

diawali dengan simpul 𝑥 dan diakhiri dengan simpul 𝑦. Jejak (trail) 𝑥 − 𝑦 adalah 

suatu jalan 𝑥 − 𝑦 dimana tidak ada busur yang berulang. Lintasan (path) 𝑥 − 𝑦 

adalah suatu jalan 𝑥 − 𝑦 dimana tidak ada simpul yang berulang. Suatu graf G 

dikatakan terhubung (connected) jika terdapat suatu lintasan 𝑥 − 𝑦 untuk setiap 

pasang simpul x,y ∈  𝑉. Apabila syarat ini tidak terpenuhi maka graf G dikatakan 

tak terhubung (disconnected). 

 Graf yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah graf berhingga, 

sederhana, dan tak berarah. Berikut ini adalah definisi dari beberapa kelas graf 

yang akan digunakan dalam skripsi ini. Sebelumnya akan diberikan operasi yang 

digunakan pada graf yang akan dibahas. Suatu corona product 𝐺 ⊙ 𝐻 dimana 𝐺 

terdiri dari 𝑛1 simpul didefinisikan sebagai graf yang diperoleh dengan 

mengambil 1 salinan 𝐺 dan 𝑛1 salinan dari 𝐻, dan menghubungkan setiap simpul 

pada salinan ke−𝑖dari 𝐻 dengan simpul ke−𝑖 dari 𝐺, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛1 (Yero, dkk, 

2010). Pada Gambar 2.3 diberikan contoh corona product antara 𝐶4 dengan 𝐾1
   . 

Pada Gambar 2.4 diberikan contoh corona product antara 𝐶4 dengan 𝐶3. 

 

C4 1K 4 1C K

 

Gambar 2. 3 Corona product antara 𝐶4 dengan 𝐾1
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C4
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Gambar 2. 4 Corona product antara 𝐶4 dengan 𝐶3 

 

2.2 Jenis-jenis Graf 

 

 Graf lintasan, 𝑃𝑛  merupakan suatu graf terhubung yang terdiri dari n 

simpul dimana setiap simpulnya memiliki derajat 2, kecuali pada simpul awal dan 

simpul akhir yang memiliki derajat 1. Graf lintasan dengan n simpul 

𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , … , 𝑣𝑛  mempunyai busur 𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛 . Pada Gambar 2.5 

diberikan contoh graf lintasan dengan 4 simpul. 

v1 v2 v3 v4

 

Gambar 2. 5 Graf lintasan 𝑃4 

 Suatu graf lingkaran, 𝐶𝑛 , 𝑛 ≥ 3 dapat dibentuk dari graf lintasan yang 

kedua simpul ujungnya diberi tambahan busur sedemikian sehingga setiap simpul 

pada graf lingkaran akan memiliki derajat 2 . Pada graf lingkaran, banyak simpul 
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sama dengan banyak busurnya atau  𝑉(𝐶𝑛) =  𝐸(𝐶𝑛) = 𝑛. Himpunan simpul 

pada graf lingkaran adalah 𝑉 𝐶𝑛 = {𝑣𝑖 |1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan himpunan busur pada 

graf lingkaran adalah 𝐸 𝐶𝑛 = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dengan 𝑖 + 1 mod 𝑛 . Pada 

Gambar 2.6 diberikan contoh graf lingkaran dengan 6 simpul (𝐶6). 

Suatu graf yang tidak mengandung subgraf  lingkaran disebut graf pohon. 

Contoh dari graf pohon antara lain, graf bintang, graf kembang api dan  graf 

kelabang. Graf yang memiliki tepat satu subgraf lingkaran disebut sebagai graf 

unicycle. Contoh dari graf unicycle yaitu graf lingkaran, graf matahari, graf 

korona, dan graf hairycycle. 

 

v1

v6

v5 v4

v3

v2

 

Gambar 2. 6 Graf lingkaran 𝐶6 

Graf matahari 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1
    merupakan suatu graf yang dibentuk dari suatu 

graf lingkaran 𝐶𝑛  dimana setiap simpul pada graf lingkaran tersebut diberi 

tambahan satu simpul berderajat satu sedemikian sehingga setiap simpul pada graf 

matahari memiliki derajat 3, kecuali pada simpul ujung-ujungnya yang memiliki 

derajat 1. Graf matahari dinotasikan dengan  𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1
   , dengan 𝑛 menyatakan 

banyaknya simpul pada graf lingkaran. Himpunan simpul pada graf matahari 

dapat dinyatakan dengan  𝑉 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1
    =  𝑣1, 𝑣2 , … , 𝑣𝑛 ∪  𝑢1, 𝑢2 , … , 𝑢𝑛 =

 𝑣𝑖  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan himpuan busurnya dapat dinyatakan dengan 

𝐸 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1
    =  𝑣1𝑣2 , … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛 ∪  𝑣1𝑢1, … , 𝑣𝑛𝑢𝑛 =  𝑣𝑖𝑣𝑖+1 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪

{𝑣𝑖𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, dimana 𝑣𝑖  merupakan simpul graf matahari yang terletak pada 
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graf lingkaran, 𝑢𝑖  merupakan simpul pada graf matahari yang terletak di luar 

lingkaran dan 𝑖 + 1 mod 𝑛. Banyaknya simpul dan busur pada graf matahari 

adalah 2𝑛 dengan 𝑛 menyatakan banyak simpul pada graf lingkaran yang 

digunakan untuk membangun graf matahari atau 𝑛 disebut ukuran graf matahari. 

Pada Gambar 2.7 diberikan contoh graf matahari  𝐶4 ⊙ 𝐾1
    . 

 

v1 v2

v4 v3

u1 u2

u3u4

 

Gambar 2. 7 Graf matahari 𝐶4⨀𝐾1
    

 Graf korona 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾𝑟
    merupakan graf yang dibentuk dari graf lingkaran 

dengan menambahkan 𝑟 simpul berderajat satu pada setiap simpul dari graf 

lingkaran 𝐶𝑛 , 𝑛 ≥ 3. Himpunan simpul pada graf korona adalah 𝑉 =

 𝑣𝑖  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ⋃ 𝑢𝑖
𝑗
 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟  dan himpunan busurnya adalah 

𝐸 =  𝑣𝑖𝑣𝑖+1 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ⋃{𝑣𝑖𝑢𝑖
𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟}. Banyaknya simpul dan 

busur pada graf korona adalah 𝑛(𝑟 + 1). Graf hairycycle 𝐻𝐶 𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 =

1,2, … , 𝑛 dibentuk dari graf lingkaran 𝐶𝑛  dengan menambahkan sembarang 

𝑟𝑖simpul luar berderajat satu pada setiap simpul dalam 𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 pada graf 

lingkaran 𝐶𝑛 . Himpunan simpul dari graf hairycycle, yaitu 𝑉 =  𝑣𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 ⋃{𝑢𝑖
𝑗
: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟𝑖} dan himpunan busurnya 𝐸 =  𝑣𝑖𝑣𝑖+1: 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 ⋃{𝑣𝑖𝑢𝑖
𝑗
: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟𝑖}, dengan 𝑖 + 1 mod 𝑛 dan dimana 𝑣𝑖  merupakan 

Pelabelan total ..., Arif Agung Riyadi, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



13 

 

 Universitas Indonesia 
 

simpul dalam dan 𝑢𝑖
𝑗
 menyatakan simpul luar ke-𝑗 pada simpul pusat ke-𝑖. Pada 

Gambar 2.8 diberikan contoh graf korona dan graf hairycycle. 
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Gambar 2. 8 (a) Graf korona (b) Graf hairycycle 

 

2.3 Pelabelan Graf 

 

 Pelabelan 𝑓 pada suatu graf 𝐺 merupakan pemetaan dari elemen-elemen 

graf 𝐺 ke suatu himpunan bilangan bulat. Bilangan hasil pemetaan 𝑓 disebut label 

(Bača & Miller, 2008). Jika domain dari pemetaan berupa himpunan simpul, maka 

pelabelan 𝑓 disebut sebagai pelabelan simpul. Jika domain dari pemetaan berupa 

himpunan busur, maka pelabelan  𝑓 disebut sebagai pelabelan busur. Jika 

domain dari pemetaan berupa gabungan himpunan simpul dan himpunan busur, 

maka pelabelan 𝑓 disebut sebagai pelabelan total. Pada Gambar 2.9 diberikan 

contoh pelabelan simpul, busur, dan total pada graf lintasan. Pada skripsi ini, yang 

dibahas adalah pelabelan total. 
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Gambar 2. 9 (a) Pelabelan simpul, (b) Pelabelan busur, (c) Pelabelan total  

 

 Bentuk penjumlahan label yang dikenakan pada setiap elemen dari graf 𝐺 

di bawah pelabelan 𝑓 disebut bobot (weight) pada pelabelan total. Bobot simpul 

diperoleh dengan menjumlahkan label simpul dengan label busur yang hadir pada 

simpul tersebut (jika ada) untuk setiap simpul di 𝐺. Bobot busur diperoleh 

dengan menjumlahkan label busur dengan label simpul-simpul ujung pada busur 

tersebut (jika ada) untuk setiap busur di 𝐺. Secara matematis, bobot simpul 𝑥𝜖𝑉 di 

bawah suatu pelabelan total 𝑓 yang dinotasikan dengan 𝑤𝑓(𝑥), dapat dinyatakan 

sebagai 𝑤𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 +  𝑓(𝑥𝑦)𝑦𝜖𝑁 (𝑥) , ∀𝑥 ∈ 𝑉, dimana 𝑁 𝑥  adalah himpunan 

semua simpul yang bertetangga dengan 𝑥. Sedangkan bobot busur 𝑥𝑦 ∈ 𝐸 di 

bawah suatu pelabelan total 𝑓 yang dinotasikan dengan 𝑤𝑓(𝑥𝑦), dapat dinyatakan 

sebagai 𝑤𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓(𝑦), ∀𝑥𝑦 ∈ 𝐸. 

 Dalam pelabelan graf terdapat istilah pelabelan ajaib. Suatu pelabelan 𝑓 

dikatakan sebagai pelabelan ajaib jika terdapat suatu bilangan 𝑘 sedemikian 

sehingga bobot simpul-simpul (atau busur-busur) pada graf adalah 𝑘. Bilangan 𝑘 

yang ada pada pelabelan ini disebut sebagai konstanta ajaib atau bilangan ajaib. 

Pada pelabelan total, apabila 𝑤𝑓 𝑥 = 𝑘, ∀𝑥𝜖𝑉 maka pelabelan 𝑓 disebut sebagai 
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pelabelan total simpul-ajaib. Apabila 𝑤𝑓 𝑥𝑦 = 𝑘, ∀𝑥𝑦𝜖𝐸 maka pelabelan 𝑓 

disebut sebagai pelabelan total busur-ajaib. Jika label dari simpul adalah 

himpunan bilangan yang terkecil maka pelabelan disebut sebagai pelabelan 

super. Pada Gambar 2.10 diberikan contoh pelabelan total simpul-ajaib dan 

pelabelan total busur-ajaib pada graf 𝐶5. 
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1

39

57
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2 6

4

1

75

39

(a) (b)

 

Gambar 2. 10 (a) Pelabelan total simpul-ajaib pada 𝐶5 dengan 𝑘 = 17, (b) 

Pelabelan total busur-ajaib pada 𝐶5 dengan 𝑘 = 16 

 Pelabelan yang akan dibahas selanjutnya adalah pelabelan total busur-

ajaib. Misalkan 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2,3, … , 𝑣 + 𝑒} adalah suatu pemetaan bijektif pada 

𝐺. Jika bobot busur pada 𝐺 dengan pelabelan 𝑓 adalah 𝑤𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥𝑦 +

𝑓 𝑦 = 𝑘, ∀𝑥𝑦 ∈ 𝐸, maka 𝑓 disebut sebagai pelabelan total busur-ajaib. 

(Enomoto,dkk, 1998) 

 Pada pelabelan total busur-ajaib didefinisikan pelabelan dual. Misalkan 

pelabelan 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2, … , 𝑣 + 𝑒} merupakan pelabelan total busur ajaib pada 

graf 𝐺. Definisikan suatu pelabelan 𝑓 ′ : 𝑉 𝐺 ∪ 𝐸 𝐺 → {1,2, … , 𝑣 + 𝑒} sebagai 

berikut  

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝑉 

𝑓 ′ 𝑥𝑦 = 𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑥𝑦 , ∀𝑥𝑦 ∈ 𝐸. 
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Pada Gambar 2.11 diberikan contoh pelabelan total busur-ajaib pada 𝐶5 dengan 

𝑘 = 14 dan dualnya dengan 𝑘 = 19. 
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Gambar 2. 11 (a) Pelabelan total busur-ajaib 𝑓 pada 𝐶5, (b) Pelabelan total 

busur-ajaib 𝑓’ pada 𝐶5 

 

Berhubungan dengan pelabelan dual, diberikan Teorema 2.1. 

Teorema 2.1 (Wallis, 2001) Pelabelan dual dari suatu pelabelan total busur-ajaib 

merupakan pelabelan total busur-ajaib.  

 Maka 𝑓′ disebut sebagai dual dari 𝑓. (Wallis, 2001). Telah dijelaskan pada 

bab I, pelabelan berurutan merupakan pengembangan dari pelabelan super. Pada 

pelabelan super, label yang berurutan dimulai dari 1, sedangkan pada pelabelan 

berurutan label yang berurutan tidak harus dimulai dari 1. Pada Gambar 2.12 

diberikan contoh pelabelan total busur-ajaib super-busur, yaitu label pada 

busurnya dimulai dari 1. 
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Gambar 2. 12 Pelabelan total busur-ajaib super-busur pada graf 𝐶5 

Pada pelabelan berurutan, label yang berurutan dapat diberikan pada 

himpunan simpul atau busur. Jika label yang berurutan diberikan pada himpunan 

simpul, maka pelabelan disebut sebagai pelabelan simpul-berurutan. Jika label 

yang berurutan diberikan pada himpunan busur, maka pelabelan disebut sebagai 

pelabelan busur-berurutan (Sugeng & Miller, 2008).  Pada skripsi ini yang akan 

dibahas hanyalah pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan yang akan 

dijelaskan pada subbab selanjutnya. 

 

2.4 Pelabelan Total Busur-Ajaib 𝑏 −Busur-Berurutan 

 Pelabelan total busur-bjaib 𝒃 −busur-berurutan (PTBA 𝑏 −busur-

berurutan) didefinisikan sebagai suatu pemetaan bijektif  𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →

 1,2,3, … , 𝑣 + 𝑒  pada suatu graf 𝐺, dengan 𝑓 merupakan suatu pelabelan total 

busur-ajaib dari 𝐺 dengan label busur 𝑓 𝐸 =  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑛 

(Sugeng & Miller, 2008).  

Konsep dari pelabelan total busur-ajaib berurutan diperkenalkan oleh 

Sugeng dan Miller (2006). Beberapa teorema yang berhubungan dengan pelabelan 

total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan dapat diberikan pada Teorema 2.2-2.4. 

Teorema 2.2 (Sugeng & Miller, 2006) Setiap graf busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan 

mempunyai pelabelan simpul busur anti-ajaib. 
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Teorema 2.3 (Sugeng & Miller, 2006) Dual dari pelabelan total busur-ajaib 

𝑏 −busur-berurutan untuk suatu graf 𝐺 adalah suatu pelabelan total busur ajaib 

 𝑣 − 𝑏 −busur-berurutan. 

Teorema 2.4 (Sugeng & Miller, 2006) Jika suatu graf terhubung 𝐺 mempunyai 

pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan dengan 𝑏 ∈ {1,2,3, … , 𝑣 − 1} 

maka 𝐺 adalah suatu graf pohon. 

Pada pembuktian Teorema 2.4 dinyatakan bahwa jika suatu graf 𝐺 

memiliki suatu PTBA 𝑏 −busur-berurutan maka banyak maksimum busur pada 𝐺 

adalah 𝑣 − 1. Oleh karena itu, kelas graf terhubung yang dapat memenuhi kondisi 

tersebut hanyalah graf pohon. Namun, suatu graf terhubung yang bukan pohon 

dapat memiliki suatu PTBA 𝑏 −busur-berurutan dengan menambahkan sejumlah 

simpul terisolasi agar pada graf tersebut dipenuhi 𝑒 ≤ 𝑣 − 1. Apabila banyak 

simpul terisolasi yang ditambahkan menyebabkan graf memenuhi 𝑒 = 𝑣 − 1, 

maka banyaknya simpul terisolasi yang ditambahkan optimal. Jikabanyaknya 

simpul terisolasi yang ditambahkan menyebabkan graf memenuhi 𝑒 < 𝑣 − 1, 

maka banyaknya simpul terisolasi yang ditambahkan tidak optimal. Pada Gambar 

2.13 diberikan contoh PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf lingkaran 𝐶4 dengan 

penambahan 1 simpul terisolasi. 

1 7

29

8
6

4 5
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Gambar 2. 13 PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf lingkaran 𝐶4 
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2.5 Hasil-hasil yang Diketahui 

 Hasil-hasil yang diketahui dari PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf yang 

termasuk graf pohon antara lain setiap graf caterpillar memiliki suatu PTBA 

𝑏 −busur-berurutan untuk setiap 𝑏, dimana : 

𝑏 =

 
 
 

 
  

𝑟 + 1

2
 +  𝑛𝑖 − 2

𝑖 genap

, jika 𝑖 ganjil

 
𝑟 + 1

2
 +  𝑛𝑖 − 2 +  𝑛𝑟 − 1 

𝑖 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 ,𝑖<𝑟
, jika 𝑖 genap

 
 
 

 
 

 

 (Sugeng & Miller, 2008). Setiap firecrackers teratur memiliki PTBA 𝑏 −busur-

berurutan, dengan 𝑏 =  
𝑟

2
 𝑠 +  

𝑟

2
 , dan setiap regular caterpillar-like tree memiliki 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan, dengan 𝑏 =  
𝑟

2
 𝑠 +  

𝑟

2
  (Silaban & Sugeng, 2008). 

Hasil yang diketahui dari PTBA 𝑏 −busur-berurutan  pada graf yang 

bukan pohon antara lain  graf tangga 𝑃𝑛 × 𝑃2 memiliki PTBA (2𝑛 − 1) −busur-

berurutan dengan 𝑛 − 1 simpul terisolasi, graf gabungan 2𝑚𝑃𝑛  dengan graf 

tangga 𝑃𝑛 × 𝑃2 (2𝑚𝑃𝑛 ∪ (𝑃𝑛 × 𝑃2)) memiliki PTBA   𝑚 + 2 𝑛 − 1 −busur-

berurutan dengan 𝑛 − 1 simpul terisolasi, dan graf 𝐿𝑇𝑚𝑛𝑚  memiliki PTBA 

  𝑚 + 2 𝑛 − 1 −busur-berurutan dengan 𝑛 − 1 simpul terisolasi (Silaban & 

Sugeng, 2010). Pada bab berikutnya, akan dibahas PTBA 𝑏 −busur-berurutan 

untuk graf terhubung yang bukan pohon. Kelas graf yang dibahas adalah graf 

lingkaran, graf matahari, graf korona, dan graf hairycycle. Pada Gambar 2.14 

diberikan contoh PTBA 5 −busur-berurutan pada graf tangga 𝑃5 × 𝑃2, PTBA 

8 −busur-berurutan pada graf 2𝑃4 ∪ (𝑃4 × 𝑃2), dan PTBA 8 −busur-berurutan 

pada graf 𝐿𝑇242 . 
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Gambar 2. 14 (a) PTBA 5 −busur-berurutan pada graf tangga 𝑃4 × 𝑃2, (b) 

PTBA 8 −busur-berurutan pada graf 2𝑃4 ∪ (𝑃4 × 𝑃2), dan (c) PTBA 8 −busur-

berurutan pada graf 𝐿𝑇242  
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BAB 3 

PELABELAN TOTAL BUSUR-AJAIB 𝒃 −BUSUR-

BERURUTAN PADA GRAF UNICYCLE 

 

 Pada bab ini akan diberikan konstruksi pelabelan total busur-ajaib 

𝑏 −busur-berurutan, atau yang bisa disingkat dengan PTBA 𝑏 −busur-berurutan 

pada graf unicycle, yaitu graf lingkaran, graf matahari, graf korona, dan graf 

hairycycle.  

Telah dijelaskan pada bab sebelumnya bahwa suatu pemetaan bijektif 

𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2, … , 𝑣 + 𝑒} disebut sebagai suatu pelabelan total busur ajaib b-

busur-berurutan (PTBA 𝑏 −busur-berurutan) dari 𝐺 jika 𝑓 adalah suatu pelabelan 

total busur ajaib dari 𝐺 dan 𝑓 𝐸 = {𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒}, 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣. 

Jika 𝑏 = 0, maka 𝑓 disebut sebagai pelabelan total busur-ajaib super-busur. Pada 

skripsi ini hanya dibahas untuk nilai 0 < 𝑏 < 𝑣. Suatu graf yang memiliki 

pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan disebut sebagai graf busur-ajaib 

𝑏 −busur-berurutan. Jika suatu graf terhubung G memiliki pelabelan total busur-

ajaib b-busur-berurutan dengan 𝑏 ∈ {1,2,3, … , 𝑣 − 1} maka jumlah maksimum 

busur pada 𝐺 adalah 𝑣 − 1, sehingga graf terhubung yang mungkin memiliki 

pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan  adalah suatu graf pohon (Sugeng 

dan Miller, 2008). Suatu graf terhubung yang bukan pohon dimungkinkan akan 

memenuhi kondisi ini dengan menambahkan sejumlah berhingga simpul terisolasi 

pada graf tersebut sehingga akan dipenuhi 𝑒 ≤ 𝑣 − 1 (Silaban dan Sugeng, pp).  

Jika penambahan simpul terisolasi mengakibatkan banyak busur sama 

dengan banyak simpul dikurang satu atau 𝑒 = 𝑣 − 1, maka banyaknya simpul 

terisolasi yang ditambahkan adalah optimal. Jika penambahan simpul terisolasi 

mengakibatkan kondisi banyak busur kurang dari banyak simpul dikurang satu 

atau 𝑒 < 𝑣 − 1, maka banyaknya simpul yang ditambahkan tidak optimal. 

 Untuk membuktikan bahwa suatu graf memiliki kontruksi PTBA 

𝑏 −busur-berurutan, dapat digunakan Lemma 3.2 yang merupakan adaptasi  dari 
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Lemma 3.1. Lemma yang diberikan oleh Figuerora-Centeno dkk. ini merupakan 

sifat dari pelabelan total  ajaib super. 

Lemma 3.1 (Figuerora-Centeno, Ichisima, dan Batle, 2001)  Suatu  graf−(𝑣, 𝑒) 𝐺 

merupakan busur-ajaib super jika dan hanya jika terdapat suatu pemetaan 

bijektif 𝑓: 𝑉 → {1,2, … , 𝑣} sedemikian sehingga himpunan 𝑆 = {𝑓(𝑥) +

𝑓(𝑦)|𝑥𝑦 ∈ 𝐸} terdiri dari 𝑒 bilangan bulat berurutan. Dalam kasus ini,  𝑓 dapat 

ditingkatkan menjadi suatu pelabelan total busur-ajaib super dari 𝐺 dengan nilai 

𝑘 = 𝑣 + 𝑒 + 𝑠, dimana 𝑠 = min(𝑆) dan 𝑆 =  𝑘 −  𝑣 + 1 , 𝑘 −  𝑣 + 2 , … , 𝑘 −

 𝑣 + 𝑒  .  

Pelabelan berurutan merupakan pengembangan dari pelabelan super. Pada 

pelabelan total busur-ajaib super-busur, label busur berurutan dimulai dari 1. Pada 

pelabelan busur-berurutan, label dari busur berurutan bisa dimulai tidak dari satu. 

Maka, sifat dari pelabelan total ajaib super juga berlaku untuk PTBA 𝑏 −busur-

berurutan. Oleh karena itu, Lemma 3.1 tersebut kemudian diadaptasi dan 

digunakan untuk membuktikan PTBA 𝑏 −busur-berurutan. Adaptasi Lemma 3.1 

diberikan pada Lemma 3.2.  

Lemma 3.2 (Silaban dan Sugeng, pp) Suatu graf 𝐺 dengan 𝑣 simpul dan 𝑒 busur 

adalah suatu graf busur-ajaib b-busur-berurutan jika dan hanya jika terdapat suatu 

fungsi bijektif 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2,3, … , 𝑣 + 𝑒} sedemikian sehingga 𝑓 𝑉 =

 1,2,3, … , 𝑣 + 𝑒 −  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣 dan himpunan 

𝑆 = {𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦)|𝑥𝑦 ∈ 𝐸} terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan. Dalam 

kasus ini, 𝑓 dapat ditingkatkan menjadi suatu PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada 𝐺 

dengan konstanta ajaib 𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑠 dengan 𝑠 = min(𝑆) dan 

𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸 𝐺  = {𝑘 −  𝑏 + 1 , 𝑘 −  𝑏 + 2 , … , 𝑘 −  𝑏 + 𝑒 }. 

Bukti.  

Diketahui bahwa 𝐺 adalah graf busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan, maka terdapat 

𝑓: 𝑉⋃𝐸 →  1,2, … , 𝑣 + 𝑒  dan himpunan label busur yang berurutan 𝑓 𝐸 =

 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒  sedemikian sehingga akan didapat bobot busur yang 
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konstan 𝑤𝑓 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥𝑦 = 𝑘. Dapat ditunjukkan bahwa himpunan 

label simpul akan terbagi menjadi 2 kelompok himpunan bilangan, yaitu 

𝑓 𝑉⋃𝐸 = 𝑓 𝑉 + 𝑓(𝐸) 

𝑓 𝑉 = 𝑓 𝑉⋃𝐸 − 𝑓(𝐸) 

=  1,2, … , 𝑣 + 𝑒 −  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒  

=  1,2, … , 𝑏 ⋃ 𝑏 + 𝑒 + 1, 𝑏 + 𝑒 + 2, … , 𝑣 + 𝑒 . 

Selanjutnya, dapat ditunjukkan bahwa terdapat 𝑆 = {𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦)|𝑥𝑦 ∈ 𝐸} yang 

terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan. 

𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  

=  𝑘 − 𝑓 𝑥𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸 . 

Karena 𝑓 𝐸 =  𝑓 𝑥𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸 =  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒 , maka 

𝑆 =  𝑘 −  𝑏 + 1 , 𝑘 −  𝑏 + 2 , … , 𝑘 −  𝑏 + 𝑒   

Terdapat graf 𝐺 dengan 𝑓: 𝑉⋃𝐸 →  1,2, … , 𝑣 + 𝑒  sedemikian sehingga 𝑓 𝑉 =

 1,2, … , 𝑣 + 𝑒 − {𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒}, 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣 dan himpunan 𝑆 =

 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan. Akan 

ditunjukkan bahwa 𝐺 adalah graf busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan. Pertama, dapat 

ditunjukkan bahwa terdapat himpunan label busur yang berurutan, yaitu 

𝑓 𝑉 =  1,2, … , 𝑣 + 𝑒 −  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒  

𝑓 𝐸 =  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, … , 𝑏 + 𝑒 . 

Selanjutnya, dapat ditunjukkan bahwa terdapat himpunan bobot busur konstan. 

𝑊𝑓 = {𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓(𝑥𝑦)|𝑥𝑦 ∈ 𝐸}   

𝑊𝑓 = 𝑆 +  𝑓 𝑥𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  dengan 𝑓 𝐸 =  𝑓 𝑥𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  
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Karena 𝑆 adalah himpunan bilangan berurutan dan 𝑓(𝐸) berurutan, maka akan 

didapat nilai dari anggota 𝑊𝑓  yang konstan. Jika 𝑠 = min(𝑆), maka 𝑘 = 𝑏 + 𝑒 +

𝑠. ■ 

 Pada skripsi ini yang dibahas adalah pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-

berurutan dengan 0 < 𝑏 < 𝑣 . Karena 0 < 𝑏 < 𝑣, maka label dari simpul-simpul 

pada PTBA 𝑏 −busur-berurutan akan terbagi dalam dua himpunan bilangan 

berurutan.  

 Untuk menunjukkan bahwa suatu konstruksi yang diberikan merupakan 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan dari graf terkait, maka secara garis besar pembuktian 

dilakukan dengan alur sebagai berikut : pertama-tama didefinisikan fungsi 

pelabelan untuk simpul, tunjukkan bahwa label dari simpul akan terbagi menjadi 

dua himpunan bilangan berurutan, tunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 = {𝑓 𝑥 +

𝑓 𝑦 , 𝑥𝑦 ∈ 𝐸} terdiri dari 𝑒  bilangan bulat positif berurutan, dan dengan 

menggunakan Lemma 3.2 tunjukkan bahwa suatu graf memiliki PTBA 𝑏 −busur-

berurutan dengan nilai 𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑠. 

Pada subbab 3.1 akan dibahas mengenai hasil yang diperoleh untuk PTBA 

𝑏 −busur-berurutan  pada graf lingkaran dengan nilai 𝑛 adalah kelipatan 4. 

 

3.1 Pelabelan Total Busur-Ajaib 𝑏 −Busur-Berurutan pada Graf Lingkaran  

 

 Graf lingkaran yang memiliki n simpul dimana 𝑛 ≥ 3 dapat dinotasikan 

dengan 𝐶𝑛 . Himpunan simpul pada graf lingkaran adalah 𝑉 = {𝑣𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 

himpunan busur pada graf lingkaran adalah 𝐸 = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dengan 𝑖 + 1 

diambil dalam mod 𝑛. Pada graf lingkaran, jumlah simpul sama dengan jumlah 

busurnya atau 𝑣 = 𝑒 = 𝑛. Agar graf lingkaran dapat dilabel menggunakan 

pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan maka harus memenuhi 𝑒 = 𝑣 − 1. 

Oleh karena itu, maka perlu ditambahkan sebuah simpul terisolasi pada graf 

lingkaran. 
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 Pada Teorema 3.1 diberikan hasil yang diperoleh untuk PTBA 𝑏 −busur-

berurutan pada graf lingkaran dengan banyaknya simpul pada graf lingkaran 

adalah kelipatan 4 atau 𝑛 ≡ 0 mod 4. 

Teorema 3.1 Setiap graf lingkaran 𝐶𝑛  dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA 

𝑛/2 −busur-berurutan dengan menambahkan 1 simpul terisolasi. 

Bukti. Nyatakan simpul terisolasi dengan 𝑥. Ambil  

𝑎 =
3𝑛

2
.  

Label simpul-simpul dari (𝐶𝑛 ) sebagai berikut  

𝑓 𝑣𝑖 =

 
 
 

 
 

𝑖 + 1

2
, 𝑖 ganjil

𝑎 +
𝑖

2
, 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2

𝑎 +
𝑖

2
+ 1 𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛

   

dan  label simpul terisolasi dengan  

𝑓 𝑥 = 𝑎 +
𝑛

4
+ 1. 

 

 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label dari simpul membentuk dua 

himpunan bilangan seperti yang disyaratkan pada Lemma 3.2. Dengan 

menggunakan definisi label simpul pada graf lingkaran, nyatakan 

𝐿1 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil  

 =  1,2,3, … ,
𝑛

2
 . 

𝐿2 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
  

 =  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +
𝑛

4
 .  

𝐿3 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap, 𝑖 =
𝑛

2
+ 2, … , 𝑛  

 =  𝑎 +
𝑛

4
+ 2, 𝑎 +

𝑛

4
+ 3, … , 𝑎 +

𝑛

2
+ 1 .  
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Maka himpunan label simpul dari 𝐶𝑛  adalah 

𝑓 𝑉 = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪  𝑓(𝑥)  

=  1,2,3, . . ,
𝑛

2
 ∪  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +

𝑛

4
 ∪ {𝑎 +

𝑛

4
+ 2, 𝑎 +

𝑛

4
+

3, 𝑎 +
𝑛

4
+ 4, … , 𝑎 +

𝑛

2
+ 1} ∪  𝑎 +

𝑛

4
+ 1    

=  1,2,3, … ,
𝑛

2
 ∪  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, … , 𝑎 +

𝑛

4
, 𝑎 +

𝑛

4
+ 1, … , 𝑎 +

𝑛

2
+ 1  

=  𝟏, 𝟐, 𝟑, … ,
𝒏

𝟐
 ∪  𝒂 + 𝟏, 𝒂 + 𝟐, … , 𝒂 +

𝒏

𝟐
+ 𝟏 . 

Dari persamaan di atas, terlihat bahwa label-label simpul terbagi menjadi 2 

himpunan bilangan berurutan. Dapat dilihat bahwa nilai konstanta 𝑏 =
𝑛

2
. 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  

membentuk bilangan bulat positif yang berurutan. Berdasarkan pendefinisian 

label simpul pada graf lingkaran, pembuktian akan dibagi menjadi 3 kasus busur 

yang diilustrasikan pada Gambar 3.1. 

1. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
 

2. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛 − 1 

3. 𝑣𝑛𝑣1 

 

Kasus 1 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
 . 

Tanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap.  

𝑠1 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  

=  
1 + 𝑖

2
 +  𝑎 +

1 + 𝑖

2
  

= 𝑎 + 𝑖 + 1. 
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Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
, didapat himpunan bobot busur  

𝑆1 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
  

 =  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +
𝑛

2
+ 1 .    

v1 v2

vn

vn/2+2 vn/2+1

vn/2

v1 v2

vn

vn/2+2 vn/2+1

vn/2

v1 v2

vn

vn/2+2 vn/2+1

vn/2

(a) (b)

(c)

 

Gambar 3. 1 (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, dan (c) Kasus 3. 

 

Kasus 2 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛 − 1 

Ttanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap. 

𝑠2 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖+1) 
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=  
1 + 𝑖

2
 +  𝑎 +

1 + 𝑖

2
+ 1  

= 𝑎 + 𝑖 + 2. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛 − 1, didapat himpunan 

bobot busur  

𝑆2 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛 − 1  

=  𝑎 +
𝑛

2
+ 1 + 2, 𝑎 +

𝑛

2
+ 2 + 2, … , 𝑎 + 𝑛 − 1 + 2  

     =  𝑎 +
𝑛

2
+ 3, 𝑎 +

𝑛

2
+ 4, … , 𝑎 + 𝑛 + 1 .  

 

Kasus 3 untuk busur 𝑣𝑛𝑣1  

𝑠3 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑛  

= 1 +  𝑎 +
𝑛

2
+ 1  

= 𝑎 +
𝑛

2
+ 2. 

Maka himpunan bobot busur 𝑆3 adalah  

𝑆3 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑛   

 =  𝑎 +
𝑛

2
+ 2 . 

  

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  dari graf 

lingkaran membentuk suatu himpunan bilangan bulat positif berurutan. 

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ 𝑆3 
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=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, 𝑎 + 4, … , 𝑎 +
𝑛

2
+ 1 ∪ {𝑎 +

𝑛

2
+ 3, 𝑎 +

𝑛

2
+ 4, 𝑎 +

𝑛

2
+

5 … , 𝑎 + 𝑛 + 1} ∪ {𝑎 +
𝑛

2
+ 2}  

= {𝑎 + 2, 𝑎 + 3, 𝑎 + 4, … . , 𝑎 +
𝑛

2
+ 1, 𝑎 +

𝑛

2
+ 2, 𝑎 +

𝑛

2
+ 3, 𝑎 +

𝑛

2
+ 4, 𝑎 +

𝑛

2
+

5, … , 𝑎 + 𝑛 + 1}  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, 𝑎 + 4, … , 𝑎 + 𝑛 + 1 . 

 

Karena himpunan bobot busur 𝑆 = {𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 , 𝑥𝑦 ∈ 𝐸} merupakan himpunan 

bilangan bulat positif berurutan {𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑛 + 1}, maka dengan 

menggunakan Lemma 3.2 terbukti bahwa graf lingkaran 𝐶𝑛  dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 

memiliki PTBA 𝑏 −busur-berurutan dengan nilai 𝑏 =
𝑛

2
.■ 

Menurut Lemma 3.2, nilai konstanta ajaib adalah  

𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑠, dimana 𝑠 = min 𝑆 = 𝑎 + 2 

𝑘 =
𝑛

2
+ 𝑛 + 𝑎 + 2 

=
3𝑛

2
+ 𝑎 + 2. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑎 =
3𝑛

2
, maka 

𝑘 =
3𝑛

2
+

3𝑛

2
+ 2 

= 3𝑛 + 2.  

Pada Gambar 3.2 diberikan contoh PTBA 
𝑛

2
−busur-berurutan pada graf lingkaran 

dengan 𝐶4 dan 𝐶8. 
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Gambar 3. 2 (a) PTBA 2 −busur-berurutan pada 𝐶4 dengan 𝑘 = 14 dan (b) 

PTBA 4 −busur-berurutan pada 𝐶8 dengan 𝑘 = 26. 

 

Berdasarkan Teorema 2.3 didapatkan pelabelan dual dari PTBA 𝑏 −busur-

berurutan pada graf lingkaran yang diberikan pada Akibat 3.1. 

Akibat 3.1 Setiap graf lingkaran 𝐶𝑛  dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA 

 
𝑛

2
+ 1 −busur-berurutan dengan menambahkan 1 simpul terisolasi. 

 Pada Gambar 3.3 diberikan contoh PTBA  
𝑛

2
+ 1 −busur-berurutan pada 

graf lingkaran 𝐶4 dan 𝐶8. 

 Pada subbab selanjutnya akan dibahas PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada 

graf matahari dengan banyaknya simpul pada graf matahari adalah 𝑛 ≡ 0 mod 4.  
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Gambar 3. 3 (a) PTBA 3 −busur-berurutan pada 𝐶4 dengan 𝑘 = 16 dan (b) 

PTBA 5-busur-berurutan pada 𝐶8 dengan 𝑘 = 28. 

 

3.2 Pelabelan Total Busur-Ajaib 𝑏 −Busur Berurutan  pada Graf Matahari 

 

Graf matahari yang memiliki n simpul dimana 𝑛 ≥ 3 dapat dinotasikan 

dengan 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1
   . Himpunan simpul pada graf matahari adalah 

𝑉 =  𝑣𝑖  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan himpunan busur pada graf matahari 

adalah 𝐸 =  𝑣𝑖𝑣𝑖+1 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖 |1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dengan 𝑖 + 1 mod 𝑛 dan 

dimana 𝑣𝑖  menyatakan simpul dalam (simpul pada graf lingkaran) dan 𝑢𝑖  

menyatakan simpul luar pada simpul di graf lingkaran ke-𝑖. Nilai 𝑛 menyatakan 

banyaknya simpul pada graf lingkaran yang digunakan untuk membangun graf 

matahari sehingga nilai 𝑛 disebut sebagai ukuran dari graf matahari. Pada graf 

matahari, banyak simpul sama dengan banyak busurnya atau 𝑣 = 𝑒 = 2𝑛. Agar 

graf matahari dapat dilabel dengan menggunakan pelabelan total busur-ajaib 

𝑏 −busur-berurutan, maka harus memenuhi 𝑒 = 𝑣 − 1. Oleh karena itu, maka 

perlu ditambahkan sebuah simpul terisolasi pada graf matahari. 
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Pada Teorema 3.2 diberikan hasil yang diperoleh untuk PTBA 𝑏 −busur-

berurutan pada graf matahari dengan banyaknya simpul pada graf lingkaran di 

graf matahari adalah kelipatan 4 atau 𝑛 ≡ 0 mod 4. 

Teorema 3.2 Setiap graf matahari dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4  memiliki PTBA 

𝑛 −busur-berurutan dengan menambahkan 1 simpul terisolasi. 

Bukti. Nyatakan simpul terisolasi dengan 𝑥. Ambil  

𝑎 = 3𝑛. 

Label simpul-simpul dari  𝐶𝑛⨀𝐾1
     sebagai berikut  

𝑓 𝑣𝑖 =

 
 
 

 
 

𝑖 , 𝑖 genap

𝑎 + 𝑖 , 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1

𝑎 + 𝑖 + 1 , 𝑖 ganjil, 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1

  

𝑓 𝑢𝑖 =

 
 
 

 
 

𝑖 , 𝑖 ganjil

𝑎 + 𝑖 , 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2

𝑎 + 𝑖 + 1 , 𝑖 genap, 𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛

 . 

dan label simpul terisolasi dengan  

𝑓 𝑥 = 𝑎 +
𝑛

2
+ 1. 

 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label dari simpul membentuk dua 

himpunan bilangan berurutan seperti yang disyaratkan pada Lemma 3.2. Dengan 

menggunakan definisi label simpul pada graf matahari, nyatakan 

𝐿1 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap  

 =  2,4,6, … , 𝑛 . 

𝐿2 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1  
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=  𝑎 + 1, 𝑎 + 3, 𝑎 + 5, … , 𝑎 +
𝑛

2
− 1 . 

𝐿3 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
  

=  𝑎 +
𝑛

2
+ 1 + 1, 𝑎 +

𝑛

2
+ 3 + 1, 𝑎 +

𝑛

2
+ 5 + 1 … , 𝑎 + 𝑛 − 1 + 1  

=  𝑎 +
𝑛

2
+ 2, 𝑎 +

𝑛

2
+ 4, … , 𝑎 + 𝑛 . 

𝐿4 =  𝑓 𝑢𝑖  𝑖 ganjil   

 =  1,3,5, … , 𝑛 − 1 .  

𝐿5 =  𝑓 𝑢𝑖  𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
  

 =  𝑎 + 2, 𝑎 + 4, 𝑎 + 6, … , 𝑎 +
𝑛

2
 . 

𝐿6 =  𝑓 𝑢𝑖  𝑖 genap, 𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛  

 = {𝑎 +
𝑛

2
+ 2 + 1, 𝑎 +

𝑛

2
+ 4 + 1, 𝑎 +

𝑛

2
+ 6 + 1, … , 𝑎 + 𝑛 + 1} 

=  𝑎 +
𝑛

2
+ 3, 𝑎 +

𝑛

2
+ 5, … , 𝑎 + 𝑛 + 1 .  

 

Maka himpunan simpul label simpul 𝐶𝑛⨀𝐾1
    adalah 

𝑓 𝑉 = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4 ∪ 𝐿5 ∪ 𝐿6 ∪  𝑓(𝑥)  

=  2,4,6, … , 𝑛 ∪  𝑎 + 1, 𝑎 + 3, 𝑎 + 5, … , 𝑎 +
𝑛

2
− 1 ∪  𝑎 +

𝑛

2
+ 2, 𝑎 +

𝑛

2
+

4,…,𝑎+𝑛∪1,3,5,…,𝑛−1∪𝑎+2,𝑎+4,𝑎+6,…,𝑎+𝑛2∪𝑎+𝑛2+3,𝑎+𝑛2+5,…,

𝑎+𝑛+1∪ 𝑎+𝑛2+1}     
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=  1,2,3,4, … , 𝑛 − 1, 𝑛 ∪ {𝑎 + 1, 𝑎 + 2, 𝑎 + 3, 𝑎 + 4, … , 𝑎 +
𝑛

2
− 1, 𝑎 +

𝑛

2
, 𝑎 +

𝑛

2
+ 1, 𝑎 +

𝑛

2
+ 2, 𝑎 +

𝑛

2
+ 3, 𝑎 +

𝑛

2
+ 4, 𝑎 + 𝑛, 𝑎 + 𝑛 + 1}  

=  𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 ∪  𝒂 + 𝟏, 𝒂 + 𝟐, 𝒂 + 𝟑, … , 𝒂 + 𝒏 + 𝟏 . 

Dari persamaan di atas, terlihat bahwa label-label simpul terbagi menjadi 2 

himpunan bilangan berurutan. Dapat dilihat bahwa nilai konstanta 𝑏 = 𝑛. 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  

membentuk bilangan bulat positif yang berurutan. Berdasarkan pendefinisian 

label simpul pada graf matahari, pembuktian akan dibagi menjadi 7 kasus busur 

yang diilustrasikan pada Gambar 3.4. 

1. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1 

2. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1 

3. 𝑣𝑛𝑣1 

4. 𝑢𝑖𝑣𝑖  untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1 

5. 𝑢𝑖𝑣𝑖  untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 

6. 𝑢𝑖𝑣𝑖  untuk 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
 

7. 𝑢𝑖𝑣𝑖  untuk 𝑖 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 

 

Kasus 1 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1 . 

Tanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap.  

𝑠1 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖+1) 

=  𝑎 + 𝑖 +  𝑖 + 1  

= 𝑎 + 2𝑖 + 1. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1, didapat himpunan bobot busur  
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𝑆1 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1  

=  𝑎 + 3, 𝑎 + 5, … , 𝑎 + 𝑛 − 1 . 

 

(a) (b) (c)

(d) (e)

(f) (g)
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Gambar 3. 4 (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, (c) Kasus 3, (d) Kasus 4, (e) Kasus 5,      

(f) Kasus 6, dan (g) Kasus 7. 

 

Kasus 2 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1 . 

Tanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap.  
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𝑠2 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  

=  𝑎 + 𝑖 + 1 +  𝑖 + 1  

= 𝑎 + 2𝑖 + 2. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1 , didapat himpunan bobot 

busur  

𝑆2 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1  

= {𝑎 + 𝑛 + 2, 𝑎 + 𝑛 + 2 + 2, … , 𝑎 + 2𝑛 − 2 + 2} 

=  𝑎 + 𝑛 + 2, 𝑎 + 𝑛 + 4, … , 𝑎 + 2𝑛 . 

 

Kasus 3 untuk busur 𝑣𝑛𝑣1  

𝑠3 = 𝑓 𝑣𝑛 + 𝑓(𝑣1) 

 = 𝑛 + 𝑎 + 1. 

Maka himpunan bobot busurnya adalah  

𝑆3 =  𝑓 𝑣𝑛 + 𝑓 𝑣1   

 =  𝑎 + 𝑛 + 1 . 

 

Kasus 4 untuk busur 𝑢𝑖𝑣𝑖  dengan 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1 

𝑠4 = 𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖) 

= 𝑖 +  𝑎 + 𝑖  

= 𝑎 + 2𝑖. 
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Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1, didapat himpunan bobot 

busur 

𝑆4 =  𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖 |𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1  

 =  𝑎 + 2, 𝑎 + 6, … , 𝑎 + 𝑛 − 2 . 

 

Kasus 5 untuk busur 𝑢𝑖𝑣𝑖  dengan 𝑖 ganjil dan 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 

𝑠5 = 𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖)   

= 𝑖 +  𝑎 + 𝑖 + 1   

= 𝑎 + 2𝑖 + 1. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1, didapat himpunan 

bobot busur 

𝑆5 =  𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖 |𝑖 ganjil, 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1  

= {𝑎 + 𝑛 + 2 + 1, 𝑎 + 𝑛 + 6 + 1, … , 𝑎 + 2𝑛 − 2 − 1} 

=  𝑎 + 𝑛 + 3, 𝑎 + 𝑛 + 7, … , 𝑎 + 2𝑛 − 3 . 

 

Kasus 6 untuk busur 𝑢𝑖𝑣𝑖  dengan 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
 

𝑠6 = 𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖) 

=  𝑎 + 𝑖 + 𝑖 

= 𝑎 + 2𝑖. 
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Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
, didapat himpunan bobot 

busur 

𝑆6 =  𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
  

 =  𝑎 + 4, 𝑎 + 8, … , 𝑎 + 𝑛 . 

 

Kasus 7 untuk busur 𝑢𝑖𝑣𝑖  dengan 𝑖 genap , 𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 

𝑠7 = 𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  

=  𝑎 + 𝑖 + 1 + 𝑖 

= 𝑎 + 2𝑖 + 1. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 genap, 𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛, didapat himpunan 

bobot busur 

𝑆7 =  𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap, 𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛  

= {𝑎 + 𝑛 + 4 + 1, 𝑎 + 𝑛 + 8 + 1, … , 𝑎 + 2𝑛 + 1} 

=  𝑎 + 𝑛 + 5, 𝑎 + 𝑛 + 9, … , 𝑎 + 2𝑛 + 1 . 

 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  dari graf 

matahari membentuk suatu himpunan bilangan bulat positif berurutan. 

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ 𝑆3 ∪ 𝑆4 ∪ 𝑆5 ∪ 𝑆6 ∪ 𝑆7 

= {𝑎 + 3, 𝑎 + 5, … , 𝑎 + 𝑛 − 1} ∪ {𝑎 + 𝑛 + 2, 𝑎 + 𝑛 + 4, … , 𝑎 + 2𝑛} ∪ {𝑎 +

𝑛 + 1} ∪ {𝑎 + 2, 𝑎 + 6, … , 𝑎 + 𝑛 − 2} ∪ {𝑎 + 𝑛 + 3, 𝑎 + 𝑛 + 7, … , 𝑎 + 2𝑛 −

3} ∪ {𝑎 + 4, 𝑎 + 8, … , 𝑎 + 𝑛} ∪ {𝑎 + 𝑛 + 5, 𝑎 + 𝑛 + 9, … , 𝑎 + 2𝑛 + 1}  
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= {𝑎 + 2, 𝑎 + 3, 𝑎 + 4, 𝑎 + 5, 𝑎 + 6, … , 𝑎 + 𝑛 − 2, 𝑎 + 𝑛 − 1, 𝑎 + 𝑛, 𝑎 + 𝑛 +

1, 𝑎 + 𝑛 + 2, 𝑎 + 𝑛 + 3, … , 𝑎 + 2𝑛 − 3, … , 𝑎 + 2𝑛, 𝑎 + 2𝑛 + 1}  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, 𝑎 + 4, … , 𝑎 + 2𝑛 + 1 . 

 

Karena himpunan bobot busur 𝑆 = {𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 , 𝑥𝑦 ∈ 𝐸} merupakan himpunan 

bilangan bulat positif berurutan {𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 2𝑛 + 1}, maka dengan 

menggunakan Lemma 3.2 terbukti bahwa graf matahari 𝐶𝑛⨀𝐾1
    dengan 𝑛 ≡

0 mod 4 memiliki PTBA 𝑏 −busur-berurutan dengan nilai 𝑏 = 𝑛.■ 

Menurut Lemma 3.2, nilai konstanta ajaib adalah  

𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑠, dimana 𝑠 = min 𝑆 = 𝑎 + 2 

𝑘 = 𝑛 + 2𝑛 + 𝑎 + 2 

𝑘 = 3𝑛 + 𝑎 + 2. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑎 = 3𝑛, maka 

𝑘 = 3𝑛 + 3𝑛 + 2 

𝑘 = 6𝑛 + 2.  

 Pada Gambar 3.5 diberikan contoh PTBA 𝑛 −busur-berurutan pada 

graf matahari 𝐶4 ⊙ 𝐾1
    dan 𝐶8 ⊙ 𝐾1

   . 

Berdasarkan Teorema 2.3 didapatkan pelabelan dual dari PTBA 𝑏 −busur-

berurutan  pada graf matahari yang diberikan pada Akibat 3.2. 

Akibat 3.2 Setiap graf matahari 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1
    dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA 

(𝑛 + 1) −busur-berurutan dengan menambahkan 1 simpul terisolasi. 
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Gambar 3. 5 (a) PTBA 4 −busur-berurutan pada 𝐶4 ⊙ 𝐾1
    dengan 𝑘 = 26 dan 

(b) PTBA 8 −busur-berurutan pada 𝐶8 ⊙ 𝐾1
   dengan 𝑘 = 50. 

 Pada Gambar 3.6 diberikan contoh PTBA (𝑛 + 1) −busur-berurutan pada 

graf matahari 𝐶4 ⊙ 𝐾1
    dan 𝐶8 ⊙ 𝐾1

   . 
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Gambar 3. 6 (a) PTBA 5 −busur-berurutan pada 𝐶4 ⊙ 𝐾1
     dengan 𝑘 = 28 dan 

(b) PTBA 9 −busur-berurutan pada 𝐶8 ⊙ 𝐾1
    dengan 𝑘 = 52. 

 Pada subbab selanjutnya akan dibahas PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada 

graf korona dengan banyaknya simpul adalah 𝑛 ≡ 0 mod 4. Dengan 

menggunakan fungsi pelabelan simpul pada graf matahari, tidak bisa diperoleh  

PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf lingkaran, karena fungsi pelabelan yang 

didapat berbeda. 

 

3.3 Pelabelan Total Busur-Ajaib 𝑏 −Busur-Berurutan pada Graf Korona  

 

 Graf korona yang memiliki n simpul pada graf lingkaran dimana 𝑛 ≥ 3 

dan 𝑟 simpul berderajat satu pada setiap simpul pada graf lingkaran dapat 

dinotasikan dengan 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾𝑟
   . Himpunan simpul pada graf korona adalah 𝑉 =

 𝑣𝑖  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑢𝑖
𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟} dan himpunan busur pada graf 

lingkaran adalah 𝐸 =  𝑣𝑖𝑣𝑖+1 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑣𝑖𝑢𝑖
𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}, dengan 

𝑖 + 1 dalam mod 𝑛 dan dimana 𝑣𝑖  menyatakan simpul dalam (simpul pada graf 

lingkaran) dan 𝑢𝑖
𝑗
 menyatakan simpul luar ke-𝑗 pada simpul di graf lingkaran ke-𝑖. 

Nilai 𝑛 menyatakan banyaknya simpul pada graf lingkaran yang digunakan untuk 

membangun graf korona sehingga nilai 𝑛 disebut sebagai ukuran dari graf korona. 

Pada graf korona, banyak simpul sama dengan banyak busurn atau 𝑣 = 𝑒 = (𝑟 +

1)𝑛. Agar graf korona dapat dilabel dengan menggunakan pelabelan total busur-

ajaib 𝑏 −busur-berurutan, maka harus memenuhi 𝑒 = 𝑣 − 1. Oleh karena itu, 

maka perlu ditambahkan sebuah simpul terisolasi pada graf korona. 

Pada Teorema 3.3 diberikan hasil yang diperoleh untuk PTBA 𝑏 −busur-

berurutan pada graf korona dengan banyaknya simpul pada lingkaran di graf 

korona adalah kelipatan 4 atau 𝑛 ≡ 0 mod 4. 
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Teorema 3.3 Setiap graf korona dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA 
𝑛

2
(𝑟 +

1) −busur-berurutan dengan menambahkan 1 simpul terisolasi. 

Bukti. Nyatakan simpul terisolasi dengan 𝑥. Ambil 

𝑎 =
3𝑛

2
 𝑟 + 1 . 

Label simpul-simpul dari graf korona sebagai berikut  

𝑓 𝑣𝑖 =

 
 
 

 
 

𝑖

2
(𝑟 + 1) , 𝑖 genap

𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 1 , 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,

𝑛

2
− 1

𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 2 , 𝑖 ganjil, 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1

  

𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 =

 
 
 

 
 

𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 𝑗 , 𝑖 ganjil, 𝑗 = 1,2, … , 𝑟

𝑎 +  
𝑖

2
− 1  𝑟 + 1 + 1 + 𝑗 , 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟

𝑎 +  
𝑖

2
− 1  𝑟 + 1 + 2 + 𝑗 , 𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟

.   

 

dan label simpul terisolasi dengan 

𝑓 𝑥 = 𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 + 1. 

 

 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label dari simpul membentuk dua 

himpunan bilangan berurutan seperti yang disyaratkan pada Lemma 3.2.  

Dengan menggunakan definisi label simpul pada graf korona, nyatakan  

𝐿1 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap  

 =  
2

2
 𝑟 + 1 ,

4

2
 𝑟 + 1 , … ,

𝑛

2
 𝑟 + 1   

 =   𝑟 + 1 , 2 𝑟 + 1 , … ,
𝑛

2
 𝑟 + 1  . 

𝐿2 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1   
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=  𝑎 + 0 𝑟 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟 + 1 + 1, … , 𝑎 +  
𝑛

4
− 1  𝑟 + 1 + 1  

=  𝑎 + 1, 𝑎 + 2 + 𝑟, … , 𝑎 +
𝑛

4
+

𝑛

4
𝑟 − 1 + 𝑟 + 1  

=  𝑎 + 1, 𝑎 + 2 + 𝑟, … , 𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 − 𝑟 . 

𝐿3 =   𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1  

=  𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +  

𝑛

4
+ 1  𝑟 + 1 + 2, … , 𝑎 +  

𝑛

2
− 1  𝑟 + 1 + 2  

=  𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +

𝑛

4
+

𝑛

4
𝑟 + 1 + 𝑟 + 2, … , 𝑎 +

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑟 − 1 − 𝑟 + 2  

=  𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 3, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 + 1 . 

𝐿4 =   𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ganjil; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟  

=  0 𝑟 + 1 + 1,0 𝑟 + 1 + 2, … ,0 𝑟 + 1 + 𝑟,  𝑟 + 1 + 1,  𝑟 + 1 +

2,…,𝑟+1+𝑟,…,𝑛2−1𝑟+1+1,𝑛2−1𝑟+1+2,…,𝑛2−1𝑟+1+𝑟  

=  1,2, … , 𝑟, 𝑟 + 2, 𝑟 + 3, … ,2𝑟 + 1, … ,
𝑛

2
+

𝑛

2
𝑟 − 1 − 𝑟 + 1,

𝑛

2
+

𝑛

2
𝑟 − 1 − 𝑟 +

2,…,𝑛2+𝑛2𝑟−1−𝑟+𝑟  

=  1,2, … , 𝑟, 𝑟 + 2, 𝑟 + 3, … ,2𝑟 + 1, … ,
𝑛

2
 𝑟 + 1 − 𝑟,

𝑛

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 +

1,…,𝑛2𝑟+1−1.  

𝐿5 =   𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ganjil, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
; 𝑗 = 1,2, … 𝑟    

=  𝑎 + 0 𝑟 + 1 + 1 + 1, 𝑎 + 0 𝑟 + 1 + 1 + 2, … , 𝑎 + 0 𝑟 + 1 + 1 +

𝑟,𝑎+𝑟+1+1+1,𝑎+𝑟+1+1+2,…,𝑎+𝑟+1+𝑟+1,…,𝑎+𝑛4−1𝑟+1+1+1,𝑎+𝑛

4−1𝑟+1+1+2,…,𝑎+𝑛4−1𝑟+1+1+𝑟  
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=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟 + 1, 𝑎 + 𝑟 + 3, 𝑎 + 𝑟 + 4, 𝑎 + 2𝑟 + 1, … , 𝑎 +
𝑛

4
𝑟 +

𝑛4−1−1+1+1,𝑎+𝑛4𝑟+𝑛4−𝑟−1+1+2,…,𝑎+𝑛4𝑟+𝑛4−𝑟−1+1+𝑟  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟 + 1, 𝑎 + 𝑟 + 4, … , 𝑎 + 2𝑟 + 1, … , 𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 −

𝑟+1,𝑎+𝑛4𝑟+1−𝑟+2,…,𝑎+𝑛4𝑟+1.  

𝐿6 =   𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 |𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟  

=  𝑎 +  
𝑛

4
+ 1 − 1  𝑟 + 1 + 2 + 1, 𝑎 +  

𝑛

4
+ 1 − 1  𝑟 + 1 + 2 + 1, … , 𝑎 +

𝑛4+1−1𝑟+1+2+𝑟,…,𝑎+𝑛4+2−1𝑟+1+2+1,𝑎+𝑛4+2−1𝑟+1+2+2,…,𝑎+

𝑛4+2−1𝑟+1+2+𝑟,𝑎+𝑛2−1𝑟+1+2+1,𝑎+𝑛2−1𝑟+1+2+2,…,𝑎+𝑛2−1𝑟+

1+2+𝑟  

=  𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 + 3, 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 4, … , 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 2, 𝑎 +

𝑛4+1𝑟+1+3,𝑎+𝑛4+1𝑟+1+4,…,𝑎+𝑛4+1𝑟+1+𝑟+2,…,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2−𝑟−1

+3,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2−𝑟−1+4,…,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2−𝑟−1+𝑟+2  

=  𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 + 3, 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 4, … , 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 2, 𝑎 +

𝑛4𝑟+1+𝑟+4,𝑎+𝑛4𝑟+1+𝑟+5,…,𝑎+𝑛4𝑟+1+2𝑟+2,…,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟+2,𝑎+𝑛

2𝑟+1−𝑟+3,…,𝑎+𝑛2𝑟+1+1.  

 

Maka himpunan himpunan simpul 𝐶𝑛⨀𝐾𝑟
    tersebut adalah 

𝑓 𝑉 = 𝐿1⋃𝐿2⋃𝐿3⋃𝐿4⋃𝐿5⋃𝐿6⋃ 𝑓(𝑥)  

=  𝑟 + 1,2 𝑟 + 1 , … ,
𝑛

2
 𝑟 + 1  ⋃  𝑎 + 1, 𝑎 + 𝑟 + 2, … , 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 −

𝑟 ⋃  𝑎 +
𝑛

4
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 3, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 +

1 ⋃  1,2, … ,
𝑛

2
 𝑟 + 1 − 1 ⋃  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1  ⋃  𝑎 +
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𝑛

4
 𝑟 + 1 + 3, 𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 4, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 1 ⋃  𝑎 +

𝑛

4
 𝑟 + 1 + 1   

=  𝟏, 𝟐, … ,
𝒏

𝟐
 𝒓 + 𝟏  ⋃  𝒂 + 𝟏, 𝒂 + 𝟐, … , 𝒂 +

𝒏

𝟐
 𝒓 + 𝟏 + 𝟏 . 

Dari persamaan di atas, terlihat bahwa label-label simpul terbagi menjadi 2 

himpunan bilangan berurutan. Dapat dilihat bahwa nilai konstanta 𝑏 =
𝑛

2
(𝑟 + 1). 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  

membentuk bilangan bulat positif yang berurutan. Berdasarkan pendefinisian 

label simpul pada graf korona, pembuktian akan dibagi menjadi 7 kasus busur 

yang diilustrasikan pada Gambar 3.4. 

1. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1 

2. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1 

3. 𝑣𝑛𝑣1 

4. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,

𝑛

2
− 1 

5. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 

6. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
 

7. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 

 

Kasus 1 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1 

Tanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap.  

𝑠1 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖+1) 

=  𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 1 +   

𝑖 + 1

2
  𝑟 + 1   

= 𝑎 +
𝑖𝑟

2
−

𝑟

2
+

𝑖

2
−

1

2
+ 1 +

𝑖𝑟

2
+

𝑖

2
+

𝑟

2
+

1

2
 

= 𝑎 + 𝑖𝑟 + 𝑖 + 1 
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= 𝑎 + 𝑖 𝑟 + 1 + 1. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1, didapat himpunan bobot busur 

𝑆1 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1  

=  𝑎 +  𝑟 + 1 + 1, 𝑎 + 2 𝑟 + 1 + 1, … , 𝑎 +  
𝑛

2
− 1  𝑟 + 1 + 1  

=  𝑎 + 𝑟 + 2, 𝑎 + 2𝑟 + 2 + 1, … , 𝑎 +
𝑛

2
𝑟 +

𝑛

2
− 𝑟 − 1 + 1  

=  𝑎 + 𝑟 + 2, 𝑎 + 2𝑟 + 3, … , 𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 . 

(a) (b) (c)

(d) (e)

(f) (g)
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2 ur
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n u1
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Gambar 3. 7 (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, (c) Kasus 3, (d) Kasus 4, (e) Kasus 5, 

(f) Kasus 6, dan (g) Kasus 7. 

 

 

Kasus 2 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1 

Tanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap.  

𝑠2 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖+1) 

=  𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 2 +  

𝑖 + 1

2
 𝑟 + 1   

= 𝑎 +
𝑖𝑟

2
−

𝑟

2
+

𝑖

2
−

1

2
+ 2 +

𝑖𝑟

2
+

𝑖

2
+

𝑟

2
+

1

2
 

= 𝑎 + 𝑖𝑟 + 𝑖 + 2 

= 𝑎 + 𝑖 𝑟 + 1 + 2. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1, didapat himpunan bobot 

busur 

𝑆2 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1  

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +  

𝑛

2
+ 1  𝑟 + 1 + 2, … , 𝑎 +  𝑛 − 1  𝑟 + 1 + 2  

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +

𝑛

2
𝑟 +

𝑛

2
+ 𝑟 + 1 + 2, … , 𝑎 + 𝑛 𝑟 + 1 − 𝑟 − 1 + 2  

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 3, … , 𝑎 + 𝑛 𝑟 + 1 − 𝑟 + 1 . 

 

Kasus 3 untuk busur 𝑣𝑛𝑣1 

𝑠3 = 𝑓 𝑣𝑛 + 𝑓 𝑣1  

=  
𝑛

2
 𝑟 + 1  +  𝑎 +

𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 1  
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=
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑎 + 1 

= 𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 1. 

Maka himpunan bobot busurnya adalah 

𝑆3 =  𝑓 𝑣𝑛 + 𝑓 𝑣1   

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 1 . 

 

Kasus 4 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,

𝑛

2
− 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 

𝑠4 = 𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓(𝑣𝑖) 

=  𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 1 +  

𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 𝑗  

= 𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 1 +

𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 𝑗 

= 𝑎 +  𝑖 − 1  𝑟 + 1 + 1 + 𝑗. 

Dengan mensusbtitusikan nilai 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟, didapat 

himpunan bobot busur 

𝑆4 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,

𝑛

2
− 1; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟  

=  𝑎 + 0 𝑟 + 1 + 1 + 1, 𝑎 + 0 𝑟 + 1 + 1 + 2, … , 𝑎 + 0 𝑟 + 1 + 1 +

𝑟,𝑎+2𝑟+1+1+1,𝑎+2𝑟+1+1+2,…,𝑎+2𝑟+1+1+𝑟,…,𝑎+𝑛2−2𝑟+1+1+1,𝑎

+𝑛2−2𝑟+1+1+2,…,𝑎+𝑛2−2𝑟+1+1+𝑟  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟 + 2, 𝑎 + 2𝑟 + 2 + 2, 𝑎 + 2𝑟 + 2 + 3, … , 𝑎 + 2𝑟 +

2+1+𝑟,…,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2−2𝑟−2+2,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2−2𝑟−2+3,…,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2−2𝑟

−2+1+𝑟  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟 + 1, 𝑎 + 2𝑟 + 4, 𝑎 + 2𝑟 + 5, … , 𝑎 + 3𝑟 + 3, … , 𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 − 2𝑟, 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 − 2𝑟 + 1, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 − 1 .  
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Kasus 5 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan 𝑖 ganjil, 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 dan 𝑗 =

1,2, … , 𝑟 

𝑠5 = 𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓(𝑣𝑖) 

=  𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 2 +  

𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 𝑗  

= 𝑎 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 2 +

𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 + 𝑗 

= 𝑎 +  𝑖 − 1  𝑟 + 1 + 2 + 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟, 

didapat himpunan bobot busur 

𝑆5 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟  

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2 + 1, 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2 + 2, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2 +

𝑟,𝑎+𝑛2+1𝑟+1+2+1,𝑎+𝑛2+1𝑟+1+2+2,…,𝑎+𝑛2+1𝑟+1+2+𝑟,…,𝑎+𝑛−2

𝑟+1+2+1,𝑎+𝑛−2𝑟+1+2+2,…,𝑎+𝑛−2𝑟+1+2+𝑟  

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 3, 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 4, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 2, 𝑎 +

𝑛

2
𝑟 +

𝑛2+𝑟+1+3,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2+𝑟+1+4,…,𝑎+𝑛2𝑟+𝑛2+𝑟+1+2+𝑟,…,𝑎+𝑛𝑟+𝑛−

2𝑟−2+3,𝑎+𝑛𝑟+𝑛−2𝑟−2+4,…,𝑎+𝑛𝑟+𝑛−2𝑟−2+2+𝑟  

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 3, 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 4, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 2, 𝑎 +

𝑛2𝑟+1+𝑟+4,𝑎+𝑛2𝑟+1+5,…,𝑎+𝑛2𝑟+1+2𝑟+3,…,𝑎+𝑛𝑟+1−2𝑟+1,𝑎+𝑛𝑟+

1−2𝑟+2,…,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟.  

 

Kasus 6 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 

𝑠6 = 𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓(𝑣𝑖) 
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=  
𝑖

2
 𝑟 + 1  +  𝑎 +  

𝑖

2
− 1  𝑟 + 1 + 1 + 𝑗  

=
𝑖

2
 𝑟 + 1 + 𝑎 +

𝑖

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 − 1 + 1 + 𝑗 

= 𝑎 + 𝑖 𝑟 + 1 − 𝑟 + 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟, didapat himpunan 

bobot busur 

𝑆6 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖 |𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟  

=  𝑎 + 2 𝑟 + 1 − 𝑟 + 1, 𝑎 + 2 𝑟 + 1 − 𝑟 + 2, … , 𝑎 + 2 𝑟 + 1 − 𝑟 + 𝑟, 𝑎 +

4𝑟+1−𝑟+1,𝑎+4𝑟+1−𝑟+2,…,𝑎+4𝑟+1−𝑟+𝑟,…,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟+1,𝑎+𝑛2𝑟+1

−𝑟+2,…,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟+𝑟  

=  𝑎 + 2𝑟 + 2 − 𝑟 + 1, 𝑎 + 2𝑟 + 2 − 𝑟 + 2, … , 𝑎 + 2𝑟 + 2 − 𝑟 + 𝑟, … , 𝑎 +

4𝑟+4−𝑟+1,𝑎+4𝑟+4−𝑟+2,…,𝑎+4𝑟+4−𝑟+𝑟,…,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟+1,𝑎+𝑛2𝑟+1

−𝑟+2,…,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟+𝑟  

=  𝑎 + 𝑟 + 3, 𝑎 + 𝑟 + 4, … , 𝑎 + 2𝑟 + 2, 𝑎 + 3𝑟 + 5, 𝑎 + 3𝑟 + 6, … , 𝑎 + 4𝑟 +

4,…,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟+1,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟+2,…,𝑎+𝑛2𝑟+1.  

 

Kasus 7 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan 𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 

𝑠7 = 𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓(𝑣𝑖) 

=  
𝑖

2
 𝑟 + 1  +  𝑎 +  

𝑖

2
− 1  𝑟 + 1 + 2 + 𝑗  

=
𝑖

2
 𝑟 + 1 + 𝑎 +

𝑖

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 − 1 + 2 + 𝑗 

= 𝑎 + 𝑖 𝑟 + 1 − 𝑟 + 1 + 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟, akan 

didapat himpunan bobot busur 
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𝑆7 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛; 𝑗 = 1,2, . . , 𝑟  

=  𝑎 +  
𝑛

2
+ 2  𝑟 + 1 − 𝑟 + 1 + 1, 𝑎 +  

𝑛

2
+ 2  𝑟 + 1 − 𝑟 + 1 + 2, … , 𝑎 +

𝑛2+2𝑟+1−𝑟+1+𝑟,𝑎+𝑛2+4𝑟+1−𝑟+1+1,𝑎+𝑛2+4𝑟+1−𝑟+1+2,…,𝑎+𝑛2

+4𝑟+1−𝑟+1+𝑟,…,𝑎+𝑛(𝑟+1−𝑟+1+1,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟+1+2,…,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟+

1 + 𝑟}    

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2𝑟 + 2 − 𝑟 + 2, 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2𝑟 + 2 − 𝑟 + 3, … , 𝑎 +

𝑛2𝑟+1+2𝑟+2+1,𝑎+𝑛2𝑟+1+4𝑟+4−𝑟+2,𝑎+𝑛2𝑟+1+4𝑟+4−𝑟+3,…,𝑎+𝑛

2𝑟+1+4𝑟+4+1,…,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟+2,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟+3,…,𝑎+𝑛𝑟+1+1  

=  𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 4, 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑟 + 5, … , 𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2𝑟 +

3,𝑎+𝑛2𝑟+1+3𝑟+6,𝑎+𝑛2𝑟+1+3𝑟+7,…,𝑎+𝑛2𝑟+1+4𝑟+5,…,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟+

2,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟+3,…,𝑎+𝑛𝑟+1+1.  

 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 𝐸  dari graf 

korona membentuk suatu himpunan bilangan bulat positif berurutan 

𝑆 = 𝑆1⋃𝑆2⋃𝑆3⋃𝑆4⋃𝑆5⋃𝑆6⋃𝑆7  

=  𝑎 + 𝑟 + 2, 𝑎 + 2𝑟 + 3, … , 𝑎 +
𝑛

2
 𝑟 + 1 − 𝑟 ⋃  𝑎 +

𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2, 𝑎 +

𝑛2𝑟+1+𝑟+3,…,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟+1⋃𝑎+𝑛2𝑟+1+1⋃𝑎+2,𝑎+3,…,𝑎+𝑛2𝑟+1−𝑟−

1⋃𝑎+𝑛2𝑟+1+3,𝑎+𝑛2𝑟+1+4,…,𝑎+𝑛𝑟+1−𝑟⋃𝑎+𝑟+3,𝑎+𝑟+4,…,𝑎+𝑛2𝑟+1

⋃𝑎+𝑛2𝑟+1+𝑟+4,𝑎+𝑛2𝑟+1+𝑟+5,…,𝑎+𝑛𝑟+1+1  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑛 𝑟 + 1 + 1 . 

 

Karena himpunan bobot busur 𝑆 = {𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 , 𝑥𝑦 ∈ 𝐸} merupakan himpunan 

bilangan bulat positif berurutan {𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑛(𝑟 + 1) + 1}, maka 
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dengan menggunakan Lemma 3.2 terbukti bahwa graf korona 𝐶𝑛⨀𝐾𝑟
    dengan 

𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA 𝑏 −busur-berurutan dengan nilai 𝑏 =
𝑛

2
(𝑟 + 1).■ 

Menurut Lemma 3.2, nilai konstanta ajaib adalah 

𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑠, dimana 𝑠 = min 𝑆 = 𝑎 + 2 

𝑘 =
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑛 𝑟 + 1 + 𝑎 + 2 

=
3𝑛

2
 𝑟 + 1 + 𝑎 + 2. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑎 =
3𝑛

2
(𝑟 + 1), maka 

𝑘 =
3𝑛

2
 𝑟 + 1 +

3𝑛

2
 𝑟 + 1 + 2 

= 3𝑛 𝑟 + 1 + 2. 

 Pada Gambar 3.3 diberikan contoh PTBA 
𝑛

2
(𝑟 + 1) −busur-berurutan 

pada graf korona 𝐶4⨀𝐾2
    dan 𝐶4⨀𝐾3

   . 

 

(a) (b)
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Gambar 3. 8 (a) PTBA 6 −busur-berurutan pada graf 𝐶4 ⊙ 𝐾2
    dengan 𝑘 = 38 

dan (b) PTBA 8 −busur-berurutan pada graf 𝐶4 ⊙ 𝐾3
    dengan 𝑘 = 50. 

Berdasarkan Teorema 2.3 didapatkan pelabelan dual dari PTBA 𝑏 −busur-

berurutan  pada graf korona yang diberikan pada Akibat 3.3. 

Akibat 3.3 Setiap graf korona 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾𝑟
    dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA 

 
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 1 −busur-berurutan dengan menambahkan 1 simpul terisolasi. 

 Pada Gambar 3.6 diberikan contoh PTBA  
𝑛

2
 𝑟 + 1 + 1 −busur-

berurutan pada graf korona 𝐶4 ⊙ 𝐾2
    dan 𝐶4 ⊙ 𝐾3

   . 

(a) (b)
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Gambar 3. 9 (a) PTBA 7 −busur-berurutan pada 𝐶4 ⊙ 𝐾2
    dengan 𝑘 = 40 dan 

(b) PTBA 9 −busur-berurutan pada 𝐶4 ⊙ 𝐾3
    dengan 𝑘 = 52. 

 Dengan menggunakan definisi pelabelan pada graf korona, bisa didapat 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf matahari sesuai dengan Teorema 3.2 dengan 

nilai 𝑟 = 1. Pada subbab selanjutnya akan dibahas PTBA 𝑏 −Busur-berurutan 

pada graf hairycycle dengan banyaknya simpul adalah 𝑛 ≡ 0 mod 4.  
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3. 4 Pelabelan Total Busur Ajaib 𝑏 −Busur-Berurutan pada Graf Hairycycle 

 

 Graf hairycycle adalah graf yang dapat dibentuk dengan menambahkan 

sejumlah 𝑟𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 simpul berderajat satu pada setiap simpul dari graf 

lingkaran 𝐶𝑛 , 𝑛 ≥ 3.yang memiliki n simpul pada graf lingkaran dimana 𝑛 ≥ 3 

dan dapat dinotasikan dengan 𝐻𝐶(𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛). Himpunan simpul pada 

graf hairycycle adalah 𝑉 =  𝑣𝑖  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑢𝑖
𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟𝑖} dan 

himpunan busur pada graf hairycycle adalah 𝐸 =  𝑣𝑖𝑣𝑖+1 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑣𝑖𝑢𝑖
𝑗
|1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟𝑖}, dengan 𝑖 + 1 ada dalam mod 𝑛 dan dimana 𝑣𝑖  menyatakan 

simpul dalam (simpul pada graf lingkaran) dan 𝑢𝑖
𝑗
 menyatakan simpul luar ke-𝑗 

pada simpul di graf lingkaran ke-𝑖. Nilai 𝑛 menyatakan banyaknya simpul pada 

graf lingkaran yang digunakan untuk membangun graf hairycycle sehingga nilai 𝑛 

disebut sebagai ukuran dari graf korona. Pada graf hairycycle, jumlah simpul 

sama dengan jumlah busurnya atau 𝑣 = 𝑒 = 𝑛 +  𝑟𝑖
𝑛
𝑖=1 . Agar terpenuhi kondisi 

banyak simpul terisolasi yang ditambahkan optimal (𝑒 = 𝑣 − 1), maka perlu 

ditambahkan sebuah simpul terisolasi pada graf hairycycle. 

Pada Teorema 3.4 diberikan hasil yang diperoleh untuk PTBA b-Busur-

berurutan pada graf hairycycle dengan banyaknya simpul graf lingkaran pada graf 

hairycycle adalah kelipatan 4 atau 𝑛 ≡ 0 mod 4.  

Teorema 3.4. Setiap graf hairycycle (𝐻𝐶(𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛)) dan 𝑟𝑖 = 𝑟𝑛−𝑖+1 

dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki pelabelan total busur-ajaib ( 𝑟𝑝
𝑛−1
𝑝=1,𝑝  ganjil − 

busur-berurutan dengan menambahkan 1 simpul terisolasi.  

Bukti. Nyatakan simpul terisolasi dengan 𝑥. Ambil  

𝑎 =
3𝑛

2
+  𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

+  rp

𝑛

𝑝=1,𝑝 ganjil

. 

Label simpul-simpul dari 𝐻𝐶(𝑛, 𝑟𝑖) sebagai berikut 
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𝑓 𝑣𝑖 =

 
 
 
 
 

 
 
 
 

  𝑟𝑞−1 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

, 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … , 𝑛

𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖

𝑝=1,𝑝  ganjil

 , 𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1

𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖

𝑝=1,𝑝  ganjil

+ 1 , 𝑖 ganjil, 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1

  

𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 =

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑗 ,

𝑖 = 1
𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖

  𝑟𝑝−2 + 1 

𝑖

𝑝=3,𝑝 ganjil

+ 𝑗 ,
𝑖 ganjil, 𝑖 = 3,5, … , 𝑛 − 1
𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖

𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+ 𝑗 ,
𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖

𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+ 1 + 𝑗 ,
𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛

𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖

 . 

Dimana 𝑟0 = 0. 

Kemudian label simpul terisolasi dengan 

𝑓 𝑥 = 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛
2
 +

𝑛

4
+ 1 

𝑓(𝑥) = 𝑎 +  𝑟𝑞

𝑛
2

𝑞=2,𝑞  genap

+
𝑛

4
+ 1. 

Pertama akan ditunjukkan bahwa label dari simpul membentuk dua 

himpunan bilangan berurutan seperti yang disyaratkan pada Lemma 3.2.  

Dengan menggunakan definisi label simpul pada graf korona, nyatakan 

𝐿1 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … , 𝑛  
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=    𝑟𝑞−1 + 1 

2

𝑞=2,𝑞  genap

,   𝑟𝑞−1 + 1 

4

𝑞=2,𝑞  genap

, … ,   𝑟𝑞−1 + 1 

𝑛

𝑞=2,𝑞  genap

  

=   𝑟1 + 1 ,  𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 , … ,  𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛−1 + 1    

=   𝑟1 + 1 , (𝑟1 + 𝑟3) + 2, … , (𝑟1 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑛−1) +
𝑛

2
 . 

𝐿2 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 = 1,3, … ,
𝑛

2
− 1  

=  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 ,1
𝑝=1,𝑝  ganjil 𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 3

𝑝=1,𝑝  ganjil , … , 𝑎 +

𝑝=1, 𝑝 ganjil𝑛2−1𝑟𝑝−1+1  

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 , … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +

(𝑟𝑛2−1−1+1)  

= {𝑎 +  0 + 1 , 𝑎 +  0 + 1 +  𝑟2 + 1 , … , 𝑎 +  0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +

(𝑟𝑛

2
−2 + 1)}   

=  𝑎 + 1, 𝑎 + 𝑟2 + 2, … , 𝑎 + 𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛
2
−2

+
𝑖 + 1

2
  

=  𝑎 + 1, 𝑎 + 𝑟2 + 2, … , 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛
2
−2

 +
𝑛

4
 . 

𝐿3 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 =
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1  

=  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 
𝑛

2
+1

𝑝=1,𝑝  ganjil
+ 1, 𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑛

2
+3

𝑝=1,𝑝 ganjil
+ 1, … , 𝑎 +

𝑝=1, 𝑝 ganjil𝑛−1𝑟𝑝−1+1+1  
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=  𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+1−1 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +

𝑟2+1+…+𝑟𝑛2+3−1+1+1,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+…+𝑟𝑛−1−1+1+1  

=  𝑎 +  0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+ 1 + 1, 𝑎 +  0 + 1 +  𝑟2 + 1 +

…+𝑟𝑛2+2+1+1,…,𝑎+0+1+𝑟2+1+…+(𝑟𝑛−2+1)+1   

=  𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑖+1

2
+ 1, 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑖+1

2
+

1,…,𝑎+𝑟2+𝑟4+…+𝑟𝑛−2+𝑖+12+1  

=  𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

2
+1+1

2
+ 1, 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑛

2
+3+1

2
+

1,…,𝑎+𝑟2+𝑟4+…+𝑟𝑛−2+𝑛−1+12+1  

=  𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 1 + 11, 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑛

4
+

2+1,…,𝑎+𝑟2+𝑟4+…+𝑟𝑛−2+𝑛2+1  

=  𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 2, 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑛

4
+

3,…,𝑎+𝑟2+𝑟4+…+𝑟𝑛−2+𝑛2+1.  

𝐿4 = {𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 |, 𝑖 = 1, 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖  

=  1,2,3, . . , 𝑟1 . 

𝐿5 = {𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 |𝑖 ganjil, 𝑖 = 3,5, … , 𝑛 − 1;  𝑗 = 1, . . , 𝑟𝑖  

= {  𝑟𝑝−2 + 1 3
𝑝=3,𝑝  ganjil + 1,   𝑟𝑝−2 + 1 3

𝑝=3,𝑝 ganjil + 2,  

… ,   𝑟𝑝−2 + 1 3
𝑝=3,𝑝  ganjil + 𝑟3,   𝑟𝑝−2 + 1 5

𝑝=3,𝑝  ganjil +

1,   𝑟𝑝−2 + 1 5
𝑝=3,𝑝 ganjil + 2, … ,   𝑟𝑝−2 + 1 5

𝑝=3,𝑝 ganjil +
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𝑟5, … ,   𝑟𝑝−2 + 1 𝑛−1
𝑝=3,𝑝  ganjil + 1,   𝑟𝑝−2 + 1 𝑛−1

𝑝=3,𝑝  ganjil +

2, … ,   𝑟𝑝−2 + 1 𝑛−1
𝑝=3,𝑝 ganjil + 𝑟5}  

=   𝑟1 + 1 + 1,  𝑟1 + 1 + 2, … ,  𝑟1 + 1 + 𝑟3,  𝑟1 + 𝑟3 + 2 + 1,  𝑟1 + 𝑟3 +

2+2,…,𝑟1+𝑟3+2+𝑟5,…,𝑟1+𝑟3+…+𝑟𝑛−1−2+𝑛−22+1,𝑟1+𝑟3+…+𝑟𝑛−

1−2+𝑛−22+2,…,𝑟1+𝑟3+…+𝑟𝑛−1−2+𝑛−22+𝑟𝑛−1  

=  𝑟1 + 2, 𝑟1 + 3, … ,  𝑟1 + 𝑟3 + 1,  𝑟1 + 𝑟3 + 3,  𝑟1 + 𝑟3 + 4, … ,  𝑟1 + 𝑟3 +

𝑟5+2,…,𝑟1+𝑟3+…+𝑟𝑛−3+12𝑛,𝑟1+𝑟3+…+𝑟𝑛−3+12𝑛+1,…,𝑟1+𝑟3+…

+𝑟𝑛−3+𝑟𝑛−1+12𝑛−1.  

𝐿6 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
;  𝑗 = 1, … , 𝑟𝑖  

=  𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 2
𝑞=2,𝑞  genap + 1, 𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 2

𝑞=2,𝑞  genap + 2, … , 𝑎 +

𝑞=2, 𝑞 genap2𝑟𝑞−2+1+𝑟2,𝑎+𝑞=2, 𝑞 genap4𝑟𝑞−2+1+1,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap4𝑟𝑞−2+1+2,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 genap4𝑟𝑞−2+1+𝑟4,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2𝑟𝑞−2+1+1,𝑎+𝑞=2, 𝑞 genap𝑛2𝑟𝑞−2+1+2,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2𝑟𝑞−2+1+𝑟𝑛2  

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 + 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 + 𝑟2, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +

𝑟2+1+1,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+2,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+𝑟4,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+

…+𝑟𝑛2−2+1+1,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+…+𝑟𝑛2−2+1+2,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+

…+𝑟𝑛2−2+1+𝑟𝑛2  

Pelabelan total ..., Arif Agung Riyadi, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



59 

 

 Universitas Indonesia 
 

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟2 + 1, 𝑎 + 𝑟2 + 3, 𝑎 + 𝑟2 + 4, … , 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 +

2,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑖2+1,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑖2+2,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−

2+𝑖2+𝑟𝑛2  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟2 + 1, 𝑎 + 𝑟2 + 3, 𝑎 + 𝑟2 + 4, … , 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 +

1,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑛22+1,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑛22+2,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2

−2+𝑟𝑛2+𝑛22  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟2 + 1, 𝑎 + 𝑟2 + 3, 𝑎 + 𝑟2 + 4, … , 𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 +

1,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑛4+1,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑛4+2,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2−

2+𝑟𝑛2+𝑛4.  

𝐿7 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛; 𝑗 = 1, … , 𝑟𝑖   

=  𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 1, 𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap + 1 +

2,…,𝑎+𝑞=2,𝑞 genap𝑛2+2𝑟𝑞−2+1+1+𝑟𝑛2+2,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2+4𝑟𝑞−2+1+1+1,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2+4𝑟𝑞−2+1+1+2,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2+4𝑟𝑞−2+1+1+𝑟𝑛2+4,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛𝑟𝑞−2+1+1+1,𝑎+𝑞=2, 𝑞 genap𝑛𝑟𝑞−2+1+1+2,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛𝑟𝑞−2+1+1+𝑟𝑛  

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+2−2 + 1 + 2, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +

 𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+2−2 + 1 + 3, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +

 𝑟𝑛

2
+2−2 + 1 + 1 + 𝑟𝑛

2
+2, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+4−2 + 1 +

2, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+4−2 + 1 + 3, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +
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 𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+4−2 + 1 + 1 + 𝑟𝑛

2
+4, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 +

⋯ +  𝑟𝑛−2 + 1 + 2, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛−2 + 1 + 3, … , 𝑎 +

 𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛−2 + 1 + 1 + 𝑟𝑛   

=  𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 1 + 2, 𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 1 + 3, … , 𝑎 +

𝑟2+…+𝑟𝑛2+(𝑛2+2)2+1+𝑟𝑛2+2,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2+2+𝑛4+2+2,𝑎+𝑟2+…

+𝑟𝑛2+2+𝑛4+2+3,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2+2+𝑛4+2+1+𝑟𝑛2+4,…,𝑎+𝑟2+…+

𝑟𝑛−2+𝑛2+2,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑛2+3,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑛2+1+𝑟𝑛2  

=  𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 3, 𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 4, … , 𝑎 +

𝑟2+…+𝑟𝑛2+𝑟𝑛2+2+𝑛4+2,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2+2+𝑛4+4,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2+2

+𝑛4+5,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛2+2+𝑟𝑛2+4+𝑛4+3,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑛2+2,𝑎

+𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑛2+3,…,𝑎+𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑟𝑛2+𝑛2+1.  

Maka himpunan label simpul dari 𝐻𝐶(𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛) adalah 

𝑓 𝑉 = 𝐿1⋃𝐿2⋃𝐿3⋃ 𝐿4⋃𝐿5⋃𝐿6⋃𝐿7⋃ 𝑓(𝑥)  

=  𝑟1 + 1, 𝑟1 + 𝑟3 + 2, … , 𝑟1 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑛−1 +
𝑛

2
 ⋃  𝑎 + 1, 𝑎 + 𝑟2 +

2, … , 𝑎 + 𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−2 +

𝑛

4 ⋃  𝑎 + 𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+

𝑛

4
+ 2, 𝑎 +

𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑛

4
+ 3, … , 𝑎 + 𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛−2 +

𝑛

2
+

1 ⋃ 1,2,3, . . , 𝑟1 ⋃  𝑟1 + 2, 𝑟1 + 3, … ,  𝑟1 + 𝑟3 + 1,  𝑟1 + 𝑟3 +

3,  𝑟1 + 𝑟3 + 4, … ,  𝑟1 + 𝑟3 + 𝑟5 + 2, … ,  𝑟1 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑛−3 +

1

2
𝑛,  𝑟1 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑛−3 +

1

2
𝑛 + 1, … ,  𝑟1 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑛−3 + 𝑟𝑛−1 +
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1

2
𝑛 − 1 ⋃  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟2 + 1, 𝑎 + 𝑟2 + 3, 𝑎 + 𝑟2 + 4, … , 𝑎 +

 𝑟2 + 𝑟4 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−2 +

𝑛

4
+ 1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟2 + ⋯ +

𝑟𝑛

2
−2 +

𝑛

4
+ 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−2 + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
 ⋃  𝑎 +

 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 3, 𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 4, … , 𝑎 +

 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+ 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑛

4
+ 2, 𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑛

4
+ 4, 𝑎 +

 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 +

𝑛

4
+ 5, … , 𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+2 + 𝑟𝑛

2
+4 +

𝑛

4
+

3, … , 𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛−2 +
𝑛

2
+ 2, 𝑎 +  𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛−2 +

𝑛

2
+ 3, … , 𝑎 +

 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛−2 + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

2
+ 1 ⋃  𝑎 +  𝑟2 + 𝑟4 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

4
+ 1    

=  1,2,3, … ,  𝑟1 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑛−1 +
𝑛

2
 ⋃  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +

𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑟𝑛2+𝑛2+1  

=  1,2, … ,  rp
n−1
𝑝=1,𝑝 ganjil +

𝑛

2
 ⋃  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, … , 𝑎 +  rq

n−2
𝑞=2,𝑞  genap +

𝑛2+1 .  

Dari persamaan di atas, terlihat bahwa label-label simpul terbagi menjadi 2 

kelompok himpunan bilangan. Dapat dilihat bahwa nilai konstanta  

𝑏 =  rp
n−1
𝑝=1,𝑝 ganjil +

𝑛

2
. 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈ 𝐸  

membentuk bilangan bulat positif yang berurutan. Berdasarkan pendefinisian 

label simpul 𝑓, pembuktian akan dibagi menjadi 8 kasus busur yang diilustrasikan 

pada Gambar 3.10. 

1. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1 

2. 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 untuk 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2, … , 𝑛 − 1 

3. 𝑣𝑛𝑣1 

4. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 = 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟1 

5. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 = 3,5, … ,

𝑛

2
− 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖  
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6. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖 

7. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖 

8. 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  untuk 𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖  
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Gambar 3. 10 (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, (c) Kasus 3, (d) Kasus 4, (e) Kasus 5, 

(f) Kasus 6, (g) Kasus 7, dan (h) Kasus 8. 
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Kasus 1 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan nilai 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1 

Tanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap.  

𝑠1 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  

=  𝑎 +   𝑟𝑞−1 + 1 

𝑖

𝑞=1,𝑞  ganjil

 +    𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖+1

𝑝=2,𝑝  genap

  

= 𝑎 +   𝑟𝑚−1 + 1 

𝑖+1

𝑚=1

. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1, didapat himpunan bobot busur  

𝑆1 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 = 1,2, … ,
𝑛

2
− 1  

=  𝑎 +   𝑟𝑚−1 + 1 

2

𝑚=1

, 𝑎 +   𝑟𝑚−1 + 1 

3

𝑚=1

, … , 𝑎 +   𝑟𝑚−1 + 1 

𝑛
2

𝑚=1

  

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟1 + 1 , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟1 + 1 +  𝑟2 + 1 , … , 𝑎 +

𝑟0+1+𝑟1+1+…+𝑟𝑛2−1+1  

=  𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 2, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + 3, … , 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−1 +

𝑖+1  

=  𝑎 + 𝑟1 + 2, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + 3, … , 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛
2
−1

 +
𝑛

2
 . 

 

Kasus 2 untuk busur 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 dengan nilai 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1 

Tanpa kehilangan keumuman asumsikan 𝑖 ganjil dan 𝑖 + 1 genap.  

𝑠2 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  
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=  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖

𝑝=1,𝑝  ganjil  

+ 1 +    𝑟𝑞−1 + 1 

𝑖+1

𝑞=2,𝑞  genap

  

= 𝑎 +   𝑟𝑚−1 + 1 

𝑖+1

𝑚=1

+ 1. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛 − 1, didapat himpunan bobot 

busur 

𝑆2 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖+1  𝑖 =
𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1, … , 𝑛  

=  𝑎 +   𝑟𝑚−1 + 1
𝑛

2
+1

𝑚=1  + 1, 𝑎 +   𝑟𝑚−1 + 1
𝑛

2
+2

𝑚=1  + 1, … , 𝑎 +

𝑚=1𝑛𝑟𝑚−1+1+1  

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟1 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
+ 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟1 + 1 +

…+𝑟𝑛2+1+1+1,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟1+1+…+𝑟𝑛−1+1+1  

=  𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 + 𝑖 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ +

𝑟𝑛2+1+𝑖+1+1,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑖+1+1   

=  𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

2
+ 2, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+1 +

𝑛

2
+

3,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑛+1 .  

 

Kasus 3 untuk busur 𝑣𝑛𝑣1 

𝑠3 = 𝑓 𝑣𝑛 + 𝑓 𝑣1  

=    𝑟𝑞−1 + 1 

𝑛

𝑞=2,𝑞  genap

 +  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

1

𝑝=1,𝑝  ganjil

  

= 𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

1

𝑝=1,𝑝 ganjil

+   𝑟𝑞−1 + 1 

𝑛

𝑞=2,𝑞  genap

. 
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Didapat himpunan bobot busur 

𝑆3 =  𝑓 𝑣𝑛 + 𝑓 𝑣1   

=  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

1

𝑝=1,𝑝  ganjil

+   𝑟𝑞−1 + 1 

𝑛

𝑞=2,𝑞  genap

  

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛−1 + 1   

=  𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟3 + ⋯ + 𝑟𝑛−1 +
𝑛

2
+ 1  

=  𝑎 +  𝑟1 + 𝑟3 + 𝑟5 + ⋯ + 𝑟𝑛−1 +
𝑛

2
+ 1 . 

 

Kasus 4 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan nilai 𝑖 = 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟1 

𝑠4 = 𝑓 𝑢1
𝑗
 + 𝑓 𝑣1  

= 𝑗 +  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

1

𝑝=1,𝑝 ganjil

  

= 𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

1

𝑝=1,𝑝 ganjil

+ 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟1 , didapat himpunan bobot 

busur  

𝑆4 =  𝑓 𝑢1
𝑗
 + 𝑓 𝑣1  𝑖 = 1; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟1  

=  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 1
𝑝=1,𝑝  ganjil + 1, … , 𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 1

𝑝=1,𝑝 ganjil + 𝑟1   

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 + 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 + 𝑟1  

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑟1 + 1 . 

 

Kasus 5 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣1 dengan nilai 𝑖 ganjil, 𝑖 = 3,5, … ,

𝑛

2
− 1 dan 𝑗 =

1,2, … , 𝑟1 
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𝑠5 = 𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  

=    𝑟𝑝−2 + 1 

𝑖

𝑝=3,𝑝  ganjil

+ 𝑗 +  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖

𝑝=1,𝑝  ganjil

  

= 𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖

𝑝=1,𝑝  ganjil

+   𝑟𝑝−2 + 1 

𝑖

𝑝=3,𝑝 ganjil

+ 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 3,5, … ,
𝑛

2
− 1  dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟1 akan didapat 

himpunan bobot busur  

𝑆5 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 = 3,5, … ,

𝑛

2
− 1; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖  

=  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 3
𝑝=1,𝑝  ganjil  +   𝑟𝑝−2 + 1 3

𝑝=3,𝑝  ganjil + 1, 𝑎 +

𝑝=1, 𝑝 ganjil 3𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 𝑝 ganjil3𝑟𝑝−2+1+2,…,𝑎+𝑝=1, 𝑝 ganjil 

3𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 𝑝 ganjil3𝑟𝑝−2+1+𝑟3,𝑎+𝑝=1, 𝑝 ganjil 5𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 

𝑝 ganjil5𝑟𝑝−2+1+1,𝑎+𝑝=1, 𝑝 ganjil 5𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 𝑝 

ganjil5𝑟𝑝−2+1+2,…,𝑎+𝑝=1, 𝑝 ganjil 5𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 𝑝 

ganjil5𝑟𝑝−2+1+𝑟5,…,𝑎+𝑝=1, 𝑝 ganjil 𝑛2−1𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 𝑝 

ganjil𝑛2−1𝑟𝑝−2+1+1,𝑎+𝑝=1, 𝑝 ganjil 𝑛2−1𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 𝑝 

ganjil𝑛2−1𝑟𝑝−2+1+2,…,𝑎+𝑝=1, 𝑝 ganjil 𝑛2−1𝑟𝑝−1+1+𝑝=3, 𝑝 

ganjil𝑛2−1𝑟𝑝−2+1+𝑟𝑛2−1   

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 +  𝑟1 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 +

 𝑟1 + 1 + 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 +  𝑟1 + 1 + 𝑟3, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +

 𝑟2 + 1 +  𝑟4 + 1 +  𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 +

 𝑟4 + 1 +  𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 +  𝑟4 + 1 +

 𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + 𝑟5, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
−2 + 1 +

 𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
−3 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟2 + 1 + ⋯ +

 𝑟𝑛

2
−2 + 1 +  𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
−3 + 1 + 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 1 +

 𝑟2 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
−2 + 1 +  𝑟1 + 1 +  𝑟3 + 1 + ⋯ +  𝑟𝑛

2
−3 + 1 +

𝑟𝑛

2
−1   

Pelabelan total ..., Arif Agung Riyadi, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



68 

 

 Universitas Indonesia 
 

=  𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑖 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑖 + 2, … , 𝑎 +

𝑟0+𝑟1+𝑟2+𝑖+𝑟3,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝑟4+𝑖+1,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝑟4+𝑖+

2,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝑟4+𝑖+𝑟5,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−3+𝑟𝑛2−2+𝑖

+1,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−3+𝑟𝑛2−2+𝑖+2,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−3

+𝑟𝑛2−2+𝑖+𝑟𝑛2−1  

=  𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + 4, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + 5, … , 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 3, 𝑎 +

𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝑟4+6,𝑎+𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝑟4+7,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝑟4+𝑟5+5,…,𝑎+

𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑛2,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑛2+1,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛

2−2+𝑟𝑛2−1+𝑛2−1.  

 

Kasus 6 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan nilai 𝑖 ganjil, 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 dan 

𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖 . 

𝑠6 = 𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  

=    𝑟𝑝−2 + 1 

𝑖

𝑝=3,𝑝 ganjil

+ 𝑗 +  𝑎 +   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖

𝑝=1,𝑝  ganjil

+ 1  

= 𝑎 +   𝑟𝑝−2 + 1 

𝑖

𝑝=3,𝑝 ganjil

+   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑖

𝑝=1,𝑝  ganjil

+ 1 + 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖  

didapatkan himpunan bobot busur 

𝑆6 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ganjil, 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, … , 𝑛 − 1; 𝑗 = 1,2, . . 𝑟𝑖  

 =  𝑎 +   𝑟𝑝−2 + 1 
𝑛

2
+1

𝑝=3,𝑝  ganjil
+   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑛

2
+1

𝑝=1,𝑝 ganjil
+ 1 + 1, 𝑎 +

  𝑟𝑝−2 + 1 
𝑛

2
+1

𝑝=3,𝑝  ganjil
+   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑛

2
+1

𝑝=1,𝑝 ganjil
+ 1 + 2, … , 𝑎 +

  𝑟𝑝−2 + 1 
𝑛

2
+1

𝑝=3,𝑝  ganjil
+   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑛

2
+1

𝑝=1,𝑝 ganjil
+ 1 + 𝑟𝑛

2
+1, 𝑎 +
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  𝑟𝑝−2 + 1 
𝑛

2
+3

𝑝=3,𝑝  ganjil
+   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑛

2
+3

𝑝=1,𝑝 ganjil
+ 1 + 1, 𝑎 +

  𝑟𝑝−2 + 1 
𝑛

2
+3

𝑝=3,𝑝  ganjil
+   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑛

2
+3

𝑝=1,𝑝 ganjil
+ 1 + 2, … , 𝑎 +

  𝑟𝑝−2 + 1 
𝑛

2
+3

𝑝=3,𝑝  ganjil
+   𝑟𝑝−1 + 1 

𝑛

2
+3

𝑝=1,𝑝 ganjil
+ 1 + 𝑟𝑛

2
+3, … , 𝑎 +

  𝑟𝑝−2 + 1 𝑛−1
𝑝=3,𝑝  ganjil +   𝑟𝑝−1 + 1 𝑛−1

𝑝=1,𝑝 ganjil + 1 + 1, 𝑎 +

  𝑟𝑝−2 + 1 𝑛−1
𝑝=3,𝑝  ganjil +   𝑟𝑝−1 + 1 𝑛−1

𝑝=1,𝑝 ganjil + 1 + 2, … , 𝑎 +

  𝑟𝑝−2 + 1 𝑛−1
𝑝=3,𝑝  ganjil +   𝑟𝑝−1 + 1 𝑛−1

𝑝=1,𝑝 ganjil + 1 + 𝑟𝑛−1    

=  𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−1 + 𝑟𝑛

2
 + 𝑖 + 2, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ +

𝑟𝑛2−1+𝑟𝑛2+𝑖+3,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−1+𝑟𝑛2+𝑖+1+𝑟𝑛2+1,𝑎+𝑟0

+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+1+𝑟𝑛2+2+𝑖+2,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+1+𝑟𝑛2+2+𝑖

+3,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+1+𝑟𝑛2+2+𝑖+1+𝑟𝑛2+3,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2

+…+𝑟𝑛−3+𝑟𝑛−2+𝑖+2,𝑎+𝑟0+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−3+𝑟𝑛−2+𝑖+3,…,𝑎+𝑟0+

𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−3+𝑟𝑛−2+𝑖+1+𝑟𝑛−1  

=  𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

2
+ 3, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

2
+ 4, … , 𝑎 +

𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+𝑟𝑛2+1+𝑛2+2,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+2+𝑛2+5,𝑎+𝑟1+𝑟2

+…+𝑟𝑛2+2+𝑛2+6,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+2+𝑟𝑛2+3+𝑛2+4,…,𝑎+𝑟1+𝑟

2+…+𝑟𝑛−2+𝑛+1,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑛+2,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−2+𝑟

𝑛−1+𝑛.  

 

Kasus 7 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan nilai 𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖 . 

𝑠7 = 𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  

=  𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+ 𝑗 +    𝑟𝑞−1 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap
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= 𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+   𝑟𝑞−1 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+ 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑖 = 2,4, … ,
𝑛

2
 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖 didapat himpunan 

bobot busur 

𝑆7 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖   𝑖 genap, 𝑖 = 2,4, … ,

𝑛

2
; 𝑗 = 1,2, . . , 𝑟𝑖  

=  𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 2
𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 2

𝑞=2,𝑞  genap + 1, 𝑎 +

𝑞=2, 𝑞 genap2𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap2𝑟𝑞−1+1+2,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap2𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap2𝑟𝑞−1+1+𝑟2,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap4𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap4𝑟𝑞−1+1+1,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap4𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap4𝑟𝑞−1+1+2,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap4𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap4𝑟𝑞−1+1+𝑟4,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap𝑛2𝑟𝑞−1+1+1,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap𝑛2𝑟𝑞−1+1+2,…,𝑎+𝑞=2, 𝑞 

genap𝑛2𝑟𝑞−2+1+𝑞=2, 𝑞 genap𝑛2𝑟𝑞−1+1+𝑟𝑛2  

=  𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟1 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 1 +  𝑟1 + 1 + 2, … , 𝑎 +

𝑟0+1+𝑟1+1+𝑟2,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+𝑟1+1+𝑟3+1+1,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+𝑟1

+1+𝑟3+1+2,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+𝑟1+1+𝑟3+1+𝑟4,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+

…+𝑟𝑛2−2+1+𝑟1+1+𝑟3+1+…+𝑟𝑛2−1+1+1,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+…+𝑟𝑛2

−2+1+𝑟1+1+𝑟3+1+…+𝑟𝑛2−1+1+2,…,𝑎+𝑟0+1+𝑟2+1+…+𝑟𝑛2−2+

1+𝑟1+1+𝑟3+1+…+𝑟𝑛2−1+1+𝑟𝑛2  

=  𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 2 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 2 + 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 2 +

𝑟2, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 4 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 4 + 2, … , 𝑎 +

 𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 4 + 𝑟4, … , 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−2 + 𝑟𝑛

2
−1 + 𝑖 +

Pelabelan total ..., Arif Agung Riyadi, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



71 

 

 Universitas Indonesia 
 

1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−2 + 𝑟𝑛

2
−1 + 𝑖 + 2, … , 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−2 +

𝑟𝑛

2
−1 + 𝑖 + 𝑟𝑛

2
   

=  𝑎 + 𝑟1 + 3, 𝑎 + 𝑟1 + 4, … , 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + 2, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 5, 𝑎 +

𝑟1+𝑟2+𝑟3+6,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝑟4+4,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑟𝑛2−1

+𝑛2+1,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑟𝑛2−1+𝑛2+2,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+

𝑟𝑛2−1+𝑟𝑛2+𝑛2.  

 

Kasus 8 untuk busur 𝑢𝑖
𝑗
𝑣𝑖  dengan nilai 𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 dan 

𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖 . 

𝑠8 = 𝑓 𝑢𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  

=  𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+ 1 + 𝑗 +    𝑟𝑞−1 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

  

= 𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+   𝑟𝑞−1 + 1 

𝑖

𝑞=2,𝑞  genap

+ 1 + 𝑗. 

Dengan mensubstitusikan nilai  𝑖 =
𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑖  didapat 

himpunan bobot busur 

𝑆8 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 genap, 𝑖 =

𝑛

2
+ 2,

𝑛

2
+ 4, … , 𝑛; 𝑗 = 1,2, . . , 𝑟𝑖  

 =  𝑎 +   𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 1, 𝑎 +

  𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 2, … , 𝑎 +

  𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 
𝑛

2
+2

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 𝑟𝑛

2
+2, 𝑎 +

  𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+4

𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 
𝑛

2
+4

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 1, 𝑎 +

  𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+4

𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 
𝑛

2
+4

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 2, … , 𝑎 +

  𝑟𝑞−2 + 1 
𝑛

2
+4

𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 
𝑛

2
+4

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 𝑟𝑛

2
+4, … , 𝑎 +
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  𝑟𝑞−2 + 1 𝑛
𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 𝑛

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 1, 𝑎 +

  𝑟𝑞−2 + 1 𝑛
𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 𝑛

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 2, … , 𝑎 +

  𝑟𝑞−2 + 1 𝑛
𝑞=2,𝑞  genap +   𝑟𝑞−1 + 1 𝑛

𝑞=2,𝑞  genap + 1 + 𝑟𝑛   

=  𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+ 𝑟𝑛

2
+1 + 𝑖 + 1 + 1, 𝑎 +  𝑟0 + 𝑟1 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+

𝑟𝑛2+1+𝑖+1+2,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+…+𝑟𝑛2+𝑟𝑛2+1+𝑖+1+𝑟𝑛2+2,𝑎+𝑟0+𝑟1+

…+𝑟𝑛2+2+𝑟𝑛2+3+𝑖+1+1,𝑎+𝑟0+𝑟1+…+𝑟𝑛2+2+𝑟𝑛2+3+𝑖+1+2,…,𝑎

+𝑟0+𝑟1+…+𝑟𝑛2+2+𝑟𝑛2+3+𝑖+1+𝑟𝑛2+4,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+…+𝑟𝑛−2+𝑟𝑛−

1+𝑖+1+1,𝑎+𝑟0+𝑟1+…+𝑟𝑛−2+𝑟𝑛−1+𝑖+1+2,…,𝑎+𝑟0+𝑟1+…+𝑟𝑛−2+

𝑟𝑛−1+𝑖+1+𝑟𝑛  

=  𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+1 +

𝑛

2
+ 2 + 2, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+1 +

𝑛

2
+

2+3,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+1+𝑛2+2+1+𝑟𝑛2+2,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+3+

𝑛2+4+2,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+3+𝑛2+4+3,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+3+𝑛2+

4+1+𝑟𝑛2+4,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑛−1+2,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑛−

1+3,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑛+1+𝑟𝑛  

=  𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+1 +

𝑛

2
+ 4, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+1 +

𝑛

2
+

5,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+1+𝑟𝑛2+2+𝑛2+3,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+3+𝑛2+6,

𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+3+𝑛2+7,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+3+𝑟𝑛2+4+𝑛2+5,…

,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑛+1,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑛+2,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+

𝑟𝑛−1+𝑟𝑛+𝑛+1.  

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bobot busur 𝑆 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 𝐸  dari graf 

korona membentuk himpunan bilangan bulat positif berurutan. 

𝑆 = 𝑆1⋃𝑆2⋃𝑆3⋃𝑆4⋃𝑆5⋃𝑆6⋃𝑆7⋃𝑆8 
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=  𝑎 + 𝑟1 + 2, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + 3, … , 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
−1 +

𝑛

2
 ∪

 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
 +

𝑛

2
+ 2, 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛

2
+1 +

𝑛

2
+ 3, … , 𝑎 +

𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑛+1∪𝑎+𝑟1+𝑟3+…+𝑟𝑛−1+𝑛2+1∪{𝑎+2,𝑎+3,…,𝑎+𝑟1

+1}∪𝑎+𝑟1+𝑟2+4,𝑎+𝑟1+𝑟2+5,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑟𝑛2−1+𝑛2−1

∪𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+𝑛2+3,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+𝑛2+4,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟

𝑛−2+𝑟𝑛−1+𝑛∪𝑎+𝑟1+3,𝑎+𝑟1+4,,…,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2−2+𝑟𝑛2−1+𝑟𝑛2

+𝑛2⋃𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+1+𝑛2+4,𝑎+𝑟1+𝑟2+…+𝑟𝑛2+1+𝑛2+5,…,𝑎+𝑟

1+𝑟2+…+𝑟𝑛−1+𝑟𝑛+𝑛+1  

= {𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛 + 𝑛 + 1} 

=  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +   𝑟𝑚

𝑛

𝑚=1

 + 𝑛 + 1 . 

Karena himpunan bobot busur 𝑆 = {𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 , 𝑥𝑦 ∈ 𝐸} merupakan himpunan 

bilangan bulat positif berurutan  𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 +   𝑟𝑚
𝑛
𝑚=1  + 𝑛 + 1 , maka 

dengan menggunakan Lemma 3.2 terbukti bahwa graf hairycycle 𝐻𝐶(𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 =

1,2, … , 𝑟𝑖) dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA 𝑏 −busur-berurutan dengan nilai 

𝑏 =   𝑟𝑝
𝑛−1
𝑝=1,𝑝 ganjil  +

𝑛

2
.■ 

Menurut Lemma 3.2, nilai konstanta ajaib adalah 

𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑠, dimana 𝑠 = min 𝑆 = 𝑎 + 2 

𝑘 =   𝑟𝑝

𝑛−1

𝑝=1,𝑝  ganjil

 +
𝑛

2
+ 𝑛 +   𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 + 𝑎 + 2 

=
3𝑛

2
+   𝑟𝑝

𝑛−1

𝑝=1,𝑝 ganjil

 +   𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 + 𝑎 + 2. 

Dengan mensubstitusikan nilai  
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𝑎 =
3𝑛

2
+   𝑟𝑝

𝑛−1

𝑝=1,𝑝 ganjil

 +   ri

𝑛

𝑖=1

 . 

maka, 

𝑘 =
3𝑛

2
+   𝑟𝑝

𝑛−1

𝑝=1,𝑝 ganjil

 +   𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 +
3𝑛

2
+   𝑟𝑝

𝑛−1

𝑝=1,𝑝  ganjil

 +   𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 + 2 

= 3𝑛 + 2    𝑟𝑝

𝑛−1

𝑝=1,𝑝  ganjil

 +   𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

  + 2. 

 Pada Gambar 3.11 diberikan contoh PTBA    𝑟𝑝
𝑛−1
𝑝=1,𝑝 ganjil  +

𝑛2−busur-berurutan pada graf hairycycle 𝐻𝐶(4;2,3,3,2) dan 𝐻𝐶(4𝑘2,5,5,2). 
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Gambar 3. 11 (a) PTBA 7 −busur-berurutan pada 𝐻𝐶(4; 2,3,3,2) dengan 

𝑘 = 44 dan (b) PTBA 9 −busur-berurutan pada 𝐻𝐶(4; 2,5,5,2) dengan 𝑘 = 56. 

Berdasarkan Teorema 2.3 didapatkan pelabelan dual dari PTBA 𝑏 −busur-

berurutan pada graf hairycycle yang diberikan pada Akibat 3.4. 
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Akibat 3.3 Setiap graf hairycycle 𝐻𝐶(𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑟𝑖) dan 𝑟𝑖 = 𝑟𝑛−𝑖+1dengan 

𝑛 ≡ 0 mod 4 memiliki PTBA    𝑟𝑞
𝑛
𝑞=2,𝑞  genap  +

𝑛

2
+ 1 −busur-berurutan 

dengan menambahkan 1 simpul terisolasi. 

 Pada Gambar 3.12 diberikan contoh PTBA    𝑟𝑞
𝑛
𝑞=2,𝑞  genap  +

𝑛

2
+

1−busur-berurutan pada graf hairycycle 𝐻𝐶(4;2,3,3,2) dan 𝐻𝐶(4;2,5,5,2). 
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Gambar 3. 12 (a) PTBA 8 −busur-berurutan pada 𝐻𝐶(4; 2,3,3,2)  dengan 

𝑘 = 46  dan (b) PTBA 10 −busur-berurutan pada 𝐻𝐶(4; 2,3,3,2) dengan 

𝑘 = 58. 

 Dengan menggunakan definisi pelabelan pada graf hairycycle, bisa didapat 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf korona sesuai dengan Teorema 3.3 dengan 

nilai 𝑟𝑖 = 𝑟. Pada bab 3 ini telah dibuktikan bahwa graf terhubung yang bukan 

pohon pada graf unicycle memiliki PTBA 𝑏 −busur-berurutan. Pada bab 

selanjutnya akan diberikan kesimpulan dari hasil-hasil yang telah diperoleh.
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BAB 4 

KESIMPULAN 

 

 Dalam skripsi ini telah diberikan konstruksi PTBA 𝑏 −busur-berurutan 

pada kelas graf unicycle, yaitu graf lingkaran, graf matahari, graf korona, dan graf 

hairycycle. Untuk melabel graf unicycle dengan pelabelan total busur ajaib 

𝑏 −busur-berurutan (PTBA 𝑏 −busur-berurutan), maka perlu ditambahkan satu 

simpul terisolasi, sedemikian sehingga banyak simpul terisolasi yang ditambahkan 

menjadi optimal, yaitu memenuhi 𝑒 = 𝑣 − 1. Pada hasil-hasil dalam Tabel 4.1 

diberikan pelabelan total busur-ajaib 𝑏 −busur-berurutan dengan 𝑛 ≡ 0 mod 4. 

Tabel 4. 1. Pelabelan Total Busur-Ajaib 𝒃-Busur-Berurutan  

Graf Pelabelan Hasil 

Lingkaran  𝐶𝑛  

PTBA 
𝑛

2
−busur-berurutan 

Teorema 

3.1 

PTBA  
𝑛

2
+ 1 −busur-berurutan 

Akibat 

3.1 

Matahari 

 𝐶𝑛⨀𝐾1
     

PTBA 𝑛 −busur-berurutan 
Teorema 

3.2 

PTBA (𝑛 + 1) −busur-berurutan 
Akibat 

3.2 

Korona  𝐶𝑛⨀𝐾𝑟
      

PTBA  
𝑛

2
 𝑟 + 1  −busur-berurutan 

Teorema 

3.3 

PTBA  
𝑛

2
  𝑟 + 1 + 1 −busur-berurutan 

Akibat 

3.3 

Hairycycle 

 𝐻𝐶 𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 =

1,2,…,𝑟𝑖 dengan 

𝑟𝑖 = 𝑟𝑛−𝑖+1 

PTBA   𝑟𝑝
𝑛−1
𝑝=1,𝑝  ganjil +

𝑛

2
 −busur-berurutan 

Teorema 

3.4 

PTBA   𝑟𝑞
𝑛
𝑞=1,𝑞  genap +

𝑛

2
+ 1 −busur-

berurutan 

Akibat 

3.4 
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Pada hasil PTBA 𝑏 −busur-berurutan di tabel 4.1, didapatkan bahwa 

dengan menggunakan definisi pelabelan simpul pada graf korona, dapat diperoleh 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf matahari dengan syarat 𝑟 = 1 dan dengan 

menggunakan definisi pelabelan simpul pada graf hairycycle, dapat diperoleh 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan pada graf korona dengan syarat 𝑟 konstan. 

 Penelitian lebih lanjut mengenai konstruksi PTBA 𝑏 −busur-berurutan 

pada graf lingkaran, graf matahari, graf korona, dan graf hairycycle yang belum 

ditemukan diberikan dalam masalah terbuka berikut. 

Masalah terbuka 1. Apakah graf lingkaran 𝐶𝑛  dengan  𝑛 ≥ 3 memiliki PTBA 

𝑏 −busur-berurutan untuk setiap nilai 𝑛. 

Masalah terbuka 2. Apakah graf matahari 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1
    dengan  𝑛 ≥ 3 memiliki 

PTBA 𝑏 −busur-berurutan untuk setiap nilai 𝑛. 

Masalah terbuka 3. Apakah graf korona 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾𝑟
    dengan 𝑛 ≥ 3 memiliki PTBA 

𝑏 −busur-berurutan untuk setiap nilai 𝑛. 

Masalah terbuka 4. Apakah graf hairycycle 𝐻𝐶(𝑛; 𝑟𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛) dengan 

𝑛 ≥ 3 memiliki PTBA 𝑏 −busur-berurutan untuk setiap nilai 𝑛.
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