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ABSTRAK
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Judul : Konstruksi Persegi-panjang-ajaib

Misalkan terdapat suatu matriks H berukuran m x n. Maka matriks H dikatakan
sebagai persegi-panjang-ajaib jika nilai penjumlahan dari setiap elemen yang
berada pada kolom yang sama adalah k dan nilai penjumlahan dari setiap elemen
yang berada pada baris yang sama ialah [, dengan entri-entri dari matriks H ialah
himpunan bilangan berurut {1,2,...,mn}. Dalam skripsi ini diberikan metode
untuk mengkonstruksi persegi-panjang-ajaib untuk m = 3, n ganjil menggunakan
metode blok-pembangun dan metode permutasi-himpunan, dan m,n genap

menggunakan aturan Kronecker.

Kata Kunci  : Persegi-panjang-ajaib, konstruksi persegi-panjang-ajaib, blok-

pembangun, permutasi-himpunan, aturan Kronecker.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Sejak jaman dahulu kala, konfigurasi-ajaib dari bilangan bulat telah
menarik perhatian para ahli matematika. Konfigurasi-ajaib meliputi persegi-ajaib,
persegi-panjang-ajaib, kubus-ajaib, dan lain sebagainya. Namun, yang paling
diketahui dan paling menarik dari konfigurasi-ajaib ialah persegi-ajaib.

Sejarah mencatat bahwa persegi-ajaib pertama kali ditemukan pada tahun
2800 SM. Mitologi Cina mengatakan bahwa kaisar Yu menemukan seekor kura-
kura dengan pola pada tempurung kura-kura tersebut saat sedang berjalan
sepanjang sungai kuning (Yellow River). Kaisar Yu menamai diagram unik ini
sebagai Loh-Shu,sedangkan kura-kura tersebut diberi nama kura-kura Loh-Shu
(Anderson,2001).

Gambar 1.1 Kura-kura Loh-Shu

Persegi-ajaib pertama kali tercatat pada Gulungan Surat dari Sungai Loh
(Scroll of the River Loh) oleh Fuh-Hi (Farrar, 1997 & Grogono, 2004). Gulungan
surat tersebut ialah suatu persegi-ajaib berukuran 3x3 yang berisikan simbol,
bukan bilangan (lihat gambar 1.2). Setiap jumlah dari titik pada setiap simbol
merepresentasikan suatu ketentuan (lihat gambar 1.2). Bilangan genap
direpresentasikan sebagai asas-asas wanita (Yin) dan bilangan ganjil sebagai asas-

asas pria (Yang). Bilangan 5, yang terletak ditengah, merupakan Bumi, yang

1 Universitas Indonesia
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dikelilingi 4 elemen lain: besi (4 dan 9), api (2 dan 7), air (1 dan 6), dan kayu (3
dan 8) (Gardner, 1988).

<> -

E 4192

‘*%*’ 3|5
'C:} 4 ‘Q,) g |1

(@) (b)
Gambar 1.2 (a) Bentuk pola pada tempurung kura-kura Loh-Shu,

dan (b) representasi bilangan pada Loh-Shu.

Selain itu, terdapat pula penulisan Yunani yang berelasi dengan persegi-
ajaib yang berasal dari tahun 1300 (Farrar, 1997). Diperkirakan pula, Cina
memperkenalkan persegi-ajaib kedalam kebudayaan India, sehingga persegi-ajaib
berukuran 4x4 dapat ditemukan di India (Swaney, 2000). Di India, persegi-ajaib
tidak hanya digunakan pada konteks matematika tradisional, tetapi juga pada
aplikasi lain seperti pada campuran untuk membuat parfum dan juga pada bidang
kedokteran, dengan persegi-ajaib berukuran 3 x 3 muncul sebagai suatu alat

untuk mengurangi tingkat kelahiran (Anderson, 2001).

Ahli matematika dari Arab telah sadar akan keberadaan dari persegi-ajaib
sejak abad ke-4 SM. Seringkali para ahli matematika tersebut menghubungkan
persegi-ajaib dalam ilmu perbintangan dan beragam prediksi. Persegi-ajaib yang
ditemukan oleh ahli matematika tersebut ialah persegi-ajaib dengan ukuran yang
lebih besar dan para ahli matematika tersebut menyusun suatu daftar dari persegi-
ajaib sampai berukuran 9 x 9 (Ballew, 2006). Pada tahun 1300-an, seorang
Byzantin,Manual Moschopoulos, menulis suatu buku yang berdasarkan pada
pencarian oleh Al-Buni,seorang matematikawan Arab, tentang persegi-ajaib.
Moschopoulos juga merupakan ahli matematika yang memperkenalkan persegi-

ajaib ke Eropa, dimana persegi-ajaib tersebut dihubungkan dengan divinasi,

Universitas Indonesia

Konstruksi persegi ..., Billy Biondi, FMIPA Ul, 2011



alkimis, dan astrologi. Sejak saat itu, persegi-ajaib telah memiliki hubungan antara
planet-planet dan matahari, seni, dan agama. Pada masa lampau, persegi-ajaib
merupakan hal yang penting pada kebudayaan Afrika. Persegi-ajaib tersebut
memegang peranan penting pada agama di Afrika dan seringkali digoreskan pada
topeng-topeng, pakaian-pakaian, dan artefak keagamaan dan juga memiliki
pengaruh pada bentuk rumah dan bangunan (Anderson, 2001).

Persegi-ajaib berukuran n X n ialah suatu persegi berukuran n x nyang
entrinya ialah susunan dari {1,2,3, ..., n?}, dimana setiap bilangan muncul sekali,
dengan penjumlahan elemen dari setiap baris dan penjumlahan elemen dari setiap

kolom akan memiliki nilai yang sama (Wallis,1999).

Para ahli matematika juga telah membuat berbagai pengembangan dari
persegi-ajaib, antara lain lingkaran-ajaib yang ditemukan oleh Yang Hui pada
tahun 1275, segitiga-ajaib dan persegi-enam-ajaib yang ditemukan oleh Frenicle
pada tahun 1640, kubus-ajaib yang ditemukan oleh Fermat pada tahun 1640,
persegi-pan-ajaib yang ditemukan oleh Henry Dudeley pada tahun 1917, persegi-
alfa-ajaib oleh Sallows pada tahun 1986, dan juga persegi-panjang-ajaib yang
ditemukan oleh TR. Hagedorn pada tahun 1999 (Magic Rectangle s Revisited,
1999, halaman 65-72).

Suatu persegi-panjang-ajaib berukuran m X n didefinisikan sebagai
persegi panjang dengan jumlah baris yaitu m dan jumlah kolom yaitu n, dimana
penjumlahan elemen dari setiap baris akan memiliki nilai yang sama (misalkan k),
dan penjumlahan elemen dari setiap kolom akan memiliki nilai yang sama
(misalkan 1) (Wallis,1999). Suatu persegi-panjang-ajaib dikatakan normal jika
persegi-panjang tersebut terdiri dari bilangan yang berurutan, yaitu {1, 2, ..., mn},
dan disebut tidak-normal jika bilangan tersebut tidak berurutan (sumber:

http://homepage2.nifty.com/googol/magcube/en/rectangles.htm).

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup

Perumusan masalah dari skripsi ini adalah bagaimana konstruksi
pembentukan dari persegi-panjang-ajaib.
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Ruang lingkup dari masalah yang dibahas pada skripsi ini adalah persegi-

panjang ajaib yang bersifat normal.

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan perumusan masalah, penulisan skripsi ini bertujuan untuk

mengkaji beberapa konstruksi dari persegi-panjang-ajaib.

1.4 Metode Penulisan yang digunakan

Metode yang digunakan dalam penulisan ini adalah studi literatur.

15 Sistematika Penulisan

Skripsi ini terbagi menjadi empat bab. Pada Bab 2 diberikan teori dasar
persegi-panjang-ajaib dan penjelasan tentang aturan-aturan dasar yang
mendukung konstruksi persegi-panjang-ajaib. Pada Bab 3 diberikan konstruksi
persegi-panjang-ajaib. Bab 4 merupakan kesimpulan yang memberikan jawaban

dari pencapaian tujuan penelitian.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini, diberikan landasan teori yang akan digunakan untuk
pembahasan dalam skripsi, yaitu mengenai teori pada persegi-panjang-ajaib,

permutasihimpunan, dan aturan Kronecker.

2.1  Persegi-ajaib

Persegi-ajaib merupakan suatu konfigurasi-ajaib yang paling terkenal pada
bidang matematika. Suatu persegi-ajaib dengan sisi n ialah suatu array berukuran
n X n yang entri-entri dari array tersebut merupakan suatu susunan dari bilangan
bulat {1,2, ..., n?}, dimana setiap elemen pada setiap baris, setiap kolom maupun
diagonal-utama dan diagonal lainnya akan memiliki nilai penjumlahan yang sama
(Wallis, 2001). Gambar 2.1 memberikan contoh dari persegi-ajaib berukuran
4 x4,

1 15 8 10
172 6L “137_3
14 4 11 5

A “2* 16

Gambar 2.1 Contoh dari persegi-ajaib berukuran 4 x 4

Pada Gambar 2.1, terlihat bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen
yang berada pada kolom yang sama maupun baris yang sama adalah 34. Terlihat
pula bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen yang berada pada diagonal-

utama maupun diagonal lainnya juga akan berjumlah 34.

Dengan menggunakan ide yang serupa, persegi-ajaib dapat dikembangkan

menjadi konfigurasi yang lain, seperti persegi-panjang-ajaib dan sebagainya.

Universitas Indonesia

Konstruksi persegi ..., Billy Biondi, FMIPA Ul, 2011



2.2 Permutasi-Himpunan

Dalam kombinatorial, suatu permutasi dari suatu himpunan S dengan n
elemen ialah suatu daftar dari elemen dari himpunan S berdasarkan suatu urutan,
dimana setiap elemen muncul tepat satu kali. Hal ini bisa didefinisikan secara
formal sebagai pemetaan bijeksi dari himpunan {1,2, ..., n} ke himpunan S. Lebih
lanjut, karena komposisi dari 2 fungsi bijektif akan selalu memberikan fungsi
bijektif, maka produk dari dua permutasi tersebut juga merupakan suatu
permutasi. Selain itu, karena komposisi fungsi bersifat asosiatif, maka operasi
produk pada permutasi juga bersifat asosiatif. Karena pemetaan bijektif memiliki

invers, begitu pula dengan permutasi.

Pada notasi matriks, invers dapat diperoleh dengan menukar 2 baris, dan
kemudian mengurutkan kolom — kolom yang ada. Permutasi dapat ditulis dalam

notasi matriks.Gambar 2.2 memberikan contoh notasi matriks
W2 W8 45
2RSS 1

Gambar 2.2 Contoh penulisan permutasi dalam matriks

Gambar 2.3 memberi contoh untuk invers permutasi pada Gambar 2.2
2 H4 oW SN2 s
=
N S 4 4P B TS 2

Gambar 2.3 Contoh invers permutasi

2.3  Aturan Kronecker pada Matriks

Dalam matematika, produk Kronecker, yang dinotasikan dengan ®, ialah
suatu operasi pada dua matriks dengan ukuran yang belum tentu sama, yang

menghasilkan suatu matriks baru.

Misalkan terdapat suatu matriks A berukuran i x j dan matriks B
berukuran k x m, yaitu
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maka produk Kronecker dari A ® B ialah matriks berukuran (i *x k) X (j * m),

yaitu

A®B=

4

by,

by, by,
N
bk,m bk,l
by , by,
a. |t
bk,m bk,l

by,
bk

,m

by,

bk,m
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BAB 3

KONSTRUKSI PERSEGI-PANJANG-AJAIB

Pada bab ini, akan diberikan konstruksi persegi-panjang-ajaib berukuran

m X n, dengan dua kasus, yaitu untuk m = 3 dengan n ganjil, dan m, n genap.

3.1. Persegi-panjang-ajaib Berukuran m X n dengan m = 3 dan n Bilangan

Ganijil

Pada bagian ini, konstruksi persegi-panjang-ajaib untuk m dan n ganjil akan
dibatasi hanya untuk m = 3 dengan n > 3. Ada dua jenis konstruksi yang akan
dibahas, yaitu dengan menggunakan metode blok-pembangun dan metode

pemutasi-himpunan.
3.1.1 Metode blok-pembangun
Pandang suatu persegi-panjang-ajaibA berukuran 3 X n, n ganjil.
Teorema 3.1 (Wallis, 2001)
Terdapat suatu persegi-panjang-ajaib 3 X n dimana n ganjil.
Bukti

Misalkan C(i) dan D (j) ialah blok-pembangun berupa matriks berukuran
3 X 2, yaitu

i+1 n+1-i

C(i)=(cy)) = %(3n+1)+i %(3n+1)—i dan

3n-2i 2n+2i
3n-2]j 2n+2j
i : 1 .1 .
D(J):(dij)(J): E(3n+1)+j E(3n+1)—1
j+1 n+l—j
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Pembuktian dari teorema ini akan dibagi menjadi 2 kasus, yaitu untuk
n = 1(mod 4) dan n = 3(mod 4).

Secara garis besar, ide dari pembuktian teorema ini ialah dengan
mendefinisikan suatu matriks berukuran 3 x 3 sebagai blok-pembangun untuk
kasus pertama, dan berukuran 3 x 2 sebagai blok-pembangun untuk kasus kedua.
Kemudian, dengan aturan tertentu, blok-pembangun tersebut akan digabungkan
dengan blok-pembangun € (i) dan D(j). Setelah itu, akan dilihat bahwa
penggabungan tersebut menghasilkan suatu persegi-panjang yang memiliki sifat
bahwa dimana setiap elemen yang terdapat pada persegi-panjang tersebut berbeda
satu sama lain, bilangan pada {1,2, ...,3n} muncul tepat satu kali, dan
penjumlahan dari setiap elemen pada baris maupun kolom yang sama akan
memberikan nilai yang sama, sehingga dapat disimpulkan bahwa persegi-panjang

tersebut ialah persegi-panjang-ajaib.

Pertama, akan diberikan formula pembentukan persegi-panjang-ajaib

untuk kasus | yaitu n = 1(mod 4).

Misalkan B, ;4 adalah blok-pembangun berupa matriks berukuran 3 x 3,

yaitu
1 2n E(n+3)
2
B e %(n+1) n+1
%(3n +1)  2n+1  3n-1

Maka persegi-panjang A berukuran 3 x n diperoleh dengan

menggabungkan i(n — 5) buah blok-pembangun C(i) dengan 1 < i < i(n -5)
dan i(n — 1) buah blok-pembangun D(j) dengan %(n -1)<j< %(n —3),

yaitu

A:(Bodd LC() b C(%(n_S)j : D(%(n—l)) P D(%(n—3)D
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Selanjutnya, akan diberikan formula pembentukan persegi-panjang-ajaib

untuk kasus Il, yaitu n = 3(mod 4).

Pada kasus 11, dibutuhkan suatu nilai h € W sedemikian sehingga nilai

darin — 3hialah 1,0, atau —1.

Definisikan matriks 3 x 2 sebagai blok-pembangun bernama B,,,.,, dan

D(1), yaitu

1 %(n+3) 3n-2 2n+2
B. n+1l | danD(1)= %(3n+1)+1 %(3n+1)—1
%(3n+1) 3n-1 2 n

Kemudian bentuk suatu matriks F yang dipilih berdasarkan nilai dari

n — 3h.

Untuk n — 3h = 1, misalkan
h+1 2n+1 2n+2h
- %(3n+1)+h %(n+1) %(n+1)+h
3n—2h 2n n+1l-h

Untuk n — 3h = 0, misalkan

h+1 2n 2n+2h

F=[Xan+n)+h Z(n+1) I(n+1)+h
2 2 2

3n—2h 2n+1 n+1-h

Untuk n — 3h = —1, misalkan

3n-2h 2n+1 n+1-h
F=[Xantn)+n T(ner) I(ns1)en

2 2 2
h+1 2n 2n+2h
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Maka persegi-panjang A diperoleh dengan menggabungkan B,,.,, F, dan
D(1) dengan i(n — 7) buah blok-pembangun C (i) dimana 2 < i < %(n — 3) dan
i(n — 7) buah blok-pembangun D(j) dengan %(n +1)<j< %(n —3),j # h,

yaitu
A:(an L F i D@ o C(2) o C(%(nf?;)j : D(%(rhtl)j S D(%(nf\%)jj

Selanjutnya, akan ditunjukan bahwa persegi-panjang yang dibentuk pada
kasus | dan kasus Il merupakan persegi-panjang-ajaib.

Pada pembentukan persegi-panjang-ajaib tersebut, dibutuhkan 3 jenis
blok-pembangun untuk n = 1(mod 4) dan 4 jenis blok-pembangun untuk
n = 3(mod 4). Dengan demikian, pembuktian akan dilakukan dengan cara
menunjukkan bahwa penggabungan dari blok-pembangun tersebut akan

membentuk persegi-panjang-ajaib.
Kasus I. Untuk n = 1(mod 4).

Pembuktian pada kasus | dibagi menjadi 4 bagian, yaitu pembuktian
bahwa setiap elemen yang terdapat pada blok-pembangun B, 4, C (i) dan D(j)
saling berbeda satu sama lain, bilangan {1, 2, ..., 3n} muncul tepat satu sekali,
nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama ialah k, dan nilai

penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama ialah 1.
Kasus |.a.

Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen yang terdapat pada blok-

pembangun B, 44, C (i) dan D(j) saling berbeda satu sama lain.
Perhatikan blok-pembangun C (i), dengan 1 < i < %(n —5).

i+1 n+1-—i
C(i):(cij)(i): %(3n+1)+i %(3n+1)—i
3n-2i 2N+ 2i
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Sekarang, perhatikan blok-pembangun D(j), dengan i(n -1 <j<

%(n—S).
3n-2j 2n+2j
. . 1 .1 .
D(j)=(dij)(l): §(3n+1)+1 §(3n+1)—1
j+1 n+1l-j

Terakhir, perhatikan blok-pembangun B, 44

1 2n l(n+3)
2
By, = (W 3 %(n+1) n+1
%(Bn +1) 20T 3n-1

Dengan mengurutkan elemen yang terbentuk pada pemaparan di atas,
diperoleh

{(Bodd)l,l} = {1}
{cm(i)u At ...%(n _ 5)} 3 {2,3, ...%(n - 1)}

(G- <j<3m=-3)}=E@+3) 0 +7),.. (-
1}

{(Boaa)22} = {% (n+ 1)}

(Boaadis} =5+ 3)]

{d:(D2-D<j<im-3)}={m+5)3m+

7,3 B+ 5)}
{clz(i)h' —1,.. l(n—s)}= {1(3n+9) lant13),. n}
’ T4 4 "4 T
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{(Boaa)z3} = {n+ 1}
{d“(j)|l(n—1)<j<l(n—3)}={n+2n+3 l(5n+3)}
ey’ T2 ' 4
{@li=1..;(-9}={Gn+7),2(6n+11),..,5Gn -
1)}
1
((Boaa)s 1} = {5 3+ D]
{a@li=1,.. ;-5 =£Gn+3),5@n+5),..2(7n-3)}

{dz,l(j)&(n ) G < %(n — 3)} = {i(7n + 1)%(7n +

5), )21 — 1}
{(Boaa)1,2} = {2n}
{(Bodd)3,2} = {2n + 1}

{cg,z(i)u =1 % i 5)} X {Zn R, ...,%(Sn E 5)}

{dl,l(i)&(n— 1) <j<s(n- 3)} = {2n+ 32n+5,...,2(5n -
3),=(5n + 1)}
{cs,l(i)u =1,..,;(n— 5)} = {% (5n+5),5(5n+9), ..., 3n
4,3n — 2}
(D= <j <=3} ={;Gn-1),;6n+

3),..,3n — 3}

{(Boaa)s3} = {3n— 1}

{(Boaa)21} = {3n}
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Maka, untuk p = 1,2,3;p"' = 1,2,3;p"" =1,23; q = 1,2;q' = 1,2;q" =

1,2;,1<i< %(n — 5)dani(n -1<j< %(n— 3); diperoleh

Cp,q(i) n (Bodd)p',q' n Dp”,q”(i) =0

Dengan demikian, terbukti bahwa setiap elemen yang terdapat pada blok-

pembangun C (i), B,qq, dan D(j) saling berbeda satu sama lain.
Kasus I.b.

Akan ditunjukkan bahwa bilangan pada {1,2, ..., 3n} muncul tepat satu

sekali.

Berdasarkan pemaparan pada Kasus l.a, terlihat bahwa

untuk p,p’,p",q,q’',q", i, dan j yang bersesuaian, diperoleh
Cp,q () u (Bodd)p',q' U Dpn’qn () =1{1,2,..,3n}.
Kasus I.c.

Akan ditunjukkan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom
yang sama untuk blok-pembangun B, 44, C (i), maupun D (j) akan memiliki nilai

yang sama Yaitu k.

Untuk pembuktian berdasarkan kolom—kolom dari persegi-panjang yang
telah dipaparkan sebelumnya, maka agar persegi-panjang tersebut memiliki sifat
persegi-panjang-ajaib, nilai penjumlahan dari setiap elemen yang berada pada

kolom yang sama harus berjumlah
3
3 .
i=1
Karena setiap kolom dari B, 44, C (i), dan D(j) tidak saling bergantung,
maka dapat dibuktikan secara terpisah bahwa nilai penjumlahan dari setiap
elemen pada kolom yang sama ialah k.
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Berikut ini akan diberikan tabel 3.1 yang merepresentasikan penjumlahan
setiap elemen yang berada pada kolom yang sama, baik pada blok-pembangun
Boaa, C (i), dan D(j).

Tabel 3.1

Nilai penjumlahan dari setiap kolom yang terdapat pada blok-
pembangunB, 4, C (i), dan D (j)

Blok- kolom Formula .
Nilai
pembangun ke-
1 3
il 1+3n+5(3n+1) §(3n+1)=k
1 3
Fo 2 2n+5(n+1)+2n+1 §(3n+1)=k
1 3
3 sM+3)+n+1+3n-1 §(3n+1)=k
. 1 ,
A 12j|-1+(5(3n+1)+l)+3n— %(3n+1)=k
‘o L1 i+ (2@Bn+1)—i 3
) 121n++2il+(5(n+ ) l)+ §(3n+1)=k
1
Bk 2 - (B 1 j i 3
4 n ]+(2(n+ )+j)+]+ S@Bn+1) =k
) ; -
2n+2j+ (3@n+1)=j)+n+ |3
2 . ; 2 5(3n+1)=k
sl

Dengan demikian, terbukti bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen
pada kolom yang sama dari persegi-panjang yang dibentuk dari penggabungan

blok-pembangun B, 44, C (i), dan D (j)memiliki sifat persegi-panjang-ajaib.
Kasus I.d.

Akan ditunjukkan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen pada baris
yang sama pada blok-pembangun B, 44, C (i), maupun D(j) akan memiliki nilai

yang sama yaitu [.

Agar persegi-panjang tersebut memiliki sifat persegi-panjang-ajaib, nilai

penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama harus berjumlah
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n

n .

Z=Zaij =E(3n+1);VL
]:

Dengan demikian akan dibuktikan bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada baris yang sama dari persegi panjang yang dibentuk dari

penggabungan blok-pembangun B, 4, C (i) dan D(j) ialah L.

Untuk membuktikan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen yang

terdapat pada baris yang sama pada persegi-panjang-ajaib yang terbentuk oleh

penggabungan blok-pembangunB, C (i)dan D(j), maka didefinisikan beberapa hal

berikut, yaitu

Bilangan B,gq,, Boaa, dan B,guq, berturut-turut merepresentasikan nilai
penjumlahan dari setiap elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua,
dan baris ketiga dari blok-pembangun B, ;4

Bilangan C, (i), C, (i) dan C5(i) berturut — turut sebagai nilai penjumlahan dari
setiap elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua, dan baris ketiga
blok-pembangun C (i)

Bilangan D; (j), D, (j),dan D5 (j) berturut — turut sebagai nilai penjumlahan
dari setiap elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua, dan baris
ketiga dari blok-pembangun D(j)

Bilangan Agsym,, Asum,dan Ag,, sebagai penjumlahan dari setiap elemen

yang terdapat pada baris yang sama pada matriks A, yaitu berturut — turut
Boaa, + C1(i) + D1(j), Boga, + C2(0) + D2(j) dan B,guq, + C3(1) + D3 (j).

Berikut ini diberikan Tabel 3.2 yang merupakan representasi dari

penjumlahan setiap elemen yang berada pada baris yang sama pada blok-
pembangun B, 44, C (i), dan D(j).

Tabel 3.2

Nilai penjumlahan dari setiap baris yang terdapat pada blok-
pembangunB, 4, C (i), dan D(j).

Blok- Baris Formula Nilai
pembangun ke-
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1 1+2n+%(n+3) §(5n+5)
Byuy 2 |3n+-(m+D+n+1 ~(9n + 3)
3 %(3n+1)+2n+1+3n—1 §(13n+1)
1m?-3n-—
c® 1 (i+1+n+1—i)(1(n—5)) 4
4 10)

(%(3n+1)+i+%(3n+1)— 2 (3n% — 14n -

i i) G (n— 5)) 5)
(3n — 2i + 2n + 20) (%(n— +(5n? — 25n)
3 5))
(3n—2j + 2n+2)) G(n— -(5n? — 5n)
1 1))
D) G@r+D+j+:@n+1)— | ;(3n? —2n—
© ) e-n) “

3 (j+1+n+1—j)<i(n—1)) i(n2+n—2)

Dengan menggunakan hasil di atas, diperoleh nilai dari A, ,, Asym,, dan

Agum,, yang direpresentasikan oleh tabel 3.3 berikut

Tabel 3.3

Nilai penjumlahan dari setiap baris yang terdapat pada blok-pembangun A

Baris ke Formula Nilai
1 1
=(5n+5)+-(n?-3n-10) + n
1 2( )1 4‘( —(Bn+1)=1
Z(5n2—5n) 2
1 1
~n+3)+-(B3n>—-14n—-5) + n
2 2( 1) 4 —Bn+1)=1
Z(3n2— Zn—l) 2
1 1
=(13n+1) +-(5n% — 25n) + n
Z(n2+n—2) 2
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Berdasarkan tabel 3.3, terlihat bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen
pada baris yang sama dari persegi-panjang yang terbentuk dari penggabungan

blok-pembangun B, 44, C (i), dan D(j) merupakan penjumlahan-ajaib.

Dengan demikian, berdasarkan pemaparan pada kasus l.a, kasus I.b, kasus
I.c, dan kasus 1.d, dapat disimpulkan bahwa persegi-panjang A yang terbentuk

pada kasus | merupakan persegi-panjang-ajaib.

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa persegi-panjang A yang terbentuk

pada kasus Il yaitun = 3(mod 4) merupakan persegi-panjang-ajaib.
Kasus Il. Untuk n = 3(mod 4)

Pembuktian ini akan dibagi 4 bagian, yaitu pembuktian bahwa setiap
elemen yang terdapat pada blok-pembangun Be,en, F, D(1), C(i) dan D(j) saling
berbeda satu sama lain, bilangan pada {1, 2, ..., 3n} muncul tepat satu sekali, nilai
penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama ialah k, dan nilai

penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama ialah L.
Kasus Il.a.

Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen yang terdapat pada blok-

pembangun B,,.,, F, D(1), C(i) dan D(j) saling berbeda satu sama lain.

Blok pembangun € (i), D(1) dan D(j) menggunakan konstruksi yang

sama dengan kasus I dengan 2 < i < i(n — 3) dan i(n +1)<j< %(n - 3).

Selain itu, pandang pula

B, = 3n n+1

even

%(3n +1)  3n-1

dan juga
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3n-2 2n+2
1 1
D(l) = E(Sn +1)+1 §(3n +1)—1
2 n

Untuk n — 3h = 1, blok-pembangun F ialah
h+1 2n+1 2n+2h

F= %(3n+1)+h %(n+1) %(3n+1)—h
3n-2h 2n n+1-h

Karenan — 3h = 1, maka diperoleh h = ;(n — 1), sehingga blok-

pembangun F menjadi

1 1
= 2 2n+1 =(8n-2
E(;(n+ ) n+ 3( n )

Fé %(11n+1) %(n+1) %(7n+5)

i 1
~(Tn+2) 20 (2n+4
3(n+) n 3(n+)

Untuk n — 3h = 0, blok-pembangun F ialah
h+1 2n 2n+2h
1 1 1
F = E(3n+1)+h E(n'i'l) E(Bn-l—l)—h
3n—2h 2n+1 n+1l-h

Karenan — 3h = 0,maka diperoleh h = g sehingga blok-pembangun

F menjadi

1

(n+3 2 2
3(n+ ) n

F= %(11n+3) %(n+1) %(7n+3)

m 2n+1 l(2n+3)
3 3
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Untuk n — 3h = —1, blok-pembangun F ialah

3n-2h 2n+1 n+1-h
F = l(3n+1)+h l(n+1) 1(3n+1)—h
2 2 2
h+1 2n 2n+2h

karenan — 3h = —1, maka diperoleh h = %(n + 1), sehingga blok-

pembangun F menjadi

%(8n—1) 2n+1 %(n +1)

F= %(11n+5) %(n+1) %(7n+1)

%(n+4) 2n %(sm)

Terdapat syarat bahwa j # h. Andaikan j = h, didapat

3n-2h 2n+2h
D(h)= %(3n+1)+h %(?m +1)—h

h+1 n+1-—j

Akan ditunjukan bahwa baik untuk n — 3h = 1,n — 3h = 0, maupun
n — 3h = —1, elemen pada blok-pembangun D (k) sudah terdapat pada blok-

pembangun F.
Pertama, untuk n — 3h = 1, diperoleh h = %(n — 1), sehingga

%(7n+2) %(8n—2)

D(%(n—l)j = %(ﬂn +1) %(7n+5)

S(n+2) (2n+9)

Entri —entri di D <§ (n— 1)) sudah terdapat dalam
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1 1
— 2 2n+1 =(8n-2
3(n+ ) n+ 3( n )

F- %(11n+1) %(n+1) %(7n+5)

1 1
—(7Tn+2 2 —(2n+4
3(n+) n 3(n+)

Selanjutnya, untuk n — 3h = 0, diperoleh h = g sehingga

n 8_n
3 3

D(%}: %(11n+3) %(7n+3)

%(n+3) %(2n+3)

Entri —entri di D (g) sudah terdapat dalam

1

“(n+3 2 o
3(n+ ) n

e %(11n+3) %(n+1) %(7n+3)

Al 2n+1 1(2n+3)
3 3

Terakhir, untuk n — 3h = —1, diperoleh h = é(n + 1), sehingga

%(7n—2) S(8n+2)

D@(nﬂ)j: Lames) L)

%(n+4) %(n+1)

Entri —entri di D <§ (n+ 1)) sudah terdapat dalam
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%(7n—2) 2n+1 %(n+1)
Fo %(11n+5) %(n+1) %(7n+1)

%(n+4) 2n §(8n+z)

Hasil diatas kontradiksi dengan persyaratan blok-pembangun D dan F

harus berbeda. Sehingga haruslah j # h.

Karena untuk kasus n — 3h = 1,n — 3h = 0, maupun n — 3h = —1,
entri-entri dari F memiliki nilai yang sama, maka tanpa mengurangi keumuman,

akan ditunjukan untuk n — 3h = 1.

Dengan mengurutkan elemen yang terbentuk pada pemaparan diatas,

diperoleh

{(Beven)l,l} = {1}
{ds, (D} = {23

{cl,l(i)u =23, ...%(n __ 3)} = {3, 4, ...%(n + 1)}

{dsa DU fial;(n+D < j<2@-3)j =)} =fzm+5)5(n+
9), ...,%(n — 1)}

(2} = [+ D)

(Bevens2) = {5 (0 + 3]

{dss(NUfralz(n+ D) < j<2(=3)j =)= (n+5)5(n+
7),...,i(3n+3)}

{cl,z(i)u =23, ...%(n _ 3)} _ & (3n + 7),%(311 +11),.m — 1}

{d3,2 (1)} = {n}

{(Beven)z,z} = {n + 1}
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{da(DU fralzn+ D)< j<2(=3)j = h)=[n+2n+
3.7 (5n + 1)}
{21 =23,..;(0=3)} =2 (5n+5),2(5n+9),...2(3n - 3)}
{d22(0} = £ Gn - 1)}
{(Beven)sa} = {3 Bn+ 1)}
{daa (D) = {%(371 + 3)}
{1 =23,..;(n=3)} = Z@n+5),;@n+7),..,2(7n - 1)}
{d (DU Fals+ D <j< m=3)j#h)=(0n+3):(7n+
7),...2n -1}
{2} = 20}
{fiz} ={2n+ 1}
{d1, (1} ={2n+ 2}
{dia(N U fal;(n+ D) <j<2m=3)j#h}={en+32n +
5,...,5 (5n = 1)}

{c3,2(i)|i =23,..,;(n= 3)} = {Zn +4,2n+6, ..., (5n - 3)}

{di2(DUAal;(+ D <j<3(n=3)) % h} =S (5n+ 1,2 (5n+

5),...,3n — 3}
{cg,l(i)u =23,..,;(n— 3)} = {% (5n+3),5(5n+7),...,3n 4}

{di, (D} ={3n -2}
{(Beven)3,2} = {371 - 1}-

Universitas Indonesia

Konstruksi persegi ..., Billy Biondi, FMIPA Ul, 2011



25

{(Beven)z,l} = {371}

Maka, baik untuk n — 3h = 1;n — 3h = 0; maupunn — 3h = —1;
denganp =1,2,3; p'=1,2,3; p" =1,2,3;p" =1,2,3; ¢q=1,2;4' =
129" =1,2:¢" =1,2,3; r=1,2,3; s =123 2<i < +(n — 3) dan

i(n +1)<j< %(n — 3); diperoleh

Cp,q @n (Beven)p’,q’ n Dp”,q”(l) n Dp”’,q”’(j) n Fr,s =0

Dengan demikian, terbukti bahwa setiap elemen yang terdapat pada blok-
pembangun B,,.,, F, D(1), C(i) dan D(j) saling berbeda satu sama lain.

Kasus Il.b.

Akan ditunjukkan bahwa bilangan pada {1, 2, ..., 3n} muncul tepat satu sekali.

berdasarkan pemaparan pada kasus I1.a, terlihat bahwa baik untuk
n—3h=1,n—-3h=0,maupunn —3h =—1,denganp =1,2,3;p" =
ESY — 1,2,3; 8= 2R & N o, 2; "' = [
1,2,3; r=1,2,3;dans = 1, 2, 3; diperoleh

Cpq (Hu (Beven)p’,q’ U Dpu'qn(l) U me,qm (JJUE. s = {1,2,...,3n}

Kasus lIl.c.

Akan ditunjukkan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom
yang sama pada blok-pembangun Be,ep, F, D(1), C(i), maupun D(j) akan

memiliki nilai yang sama yaitu k.

Untuk pembuktian berdasarkan kolom—kolom dari persegi-panjang A4,
maka nilai penjumlahan dari setiap elemen yang berada pada kolom yang sama

harus berjumlah

3
3
k =Zaij =§(3n+ 1),V]
i=1

Universitas Indonesia

Konstruksi persegi ..., Billy Biondi, FMIPA Ul, 2011



Karena tiap-tiap kolom dari B,,.y, F, D(1), C(i), dan D(j) tidak saling

bergantung, maka dapat dibuktikan secara terpisah bahwa nilai penjumlahan dari

setiap elemen pada kolom yang sama ialah k.

Berikut ini akan diberikan Tabel 3.4 yang merepresentasikan nilai

penjumlahan dari elemen yang terdapat pada kolom yang sama pada blok-
pembangun B, F, D(1),C(i), dan D(j).

Nilai penjumlahan dari elemen yang terdapat pada kolom yang sama pada

Tabel 3.4

blok-pembangun B, e, F, D(1), C(i), dan D(j).

Blok- Kolom Formula Nilai
pembangun ke-
1 3
1 1+3TL+E(3TL+1) §(3n+1):k
Beven 1 3
2 E(n+3)+n+1+3n—1 §(3n+1)=k
1 3
2h
1 3
F 2 2n+1+5(n+1)+2n §(3n+1)=k
1 3
1-nh
1 3
1 3n—2+5(3n+1)+1+2 §(3n+1)=k
D(1)
1 3
2 2n+2+5(3n+1)—1+n §(3n+1)=k
. 1 , 3
. L+1+(E(3n+1)+1)+3n— §(3n+1)=k
21
40 . -
, n+1-i+(3G@n+1)—i)+ “Gn+1) =k
2n+ 2i
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3n—2j+(3@n+ 1) +j)+j+ %(3n+1)=k

1
D()

2n+2j+(3@n+ 1) —j)+n+ %(3n+1)=k

1—-j

Dengan demikian, terbukti bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen
pada kolom yang sama dari persegi-panjang A yang dibentuk dari penggabungan
blok-pembangun Beyer, F, D(1), C(i), dan D(j) membentuk sifat persegi-panjang-
ajaib.

Kasus I1.d.

Akan ditunjukkan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen pada baris
yang sama pada blok-pembangun Beyen, F, D(1), C (i), maupun D (j) akan

memiliki nilai yang sama yaitu L.

Untuk membuktikan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen yang
terdapat pada baris yang sama pada persegi-panjang yang terbentuk oleh
penggabungan blok-pembangun Be,en, F, D(1), C(i) dan D(j), maka
didefinisikan beberapa hal berikut,yaitu

— Bilangan B,yen,, Beven, dan Beyen, berturut — turut sebagai nilai penjumlahan
dari setiap elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua, dan baris
ketiga dari blok-pembangun B,,en;

— Bilangan F;, F,, dan F; berturut — turut sebagai nilai penjumlahan dari setiap
elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua, dan baris ketiga dari
blok-pembangun F;

— Bilangan D;(1),D,(1),dan D5(1) berturut — turut sebagai nilai penjumlahan
dari setiap elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua, dan baris

ketiga dari blok-pembangun D (1);
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— Bilangan C; (i), C,(i) dan C5(i) berturut — turut sebagai nilai penjumlahan dari
setiap elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua, dan baris ketiga
dari blok-pembangun C (i);

— Bilangan D;(j), D, (j),dan D5 (j) berturut — turut sebagai nilai penjumlahan
dari setiap elemen yang terdapat pada baris pertama, baris kedua, dan baris
ketiga dari blok-pembangun D (j); dan

— Bilangan Agym,, Asym,dan Ag,m, sebagai penjumlahan dari setiap elemen
yang terdapat pada baris yang sama, yaitu berturut — turut B,,e,, +
Fy + Dy (1) + G,(0) + D1(), Beven, + F2 + D2(1) + G2 (i) + D2 (j) dan
Beven, + Fs + D3 (1) + C5(i) + D5 ().

Dengan demikian, diperoleh Tabel 3.5 yang merepresentasikan nilai
penjumlahan dari setiap elemen yang terdapat pada baris yang sama pada blok-
pembangun B,,,, D(1), C(i), dan D(j).

Tabel 3.5

Nilai penjumlahan dari setiap elemen yang terdapat pada baris yang sama
pada blok-pembangun B,,.,, D (1), C(i), dan D(j)

Blok- Baris -
Formula Nilai
pembangun | ke-
1 1
1 1+5(n+3) E(n+5)
Beoven 2 3n+n+1 in+1
1 1
3 |;BGn+1)+3n-1 E(9n_1)
1 3n—2+4+2n+2 5n
D(1) 2 |SGBn+D+1+:@n+1) -1 3n +1
3 2+n n+2
1
1 (i+1+n+1—i)G(n—7)) 2 (0% = 5n—14)
@ :
2 (%(3n+1)+i+%(3n+1)— 7 (3n? =200 —7)
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) G (n— 7))

Bn—2i+2n+20(%ﬁr—ﬂ) %Gn2—3&0
(B3n—2j + 2n + 2j) (%(n—7)) %(Sn2 — 35n)

D)

(%(3n+1)+j+%(3n+1)—

)(Ee-7)

1
Z(Snz —20n—17)

U+1+n+1—ﬂ(gﬁ—7ﬁ

1(2 5n — 14
Z " —5n— )

Selanjutnya, diberikan Tabel 3.6 yang memberikan nilai penjumlahan dari

blok-pembangun F untuk kasusn — 3h = 1,n —3h = 0,dann — 3h = —1.

Tabel 3.6

Nilai penjumlahan dari blok-pembangun F untuk kasus n — 3h = 1,n — 3h = 0,

dann —3h = -1

Baris o
kasus Formula Nilai
h+1+2n+1+2n+ 2h In+3h+2
1 1 1
{ @Y § VN —(7n+3
n—3h=1 : : 5 (7n+3)
E(3Tl+1)—h
3n—2h+2n+n+1—nh 6n—3h+1
h+1+2n+2n+ 2h In+3h+2
1 1 1
-Bn+1)+h+-(n+1)+ —(Tn+3
n—3h=0 j 2 2( )
E(3n+1)—h
3n—2h+2n+1+n+1-—nh 6n—3h+ 2
3In—2h+2n+1+n+1-—nh 6n—3h+ 2
n—3h=-1 1 1 1
;Bn+ D +h+-(n+1)+ §(7n+3)
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%(3n+1)—h

3 h+1+2n+2n+ 2h

4n+3h+1

Telah diketahui bahwa

Asum1 = Beven1 + Fl + Dl(l) + Cl(i) + Dl(i)

Asumz — Bevenz + F, + D,(1) + C, (i) + D, (j)

Asum3 . Beven3 + F5 + D3(1) + C3(D) + D3())

Maka dengan bantuan tabel 3.5 dan tabel 3.6, diperoleh tabel 3.7 yang

merepresentasikan nilai dari Agym,, Asum,, dan Agym, -

Tabel 3.7

Nilai dari Agym,, Asum,,» dan Agym,

Kasus Nilai -
) Formula Nilai
dari
~(n+5)+4n+3h+2+5n+ L(6n? —2n+
ASum1 1 1
Z(n2 —5n—14) + Z(Sn2 — 35n) 4 4+ 12h)
4n+1+%(7n+3)+3n+1+
n
Asum, [*(3n2 —20n—7) + —(3n2 — S @Bn+1)
n—3h=1 b i
20n —7)
~On—-1)+6n-3h+1+n+ )
. . Z(6n2+6n—
Asumg | 2 +=(5n2 — 35n) + - (n% — 5n —
* * 4 —12h)
14)
1
~(n+5)+4n+3h+1+5n+ Lnz—on
A 4
sumy | 4 5 1 )
Z(n —5n—14) + Z(Sn —35n) +12h)
n—3h=0 -
4n+1+5(7n+3)+3n+1+ .
Asum, Z@Bn+1)

i(snz —20n—7) +%(3n2 -
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20mn — 7)

“On—1)+6n—3h+2+n+2+ | L(6n? + 6n—
Asum3 1 1 *

Z(Sn2 —35n) + Z(n2 —5n—14) 12h)

~(n+5)+6n—3h+2+5n+ L 6n? + 6n +
Asum1 1 1 *

;(M*—5n—14) + (5n° —35n) | 4 —12h)

1 n

n—3h=—1| Asym, | 361" +2n) > Bn+1)

~On—1)+4n+3h+1+n+2+ | 1(6n? —2n—
Asum3 i 1 *

R S LgliSSS, 4+ 12h)

Karena pada kasus n — 3h = 1 diperolen 3h = n — 1, kasus n — 3h =

1 diperoleh 3~ = n — 1, dan kasus n — 3h = —1 diperoleh 3h = n + 1, maka

dengan mensubstitusikan nilai A untuk setiap kasus yang ada, akan diperoleh

Tabel 3.8 yang merepresentasikan nilai Ag,m,, Asum,, dan Ag,.,, setelah menukar

nilai dari 3h untuk kasus yang bersesuaian.

Tabel 3.8

Nilai Agym,, Asum,, dan Ag,.,, setelah menukar nilai dari 3k untuk kasus yang

bersesuaian

Nilai . 1
Kasus _ Nilai penukaran Nilai akhir
dari

Asum1 %(61’12 —2n+4+ n
3h=n-1|=(Bn+1)=1

12h) 2

A n n
n—3h=1 | “sum, S @n+1) — Z@n+1) =1

Asum3 i(6n2 +6n—4-— n
3h=n—-1|=CBn+1)=1

12h) 2

1

Asumi | Z(6n2 —2n+120) | 3p=n | “Gn+1) =1

n—3h=0 4 2
Asum, 2(371 +1) — g(3n +1) =1
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Asum3 i(6n2 + 6n — 12h) 2(311 +1)=1

2

Asum1 %(6712 +6n+4— n
3h=n+1|=(Bn+1)=1

12h) 2

n—3h=—1| Asum, ZGn+1) n

Asum3 %(6712 —2n—4+ "
3h=n+1|=0Bn+1)=1

12h) 2

Berdasarkan Tabel 3.8, terlihat bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada baris yang sama dari persegi-panjang A yang terbentuk dari

penggabungan blok-pembangun B, ., F, D(1), C(i), dan D(j) membentuk sifat
persegi-panjang-ajaib.

Lebih lanjut, dapat dilihat bahwa konstruksi yang sudah dipaparkan pada

kasus Il akan menghasilkan persegi-panjang-ajaib.

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa konstruksi yang sudah

dipaparkan baik untuk kasus | maupun kasus Il akan menghasilkan persegi-

panjang-ajaib. m

CONTOH

Akan dibuat suatu persegi-panjang-ajaib berukuran 3 x 13. Karenan =

13, makan = 1(mod 4), sehingga

odd

3(13)

2(3(13)+1) 2(13)+1

2(13) %(13+3)

1

E(l3+1) 13+1

3(13)-1

1 26 8
39 7 14
20 27 38

Lebih lanjut, karena 1 < i < 2, dan 3 < j < 5, maka diperoleh blok-

pembangun C(1),C(2),D(3),D(4), dan D(5), yaitu
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(1)+1 (13)+1-(1) ) 13
C(1)=| 2(3(13)+1)+(1) Z(33)+1)-(1)|-| 21 19
3(13)-2(1)  2(13)+2(1) | \37 8

(2)+1 13+1—(2) 3 12

C(2)= %(3(13)+1)+(2) ~(3(13)+1)-(2) [=| 22 18
3(13)-2(2) (13)+2(2) 3 30
3(13)-2(3) 2(13)+2(3) -

D(3)= %(3(13)+1)+(3) %(3(13)+1)—(3) S 28 17}
(3)+1 (13)+1(3) N
3(13)-2(4) 2(13)+2(4) —

D(4)= %(3(13)+1)+(4) %(3(13)+1)—(4) =|24 16}
(4)+1 (13)+1-(4) | A2 T
3(13)-2(5) 2(13)+2(5) oL

D(5)= %(3(13)+1)+(5) %(3(13)+1)—(5) = 75 15}
(5)+1 (13)+1—(5) ®°

Dengan demikian, persegi-panjang ajaib A diperoleh dengan
menggabungkan blok-pembangun B, 44, C(1),C(2),D(3),D(4), dan D(5), yaitu

1 26 8 : 2 13 : 3 12 : 33 32: 31 34:29 36
A=|39 7 14 :21 19 : 22 18 : 23 17 : 24 16 : 25 15
20 27 38 :37 28:3 30: 4 11: 5 10: 6 9

Dari entri-entri matriks di atas dapat terlihat bahwa hasil penjumlahan
entri setiap baris ialah [ = 260 dan hasil penjumlahan entri setiap kolom ialah
k = 60.
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CONTOH

Akan dibuat suatu persegi-panjang-ajaib berukuran 3 x 15. Karena

n = 15, maka n = 3(mod 4), sehingga diperoleh

1
1 E((15)+3) 1 9
B...=| 3(15) (15)+1 |=|45 16
%(3(15)+1) 3(15)-1 23 M
Kemudian, diperoleh matriks D(1), yaitu

g(SNE(URS Lo
2 43 32
;i %(3(15)+1)+1 %(3(15)+1)—1 )
1+1 15+1-1 N

Karena untuk h = 5 berlaku n — 3h = 0, pilih matriks F dengan ketentuan

n — 3h = 0, yaitu

1 5+1 12(15) 2(15)+2(5) . .0
1

F= 5(3(15)+1)+5 5(15+1) 5(3(15)+1)_+5 —|28 8 18

35 31 11

SELo S Al (211 5) + 1 [Seglen

lebih lanjut, karena2 < i < 3,dan 4 < j < 6,dengan j # h = 5, maka

diperoleh blok-pembangun C(2), C(3), D(4), dan D(6), yaitu

2+1 15+1-2

3 14

1 1
C(2)= E(3(15)+1)+2 5(3(15)+1)_2 =125 21
41 34

3(15)-2(2)  2(15)+2(2)
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3+1
C(3)= %(3(15)+1)+3
3(15)-2(3)
3(15)-2(4)
D(4)= %(3(15)+1)+4
4+1

3(15)-2(6)
%(3(15)+1)+6
6+1

15+1-3

4
%(3(15)+1)—3 =| 26
2(15)+2(3) )
2(15)+2(4) | a7
%(3(15)+1)—4 =27
15+1-4 >
2(15)+2(6) o
%(3(15)+1)+6 =129
15+1-6 !

35

13
20
36

38
19
12

42
L7
10

Dengan demikian, persegi-panjang-ajaib A diperoleh dengan
menggabungkan blok-pembangun B,,.,,, F,D(1), C(2),C(3),D(4),dan D(6),
yaitu

if 9 6 30 40 : 43 32 : 3 14 : 4 13 : 37 38 : 33 42
EE"5 16 . 22 mfe—710 SN0 i’ AR 20—dinge.20 20 ;. Mg : 29 17
o7/ S8 NNy SN W R 3 o et 0 7 10

Dari entri-entri matriks di atas dapat terlihat bahwa hasil penjumlahan
entri setiap baris ialah [ = 345 dan hasil penjumlahan entri setiap kolom ialah
k = 69.

3.1.2 Metode permutasi-himpunan

Pada subbagian ini akan dibahas mengenai pembentukan persegi-panjang-

ajaib berukuran m x n dengan m = 3 dan n # 0(mod3).

Pertama, didefinisikan terlebih dahulu matriks S sebagai berikut
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1 2 3 ... n" n+1l n+2 n'+3 n
S=/n" n+1 n+2 ... n 1 2 3 ... n'-1
1 n-1 n-3 n-5 2

n n-2 n-4
dimanan' = %(n + 1).
Terlihat bahwa baris-baris dari matriks S merupakan permutasi dari
himpunan {1,2,3, ..., n} dan penjumlahan entri-entri kolom pada matriks S ialah
%(n +1).
Selanjutnya, akan diberikan konstruksi untuk mendapatkan persegi-
panjang-ajaib H.

Teorema 3.1.2 (Barui, 2006)
Terdapat persegi-panjang-ajaib H berukuran 3 X n dengan n #

0 (mod 3).
Bukti

Definisikan matriks H = (h;;) dimana h;; = (s;; — 1) *m+i,1 < i <

m,1 <j <n,S = (s;;), dengan S didefinisikan seperti di atas.
Lakukan pertukaran entri-entri pada H seperti yang diberikan pada Tabel

3.9.

Tabel 3.9
Aturan penukaran untuk kasus yang ada

Penukaran

h1 n+1) dengan h3 (2n+1)
’ 3 ’ 3

h @m-1 dengan h_ (-
n=1(mod8) | 122 g 3820

h1 m+s) dengan h3 (n+5)
’ 3 ’ 3

n = 1(mod 6) h, @n+n dengan h, @nen

3 3
n = 3(mod 8) hl,@ dengan h3.@

h1 (n+5) dengan h3 (n+5)
’ 3 ’ 3

Kasus awal Kasus tambahan
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h1 (n+2) dengan h3 2(n+2)
’ 3 ’ 3

n= S(mod 8) hl‘(2n3+1) dengan h3,(2n3+1)

hl (2n+1) dengan h3 (2n+1)
'3 '3

n = 7(mod 8)

hl (n+2) dengan h3 (n+2)

3 3

h1 m+1) dengan h3 (n+1)
’ 3 ’ 3

n = 1(mod 8) hl'(zn—l) dengan hg'(zn—l)

3 3

h L @nts) dengan h3 (2n+5)
’ 3 ' 3

hl (n+1) dengan h3 (n+1)

3 3

h1 2n-1) dengan h3 (2n-1)

- n = 3(mod 8) 3 2
y 3 & 3

h1 2(m+1) dengan h3 2(n+1)
) ' 3

n = 5(mod 8) hL@ dengan hs,("%”

h1 m+1 dengan h3 (n+1)
73 73

n = 7(mod 8)

h1 2(m+1) dengan h3 2(n+1)
' 3 ' 3

Untuk persegi-panjang H dengan nilai n yang cukup besar, diperlukan
suatu penukaran tambahan. Oleh karena itu, didefinisikan suatu bilangan bulat y
dengan formula tertentu, sehingga diperoleh persegi-panjang-ajaib yang
diinginkan. Tabel 3.10 memberikan penukaran yang dibutuhkan sesuai dengan

formula dari y untuk kasus n = 1(mod 6) dan n = 5(mod 6).

Tabel 3.10

Penukaran tambahan untuk suatu bilangan bulat n

Aturan penukaran

fases rormdlay (dengan 1 <j<y)
y = ”T‘l h, ; dengan hs
-3
n= 1(m0d 6) y = nT hl,@+] dengan h3'(nz;1)+j
n->5
y = e h1'(5n6+7)_j dengan h3'(5n6+7)—]'
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y = nTJ hi,(n+1)-; dengan hs 41y
-1
y = "T h,,; dengan hs ;
n-3
y =" h1,(”;’1)+j dengan h3’(n:1) 4
n = 5(mod 6) —n-s h. (n+3 . dengan h_ (n+s)
Y=7% L 3
v il nTJ Ry (n+1)—j dengan hz i1y j

Pembuktian Teorema 3.2 akan dibagi menjadi 4 bagian, yaitu pembuktian
bahwa setiap elemen yang terdapat pada h;; saling berbeda satu sama lain, setiap
bilangan yang terdapat pada himpunan {1,2, ...,3n} akan muncul tepat satu kali,
nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama ialah k, dan nilai

penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama ialah L.

a. Akan ditunjukan bahwa setiap elemen yang terdapat pada h;; saling berbeda
satu sama lain.

Misalkan S adalah sebagai berikut

1 2 n n+l1 ... n-1 n
Sl Nk-1T7 &% L 1 ... .N'-2 n'-1
n-n-2 = r— 4 2

hy= ((gij) = (1)(3xn)) *m+ i

1 2 ... n" n+1 ... n-1 n
H=1||{n" n+1 ... n 1 .. n-2 n-1 —(1)(3xn) *3
n n-2 1 n-1 ... 4 2
11 ...1 1 ..11
+2 2 ... 2 2 .. 22
3 3 .. 33 3 3
1 4 ... 3n-2 3n+1 ... 3n-5 3n-2
H= |{3n-1 3n+2 ... 3n-1 2 ... 3n'-=7 3n'-4
3n 3n-6 ... 3 3n-3 ... 12 6
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Terlihat bahwa ketiga baris pada matriks H membentuk barisan-barisan,
yaitu
{hy1, higs o b} = (14, ...,3n = 2)

1
s 2ursy Mo sy ...,hz’n} ={25,...2n-5)}
hy o h h 1 ={l(3n+1)1(3n+7) 3n—1}
2,10 1822y ey 2’5(n+1) > ,2 ) aeny
h3,%(n+1)’ h3%(n_1), . h3,1} — {3,9, ,3n}

(n+3)

{h&n, h3’n_1, ey h3 1

2

} .8

Maka terlihat bahwa irisan dari ketiga baris tersebut ialah @, sehingga

terbukti bahwa setiap bilangan pada h;; akan saling berbeda satu sama lain.

b. Setiap bilangan yang terdapat pada himpunan {1,2, ...,3n} akan muncul tepat

satu kali.

Berdasarkan pemaparan pada butir a, terlihat bahwa gabungan dari ketiga
baris tersebut merupakan himpunan {1,2, ...,3n}.

c. Nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama ialah k.

Agar persegi-panjang H memiliki sifat persegi-panjang-ajaib, maka nilai

penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama harus bernilai
o)
k= E (1 + 371)

Definisikan }; k; sebagai penjumlahan setiap elemen yang terdapat pada

kolom ke-i. Maka, nilai dari ) k; harus sama dengan k, yaitu ). k; = k =

2(1 + 3n).

Perhatikan matriks H berikut

1 4 ... 3n-2 3n+1 ... 3n-5 3n-2
H= ({3n-1 3n+2 ... 3n-1 2 ... 3n'—=7 3n'-4
3n 3n-6 ... 3 3n-3 ... 12 6
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Pada matriks di atas, terlihat bahwa elemen pada baris pertama, baris

kedua, maupun baris ketiga akan membentuk dua barisan aritmatika, yaitu pada

entri kolom pertamasampai entri kolom ke-e (n+ 1)), dan entri kolom ke-

(% (n+ 3)) sampai entri kolom ke-n.

dengani = 1,2,3danj = 1,2, %(n )

Tabel 3.11

Representasi dari elemen pada matriks H

Berikut ini diberikan Tabel 3.11 yang merepresentasikan elemen pada h;;

Kolom ke-
1 1 1
1 2 3 — O i — -
2(n 3) 2(n 1) 2(n+1)
1 4 7 %(371—13) %(371—7) %(311—1)
gé 1 1 1
2 E(3n+1) E(3Tl+7) E(3n+13) 3n—7 3n—4 3n—1
(4
@ o 3In—6 30— 12 15 9 3

Untuk kolom ke-i dengan 1 < i < %(n + 1), diperoleh

h’l,l — 1, dan h’l,i = h’l,(i—l) + 3

h2,1 — 3n’ —] 1, dan hZ,i = hz'(i_l) o 3

h3'1 e 3Tl, dan h3’i e h3'(i_1) -6

Lebih lanjut

Z ki = h’l,(i—l) + 3 + hz,(i—l) + 3 + h3,(i_1) - 6

= hy(i-1) + ha 1) + h3i-1)

=hys+hys+hsy

=14+3n"—1+3n

=3n"+3n
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=-(1+3n)

2

=k
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Berikut ini diberikan Tabel 3.12 yang merepresentasikan elemen pada H

dengani=1,2,3danj = %(n + 3),%(71 +5),...,n.

Tabel 3.12

Representasi elemen pada H untuki = 1,2,3 dan j = %(n + 3), %(n +5),..,n

Kolom ke-
~(m+3).| s+5) | @m+7) n—3 n—2 n—1
%(3n+ il 1
—Bn+11) | =(3n+17) 3n—8 3n—5 3n—2

5) 2 2
)
= 1 1 q
2 =Bn+ |=(Bn+7) [>(Bn+13) 1 1 1
T . 2 & -B3n—17) |[=(3n—11) |-(B3n—15)
(a8) 72 2 2

1)

3n—3 3n—9 3n—15 18 12 6

e Untuk kolom ke-i dengan %(n + 3) < i < n, diperoleh

hl,(n’+1) =3n"+ 1, dan hii =hyg-1)+3

hzj(nl_i_l) =2,danh,; = hy -1+ 3

h3‘(nr+1) = 3n — 3, dan h3,i = h3,(i—1) -6

Lebih lanjut

Yki=hy;+hy; +hg;

= h’l,(i—l) + 3 + hZ,(i—l) + 3 + h3’(i_1) - 6

= hy-1) + ha-1) + hs,i-1)

= hl,(n’+1) + hZ,(n’+1) + h3,(n’+1)
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=3n"+1+2+3n—-3
=3n"+3n

3
=k

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen pada

kolom yang sama ialah k.
d. Nilai penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama ialah L.

Misalkan ) b, , > b,, dan ), b3 berturut — turut merepresentasikan
penjumlahan dari setiap elemen yang berada pada baris pertama, baris kedua, dan
baris ketiga. Karena baris pertama, baris kedua, dan baris ketiga membentuk

barisan aritmatika, maka

2b1=§(1+3n—2)=§(1+3n)—n
2b2=§(2+3n—1)=§(1+3n)
Yb;=2(3+3n)=-(1+3n) +n

Dengan demikian , terlihat bahwa diperlukan suatu penukaran elemen

pada baris pertama dengan elemen pada baris ketiga.

Selanjutnya, akan ditunjukan bahwa pertukaran elemen yang dipaparkan

akan memberikan persegi-panjang-ajaib yang diinginkan.

Dengan mengunakan cara yang serupa dan tanpa mengurangi keumuman,
akan dibuktikan bahwa untuk n = 1(mod 6) dengan kasus n = 7(mod 8), maka
pertukaran elemen yang dipaparkan akan memberikan persegi-panjang-ajaib yang

diinginkan.

Berdasarkan matriks H terlihat bahwa

Universitas Indonesia

Konstruksi persegi ..., Billy Biondi, FMIPA Ul, 2011



43

Nilai dari h1 @n+n) lalah 2n — 1

3

Nilai dari h3 @n+1) 1alah 2n + 4

3

Nilai dari h1 m+2) 1alah n

3

Nilai dari h3 m+2) lalah n + 2
'3

Lalu, dengan y = "7_7 dan 1 < j < y, terlihat pula bahwa
Nilai dari h ; ialah % (3n% — 50n + 203)
Nilai dari A ; ialah é(zm2 —102n — 187)

S . q 1
Nilai dari h1,("2;1)+j ialah 5(27712 —194n + 35)

oy A . . 1
Nilai dari h3‘(n-2|-1)+j ialah — (21n? — 126n — 147)

A : 2 1
Nilai dari hl’(g—,n:n_j ialah — (37n% — 238n — 147)
Nilai dafi b snsr) __ ialah é (11n? — 82n + 35)
' 6
e . : 1
Nilai dari hy (n41)-; ialah — (45n* — 302n — 91)
oy - . . 1
Nilai dari i3 (n41)-; ialah — (3n? —18n — 21)
Dengan demikian, nilai penjumlahan elemen pada baris pertama menjadi

n
Z bl = E (1 + 37’l) —-—n-— (hl’(2n3+1) + hl,(n;Z) + hl,j + hl,(n:1)+j +

hl,(snTw)_j + hl,(n+1)—j) + (hB,@ + h3'@ + hgjj + h3,@+j +

hy enn_ + ha i)
6
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=§(1+3n)—n—(2n—1+n+%8(3n2—50n+203)+
1
128

L (4502 —302n—91))+ (2n+4+n+2+i(21n2 -
128 64

(3n% — 50n + 203) + %8(37712 —238n—147) +

102n — 135) + - (21n? — 126n — 147) + - (11n? — 82n +

35) + 6—14(3712 —18n— 21))
= 2(1 + 3n)

Dengan demikian , terlihat bahwa nilai penjumlahan dari elemen yang

terdapat pada baris pertama akan berjumlah 2(1 +3n) = k.

Lebih lanjut, nilai penjumlahan elemen pada baris ketiga menjadi

by = g(l +3n)+n+ (hl (zn+1) + h1 (n+2) + hl,j + h1 (n+1)+j +
f & 73 72

h P+ hl.(n+1)—j) n (hg,an_;n T hyen iy j Ry e, +

h, )+ h3,(n+1)—j)
' 6

=§(1+3n)+n+(2n—1+n+11§(3n2—50n+203)+

1

2ut ——— P .
— (3n% — 50n + 203) + == (37n? — 238n — 147) +

—_(45n? —302n—91))—(2n+4+n+2+i(21n2 -
128 64

102n — 135) + — (21n® = 126n — 147) + —_ (11n® — 82n +

35) + 6—14(3712 —18n— 21))

=§(1+3n)

Dengan demikian, terlihat bahwa nilai penjumlahan dari elemen yang

terdapat pada baris ketiga akan berjumlah g(l +3n) = k.

Maka, terlihat bahwa setelah penukaran elemen pada baris pertama dan
ketiga, maka penjumlahan dari setiap eleman yang berada pada baris pertama,
baris kedua, dan baris ketiga akan memenuhi sifat persegi-panjang-ajaib.
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Berdasarkan pemaparan pada butir a, b, ¢, dan d, maka dapat disimpulkan
bahwa persegi-panjang H akan membentuk persegi-panjang-ajaib yang

diinginkan. m

Sebagai contoh, misalkan ingin dibentuk persegi-panjang-ajaib berukuran

3 x 13. Menurut konstruksi yang sudah dipaparkan pada subbagian ini, diperoleh

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
S=| N SUENE NN B W3 4 5 6
I . T AN MU B 4 2

dan

39 4 7 10 13 16 19 36 30 28 18 34 6
=1 20 23 026 Z29nduldy 38 _2 5O 1L i /
733 27 QL D 5 22 A /PR 37

Maka, berdasarkan Teorema 3.2, pertukaran yang diperlukan ialah
hi11 dengan hgq;
hy 2, dengan hg .

Karenan = 31, diperoleh y = 3, sehingga j = 1, 2, 3. maka diperlukan

pertukaran tambahan, yaitu

h, , dengan hs 1; hy , dengan hs ,; hy 3 dengan hs ;.

hy 17 dengan hs 1-; hy 1g dengan hs ;g; hy 19 dengan hz qq.

h1 24 dengan hs,4; hy o5 dengan hs ,s; hy 26 dengan hs .

h1 29 dengan hs ,q; hy 30 dengan hs 3q; hy 34 dengan hs 3.

Dengan demikian, diperoleh persegi-panjang-ajaib h;; berukuran 3 x

13 yang diinginkan, yaitu

39 4 7 10 13 16 19 36 30 28 18 34 6
H=20 23 26 29 32 35 38 2 5 8 11 14 17
1 33 27 21 15 9 3 22 25 24 31 12 37
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Dari entri-entri matriks di atas dapat terlihat bahwa hasil penjumlahan
entri setiap baris ialah [ = 260 dan hasil penjumlahan entri setiap kolom ialah
k = 60.

3.2.  Persegi-panjang-ajaib Berukuran m x n dengan m dan n Bilangan Genap

Pada bagian ini, akan dibahas mengenai pembentukan persegi-panjang-

ajaib dengan jumlah baris m dan jumlah kolom n, dimana 2p = m <n = 2q.

Untuk bilangan bulat positif m dan n dengan m < n, didefinisikan matriks

— matriks seperti berikut:

Q_oz_ QU E A 1_Q_0312
_—3 1'Qa“1 o'Qb_a 2 ) e oA

0 1 2 L

+1 +2 ... 20-1
A q q q q

(P-1)aq (p=1)d+l (p-1)q+2 ... pg=l
Matriks A juga dapat diekspresikan sebagai:

A=1,Qs’ +1' ®(s;

dimana ® merepresentasikan Produk-Kronecker, 1’, merepresentasikan vektor
baris berukuran 1 x t yang berisi bilangan 1, dan s; = (0,1,2, ...,t — 1)
merupakan vektor baris berorder t dengan elemen yang merupakan barisan

bilangan dari 0 sampai t — 1.

Misalkan I, merupakan matriks identitas dengan order t dan K, merupakan

matriks-persegi dengan order t yang diberikan oleh

K, = ((kij)) dengan

k--—{l’ i+j=t+1
v =10, lainnya
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Maka
1 0
X=A ®(0) + (A.Kq)®(1)
Dan
Y = 4(X® 112) + 12p®112q = (Y1|Y2)

Untuk j = 1,2, matriks Y; akan memiliki order 2m X n.

Selanjutnya didefinisikan matriks B dan C sedemikian sehingga

penjumlahannya merupakan persegi-panjang-ajaib yang dibutuhkan.
Misalkan € merupakan matriks berukuran 2p x 2q yang diberikan oleh
C = (Ml(K,®L)Y,)

dan B merupakan matriks berukuran 2p x 2q yang diberikan oleh

1,8 (0010l 1028 (0,102 . ), Untuk g ganiil
(1p®1'g) ®Q, Untukq genap

B =

Perlu dicatat bahwa ketika g = 3, B tereduksi menjadi 1, ®(Q.1Q4|Q).

Teorema berikut akan memberikan formula persegi-panjang-ajaib yang
akan dicari dengan menggunakan matriks — matriks B dan C yang sudah

dijelaskan sebelumnya.

Teorema 3.2. (Barui, 2006)

Misalkan R merupakan persegi-panjang-ajaib berukuran m X n atau 2p X 2q,
makaR =B + C.

Bukti

Pembuktian Teorema 3.2. akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk gq

ganjil dan untuk g genap.

Pertama—tama, akan diberikan pembuktian untuk g ganjil. Pada

pembuktian ini, terdapat dua kasus yaitu g = 3 dan g > 3.
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Kasus I untuk g = 3.
untuk g = 3, maka diperoleh

B = 1p ®(Qe|Qa|Qe)

0 212 3|0 2)

:1p®(3 111 ol3 1

Telah diketahui bahwa X = A ® (3) +(A.K)Q® ((1)) , sehingga diperoleh

0 1 2 0 1 2
0 0 1
3 4 5 1 3 4 5 0
X = ®[ J+ 010 ®(j
1 00
3p-3 3p-2 3p-1 3p-3 3p-2 3p-1
0 1 2 0 0 0
0 0 0 2 1 0
< 4 9 0 0 0
0 0 0 5 4 3
= +
3p-3 3p-2 3p-1 0 0 0
0 0 0 3p-1 3p-2 3p-3
0 1 2
2 1 0
3 4 5
5 4 3

3p—-3 3p-2 3p-1
3p-1 3p-2 3p-3

Karena = 4(X ®1';) + 1,,®1’4 , maka dengan mensubstitusikan formula

untuk X ke dalam formula untuk Y, diperoleh
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a1 w N O
O N
w oo N

3p—-3 3p-2 3p-1
3p-1 3p-2 3p-3

. a6 3
3]

13 i 17
21 21 17

dengan

Y; = (y;;) dengani = 1,

Y, = (y;;) dengani = 1,

1 1 5
9 5

13 13 )
21 21 17

12p-11 12p-11 12p-7
12p-3 12p-3 12p-7

®(1 1)

12p-11 12p-11 12p-7 12p-7 12p-3 12p-3
12p-3 12p-3 12p-7 12p-7 12p-11 12p-11

2pdanj=1,...2

dan 'y, =

49

1
1
1
1
®1 11111,
(2px1)
9 9
1 1
21 21
13 13

2

.,2pdanj = % +1,...,q, sehingga

5

5 1
17 21 21
17 13 13

12p-7 12p-3 12p-3
12p-7 12p-11 12p-11

Dengan mensubstitusikan formula Y; dan Y, ke dalam persamaan C =

(Y;1(K,®I,)Y,), diperoleh
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5 [12p-7 12p-3 12p-3
5 [12p-7 12p-11 12p-11
13 13 17 [12p-19 12p-15 12p-15
21 21 17 12p-19 12p-23 12p-23
12p-11 12p-11 12p-7| 5 9 9
12p-3 12p-3 12p-7| 5 1 1
Y1 (Kp®I)Y,

Lebih lanjut, berdasarkan konstruksi di atas, diperoleh

R=B+C

1 1 S IERSY #Mop-3 124G " 2 3
9 9 B VDR 1200, NN 0
13 13 17 12p-19 12p-15 12p-15 gy 48 3
21 21 17 12p-19 12p-23 12p-23| |3 1 1 O
12p-11 12p-11 12p-7 5 9 9 0w 3
12p-3 12p-3 12p-7 5 1 1 . o

1 3 7 12p — 4120 —_3a 12p—1

12 10 g T S ey 10

13 15 19 12p-16 12p-15 12p-13

24 22 18  12p-19 12p-20 12p-22
12p-11 12p-9 12p-5 8 9 11

12p 12p-2 12p-6 5 4 2

Dengan menggunakan persamaan di atas, akan dibuktikan empat hal

w O w o

50

berikut, yaitu bahwa setiap elemen yang terdapat pada R saling berbeda satu sama

lain, bilangan pada {1,2, ..., mn} muncul tepat satu kali, nilai penjumlahan dari

setiap elemen pada kolom yang sama ialah k, dan nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada baris yang sama ialah L.
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Kasus l.a.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa setiap elemen yang terdapat pada R

saling berbeda satu sama lain.

Untuk p = % maka dengan berdasarkan pemaparan sebelumnya, terlihat

bahwa kolom pada matriks R membentuk barisan, yaitu
{rL sl 400 | SR8 TORE e — 11}
[ e, , Topal S 2N LAZ2E0, 1 2010}
-, 7., N | B B 127, .~
{r25.Tas) o Tops} = {4,16,28, ..., 12p — 8}
21 1040 salopa = 15, 17429, .., 12p — 7}
{123, Ta3) wsTap3 } = {6,18,30, ..., 12p — 6}
{r13, 733w Tapzis ) = {7,19;31, ..., 12p — 5}
G I8 7 4 . A%
i B S R T 1 2
{r22 P10, Top, } =:10)22, 34, .2, 12p = 2}
{rLe: 36~ Tap-16} = {11,23,35,...,12p — 1}
{ro1,Ta1) o Tapn } = {12,24,36, ..., 12p}

Dengan demikian, terlihat bahwa irisan dari seluruh barisan diatas ialah @,
sehingga terbukti bahwa Setiap elemen yang terdapat pada R saling berbeda satu

sama lain.
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Kasus I.b.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa bilangan pada {1,2, ..., mn} muncul

tepat satu kali.

Berdasarkan pemaparan pada kasus l.a, diperoleh bahwa gabungan dari

seluruh barisan tersebut ialah himpunan {1,2, ..., mn}.

Kasus I.c.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada kolom yang sama ialah k

Agar persegi-panjang R yang terbentuk merupakan persegi-panjang-ajaib,
maka nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama harus bernilai

k, dengan
n
Vg 5 (1+mn)

Pertama, didefinisikan ) K , ). K, dan ), K. berturut — turut sebagai

penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama pada R, B, dan C.
Lebih lanjut, karena ). Kz = 37"1 dan g = 3, maka diperoleh ), Kz = 3p.

Didefinisikan pula Y. Ky, Y. Ky, , dan ¥ Ky, berturut — turut merupakan
penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama pada Y, Y;, dan Y,, maka

diperoleh
X Ky =ZKY1 =2KY2
=1+94+13+21+-+12p—11+12p -3
=2(12p - 10) + 2 (12p + 6)
=2 (24p - 4)

=2p(6p — 1)
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Misalkan ), K. merupakan penjumlahan dari setiap elemen pada kolom

yang sama pada C, maka ). K. = Y. Y; sehingga diperoleh ). K., = 2p(6p — 1)
Berdasarkan penjelasan sebelumnya, diperoleh
YLK =X Kp+XKc=3p+2p(6p—1) =p(l+12p)

Karenap = ? dan g = g dimana g = 3, maka diperoleh

K, :%(1 +12 (%))
= %(1 + 6m)
= ?(1 + (3.2)m)
=>(1+Q2gm)
= = (1 +mn)
=

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari
setiap kolom yang berada pada matriks R yang terbentuk berdasarkan konstruksi

diatas akan memiliki nilai yang sama yaitu k.
Kasus I.d.

Pada poin ini, akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen

pada baris yang sama ialah 1.
Untuk j = 1,3,5, ..., 2p — 1, diperoleh

YR =(6j—5)+(6j—-3)+(6j+1D)+(12p—6j+2)+
(12p—6j+3)+ (12p—6j +5)
=18j —18j +36p + 3
=36p + 3
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Untuk i = 2,4,6, ..., 2p, diperoleh

LR =(6/)+(6j—2)+ (6] —6) + (12p— 6j +5) + (12p — 6j +
4)+ (12p — 6j + 2)
= 18j — 18j + 36p — 8 + 11
= 36p + 3

Terlihatbahwa > R; = X R; = YR =36p+3 =3(12p+ 1) =
3((3.2)2p + 1).

Karena q = 3 dengan p = = dan g = Z, diperoleh

N = q((Zq)Zp + 1) = 2(1 + mn)

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari
setiap baris yang berada pada matriks R yang terbentuk berdasarkan konstruksi

diatas akan memiliki nilai yang sama yaitu L.

Berdasarkan pemaparan pada kasus 1.a, kasus I.b, kasus I.c, dan kasus 1.d,
terbukti bahwa persegi-panjang yang terbentuk merupakan persegi-panjang-ajaib

untuk g = 3.
Kasus Il yaitu g > 3.
akan diuraikan mengenai konstruksi persegi-panjang-ajaib R untuk g > 3.

Karena g > 3, maka diperoleh

B=1p®(Qe|Qa|1'q—s®(Qb|Qa)

0 212 3. 0 1|12 330 2
Q [=1,® 1,.9®
3 11 05 (3 21 0)3 1
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1
1 ®022301230123............012302
B 3112 032103210 ........321031
ot 29-6
_1®022301230123............012302
P73 11 0832103210 .. ......321031
2q-6
Y s A W 0 1 2 3l0 2
3 11NN OENEEN TS 3 2 1 0/3 1
Y . W X ¥ 0 1 2 3|0 2
P N . T gl 3 2 1 0/3 1
0 30 s W 3 0 1 2 3o
3 03 v v 0 3 1 0/3 1

2q-6

0 1 N 2 q-1
g-1 q-2 i 0
q g+1 [=2 20 -1
20-1 20-2 . 1
| 2 q q+ q
(p-1)q (p<1)qg +1 pg—2 pg—1
pa-1  pa-2 ... (p-1)g+1 (p-1)q

Selain itu, karena Y = 4(X ® 1';) + 1,, ® 1’5, , maka dengan

mensubstitusikan formula untuk X kedalam formula untuk Y, diperoleh

0 1 q-2 g-1 1
g-1 q-2 1 0 1
q g+1 2q-2 29-1 1
2q9-1 2q-2 1 1
y=a/| & q ar T e )|+ O - 1)y
(p-1)g (p-1)g+1 ... pq-—2 pg -1
pg-1 pgq-—2 .. (p-1a+1 (p-1)q

(2px1)
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0 0 1 1
g-1 gq-1 q-2 q-2

q q q+1 q+1
2q-1 2q-1 2q-2 29-2

pg-1 pg-1 pg-2 pgq-2
1 1 1 1 1T}
1 1 1 1 ("] I 1
1 1 TSI N 1 WIS
IS 1 S . 1 W 1
1 1 1 1
L 1 1
0 0 4 4
4q9-4 4q9-4 4q-8 4q-8
4q 4q 49+4 49+4
8q—-4 8q-4 8q-8 8q-8

4q(;).—1) 4q(.b‘fl) 4q(p”—.1)+4 4q(p“-.1)+4

Dengan

Y; = (y;;) dengani =1, ...
Y, = (y;j)dengani =1,..

(p—l)q (p—l)q (p—'i)'q+1 (p—.ijq+1

4pq-4  4pg-4  4pq-8 4pq-8
il 1 1 i il g il
I 1 S
i1l 1L T 1l
Ly il SR T il
1 1
1 1
1 1 5 5 ..
49-3 4q-3 49-7 49-7 ... .
4q9+1 49+1 4q+5 49+5 .. ..
89-3 8q-3 8q-7 8q-7 ... ..

4q(p-1)+1 4q(p-1)+1 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 ... ...
4pg-3 4pg-3 4pg-7 4pa-7 ... ..

4q-7 4q-7 49-3 4q-3
5 5 1 1
8q-7 8q-7 8q-3 8q-3
49+5 4q+5 49+1 4q+1
4pq-7 4pq-7 4pg-3 4pq-3
4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 4q(p-1)+1 4q(p-1)+1

56

q-2 q-2 qg-1 g-1
1 1 0 0
29-2 2q-2 29-1 2q-1
g+1 q+1 q q
+
pgq-2 pg-2 pg-1 pg-1
(p-1)a+1 (p-1)q+1 (p-1)g (p-1)q
4q-8 4q-8 49-4 49-4
4 4 0 0
8q-8 8q-8 8q-4 8q-4
4q+4 49+4 4q 4q
4pq-8 4pq-8  4pg-4  4pq-4

4q(p-1)+4 4q(p-1)+4 4q(p-1) 4q(p-1)

2pdanj=1,..,q
,2pdanj =q+1,...,2q, sehingga
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1 1 5 5 29-1
4q-3 4q-3 4q-7 4q-7 2q-1
4q+1 4q+1 4q+5 4q+5 6q-1

v - 8q-3 8q-3 8q-7 8q-7 6q-1
=
4q(p-1)+1 4q(p-1)+1 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 ... ... 4pg-2q-1
4pq-3 4pg-3 4pq-7 4pq-7 e ... 4pg-2q9-1
dan
2q-1 4q-7 49-7 4q-3 4q-3
29-1 5 5 1 1
6g9-1 8q—7 897 8g9-3 8q-3
Y 6g-1 4q+5 4q+5 4q+1 4q+1
=
4pg-29-1 ... ... 4pq-7 4pgq-7 4pg-3 4pg-3
4pq-29-1 ... ... 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 4q(p-1)+1 4q(p-1)+1

Dengan mensubstitusikan formula Y; dan Y, ke persamaan

¢ = (11l(K,®L,)Y,), diperoleh

1 1 5 5 29-—3
4q9—3 49 -3 4q—7 4q—-7 29+1
49 +1 4q+1 4q9+5 49 +5 69 —3

cu 8g—3 8g—3 8g—7 897 6q+1
4q9(p—-1)+1 4q(p—-1)+1 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 ... ... 4pg—29-3
4pg—3 4pg—3 4pg—7 4pq—7 eee ... 4pg—29g+1
Yl

4pg-2q+1 ... ... 4pq-7 4pq-7 4pg-3 4pg-3
4pg-29-3 ... ... 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 4q(p-1)+1 4q(p-1)+1
4pg-6g+1 ... ... 4q(p-1)-7 4q(p-1)-7 4q(p-1)-3 4q(p-1)-3
4pg-69-3 ... ... 4q(p-2)+5 4p(p 2)+5 4q(p 2)+1 (p 2)+l

29+1 ... ... 4q-7 4q-7 49-3 4q-3

20-3 ... .. 5 5 1 1

(Kp®1)Y,

Definisikan R=B+C
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0 2|2 3/0 1 2 3 0 1 2 3. 0 1 2 3lo 2
3 11 0|13 2 1 0 3 2 1 0 . 3 2 1 0(3 1
0 2|2 3/0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 30 2
3 111 03 2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 03 1
B= +
0 2 0 2 30 2 0 3/0 2
3 1 3 1 0 3 10 3 3 1
20-6
1 1 5 5 ... 2q-3
4q-3 4q-3 4q-7 4q-7 - ... .. 2q+1
4q9+1 49+1 49+5 40+5  pe.. 6q-3
89-3 89-3 8q-7 S0 N . S 6q+1
4q(p-1)+1 4q(p-1)+1 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 ... ... 4pq-2q-3
4pg-3 4pq-3 4pq-7 4dpg-7 ... ... 4pg-29+1
Y
4pg-29+1 4pg-7 4dpg-7 4pq-3 4pq-3
4pg-2q-3 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 4q(p-1)+1 4q(p-1)+1
4pg-6q+1 4q9(p-1)-7 4q(p-1)-7 4q(p-1)-3 4q(p-1)-3
4pq—60-3 4q(p-2)+5 4p(p-2)+5 4q(p-2)+1 4q(p-2)+1
2q+1 49-7 4q9-7 49-3 49-3
G W, 5 5 1 1
(Kp®1,)Y,

Dengan menggunakan persamaan diatas, akan dibuktikan empat hal
berikut, yaitu setiap elemen yang terdapat pada R saling berbeda satu sama lain,
bilangan pada {1,2, ..., mn} muncul tepat satu kali, nilai penjumlahan dari setiap
elemen pada kolom yang sama ialah k, dan nilai penjumlahan dari setiap elemen

pada baris yang sama ialah [.
Kasus Il.a.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa setiap elemen yang terdapat pada R

saling berbeda satu sama lain.
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Terlihat bahwa untuk j = 1, 2, g elemen pada R membentuk barisan

aritmatika,yaitu

{7”1,4j—3»7”3,4j—3: "'fer—lA-j—S} ={8—7),4q9+ @B —7),...4(p —
g+ (8j —7)}

{szzq,nhzq, ...,rzplzq} = {2,4‘q + 2, ...,4‘(p - 1)q + 2}
{rlyz, T372, ...,rzp_l‘z} - {3,4'q == 3, ---,4‘(p - 1)q + 3}

{r2,2q+3—4j1r4,2q+3—4j1 "'rer,2q+3—4j} ={(8j —4),4q + (8j —
4),..,A(p— g + (8 —4)}

{r2,2q—4j+2:r4,2q—4j+2' ---:er,Zq—4-j+2} ={(8j —3),4q + (8j —
3), . 4(p — g + (8 — 3)}

{rZ,Zq—4j+1'r4,2q—4j+1' ---'TZp,Zq—4j+1} ={(8j =2),4q + (8 —
2), i(p = g + (8] — 2)}

{7'1,4j—1;7'3,4j—1; ---'er—1,4j—1} ={8j—1),4q+ (8 —1),..4(p —
g+ (8 — 1)}

{7'1,4j»7'3,4j, ---:sz—1,4j} ={8j,4q + 8j,...,4(p — Dq + 8/}

{7"1,4j+2'7"3,4j+2» ---»7"2p—1,4j+2} ={(8j +2),49 +(8j +2),...4(p —
g + (8 +2)}

{r22q-4jsTa2q-aj» - Top2q-aj} = (8 + 3),4q + (8] +3), ... 4(p —
1)q +(8j +3)}

{7"2,4j—3'7"4,4j—3' --w’"2p,4j—3} ={4q — (8j —8),8q — (8j — 8), ... ,4pq —
(8/ — 8)}

{T1,2q;7'3,2q: ---:TZp—l,Zq} ={4q—18q —1,..,4pq — 1}
{TZ,ZITAI-,Z) "')er’Z} = {4‘q - 2,8q - 2, ,4‘pq - 2}

{r1,2q+3—4j:r3,2q+3—4j: ---'TZp—1,2q+3—4j} ={4q - (8/ —5),8q —
(8j —5),...,4pq — (8j — 5)}

{T1,2q+2—4j:r3,2q+2—4j: ---rer—1,2q+2—4j} ={4q—(8/ —4),8q —
8/ —4),....4pq — (8] — 4)}
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{7”1,2q+1—4j»7”3,2q+1—4j» ""er—l,2q+1—4j} ={4q—(8j —3),8q —
(8 —3),...,4pq — (8j — 3)}

{T2,4j—1;7'4,4j—1» ---:er,4j—1} ={4q — (8 —2),8q — (8 — 2),...,4pq —

(8j —2)}
{7”2,4j»7”4,4j’ '")erAj} ={4q - (8/—1),8¢q— (8 — 1),..,4pq —
8 — 1)}
{7”2,4j+2:7”4,4j+2' ""er,4j+2} ={4q—(8j+1),8q —(8j +1),...,4pq —
(8 + 1)}

{rl,Zq—4j:r3,2q—4jr ---'er—l,Zq—tlj} ={4q —(8j +2),8q — (8j +
2),..,4pq — (8j + 2)}

Dengan demikian, terlihat bahwa irisan dari seluruh barisan diatas ialah @,
sehingga terbukti bahwa setiap elemen yang terdapat pada R saling berbeda satu

sama lain.
Kasus Il.b.

Pada butir ini akan ditunjukan bahwa bilangan dalam {1,2, ..., mn} muncul

tepat satu kali.

Berdasarkan pemaparan pada Kasus I.a, diperoleh bahwa gabungan dari

seluruh barisan tersebut ialah himpunan {1,2, ..., mn}.

Kasus Il.c.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada kolom yang sama ialah k.

Agar persegi-panjang R yang terbentuk pada konstruksi diatas merupakan
persegi-panjang-ajaib, maka nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom

yang sama harus bernilai k, dengan

k=%(1+mn)
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Lebih lanjut, berdasarkan pemaparan pada poin a, terlihat bahwa seluruh
kolom dari matriks R terbentuk berdasarkan replikasi dari 10 kolom utama, yaitu
kolom ke —(4j — 3), kolom ke-(2q), kolom ke-2, kolom ke-(2q + 3 — 4j),
kolom ke-(2q + 2 — 4j), kolom ke-(2q + 1 — 4j), kolom ke-(4j — 1), kolom ke-
(4j), kolom ke-(4j + 2), dan kolom ke-(2q — 4j).

Dengan demikian, akan dibuktikan bahwa pada kesepuluh kolom tersebut,

penjumlahan dari setiap elemen yang terdapat pada kolom yang sama ialah k.

Berikut ini akan diberikan tabel 3.13 yang merepresentasikan nilai
penjumlahan dari kesepuluh kolom tersebut.

Tabel 3.13

Nilai penjumlahan dari kesepuluh kolom utama

Penjumlahan

Kolom ke Formula Nilai
Ksj—3 (7"1,4j—3 24T 7’2p—1,4j—3) + p(4pq + 1)
(R2,4j—3 o>y - v 7"2p,4j—3)
2q (rl,Zq TGRS 7”2p—1,2q) i (Tz,zq +142q + p(4pq + 1)
p— + rzp,zq)
2 (T1,2 L 340 48 T2p—1,2) g (7”2,2 +1,++ | p(4pg+1)
T2p,2)

Kzq+3-4j (T2,2q+3—4j by AEW, Ak T2p,2q+3—4j) pr p(4pq +1)

(T1,2q+3—4j t 132g+3-4j T "+ T2p-1,2q+3-4j

2q+2—4j | (ra2942-4] + Tazgez—aj + =+ Top2gez-aj) + p(4pq +1)
(7"1,2q+2—4j +732q+2-4j T -+ r2p—1,2q+2—4j)

2q +1—4j | (ra2q41-4j + Tazqe1-aj + =+ Tap2ger-aj) + | P4Pg+1)

(T1,2q+1—4j +732q+1-4j + o F TZp—1,2q+1—4-j)

45 =1 | (rpajor +13ajo1 + o F Topgajo1) + p(4pq + 1)
(7”2,4j—1 + 74451+t rszj—l)
4j (T1,4j,7”3,4j, e er—lA-j) + (7"2,4}" Tasjs s T2p,4j) p(4pq + 1)
45 +2 | (TrajeaTaajezr o Tap-1aji2) T p(4pq + 1)
(7”2,4j+2»7”4,4j+2» = 2paj+2
20 =4 | (ri2qeaj + Ts2gaj + =+ Top_12g-4j) + p(4pq + 1)

(T22q-4 + Ta2q-sj + -+ T2p2g-45)
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Karenap = ?dan q= g diperoleh

m

pUpg+ 1) =2(4(3)(3)+1) =Z(mn+1) =k

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari
setiap kolom yang berada pada matriks R yang akan memiliki nilai yang sama

yaitu k.
Kasus I1.d.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada baris yang sama ialah [.

Agar persegi-panjang R merupakan persegi-panjang-ajaib, maka nilai

penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama harus bernilai [, dengan

n
l=§(1+mn)

Oleh karena itu, didefinisikan 3 B;, % ¢;, ¥ (Y,);, X, ((Kp®12)Y2)_ , dan
l

Y R; berturut-turut sebagai nilai penjumlahan dari setiap elemen yang berada

pada baris ke-i dari matriks B, C,Y;, (K,®I,)Y, , dan R.

Untuk = 1,3,5,...,2p — 1, diperoleh

ZBi=0+2+2+3+((°+1+2:M)

+04+2=9+ (6(”‘6))

=9+(

3n—18) _18+3n-18 _ 3n

2 2 2

Karenan = 2q, maka

3(29)
ZBiqu=3q

(¥, = (%(1 +2q—3) % 2) + ()

2
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=5Qa-2)+(4g*( — 1)) = qla - D + (4 - 1))

2 ((Kp®12)Y2) = (g (4pq —2q + 1+ 4pq — 3)) X2 -

i
(4q(i;1)2q)

=-(8pq —2q-2) - (4¢*(i— 1))
=q(4pq—q—D - (49’( - 1))
Karena R = B + C dimana C = (Y;|(K,®I,)Y;), maka diperoleh
YR, =YB+XC

= 2B +X(1); + ((K,®L)Y,)

i

=3q+q(q—1)+ (49— 1)) +q4pg—q—1) -
(4¢%(i - 1))

=q(q=1+4pqg—q—1+3)
=q(4pq + 1)
Karena p = ? dan g = g maka diperoleh
"Ny =§(1+mn) al
Sedangkan untuk j = 2,4,6, ..., 2p, diperoleh

ZBi=3+1+1+0+(W)

+3+1

— 94+ (@) — 9+ (3n;18) _ 18+32n—18 _ 37n

Karenan = 2q, maka

3(2

T2
(1)) = (% (4pq — 2q + 1 + 4pq — 3)) X2 — (—4‘?”;1)2‘1)
=3 @pq—2q -2~ (4¢°G - 1))
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=q(pg—q—-1) — (4¢*G - 1))

by ((Kp®12)Y2)1 = (% (1+2q—3) x 2) + (—4Q(i‘1)2q)

2
=2(2q-2) +(4¢*G - 1))
=q(q -1 +(44°G — 1))
Karena R = B + C dimana C = (Y;|(K,®I,)Y,), maka diperoleh
YR =XB +X(
=38, + 2(1); + ((K,8L)1)

=3¢+q@pg—qg-1—(4¢*°G—-1))+qg-D +
(494G —1))

=q(@=1+4pq—q—1+3)
=qpq+1)

Karena p = ~dan ¢ = 7, maka diperoleh
Y R; =§(1 +mn) =1

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari

setiap baris yang berada pada matriks R akan memiliki nilai yang sama yaitu L.

Berdasarkan pemaparan pada butir kasus I.a, kasus 1.b, kasus I.c, dan
kasus 1.d,, terbukti bahwa persegi-panjang R merupakan persegi-panjang-ajaib
untuk g ganjil.

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa persegi-panjang R merupakan

persegi-panjang-ajaib untuk g genap.

Pertama, pandang

B=(1p®1'qj®Q

2
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0 31 2
11) [®
0 3 1 2
3021

Sehingga diperoleh matriksB dengan order 2p X 2q, yaitu

2 0
1 3
B=
3 2 0 2
0 i 3 1
dan matriks € dengan order 2p X 2q, yaitu
. 1 5 P " 29-3
49-3 4q-3 4q-7 49-7 ... ... 29+1
49+1 4q+1 4q+5 49+5 ... .. 69-3
e 8g-3 8g-3 8g9-7 SO == 60+1
4q(p-1)+1 4q(p-1)+1 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 ... ... 4pq-29-3
4pg-3 4pq-3 4pg-7 4pg-7 ... ... 4pg-29+1
4pg-2q+1 ... ... 4pq-7 4pq-7 4pq-3 4pg-3
4pq-2q-3 ... ... 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 4q(p-1)+1 4q(p-1)+1
4pg-6g+1 ... ... 4q9(p-1)-7 4q(p-1)-7 4q(p-1)-3 4q(p-1)-3
4pq-69-3 ... ... 4q(p-2)+5 4p(p-2)+5 4q(p-2)+1 4q(p-2)+1
20+1 ... .. 4q-7 4q-7 4q-3 4q-3
20-3 ... .. 5 5 1 1

didefinisikan R = B + C, yaitu
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w O
o w
=
N
w O
o w
=
N

o
w
[
N
o
w
[
N

w
(@)
w
(@)

4pq-29q-3 ... ... 4pq-7 4pq-7 4pq-3 4pq-3
4pg—-29-3 ... ... 4q(p-1)+5 4q(p-1)+5 4q(p-1)+1 4q(p-1)+1
4pg-69-3 ... ... 4q(p-1)-7 4q(p-1)-7 4q(p-1)-3 4q(p-1)-3
4pq-6q-3 ... ... 4q(p-2)+5 4p( 2)+5 4q(p 2)+1 4q(p-2)+1
20.—3 .. B 4q-7 4q-7 4q-3 4q-3
0a_2 WH 5 5 1 1

Berdasarkan pemaparan diatas, timbul 2 kasus, yaitu untuk g = 0(mod 8)
dan g = 4(mod 8). Baik pada g = 0(mod 8) maupun g = 4(mod 8), akan
dibuktikan empat hal berikut, yaitu pembuktian bahwa setiap elemen yang
terdapat pada R saling berbeda satu sama lain, bilangan pada {1,2, ..., mn} muncul
tepat satu kali, nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama ialah

k, dan nilai penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama ialah 1.
Kasus | yaitu g = 0(mod 8).

Pertama, akan dibuktikan bahwa pada kasus | dimana g = 0(mod 8),
setiap elemen yang terdapat pada R saling berbeda satu sama lain, bilangan pada
{1,2, ..., mn} muncul tepat satu kali, nilai penjumlahan dari setiap elemen pada
kolom yang sama ialah k, dan nilai penjumlahan dari setiap elemen pada baris

yang sama ialah L.

Kasus l.a.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa setiap elemen yang terdapat pada R

saling berbeda satu sama lain.

Terlihat bahwa untuk j = 1, 2, g elemen pada R membentuk barisan
aritmatika,yaitu
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{7”1,4j—3»7”3,4j—3: ---:rm—1,4j—3} ={(8j—7),4q+ (8 —7),8q +
8 —7),...4(p — g + (8 = 7)}

{rz,n+4—4j,r4,n+4—4j: ---:rm,n+4—4j} ={(8/ —6),4q + (8/ — 6),8q +
(8j —6),...,4(p — g +
(8/ —6)}

{rz,n+3—4j'r4,n+3—4j: ---»Tm,n+3—4j} = {(8j —5),4q + (8 —5),8q +
(8j=5),..,4(p—1Dq +
(8j —5)}

{7'1,4j—2:7”3,4j—2' ---'Tm—1,4j—2} ={(8j—4),4q + (8 —4),8q +
(8j —4),..,4(p — 1)q + (8 — 4)}

{rZ,n+2—4j'r4,n+2—4j: ---;rm,n+2—4j} ={(8/—3),4q9+ (8 —3),8q +
(8j —3),...,4(p — g +
(8j —3)}

{7”1,4j—1'7”3,4j—1' ---:rm—1,4j—1} ={(8j —2),4q + (8j — 2),8q +
(8j=2),..,4(p — g + (8j — 2)}

{T1,4j:7”3,4j: ---:Tm—1,4j} ={(8j—1),4q+(8j—1),8q + (8 —
1), .., 4(p — 1)q + (8] — 1)}

{rz,n+1—4j'r4,n+1—4j' ---»T”m,n+1—4j} = {(8)),4q + (8j),8q +
(8)), ..., 4(p — Dq + (8))}

{7"2,4j—3»7"4,4j—3: ---'Tm,4j—3} ={4q — (8/ — 8),8q — (8/ — 8),12q —
(8/ —8),...,4pq — (8j — 8)}

{Tl,n+4—4j,r3,n+4—4j» ---rrm—l,n+4—4j} ={4q—(8j—7),8q —
(8j —7),12q — (8 —
7), -, 4pq — (8 = 7)}
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{rl,n+3—4j:r3,n+3—4j' ---»rm—l,n+3—4j} ={4q —(8j — 6),8q —
(8j —6),12q — (8j —
6), ...,4pq — (8j — 6)}

{7”2,4j—2»7”4,4j—2» ---'rm,4j—2} ={4q — (8/ —5),8¢ — (8/ —5),12q —
(8/ —=5),...,4pq — (8j — 5)}

{rl,n+2—4j'r3,n+2—4-j' ---rrm—l,n+2—4j} ={4q — (8 —4),8q —
(8j —4),12q — (8j —
4),...,4pq — (8] — 4)}

{7”2,4j—1:7”4,4j—1' ---'Tm,4j—1} ={4q — (8/=3),8q — (8j — 3),12q —
(8 —3), ..., 4pq — (8j — 3)}

{rouj taaj - Tmaj} = {4q — (8j = 2),8q — (8j — 2),12q —
(8 —2),...,4pq — (8j — 2)}

{rl,n+1—4j'r3,n+1—4j: ---»Tm—1,n+1—4j} ={4q - (8 —1),8q —
(8 —1),12q — (8j —
1), ..., 4pq — (8] — 1)}

Dengan demikian, terlihat bahwa irisan dari seluruh barisan diatas ialah @,
sehingga terbukti bahwa setiap elemen yang terdapat pada R saling berbeda satu

sama lain.
Kasus I.b.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa bilangan pada {1,2, ..., mn} muncul

tepat satu kali.

Berdasarkan pemaparan pada kasus l.a, diperoleh bahwa gabungan dari

seluruh barisan tersebut ialah himpunan {1,2, ..., mn}.
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Kasus I.c.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada kolom yang sama pada persegi-panjang R ialah k.

Agar persegi-panjang R yang terbentuk berdasarkan konstruksi diatas
merupakan persegi-panjang-ajaib, maka penjumlahan dari setiap elemen pada

kolom yang sama harus bernilai k, dengan
m
k = y (1 4+ mn)

Lebih lanjut, karena matriks B diperoleh dengan mengoperasikan matriks
satuan yang berorder p X % dengan matriks Q yang beroder 2 X 4, maka matriks B
merupakan matriks dengan susunan kolom yang merupakan replikasi
(pengulangan) dari matriks @, sehingga setiap kolomnya merupakan replikasi dari
8 kolom utama, yaitu kolom ke-(4j — 3)kolom ke-(4j — 2), kolom ke-(4j — 1),
kolom ke-(4j), kolom ke-(n + 1 — 4j), kolom ke-(n + 2 — 4j), kolom ke-
(n + 3 — 4j), dan kolom ke-(n + 4 — 4j).

Dengan demikian, akan dibuktikan bahwa pada kedelapan kolom tersebut,

penjumlahan dari setiap elemen yang terdapat pada kolom yang sama ialah k.

Selanjutnya, didefinisikan
Z Riciajs) 2z Riccas2) ) Ricissay 2z R, 2 RicGiss—sp ) Rinsz-ay Z Riniaap
dan ) Rk(n+4_4]~) berturut — turut sebagai penjumlahan dari setiap elemen yang

terdapat pada kolom ke-(4j — 3), kolom ke-(4j — 2), kolom ke-(4j — 1), kolom
ke-(4j), kolom ke-(n + 1 — 4j), kolom ke-(n + 2 — 4j), kolom ke-(n + 3 — 4/),
dan kolom ke-(n + 4 — 4j).

Berikut ini akan diberikan tabel 3.14 yang merepresentasikan nilai

penjumlahan dari kedelapan kolom utama tersebut.
Tabel 3.14

Representasi nilai penjumlahan dari delapan kolom utama
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Penjumlahan Formula Nilai
kolom ke
4 -3 (r1.4j—3 + 13453+ F rm—1,4j—3) + p(4pq + 1)

(7'2,4j—3»7'4,4j—3, ey rm,4j—3)

4j — 2 (roajoz + T34joz + -+ Tmo14j-2) + p(4pq + 1)
(R2,4j—2 +744jp 0+ rm,4j—2)
4 -1 (taaiey a0y 1 (£ 5 T s St p(4pq + 1)

(7"2,4j—1 . SR rm,4j—1)

4] (7”1,4j e 1 i T Tm—1,4j) + (7”2,4j + 7445 + p(4pq + 1)

ces + 'r'mA].)

n+1-4j (7'1,n+1—4j TN L A T rm—l,n+1—4j) + p(4pq +1)

(Tz,n+1—4j + Tant1-4j + -+ rm,n+1—4-j)

n+2-—4j (rl,n+2—4j t 3n42-45 T+ rm—l,n+2—4j) + p(4pq + 1)

(rz,n+2—4j t Tanso—aj t -+ rm,n+2—4j)

n+3—4 | (rinss-aj +Tsneamaj o+ Tmoinesoag) + p(4pq + 1)

(Tz,n+3—4j e e rm,n+3—4j)

gl 47 (rl,n+4—4j & N, 7”m—1,n+4—4j) g p(4pq +1)

(rZ,n+4—4j o Tan+4—4j i rm,n+4—4—j)

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari

setiap kolom yang berada pada matriks R akan memiliki nilai yang sama yaitu k.

Kasus I.d.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada baris yang sama ialah [.

Agar persegi-panjang R yang terbentuk pada konstruksi diatas merupakan
persegi-panjang-ajaib, maka nilai penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang

sama harus bernilai [, dengan

n
l=E(1+mn)
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Pertama, didefinisikan ). B;, Y. C;, Y>.(Y1);, Y. ((Kp®12)Y2). ,dan Y R;
l

berturut — turut sebagai nilai penjumlahan dari setiap elemen yang berada pada

baris ke-i dari matriks B, C, Yy, (K,®I,)Y, , dan R.

Untuk =1, 3,5, ...,2p — 1, diperoleh

(0+3+1+2)n 6n
TP =
4 4

Karena n = 2q, maka

6(29)
D = 4q =3q

B0); = (£ +2q - 3) x 2) + (44220)

=1(2q-2) + (49*( - 1))

=q(q—1+ (49°G - 1))

2 ((K,®L)Y,) = (é (4pq =29 + 1+ 4pq — 3)) X 2 —
=
=>(8pq—2¢-2) - (4¢*(i=1))
=q(4pq —q—1) - (4¢°( - 1))
Karena R = B + C dimana C = (Y;|(K,®I,)Y; ), maka diperoleh
YR =XBi+XG
=3B + X1 + (K, ®L)Y:)

=3q+q(q— 1D+ (4¢°G—1))+q4pg—q—1) —
(4q%(i—1))

=q(q—1+4pq—q—1+3)
=q(1+4pq)
=1

Sedangkan untuk j = 2,4,6, ..., 2p, diperoleh
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(0+3+1+2)m _ 6n

ZB1= 2 2

Karena n = 2q, maka

6(2
XB = (4q) = 3q

q a
X)) = (% (4pq — 2q + 1 + 4pq — 3)) <2 — (4q(1 1)2q)

2

=1(8pq —2q —2) — (4¢*G — 1))

=q(4pq —q—-1) - (4¢*°G - 1))

» ((1(,,«2912)1/2)1 = (%(1 +2q —3) x 2) + ()
=22q-2)+ (4¢°G - 1))
=q(q— 1D+ (4¢*°G - 1))
Karena R = B + C dimana C = (Y;|(K,®I,)Y,), maka diperoleh
YR =XBi+X(
=3B, + X1 + ((K,®k)Y2),

=3q+qMpqa—q-1 — (4¢*G —1))+q(q@—-D +
(49°G - 1))

= i SR 4 ndFSlqEil. 1)
=q(1+ 4pq)
=1

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari
setiap baris yang berada pada matriks R yang terbentuk berdasarkan konstruksi

diatas akan memiliki nilai yang sama yaitu L.

Lebih lanjut, berdasarkan pembuktian pada kasus I.a, kasus I.b, kasus I.c,

dan kasus I.d, maka diperoleh pembuktian untuk kasus | yaitu g = 0(mod 8).
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Kasus Il yaitu g = 4(mod 8).

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa untuk g = 4(mod 8), setiap elemen
yang terdapat pada R saling berbeda satu sama lain, bilangan pada {1,2, ..., mn}
muncul tepat satu kali, nilai penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang
sama ialah k, dan nilai penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama ialah
L.

Kasus Il.a.

Pada butir ini akan dibuktikan bahwa setiap elemen yang terdapat pada R

saling berbeda satu sama lain.

Terlihat bahwa untuk j = 1, 2, ...,qT_Z dani=1,2, ...,%, elemen pada R

membentuk barisan aritmatika,yaitu

{T1,4i—3;""3,4i—3: ---;rm—1,4-i—3} = {(8i —7), 4q + 8i—17), 8q +
(8i=7), ..., 4(p — 1)q + (8i — 7)}

{rZ,n+4—4i,r4,n+4—4i' ---'rm,n+4—4i} ={(8i—6),4q9 + (8i —6),8q +
(8i—6)..,4(p —1)g + (8i — 6)}

{Tz,n+3—4i'7”4,n+3—4i, ---'Tm,n+3—4i} ={(8i—5),4q + (8i — 5),8q +
(8i—5),..,4(p—1)q +
(8i —5)}

{T1,4i—2:7'3,4i—2: ---'rm—1,4i—2} ={(8i—4),4q9 + (8i —4),8q +
B8i—4),..,4(p—1g+ (8i—4)}

{rz,n+2—4j:r4,n+2—4j' ---:rm,n+2—4j} = {(8] - 3): 4'CI + (8] - 3)» 8q +
(8j—3),..4(p— g +
(8j —3)}

{T1,4j—1:7”3,4j—1; ---:rm—1,4j—1} ={(8j—2),4q + (8 — 2),8q +
8/ —2),..,4(p — g+ (8 — 2)}
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{7”1,4j»7”3,4j’ ---'rm—1,4j} ={(8j—1),4q9+ (8 —1),8q + (8 —
1),..,4(p—Dqg+ (8j — 1)}

{rz,n+1—4j;r4,n+1—4j; ---;rm,n+1—4j} ={(8)),4q + (8)),8q +
(8)),...,4(p — 1)q + (8))}

{7”2,41'—3:7”4,41'—3' ---'rm,4i—3} ={4q — (8i —8),8q — (8i —8),12q —
(8i — 8),...,4pq — (8i — 8)}

{7'1,n+4—4i,7”3,n+4—4i' ---:Tm—1,n+4—4i} ={4q—(8j—1),8q - (8j —
0),12q — (8 — ), ..., 4pq —
(8i —7)}

{rl,n+3—4i'r3,n+3—4ir ---:rm—l,n+3—4i} ={4q — (8i—6),8q —
(8i — 6),12q — (8i —
6),...,4pq — (8i — 6)}

{Tanio2 Taniczs ) Tmaioa )} = {4q — (8i — 5),8q — (8i — 5), 12q —
(8i—5),...,4pq — (8i — 5)}

{T1,n+2—4j;7"3,n+2—4j: ---'rm—l,n+2—4j} = Mg Oing ©L50—
(S Lol (8] —
4), ..., 4pq — (8j — 4)}

{r2,4j-1,Tagj1, - rTmaj1} = {4q — (8j — 3),8q — (8 — 3),12q —
(8j —3), ..., 4pq — (8j — 3)}

{T2,4j,Taajs -r Tmaj} = {4q — (8 — 2),8q — (8 — 2),12q —
(8j —2),...,4pq — (8j — 2)}

{Tl,n+1—4j:7”3,n+1—4j' ---:rm—l,n+1—4j} ={4q - (8 —1),8q —
(8 —1),12q — (8j —
1), ...4pq — (8j — 1)}

74
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Dengan demikian, terlihat bahwa irisan dari seluruh barisan diatas ialah @,
sehingga terbukti bahwa setiap elemen yang terdapat pada R saling berbeda satu

sama lain.

Kasus Il.b.

Pada butir ini akan ditunjukan bahwa bilangan pada {1,2, ..., mn} muncul

tepat satu kali.

Berdasarkan pemaparan pada kasus Il.a, diperoleh bahwa gabungan dari

seluruh barisan tersebut ialah himpunan {1,2, ..., mn}.

Kasus Il.c.

Pada butir ini akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap elemen

pada kolom yang sama ialah k.

Agar persegi-panjang R merupakan persegi-panjang-ajaib, maka

penjumlahan dari setiap elemen pada kolom yang sama harus bernilai k, dengan
m
k= ? (1 + mn)

Lebih lanjut, karena matriks B diperoleh dengan mengoperasikan matriks
satuan yang berorder p X % dengan matriks Q yang beroder 2 x 4, maka matriks B

merupakan matriks dengan susunan kolom yang merupakan replikasi
(pengulangan) dari matriks Q, sehingga setiap kolomnya merupakan replikasi dari
8 kolom utama, yaitu kolom pertama, kolom kedua, kolom ketiga, kolom
keempat, kolom ke-(n — 3), kolom ke-(n — 2), kolom ke-(n — 1), dan kolom ke-

n.

Dengan demikian, akan dibuktikan bahwa pada kedelapan kolom tersebut,

penjumlahan dari setiap elemen yang terdapat pada kolom yang sama ialah k.

Selanjutnya, didefinisikan Y, Ry, , Y. Rk, , % Ry, > Rk, 2. Ricesy 5 Ry,
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YRy dan ). R, berturut — turut sebagai penjumlahan dari setiap
(n-1) n

elemen yang terdapat pada kolom pertama, kolom kedua, kolom ketiga, kolom

keempat, kolom ke-(n — 3), kolom ke-(n — 2), kolom ke-(n — 1), dan kolom ke-

n.
Berikut ini akan diberikan tabel nilai penjumlahan dari kedelapan kolom
utama tersebut .
Tabel 3.15
Nilai penjumlahan kedelapan kolom utama
Penjumlaha Formula Nilai
n kolom ke
Mg, (T1,4i—3 + 734i-3p0e + Tm—1,4i—3) + p(4pq + 1)
(T2,4i—3 + Ty4i-3 + -+ rm,4i—3)
4i—2 (T1,4i—2 o T, BE Tm—1,4i—2) + p(4pq + 1)
(T2,4i—2 e R Tm,4i—2)
w— (7”1,4j—1 t734j—1 T F Tm—1,4j—1) + p(4pq + 1)
(T2,4j—1 Y & Tm,4j—1)
Y (r1aj + T30j + o+ Tnoga)) + (1205 + T4aj + p(4pq +1)
et T
n+ 4 — 4 g A TR, _.; - Mg p(4pq +1)
(Tan+1-ai + Tameaeai + =+ Tmns1-ai)
n+3—4i | (fynsa-si + Tanez-ai T F moinez—ai) + p(4pq + 1)
(Pamez—si + Tansz—si + =+ Timnsa-si)
n+2-4 | (rpaoaj +Taneacaj + o+ Tmoineaoag) + p(4pq +1)
(Tan+3-aj + Tansz—aj + = + Tmniz_aj)
n+1—4) | (rinra-aj + T3neamaj T+ Tmoinsamaj) + r(4pq +1)
(rz,n+4—4j + Tynta—aj + ot Tm,n+4—4j)

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari

setiap kolom yang berada pada matriks R akan memiliki nilai yang sama yaitu k.
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Kasus I1.d.

Pada butir ini, akan ditunjukan bahwa nilai penjumlahan dari setiap

elemen pada baris yang sama ialah [.

Agar persegi-panjang R merupakan persegi-panjang-ajaib, maka

penjumlahan dari setiap elemen pada baris yang sama harus bernilai [, dengan

n
l=§(1+mn)

Pertama, didefinisikan ¥ B;, X C;, X (Y):, . ((KP®IZ)Y2) ,dan Y R;

i
berturut — turut sebagai nilai penjumlahan dari setiap elemen yang berada pada

baris ke-i dari matriks B, C,Y;, (K, ®I,)Y , dan R.

Untuk = 1,3,5,...,2p — 1, diperoleh

(0+3+1+2)m 6n
PB g S =
4 4

Karena n = 2q, maka

6(2q)
X B; = (4q = 3q

%(Y); = (%(1 +2q —3) X 2) + ()
=52q-2) +(4¢°( = 1))

2

=q(qg—1) + (49°G - 1))
2 ((KP®IZ)Y2). = (% (4pq —2q + 1+ 4pq — 3)) X2 — (@)

=%(8pq -2q—-2)—(49°G - 1))

=q(4pg —q—1) — (4q*( - 1))
Karena R = B + C dimana C = (Y;|(K,®I,)Y,), maka diperoleh

YR =XB;+XC(;
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=Y B+ 3V + ((Kp®12)Y2)i

=3q+q(g— 1)+ (4¢*( - 1)) +ql4pqg—q—1) —
(4q%(i - 1))

=q(q—1+4pq—q—-1+3)
=q(4pg+1)
m n a
Karena p = — dang = 7 maka diperoleh
Y R; =§(1+mn) =]

Sedangkan untuk j = 2,4,6, ..., 2p, diperoleh

(0+3+1+2)m 6n
B =S
4 4

Karena n = 2q, maka

ZB]_6(2q)=3q

- Y

2

g .
X)), = (% (4pq — 29 + 1 + 4pq — 3)> 2 — (4q(1—1)2q)

=2 (8pa =29 - 2) - (442G = 1)
= q(4pq — q = 1) — (44*G - 1))

X ((Kp®12)Y2)1 = é (1+2q—3) x 2) + (—‘“’(i‘l)zq)

2
=22q-2)+(4¢*(G - 1))
=q(q-D+(4¢°G - 1))
Karena R = B + C dimana C = (Y;|(K,®I,)Y,), maka diperoleh
TR =¥Bi+X(
=3B, + 201, + ((K,®L)Y:)

=39g+q@pg—q-1D—-(4¢*G-1))+qg-D +
(49°G - 1))
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=q(q—1+4pqg—q—1+3)
=q(4pg+1)
Karenap = = dan ¢ = 7, maka diperoleh
Y R; =%(1+mn) =1

Dengan demikian, terbukti bahwa penjumlahan dari setiap elemen dari

setiap baris yang berada pada matriks R akan memiliki nilai yang sama yaitu L.

Lebih lanjut, berdasarkan pembuktian pada kasus 1l.a, kasus I1.b, kasus
Il.c, dan kasus I1.d, dan pembuktian pada kasus I, maka diperoleh pembuktian

yang diinginkan. m

Selanjutnya, akan diberikan contoh dari persegi-panjang-ajaib berdasarkan
teorema 3.2 untuk g ganjil dan g genap.

Contoh untuk q ganjil.

Misalkan ingin dibentuk persegi-panjang-ajaib R dengan order 6 x 8.

Maka diperoleh p = 3 dan g = 4, sehingga

Qe J
A=l4 5 6 7
BT 10 Sl
Karena X = A® ((1)) +(A.K,)® ((1)) maka diperoleh
0 1 2 3
3 2 1 0
X = 4 5 6 7
7 6 5 4
8 9 10 11
11 10 9 8

Lebih lanjut, karenaY = 4(X ® 1) + 1,81, = (¥1]¥;) , maka diperoleh
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1 1 5 5 9 9 13 13
1313 9 9 5 5 1 1
17 17 21 21 25 25 29 29
29 29 25 25 21 1 17 17
33 33 37 37 41 41 45 45
41 41 45 45 37 37 33 33

Selanjutnya, karena = (Y;|(K,®I,)Y,) , maka diperoleh

1 1 5 5 41 41 45 45
13 13 9 9 37 37 33 33
il 1 ik, B25 SPCRP0% 00
29 29 25 25 21 21 17 17
B8m=-33 7837 9N 9413 13
ASamdom. 41 AN SH 45 lampls

dan karena B = 1,® (QelQal 14-3®(0,104) Qe), didapat

v}

I
w O w o w o
O W O W o w
N RPN RN R
Lo SRR SR i
W O w O w o
O W O W o w
SR SR Gl
Lol SR SR S N

Akhirnya, dengan menggunakan teorema 3.2, diperoleh persegi-panjang- ajaib R

yaitu

1 4 6 7 41 44 46 47
16 13 11 10 40 37 35 34
17 20 22 23 25 28 30 31
32 29 27 26 24 21 19 18
33 36 38 39 9 12 14 15
48 45 43 42 8 5 3 2

Contoh untuk q genap

misalkan ingin dibentuk persegi-panjang-ajaib R dengan order 8 x 8.

Maka diperoleh p = 4 dan g = 4, sehingga
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0 1 2 3 4

5 6 7 8 9
A=110 11 12 13 14
15 16 17 18 19
20 21 22 23 24

Karena X = A® ((1)) +(A.K,)® ((1)) maka diperoleh

Lebih lanjut, karena Y = 4(X ® 1';) + 1,,®1',, = (Y;|Y>) , maka diperoleh

1 "SISO S 17 17
Ay JYEENIET 12F ) WO NCHEIGL v
21 21 25 25 29 29 33 33 37 37
SV SEEICYT o0 WIS A1k
41 41 45 45 49 49 53 53 57 57
57 57 53 53 49 49 45 45 41 41
61 61 65 65 69 69 73 73 77 77
77 77 73 73 69 69 65 65 61 61
81 81 8 85 89 89 93 93 97 97
97 97 93 93 89 89 85 85 81 81

Selanjutnya, karena = (Y;|(k,®I,)Y,) , maka diperoleh
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1
17
21
37
41
57
61
77
81
97

17
21
37
41
57
61
77
81
97

13
25
33
45
53
65
73
85
93

13
25
33
45
53
65
73
85
93

9
9
29
29
49
49
69
69
89
89

89
89
69
69
49
49
29
29

Dan karena B = (1p®1’3) ®Q, didapat

W O W O W O w o w o

P N P DND PP DNDFPE NP

P N P NP NN EPEP NP
O W O W O W O w o w

W O W O W O w o w o

N P DR DNDPEPEPE NP DN

P NN P NN P DR DN PPN

93
85
73
65
53
45
33
25
13

O W O W O W o w o w
W O W O W O W o w o

93
85
73
65
53
45
33
25
13

P NN P NP NP DD PEPEPEDN

97
81
77
61
57
41
37
21
17

97
81
77
61
57
41
37
21
17

82

Akhirnya, dengan menggunakan teorema 3.2, diperoleh persegi-panjang- ajaib R

yaitu

20
21
40
41
60
61
80
81
100
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18
23
38
43
58
63
78
83
98

14
27
34
47
54
67
74
87
94

13
28
33
48
53
68
73
88
93

12
30
32
49
52
69
72
89
92

90
91
70
70
50
51
30
31
10
11

95
86
75
66
55
46
35
26
15

96
85
76
65
56
45
36
25
16

97
84
77
64
57
44
37
24
17

99
82
79
62
59
42
39
22
19
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BAB 4
KESIMPULAN

Dalam skripsi ini telah dibahas beberapa metode untuk mengkonstruksi
persegi-panjang-ajaib berukuran m x n. Hasil yang telah diperoleh dapat
disimpulkan sebagai berikut
— Persegi-panjang-ajaib berukuran m X n dengan entri bilangan bulat

{1,2, ..., mn} tidak dapat dibentuk untuk nilai m genap dengan n ganjil, dan m
ganjil dengan n genap.

— Persegi-panjang-ajaib berukuran 3 x n dapat diperoleh untuk n ganjil dengan
menggunakan dua metode, yaitu metode blok-pembangun dan metode
permutasi-himpunan.

— Persegi-panjang-ajaib berukuran m X n dengan m dan n genap dapat

diperoleh dengan menggunakan aturan Kronecker.

Masih diperlukan penelitian lebih lanjut untuk memperoleh bentuk umum

dari persegi-panjang-ajaib m x n dengan m dan n ganjil.
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