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ABSTRAK

Nama : Ahmad Fauzi
Program Studi : S-1 Reguler
Judul Skripsi :  Bintang Quark dengan Model Bag M.I.T

Pada tahun 1964, Gellman dan Zweig mengajukan hipotesis bahwa proton,
neutron, dan hadron lainnya tersusun dari partikel elementer yang disebut
quark. Setelah itu, Bodmer, Terazawa dan Witten mengajukan gagasan ten-
tang adanya quark strange pada bintang kompak yang menyebabkan energi
ikat quark up, down, strange lebih rendah dibandingkan energi ikat nuklir.
Model yang mudah digunakan untuk mempelajari bintang quark yaitu dengan
model bag MIT. Ukuran bag direpresentasikan oleh konstanta bag, B, dimana
massa quark konstan. Pada temperatur 7" = 0, maka fraksi quark up konstan,
sekitar 33%, sedangkan fraksi quark down turun diikuti fraksi quark strange
yang naik. Fraksi quark up pada T # 0, tanpa penangkapan neutrino, sekitar
33%, namun pada T # 0, dengan penangkapan neutrino, fraksi quark up naik

menjadi 42%. Massa bintang akan meningkat ketika nilai B turun.

Kata kunci: Persamaan keadaan, model bag MIT, materi quark.
Daftar Pustaka: 34 (1975-2011)
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ABSTRACT

Name : Ahmad Fauzi
Study Program : S-1 Reguler
Title : Quark Stars with The M.I.T. Bag Model

In 1964, Gellman and Zweig proposed their hypothesis about the proton,
the neutron, and all the other hadrons composed by elementary particle which
were called quark. Afterwards, Bodmer, Terazawa and Witten proposed idea
about strange quark in compact stars which binding energy of up, down,
strange quark lower than nuclear. A simple model to learn quark stars is
the MIT bag model. The size of the bag is represented by the bag constant,
B, with mass of quark is constant. Temperature T' = 0, the fraction of up
quarks is constant, about 33%, the fraction of down quarks decreases followed
by the increase of strange quarks fraction. The fraction of up quarks at 7" # 0,
without neutrino trapping about 33%, whereas at T # 0, in case neutrino
trapping, the fraction of up quarks increases to 42%. The maximum mass of

the stars increases as the value B decrease.

Keywords: Equations of state, MIT bag model, quark matter.
References: 34 (1975-2011)
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Setelah penemuan neutron oleh Chadwick pada tahun 1932, maka bermuncul-
an teori tentang adanya materi yang tersusun dari neutron, dan pada tahun
1934 Baade dan Zwicky mengajukan teori tentang adanya bintang yang disebut
dengan bintang neutron yang merupakan hasil akhir transisi bintang normal
akibat mekanisme ledakan supernova [15]. Dengan menggunakan teori rel-
ativitas umum Einstein, maka pada tahun 1939, Oppenheimer dan Volkoff,
berhasil memecahkan problem dari persamaan medan Einstein untuk bintang
relativistik [7].

Pada tahun 1964, Murray Gellman dan George Zweig mengajukan hipote-
sis, bahwa proton, neutron, dan semua partikel lainnya, yang dikenal pada
saat itu, bukan merupakan partikel elementer, tetapi merupakan partikel yang
disusun dari sesuatu yang lebih kecil lagi, yang disebut quark [4]. Pada tahun
1967, eksperimen elektron proton scattering pada energi tinggi yang dilakukan
di Stanford Linear Accelerator Center (SLAC), menunjukkan tentang kebe-
naran adanya quark. Konsep tentang quark, memberi konsekuensi tentang
adanya bintang yang disusun dari materi quark.

Persamaan keadaan bintang quark, yang sebenarnya tidak diketahui secara
pasti hingga saat ini, dapat dipelajari dengan menggunakan model persamaan
keadaan bintang neutron. Beberapa model persamaan keadaan bintang neu-
tron yang sudah diusulkan oleh orang, salah satunya adalah model bag MIT
yang dikembangkan di Massachusetts Institute of Technology pada tahun 1970-
an. Pada awalnya, model ini digunakan untuk melukiskan hadron [12], tetapi,

pada perkembangannya model ini digunakan juga sebagai salah satu model un-
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Bab 1.3. Tujuan Penelitian

tuk melukiskan materi-materi yang tersusun dari quark-quark. Dalam model
bag MIT, quark-quark dianggap bebas yang terkurung dalam ruang terbatas
yang disebut bag [4].

Sebagai suatu langkah pertama pada skripsi ini, digunakan model bag MIT
untuk mempelajari persamaan keadaan dari materi yang tersusun dari quark,
baik untuk kasus neutrino yang tidak terperangkap maupun yang terperangkap
untuk 7" # 0. Hal ini penting dilakukan sebelum melangkah lebih lanjut

dengan menggunakan model yang lebih realistis.

1.2 Perumusan Masalah

Bintang quark merupakan bintang pada keadaan murni quark, sehingga dibu-
tuhkan persamaan keadaan yang dapat menggambarkan keadaan bintang quark
tersebut. Persamaan keadaan bintang quark dapat diperoleh dari model yang
digunakan dan relasi termodinamika. Dengan mengetahui persamaan keadaan
bintang quark, maka muncul hubungan antara efek temperatur terhadap te-
kanan, dan kerapatan energi yang merupakan input untuk persamaan TOV.
Selain itu, efek temperatur memiliki pengaruh pada peristiwa neutrino
trapping (penangkapan neutrino), sehingga persamaan keadaan mengalami pe-
rubahan dikarenakan adanya neutrino yang terperangkap di materi.
Bagaimana kedua hal tersebut diatas dapat diketahui hubungannya secara

eksplisit dan kuantitatif, adalah masalah yang akan ditangani pada skripsi ini.

1.3 Tujuan Penelitian

Penelitian yang dilakukan oleh penulis bertujuan:

1. Mengetahui persamaan keadaan bintang quark pada 7" = 0, sehingga
diperoleh gambaran jelas tentang fenomena-fenomena yang terjadi pada
T =0.

2. Selain pada T" = 0, dipelajari persamaan keadaan bintang quark pa-
da T # 0, sehingga hubungan antara efek temperatur dengan variabel-

variabel lainnya, seperti tekanan dan energi dapat dianalisa.

3. Secara teori, ketika T" # 0, lintasan bebas rata-rata dari neutrino menjadi

lebih kecil dibandingkan radius bintang [30], akibatnya neutrino menjadi
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Bab 1.5. Metode Penelitian

terperangkap. Sehingga efek neutrino pada persamaan bintang quark

juga dipelajari.

1.4 Batasan Penelitian

1. Pada penelitian yang dilakukan, penulis membatasi diri dengan hanya
mempelajari persamaan keadaan bintang quark hanya pada keadaan fase

murni quark, tidak dalam keadaan fase campuran.

2. Penulis dalam mengerjakan penelitian menganggap bintang quark memi-

liki crust yang sangat tipis, sehingga efek crust diabaikan.

1.5 Metode Penelitian

Penelitian yang dilakukan oleh penulis dilakukan secara analitik dan numerik.
Sebelumnya penulis juga melakukan studi literatur untuk memperoleh gam-

baran yang lebih jelas mengenai masalah materi quark di bintang kompak.
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Bab 2

Landasan Teori

2.1 Materi Quark

Setelah Murray Gellman dan George Zweig mengemukakan gagasan tentang
partikel elementer, yang disebut quark, maka banyak studi lanjutan untuk
mempelajari fenomena quark, baik dengan membuat model untuk menjelaskan
quark, atau dengan eksperimen, seperti eksperimen yang dilakukan di Stanford
Linear Accelerator Center (SLAC).

Fase quark terjadi pada keadaan wltra high density, akibat adanya tekan-
an yang tinggi pada fase materi nuklir. Pada keadaan ini, memungkinkan
terbentuknya tekanan degenerasi quark gas Fermi [13].

Pada tahun 1965, Ivanenko-e Kordgelaide mengusulkan adanya quarkian
core dalam bintang yang sangat rapat. Pada era tahun 1970-an, muncul
gagasan bahwa bintang neutron merupakan kandidat kuat dimana fase materi
quark dapat terjadi, dan pada tahun ini pula timbul gagasan tentang bintang
quark, murni quark.

Arnold Bodmer, pada tahun 1971, mengajukan ide tentang runtuhnya in-
ti menjadi quark up, down, dan strange. Bodmer juga menyatakan bahwa
runtuhnya inti terjadi pada keadaaan temperatur sangat tinggi, dan akibat
runtuhnya inti, dapat menyebabkan terjadinya pembentukan compact massive
black, yang merupakan kandidat untuk pembentukan dark matter [4].

Ketika materi nuklir berada pada kondisi tekanan yang sangat besar, ma-
teri nuklir diperkirakan menuju fase transisi ke keadaan materi quark yang
tidak terkurung (deconfined quark metter) [14], sehingga proses URCA yang
berlangsung pada bintang quark
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Bab 2.1. Materi Quark

d = u+e +,, u+e —d+ v,

s = ute +7,, u+e — s+, (2.1)

dari reaksi tersebut, maka

fa = fts = flu+ fe— + Hp,. (2.2)

Kehadiran quark strange di dalam bintang kompak diajukan oleh Bodmer
1971, dan kemudian teori tentang quark strange dikembangkan lagi oleh Ter-
azawa dan Witten [4, 33]. Secara teori, kehadiran quark strange akan menye-
babkan energi ikat sistem menjadi turun, akibatnya sistem akan lebih stabil
dibandingkan materi nuklir, sebagaimana yang diilustrasikan oleh Gambar 2.1.

Kehadiran quark strange, seperti diilustrasikan oleh Gambar 2.1, disebut
dengan strange quark hypothesis [33], dimana energi per barion uds quark
akan lebih kecil dibandingkan energi per barion ud quark dan %°Fe. Inilah

dasar keyakinan orang tentang adanya bintang quark yang stabil.

E/A (MeV) Aog Z
1300 4 009y
.{.\. .
0 Y g
| 000
1200 ud-quark matter
1100 1
@ )4
L % '
00+ |
Wle— V0 0
900 1 "/
Nuclear matter
800 + (neutrons a:d protons)
uds-quark matfer
. (strange matter)
| ' -
f N &

Gambar 2.1: Perbandingan energi per barion %°Fe, dengan uds quark dan ud
quark. Gambar diambil dari ref. [33].

5 Universitas Indonesia

Bintang quark..., Ahmad Fauzi, FMIPA Ul, 2011



Bab 2.2. Persamaan Keadaan Materi Quark

2.2 Persamaan Keadaan Materi Quark

Salah satu masalah yang dihadapi oleh fisikawan, yaitu tentang meteri nuklir
pada kerapatan tinggi [27] atau materi quark, yang diagram fase dari ma-
teri quark itu sendiri masih banyak belum yang dimengerti, baik secara teori
maupun eksperimen [29].

Untuk mempelajari materi quark, khususnya dalam hal ini quark didalam
bintang, maka kita harus mempelajari persamaan keadaan yang menggam-
barkan variabel variabel yang berada didalam sistem tersebut, seperti tekanan,
energi, kerapatan, komposisi sistem, dan temperatur [15], sehingga didapatkan
informasi tentang fenomena-fenomena apa yang terjadi pada sistem. Dengan
menggunakan relasi termodinamika, kerapatan energi, tekanan, dan kerapatan

quark, dimana f menyatakan flavor quark

_ Dl
;q = %:W/o &k [ K2+ mi(fe +f2),
0o 2

(f++ 1),

L vy / 3 k
— 2o | Ch—r——
; ;3(2@3 0 /k2+m?
Ly W
= PR d’k(fy — f_ 2.
pr 23(27‘_)3/0 (f+ f )a ( 3)
i f
dengan fungsi distribusi Fermi Dirac partikel,
fr = (exp{[E(k) — psl/T} + )71,
dan fungsi distribusi Fermi Dirac antipartikel,

Gl XD o it =R

E(k) = \/k* +m3,
v = faktor degeneracy quark=6.
Sistem, dalam hal ini bintang quark, bila berada pada keadaan seimbang,

maka terjadi keseimbangan (3, yang terdiri dari netralitas muatan
> apr =Y ap =0, (2.4)
f l

dan keseimbangan potensial kimia dari quark [24]

1
o = 3 [un — 2(pte — uue)} ,
1
Ha = Hs = 5 Mo+ (Ne - Nue) ) (25>
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Bab 2.2. Persamaan Keadaan Materi Quark

dengan [ menyatakan lepton.

Selain relasi termodinamika, dan keseimbangan (3, diperlukan pula mo-
del yang cocok untuk menghubungkan persamaan keadaan keseluruhan sistem
tersebut, yang kemudian dari model itu, diperoleh hubungan p(e) yang meru-
pakan input persamaan TOV.

Pada kerapatan tinggi, maka setidaknya ada beberapa model yang diper-

timbangkan, dua model yang paling dikaji orang, yaitu:
1. Model bag MIT.
2. Model Nambu Jona-Lasinio (model NJL).

Pada penelitian yang dilakukan oleh penulis, penulis menggunakan model
bag MIT. Model bag MIT didasari pada fenomena kurungan (confinement),
model ini banyak digunakan untuk menggambarkan materi quark-gluon pada
temperatur dan kerapatan tinggi. Pada model bag MIT, hadron terdiri dari
quark bebas, yang terkurung dalam ruang terbatas yang disebut bag [5]. Model
bag MIT menganggap massa quark konstant, dapat dilihat pada Tabel 2.1,
dan quark terkurung didalam wilayah atau kurungan terbatas, yang besarnya
diparameterisasi oleh suatu konstanta fenomenologis, yang disebut konstanta
bag B, sehingga semua informasi yang belum diketahui mengenai sistem quark,
seperti interaksi antar quark, tersimpan didalam konstanta bag tersebut. Bag
distabilkan oleh bentuk ¢" B yang dimasukkan ke tensor energi-momentum
TH . Konstanta bag, bernilai negatif untuk €ycoum = — B, dan positif untuk
Pvacuum = B, sehingga untuk tekanan total konstituen py, dan kerapatan energi

total e diperoleh

i

e = ) e+B, (2.6)

f

dengan 145 MeV< B4 < 162 MeV [25].
Sedangkan pada model NJL, massa quark dan parameter bag tidaklah kon-

stan, melainkan bergantung pada kerapatan [16, 19]

M; = mo —4g:0; — 29t6j6k7
Bers = By— B, (2.7)
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Bab 2.2. Persamaan Keadaan Materi Quark

Nama | Massa (MeV) | q(muatan) | bilangan barion
u 5 2/3 1/3
d 7 1/3 1/3
s 150 1/3 1/3

Tabel 2.1: Massa quark, muatan, dan bilangan barionnya.

dengan

B = g CZ/AO i (\/k:2 + M2 \/k2+mm>

—2982 < np > —4g; < Gu >< dd >< 55 >,

BO = Bpu:Pd:ps:O' (28>

Indeks 1i,j,k, menunjukkan permutasi siklik, untuk lebih jelas mengenai mo-
del NJL, dapat dilihat pada referensi [5]. Tetapi untuk perhitungan secara

numerik, kami membatasi diri hanya berkonsentrasi dengan model bag MIT.

2.2.1 Temperatur 7= 0

Pada temperatur 7" = 0, relasi persamaan termodinamika dapat ditentukan
dengan menghilangkan kontribusi antipartikel, dan distribusi Fermi Dirac men-

jadi fungsi theta, sehingga persamaan (2.3) menjadi
kp d3k‘
Zef = ZW/ (27r)3 27?2/ dkk? \V k2+mf
f ! .
= Z gAY k24 m )3/2 58804 e R
- | S & ST REN RE T
1, (,/k‘%—i-mff—i—klr)}

—Zmtl
me " mf

pr nyf /kF d3k 2 lﬁ dek
7 @/ —l—mf 327r2 0 ,//4:2+m

1
_ f / /
A / + mf + kF
+ mf In ( )]
(2.9)
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Bab 2.2. Persamaan Keadaan Materi Quark

Pada proses pendingan bintang, lintasan bebas rata-rata dari neutrino se-
makin besar dibandingkan radius bintang, maka pada 7" = 0, neutrino diang-

gap tidak terperangkap, v, = 0, sehingga persamaan (2.5) menjadi

T P, — 2
u 3 Y
_ Hn + He

3 )

fa = s (2.10)

dengan menggunakan persamaan (2.4), maka netralitas muatan untuk 7’ =0

k3 k3 l{:3
2 ( Chghe Tl T Wk
- (quQ) 372 32 % (2.11)

kemudian dengan menggunakan metode numerik, maka didapatkan hubungan
potensial kimia elektron ;.. potensial kimia neutron pu,, yang ditunjukkan oleh
Gambar 2.2.

Jika kita mencoba dengan pendekatan analitik, m, = mg = m. = 0, dan

kontribusi muon diabaikan pada persamaan keadaannya, maka diperoleh hasil

[\

m 3m?
h W, 2.12
3 dp Ay (2.12)

dengan
(b + pa + ps)
3 )
kedua hasil tersebut, baik secara analitik yang ditunjukkan oleh persamaan

(2.12), menunjukkan hasil yang hampir sama bila kita memasukkan massa

quark up dan down, serta memasukkan kontribusi muon pada proses perhi-

tungan dengan metode numerik. Hal ini dapat dilihat pada Gambar 2.2.
Dari hasil yang diperoleh dengan kedua metode tersebut, maka momentum

Fermi setiap quark

]f . ~ 2/"L6_ mg
u = Hu=H 3 K 61
2
He m,
k = g _—
d 2% ,u+ 3 /’L+ 12“)
3 5m?
ke = (p2=m?) =pu— s 2.13
(i =m2) == T (2.13)

Persamaan (2.13) menunjukkan jangkauan momentum Fermi antar quark ber-

jarak TE, diilustrasikan oleh Gambar 2.3.
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Gambar 2.2: Hubungan potensial kimia neutron dengan potensial elektron.

Sehingga apabila m; = p. = 0, maka setiap quark akan memiliki momen-
tum Fermi yang sama p, yang menunjukkan sistem berada pada keadaan netral
[25].

Dengan mengabaikan kontribusi dari lepton, maka didapat tekanan total

konstituen pg

e +pa + “3+“3+1/mdkk4 !
5 TP T pad b N T % -
f ! "~ N, By, N
~ o pmy ot Pmi ot et
474 672 e R 32
3 4 3 28 2
~ URT e (2.14)
472 472
sehingga tekanan total p
po= D -8
f
3ut 3pPm?
— - — - B. 2.15
472 472 (2.15)

Dengan cara yang sama, sebagaimana cara untuk mencari tekanan total

sistem, maka untuk menentukan energi total sistem, perlu terlebih dahulu
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Gambar 2.3: Jarak momentum Fermi antar quark. Diambil dari ref [25]

menentukan energi total konstituen e¢

Sﬂi 3/’L§ 3 s 2 2 2
Zef e €u+6d+€5=4ﬂ_2+rﬂ2+— ; dkE"\/E? + m?

7 e
T R T R T
472 272 472 472 472 272
~ Ot 3ptmd
* T 210
dari persamaan (2.6), maka energi total sistem
Vo= Z er + B
f
¥ " DN
S b e (2.17)

Sehingga hubungan tekanan dengan energi total

e—4B  u*m?
3 272

p= (2.18)

Persamaan (2.15) memiliki bentuk yang hampir sama dengan persamaan
yang ada pada referensi [2] yang melakukan perhitungan dengan beberapa

faktor koreksi yang lebih rumit, yakni:

3t 32
= a4 — —ay —
P qr2t 42t

B, (2.19)
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Bab 2.2. Persamaan Keadaan Materi Quark

dengan faktor ay = (1 — ¢), ¢ merupakan faktor koreksi QCD. Jika koreksi
QCD dimasukkan kedalam perhitungan, maka ¢ # 0 [2], koreksi pada QCD,

205

memberikan besar ¢ = [25], dengan «; konstanta kopling interaksi kuat.
Berdasarkan perhitungan yang dilakukan oleh [2], maka ¢ = 0.37. untuk meteri
quark yang terdiri dari 3 flavors yang tidak saling berinteraksi, maka c=0,
sehingga a4 = 1.

Koefisien ay; = (m? — 4A?%), A merupakan energi gap yang muncul pa-
da peristiwa superkonduktivitas pada quark. Superkonduktivitas pertama
kali dikenal pada bidang meteri terkondensasi yang terjadi ketika temper-
atur sangat rendah yang mengakibatkan gaya tarik menarik antar partikel
sangat lemah. Teori mikroskopik mengenai superkonduktivitas pertama kali
dikemukakan oleh Bardeen, Cooper dan Schrieffer [6], yang dikenal dengan
teori BCS. Tetapi, peristiwa superkonduktivitas pada quark lebih rumit, kare-

na tidak hanya memasukkan efek muatan, tetapi juga efek warna (color-

superconductivity ), untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada referensi [26].

2.2.2 Temperatur 7" # 0

Ketika awal pembentukan bintang, temperatur bintang dapat mencapai 1" ~
101 K [25]. Pada saat temperatur tinggi tersebut, lintasan bebas rata-rata dari
neutrino akan lebih kecil dibandingkan radius bintang, sehingga terjadi proses
penangkapan neutrino (neutrino trapping) [30]. Proses evolusi bintang didom-
inasi oleh proses difusi neutrino yang berpengaruh pada proses deleptonisasi
dan pendinginan bintang [21], sehingga bila terjadi penangkapan neutrino,

maka

YLe == Y;z aF Yl/e - 04a
o, el Y — 0,

e — Ve= fly— V. (2.20)

Komposisi meteri ketika terjadi penangkapan neutrino, secara signifikan ber-
ubah, yang disebabkan karena Y7, ~ 0.4 [20]. Sehingga keseimbangan poten-
sial kimia ditunjukkan oleh persamaan (2.10). Namun apabila pada T # 0,
tidak ada penangkapan neutrino, maka keseimbangan potensial kimia ditun-
jukkan oleh persamaan (2.5). Jika kita melihat diagram fase QCD, maka pada
temperatur 7' jauh lebih besar dari kerapatannya, dengan kata lain T" > pu,
maka terjadi fase quark gluon plasma (QGP) [3].
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Pada persamaan (2.3), jika kita menganggap semua massa quark dan lepton

nol, maka

p: E (pTID _'_pTD)_B?
4
Ky
Pr,p — Ef A2’

y >~ OF 1 1
pr, = Z%/ k ka[ = 4 o L2dk
7
1

+1 e +1

- S
= i e
1 xT+uf /°° ('T — ps)?,. .,
= — T ———=Td
szf: / et +1 v 0 e + 1 ’
1 ((=T) + pi =+ 3@T + 32T
_ ﬁz / Mf em(+ 1) 1233 'uf)de

T — p3 = 3(2'T)p s + 32" T u?
s / (@T)2 — i} <+1> oy o+ 30T, dx,]
em

2 p er+1
1 Tt : Tre2T4 T?u
= = e gy .
Wsz:( 120 © f12) Zf:( 60 25 |’
sehingga
i 2T4 T° 5
p= Z ( 2 iy QMf e (2.21)

Sedangkan untuk energi total e

€ == Z(ETID R 6TD) + B,
f

3;16%
ETID - Z 4_7_[_27
f

V¥ / > [ 1 1 2
€ET£0 — 5 Ef - T k°dk
Zf:%2 0 et 41 et 41
3 & 1 & 1
= 3 [ / ot / KUk
™ 0 L 0 L
I e T +1 et +1
= 3pr4o,
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sehingga diperoleh hubungan tekanan p dan energi €
e =3p+4B. (2.22)

Persamaan (2.22) menunjukkan linearitas antara tekanan dengan kerapatan
energi dengan kemiringan 3, dan konstanta 4B . Jika my; = 0 pada T = 0,
maka persamaan (2.18) pun menjadi persamaan (2.22), sehingga persamaan

(2.22) berlaku umum untuk semua temperatur bila massa quark diabaikan.

2.3 Persamaan TOV

Bintang kompak merupakan bintang yang dibentuk setelah peristiwa ledakan
supernova, dan memiliki kerapatan yang sangat tinggi [25]. Bintang pada
keadaan seimbang, maka tekanan yang berasal dari gravitasi memiliki besar
yang sama dengan tekanan yang berasal dari materi nuklir atau quark yang
berada di dalam bintang tersebut.

Dengan mengkontruksi tensor kurvatur Riemann, pada tahun 1915, Albert
FEinstein berhasil mengemukakan teori relativitas umumnya, yang berisikan
penjelasan tentang distribusi materi pada suatu medan. Persamaan medan

Einstein memiliki tiga kemungkinan [7], yaitu:
1. G* = 0, menyatakan ketidakhadiran distribusi materi.
2. G®™ = ET" menyatakan kehadiran distribusi materi.

3. G = ETH + Ag"”, menyatakan kehadiran distribusi materi ditambah

konstanta kosmologi.

Dalam ruang kosong, diluar bintang

G =0
1
R* — §g“”R = 0
1
gauR#V - §5ZR =0
1
R = —-0*R
« 2 « ?
jika o = v, maka
R=2R=— R=0= R" =0. (2.23)
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Persamaan (2.23) menunjukkan bahwa tidak ada distribusi materi, solusi dari
persamaan ini disebut solusi Schwarzschild.
Pada bagian dalam bintang, terdapat distribusi materi, maka G*” # 0,

sehingga tensor momentum-energi T*" # 0. T" fluida sempurna

e 0 0 0
quw_ |0 0 00
0 0 —p 0
00 0 —p

Pada Tahun 1939, Tolman Oppenhaimer dan Volkoff berhasil memecahkan
problem dari persamaan medan Einstein untuk bintang relativistik, statik, dan

simetrik bola.

dp _ (e+p)(M +4mr’p)
dr r(r—2M) ’
M
Cil_r =dmer?, (2.24)

dengan G = ¢ = I = 1. Detail penurunan persamaan (2.24) dapat dilihat di
Lampiran A.

Untuk memecahkan persamaan TOV, persamaan (2.24), maka diperlukan
input berupa € (kerapatan energi) dan p (tekanan), dan dengan menyelesaikan
persamaan TOV tersebut, maka akan diperoleh massa dan radius bintang.

Kondisi awal ditentukan dari pusat bintang, = 0, dengan kata lain M (r =
0) = 0, dan pada pada permukaan p = 0, maka solusi dari persamaan TOV
dapat dicari dengan proses iterasi dari p(r = 0) # 0 sampai p(r = R) = 0.

Sebagai contoh, bintang neutron, tanpa crust, dengan menggunakan relasi

persamaan termodinamika [28], dan Lampiran B
hL ey’ 1 %

pada T" = 0, maka

) 0B )
v, dn
e = nmyA/Z + e(ky). (2.25)

A/Z = jumlah nucleon per elektron, untuk °Fe, A/Z = 2, 15. Dengan menghi-
tung persamaan keadaan bintang neutron, persamaan (2.25), maka didapat

massa, dan radius bintang neutron, seperti pada Gambar 2.4.

15 Universitas Indonesia

Bintang quark..., Ahmad Fauzi, FMIPA Ul, 2011



Bab 2.3. Persamaan TOV
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Gambar 2.4: Massa-radius bintang Neutron.

Dari persamaan keadaan persamaan (2.25), maka diperoleh massa maxi-
mum bintang neutron 1.1 M©®, dan radius sekitar 11.75 Km.

Untuk kasus bintang neutron yang lebih detail dan realistis dapat dilihat
pada referensi [11, 22|, sedangkan untuk kasus bintang quark dapat dilihat
pada referensi [17, 19].
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Hasil dan Pembahasan

3.1 Temperatur 7'=0

Pada seksi 2.2, telah dijelaskan persamaan keadaan materi quark pada tem-
peratur T" = 0, maka pada seksi ini akan dibahas hasil yang diperoleh dari
persamaan keadaan pada 7' = (. Dengan menggunakan keseimbangan [,
diperoleh fraksi untuk setiap quark yang ditunjukkan oleh Gambar 3.1. Pa-
da Gambar 3.1, jumlah quark up menunjukkan harga konstan, sekitar 33%,

sedangkan jumlah quark down turun dari 65% menuju 38%, turunnya quark

{’L? 1 1 l 1 I 1 I I I T I I I
0.6 —
0.5 —
04 —
:>'_|_ P -
03 = o B . -
- .-F- -

0.2 |- —_— down
0.1 :l[:unge ]
i elekiron i

o bt 111 1 T
0 1 2 3 4 5 6 7 8

plpo

Gambar 3.1: Fraksi setiap quark T'= 0 MeV.
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down diikuti oleh quark strange yang naik dari 0% menuju 28% terhadap ke-
naikan kerapatan quark total dibarion. Turunnya jumlah quark down, dan
naiknya quark strange, dikarenakan sistem ingin mencapai keadaan netralitas,
sebagaimana diilustrasikan oleh Gambar. 2.3, dan persamaan (2.13). Pada
T = 0 diperoleh jumlah elektron yang sangat kecil, dan jumlah muon hampir
tidak ada, hal ini menunjukkan pada 7" = 0, lepton tidak terlalu memainkan
peranan untuk mencapai keadaan netralitas sistem.

Pada Gambar 3.2, tekanan bernilai negatif pada potensial kimia neutron
0— ~ 900 MeV, yang menunjukkan pada keadaan tersebut, sistem berada
pada keadaan tidak stabil, dan hal ini disebabkan oleh kontribusi kontanta bag
pada energi momentum tensor yang masih lebih besar dibandingkan tekanan
konstituen. Pada Gambar 3.2 pula, kita melihat hubungan linearitas antara
kerapatan energi € dengan tekanan p.

Gambar 3.3 menunjukkan pengaruh massa quark strange mg terhadap ra-
dius dan massa bintang dengan B4 = 145 MeV pada T = 0. Jika m, = 150
MeV, maka radius bintang sekitar 10.5 Km dan massanya sekitar 1.8 M®. Na-
mun, jika m, = 0 MeV, maka radius bintang sekitar 11.7 Km dan massanya
sekitar 2.0 M©.

Pada pembahasan di bab 2, T' = 0, terdapat faktor koreksi a4 = (1 —
¢), dengan nilai ¢ ~ 0.3. Bila faktor ¢ dimasukkan ke perhitungan, maka
dihasilkan radius dan massa bintang yang ditunjukkan oleh Gambar 3.4.

Gambar 3.4 menunjukkan efek ¢ yang cukup besar terhadap radius dan
massa bintang, untuk ¢ = 0.3, maka radius bintang sekitar 11.7 Km dan
massanya sekitar 2.0 M©. Hasil ini menunjukkan bahwa untuk nilai konstanta
bag yang sama, diperoleh radius dan massa bintang yang hampir sama dengan
ms = 0 MeV, dan ¢ = 0.

Pada persamaan (3.17), terdapat pula faktor koreksi ay = m?*—4A?, dengan
nilai A ~ 10—100 MeV [1]. Perhitungan yang dilakukan pada referensi [1, 25],
menunjukkan hasil bahwa efek A tidak terlalu mengubah radius dan massa

bintang.

3.2 Temperatur 7 # 0

Pada proses pembentukan bintang, tekanan gravitasi dari luar menyebabkan
reaksi nuklir didalam bintang, yang berakibatnya meningkatnya temperatur
bintang. Dengan menggunakan persamaan keadaan untuk 7' # 0 (seksi 2.2),
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Gambar 3.2: (a) Hubungan kerapatan energi € terhadap potensial kimia neu-
tron p,, (b) kerapatan tekanan p terhadap potensial kimia neutron p,, (c)

kerapatan energi € terhadap kerapatan tekanan p pada T = 0
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Gambar 3.3: Pengaruh massa strange terhadap radius massa bintang dengan
BY*=145 MeV:
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Gambar 3.4: Perbandingan radius-massa bintang akibat efek c.
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diperoleh fraksi setiap konstituen pada bintang quark. Gambar 3.5, menun-
jukkan fraksi setiap konstituen untuk 7" = 30 MeV, dengan T = 50 MeV.
Pada kedua temperatur tersebut, jumlah quark up menunjukkan besar yang
sama, sekitar 33%, sedangkan jumlah quark down pada T = 30 MeV memi-
liki harga yang lebih besar dibandingkan 7" = 50 MeV. Jumlah quark down
yang besar pada kerapatan rendah, menyebabkan jumlah quark strange pada
keadaan ini sedikit. Sama halnya ketika membahas T'= 0 MeV, quark down
dan quark strange saling berhubungan untuk mencapai netralitas, jika jumlah
quark down menurun, maka jumlah quark strange naik.

Kenaikan temperatur menyebabkan netralitas antar quark menjadi ter-
ganggu, sehingga lepton memainkan peranan untuk menjaga netralitas. Jika
kita melihat Gambar 3.5, T" = 30 MeV, elektron dan muon mulai muncul,
tidak seperti pada 7' = 0 MeV yang menunjukkan kontribusi yang hampir nol.
Kemunculan lepton ini, berhubungan dengan jumlah quark down yang besar
diikuti dengan jumlah quark strange yang kecil pada keadaan awal, sehingga
lepton menjaga agar netralitas pada keadaan awal tidak terganggu. Ketika
jumlah quark down menurun dan quark strange naik, untuk mencapai netral-
itas, maka jumlah lepton mulai menurun sampai nol, dimana netralitas sudah
terjadi. Sama halnya pada T' = 30 MeV, pada 1" = 50 MeV terjadi hal yang
sama, perbedaannya, jumlah muon pada 7' = 50 MeV mengalami peningkatan
dibandingkan 7" = 30 MeV, hal ini untuk menjaga netralitas antar konstituen.
Gambar 3.6 menunjukkan hasil radius dan massa bintang pada 7" = 30 MeV,
dan T = 50, dengan BY* = 145 MeV. Dari gambar tersebut menunjukkan
radius dan massa bintang quark yang sama, radius bintang sekitar 11.7 Km
dan massanya sekitar 2.0 M®. Jika kita membandingkan radius dan massa
bintang pada T"= 0 MeV, dengan ¢ = 0.3, maka hasil tersebut memberikan
hasil yang sama pada kasus T # 0.

Pada kasus T" # 0 dengan peristiwa penangkapan neutrino, maka jumlah
quark up meningkat dari 33% menjadi sekitar 42%, kenaikan jumlah quark up,
menyebabkan elektron dan neutrino elektron meningkat dengan jumlah fraksi
elektron dan neutrino ~ 0.4. Gambar 3.7.

Gambar 3.8 menunjukkan efek penangkapan neutrino pada bintang quark.
Dari gambar tersebut dapat diketahui bahwa akibat terperangkapnya neutrino
menyebabkan bintang memiliki radius 6.5 Km dan massa 0.75 M®. Selain itu
penangkapan neutrino memberi informasi bahwa bintang jauh lebih mampat

dibandingkan tanpa peristiwa penangkapan neutrino.

21 Universitas Indonesia

Bintang quark..., Ahmad Fauzi, FMIPA Ul, 2011



Bab 3.3. Bag dan Massa Quark Sebagai Fungsi Kerapatan

0.6 C ' !
g :T ~ . ...'_'_'_«'_;.- L T ___—_
s —_"-:'.-".':..-'-.":'..'H.w.n\nr-w-l'! v ---:_
02| .o —'
0.1 ;;\ ...... T=30 MeV |
i T OF 5 K

Pl po

Gambar 3.5: Perbandingan fraksi tiap konstituen pada T° = 30 MeV, den-
gan T' = 50 MeV. Merah=quark up, biru=quark down, hijau=quark strange,

hitam=elektron, dan cokelat=muon.

3.3 Bag dan Massa Quark Sebagai Fungsi Ker-

apatan

Pada pembahasan sebelumnya, kita menggunakan bag konstan dalam perhi-
tungan persamaan keadaan bintang quark, namun pada kenyataannya, be-
sarnya parameter konstanta bag bergantung pada konstituent yang berada di-
dalam bag tersebut, sehingga secara tidak langsung parameter bag merupakan
fungsi kerapatan.

Bag fungsi kerapatan yang digunakan pada skripsi ini diperoleh dari peru-
musan yang diajukan oleh Burgio dan rekannya. Mereka menggunakan data
CERN SPS pada heavy ion collision untuk menentukan bag fungsi kerapatan
[23, 32| sebagai:

B(p) = Bas + (By — Bas) exp(—32?). (3.1)

Bas = 38 MeV/fm?, By = 200 MeV /fm3, 8 = 0.14, = = p/po.

Dari Gambar 3.9 (kanan), menunjukkan bag fungsi kerapatan, dengan bag
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Gambar 3.6: Perbandingan radius dan massa untuk 7" = 30 MeV, 7" = 50
MeV; BY/* = 145 MeV.
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Gambar 3.7: Perbandingan fraksi tiap konstituen pada T = 50 MeV; (a)
Y,, =0, (b) Y. = 0.4. Merah=quark up, biru=quark down, hijau=quark

strange, hitam=elektron, cokelat=muon, dan emas=neutrino elektron.

23 Universitas Indonesia

Bintang quark..., Ahmad Fauzi, FMIPA Ul, 2011



Bab 3.3. Bag dan Massa Quark Sebagai Fungsi Kerapatan

20 T '| T | T | T |' T '| T | T

i T=50MeV |
1.5 - —
@ L i
g 1.0 - —
0.5 - ]

u“‘\‘ _YL'E:D
I Wi | '} YL.E: O-I- i

0.0 . wF & I

I
3450 647 8 8 101112

R (km)

Gambar 3.8: Perbandingan radius massa pada 1" = 50 MeV; Y,, = 0 dengan
Y. =04

maksimum berharga 200 MeV /fm?® yang diparameterkan oleh By, sedangkan
bag akan menurun sampai saturasi B, = 38 MeV/fm?, akibatnya dari bag
yang bergantung pada kerapatan maka grafik tekanan fungsi energi membelok
mulai dari p = 0 sampai p = 0.7 fm® yang ditunjukkan oleh Gambar 3.9
(a). Selanjutnya hubungan tekanan dengan energi kembali linear seperti pada
keadaan dengan menggunakan konstanta bag Gambar 3.9 (b).
Pada referensi [34], digunakan massa quark yang tidak konstan mg*, den-
gan perumusan
mg Mg 9K

q
* = — —
my 2+ 4+67T2’

(3.2)

dengan m, merupakan massa quark (Tabel. 2.1), dan g ~ 0.1.

Dari persamaan (3.2), maka diperoleh grafik hubungan massa quark ter-
hadap kerapatan quark, Gambar 3.10. Gambar tersebut menunjukkan massa
quark up dan down cenderung meningkat seiring dengan meningkatnya kera-
patan quark dibarion, namun massa quark strange cenderung konstan sekitar
150 MeV. Namun, massa quark up dan down yang berubah, tidak menye-

babkan fraksi dari masing-masing quark berubah, begitu juga hubungan te-
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Bab 3.3. Bag dan Massa Quark Sebagai Fungsi Kerapatan
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Gambar 3.9: (a) Bag fungsi kerapatan, (b) perbandingan p(e€); bag konstan

dengan bag fungsi kerapatan.
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Gambar 3.10: Massa quark fungsi kerapatan.
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Bab 3.3. Bag dan Massa Quark Sebagai Fungsi Kerapatan
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Gambar 3.11: Perbandingan radius massa bintang quark: B'* = 145 MeV

dengan B(p).

kanan dan energinya, sebagaimana yang ditunjukkan oleh Gambar 3.9.

Sehingga dapat disimpulkan bahwa untuk mempermudah proses perhitun-

gan persamaan keadaan bintang quark dengan menggunakan model bag MIT,

kita dapat mengunakan pendekatan massa quark konstant.

Pada Gambar 3.12 menunjukkan efek paling dominan yang menyebabkan

radius dan massa bintang berubah adalah konstanta bag, pada gambar tersebut

juga didapatkan informasi, semakin besar konstanta bag, maka radius dan

massa bintang semakin mengecil, dengan kata lain bintang semakin mampat.

26 Universitas Indonesia

Bintang quark..., Ahmad Fauzi, FMIPA Ul, 2011
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Gambar 3.12: Bintang quark dengan persamaan keadaan ¢ = 3p + 4B: (a)

Radius massa bintang quark, (b) kerapatan energi e fungsi radius.
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Bab 4
Kesimpulan

Dari hasil yang diperoleh dari bab 3, maka pada T = 0, jumlah quark up
cenderung konstan, sekitar 33%, sedangkan jumlah quark down menurun di-
ikuti kenaikan jumlah quark strange yang naik, sampai pada keadaan dimana
sistem sudah berada pada keadaan netral. Sedangkan lepton pada T = 0,
tidak terlalu memainkan peranan dalam proses netralitas. Tidak seperti ka-
sus T' = 0, pada T" # 0 jumlah lepton mulai meningkat seiring dengan ke-
naikan temperatur, sehingga pada 1" # 0 lepton lebih memainkan peranan
dalam proses netralitas. Ketika jumlah lepton meningkat pada 7' # 0, maka
timbul kecenderungan adanya proses reaksi yang melibatkan neutrino. Pa-
da kasus penangkapan neutrino di bintang quark, didapatkan jumlah quark
up sekitar 42%, naik 9%, dibandingkan tanpa adanya peristiwa penangkapan
neutrino. Sedangkan jumlah quark down dan strange tidak terlalu mengalami
perubahan seperti pada kasus tanpa penangkapan neutrino. Pada peristiwa
penangkapan neutrino, radius bintang mengecil dibandingkan tanpa adanya
penangkapan neutrino, dengan kata lain bintang menjadi lebih mampat. Bila
digunakan parameter bag sebagai fungsi kerapatan, yang diajukan oleh Bur-
gio dan rekannya, maka didapatkan grafik tekanan dan energi yang membelok
pada keadaan awal (Gambar. 3.9). Pembelokan tersebut disebabkan oleh By
yang masih besar sampai pada keadaan saturasi yang diparameterkan oleh B,
yang ditunjukkan oleh hubungan linear antara tekanan dengan energi. Dan
juga perubahan massa dari quark tidak terlalu merubah persamaan keadaan
bintang quark, sehingga untuk mempermudah perhitungan keadaan bintang
quark dapat menggunakan massa quark konstan. Pada persamaan keadaan
bintang quark, konstanta bag sangat dominan dalam menentukan ukuran ra-

dius dan massa bintang quark.
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Lampiran A

Persamaan TOV

Persamaan TOV merupakan persamaan differensial yang digunakan sebagai
pendekatan untuk kasus bintang yang memiliki keadaan statik dan bentuk
spherical. Persamaan TOV didapat dengan mengkonstruksi tensor Einstein

yang merupakan gabungan antara Ricci tensor dengan curvatur skalar.

R= gm/R;w; (Al)
R/W e Ffja,u TR sz,a 1 lelrgﬁ - F26F5a7 (A2>

Bentuk dari tensor Ricel
R,uu I Rlpwp? (A3>

dan jika dikali dengan metric tensor, maka diperoleh bentuk dari curvatur

skalar
R = g‘ijwj.

Pada teori relativitas umum, dengan mengadopsi koordinat bola dan dianggap

statik

dr* = g datda” = M dt* — 2 dr? — 126 — r?sin*0d¢?, (A.4)
e2(r) 0 0 0
0 _62)\(7") 0
Guv = 9
0 0 —r 0
0 0 0 —risin?

Untuk menyelesaikan tensor Ricci, maka akan digunakan simbol Cristoffel

An(

1
Fi\w = 59" (Grvp T Grpw — gpu,n)7 (A5)

2
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

Jika p = v = 0, maka dengan menggunakan simbol Cristoffel I'}, ;, maka

I'G, dengan « bergerak dari 0 sampai 3, didapat dengan g"” =

1

9uv
1 [T
Lo = 59 (9100 + 9100 — Goo0,1)
-1 o) a€2u('r)
- (0 —
g 05
— ]// (T)BQ(V(T)_)‘(T)), (AG)
1 L4
Iy, = 29 (9111 + 911,10 — 911,1)
i
pr— —e RN
2 or
. (A.7)
1
F?l = 5900(901,1 + go11 —911,1) =0. (A.8)
Dengan cara yang sama, maka akan didapat pula
. - 3
F?O il U/v
I'2; ‘= —sinfcosd,
L W T - [
1
F%Q 3 F%3 E ;7
'y 2 1 (A.9)
Mengacu pada persamaan (A.2), maka untuk p = v =0,
e 1o ARG — L TSR (A.10)

koreksi

Fga,o = 07
Fgo,a = F80,0 + I‘(1)0,1 + F30,0 + F(3;0,3
8,0/62(1)—/\) "y o
- 2= (v—=A) /‘2 I )\/ 2(v—2X)
5 v'e +v'.2(v Je :
Fgorgﬁ = Tl + Tgol'1 + Tool'Te + Tool'is
/
_ (1/2 + o' N + 2”_) 62(1;—)\)7
r
Fgﬁrga = Tl + Cooloy
= 022N, (A.11)
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

dengan memasukkan pers (A.10) ke pers (A.9), maka didapat

" 1,1 2 20/ 2(v—>A)
Ryp=(—v"+XNv —v"—— e . (A.12)
r
Untuk R,, dengan ;1 = v bergerak dari 1 sampai 3, maka diperoleh
2N
Ry = o — N + U/Z -
r
R22 = (1 + T’U/ — T)\/) 6_2)\ — 1,
Rgg = R22 Sin2 0. <A13)
Dari persamaan (A.1) maka
R=¢"R,, = —1~R S L ~1—R = $R
7 . v 00 11 -2 2 r2 ing 0 33
karena Rss = Rgosin® 6, maka
d, 1
R = QWRW —— _Rp,u 2 6_2VR00 = 6_2>\R11 = 2ﬁR22. (A]_4)
1172
Tensor Kurvatur Einstein [7]
1
GH S =R i — ég“”R, (A.15)
ada 3 kemungkinan dari tensor kurvatur Einstein
G-,
Clegii—  [5IE"
GutllF—a& W - /\ (R (A.16)

dengan A sangat kecil dan T"” merupakan tensor yang dibangun dari sifat
massa dan energi suatu medium. dengan menggunakan indeks atas dan bawah
pada kurvatur Einstein, maka

Gﬁ = Gva Gt

1
— ap T ap
Gva (R 59 R)

1
= guaRau - gua§gauR

— RM- %553, (A7)

dengan memasukkan harga R,, pada pers (A.14), maka
2 N ! 2
R=e2 (-2 +2Mv —20% — = 445 42 ) + =
r2 r r r2
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

Bila
Rﬁ - guaRaw
maka untuk g = v = 0, Nilai G#
1

Gy = R)— i
— e (—U” + N — 02— 2_U/> 62(1)—)\)
r
1 2 4N ! 2
(2o 2 S 2 D) ey 2
2 r? r r r?
1 20\ sl
Hal yang sama dapat dilakukan untuk mencari G* yang lain
1 . » 1
1 _ pl N —2)
1 =X
G% — R% e §R = (’U” + U,2 o AIU/ = » ) 6_2A,
r
G: = G2 (A.19)
dengan menggunakan pers (1.16), dengan k = —87G dan
B )
-1 ,
) 0.0 =p 0
0 0 0 —p
maka didapat
i1 vl 1
G = (72 ~ 7) e — 5 = ~BrGelr), (A.20)
) 1
1 =0 —2A -
G, = (772 + T) - E 8rGp(r), (A.21)
2 " 2 I v =N —2)
G; = (v +0v"=Av + e " =8rGp(r), (A.22)
r
Gi = G5 =8nGp(r). (A.23)

Persamaan (A.20) dan persamaan (A.21) dikalikan dengan r* dan e** dengan
G=1, maka

1—2XNr —e? = —8n%e(r)rie®
—2X7r = (1 —8mrie(r))e* — 1
—1
Noo= P [(1—8mrPe(r))e® — 1], (A.24)
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

1+ 20r —e? = 8n%p(r)r?e®
20'r = (1+87r’p(r))e** — 1
1
Vo= — [(1 + 8mr?p(r))e** — 1] , (A.25)

2r

untuk mencari v”; pertama-tama dengan menurunkan persamaan (A.25) ter-

hadap r,
d2v’
dv N (2/\’ + 167rp + 87 r2p + 2X87T7“2p) e
.
20"r + 20" = [(167rp 4 817°p’) + (1 +87r’p) 2X] €, (A.26)

dan dengan mengalikan persamaan (A.26) dengan r

20" + 20'r = [(167r°p + 87r%p’) + (r + 87r’p) 2\] €
= [(167r®p + 87r®p') + (1 + 87r®p) 2N €, (A.27)
kemudian subsitusi persamaan (A.24), (A.25) ke persamaan (A.27)
2" = [(167r°p + 87r’p') + (1 + 8ar’p) 2X'r] * — 20'r
20" = [(167r°p + 87rdp) + (1 + 87r?p)((—1 + 87r’e)e + 1)] e

<1+ 8nr’p)e* + 1
= (167r%p + 8arip")e®* + (1 + 8ar’p)(—1 + Smrie)e** + 1

1
[/ 2 3.7\ 2\
et — —2T2(1677r p+ 8mreple
1
+5 [(1 +8mr?p)(—1 + 8mrPe)e™ + 1], (A.28)
.

untuk mencari v, dengan mengkuadratkan persamaan (A.25)

(20'r)? = [(1 + 87r’p(r))e — 1}2

2 12,2

1
v?r? =" =(1 +8nr’p)’e? = (1-+ 8trip)e® + =

2
1 [1 1
- 5.2 {2(1 + 87?7‘2[))264)‘ —(1+ 87r7‘2p>€2/\ + 2 (A.29)

dengan merubah bentuk ¢?*(") dapat diperoleh dari persamaan (A.20)

Gy = (1-2rX)e® —1
= _4 [r(l — 6_2)\)} = —87Ge(r)r?
r
r(l—e ) = / 8rGe(r)ridr

0
1 T

—e P = —/ 8rGe(r)ridr — 1,
" Jo
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

karena M (r) = 4x [ e(r)r*dr, maka

2GM
—e 2 — G—(r)_l
r
2GM !
2 — _<G (7”)_1)
r
oy
2GM —r’
G=1, maka
I _2Mr—r’ (A.30)

' v dan e* dimasukkan ke persamaan (A.22) tanpa

kemudian nilai o', X', ¢/
menghilangkan bahwa p = p(r) dan € = €(r), schingga persamaan (A.22)

menjadi

v =)
(v” ) T 4 ) = 87rp62)‘,
kemudian menjadi

1 ‘ 1
— (167r°p + 8mrp/)e®* + — [(1 + 8mr?p)(—1 + 8rrie)e™ + 1]

2t 22

_l_i 1(1_{_8 2)24/\_(1+8 2)2)\+1
Bz (20 Ty mrip)et o o
1 -

13 [(1+ 8mr?p)e** — 1] r [(1 = 8mr2e)e* — 1]
= [(1+ 8nr?p)e?* —1] — 2 [(1.—8ar2c)e® — 1]

r
= 8mpe™,

kedua ruas dikali 272, dan akan menjadi

(167r°p + 8773p)e®* + (1 + 8m1?p)(—1 + 8rrie)e™ + 1

1 1
+=(1 + 87r?p)?e™ — (1 + 8arp)e® + =

2 2
1
+§ [(1+8mr?p)e** — 1] [(1 — 8mrPe)e** — 1]
+(1 4 87r?p)e** — 1+ (1 — 87re)e® — 1
= 8mpe?*2r?.
Dengan merubah bentuk (—1 + 87r%¢) = —(1 — 87r%¢) dan mengelompokkan
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

menurut derajatnya, maka diperoleh
1
(167r%p + 87rép)e® — (1 + 8nrip)e® — 5(1 + 8mr?p)e*?
1
—5(1 — 81r2€)e® + (1 + 8nrPp)e® + (1 — 8mrie)e®
1
—(1 4 87r%p)(1 — 87rie)e + 5(1 + 87r?p)?etr
1
+§(1 + 87r%p) (1 — 8mrPe)e + 2 — 2 = 167r?pe?,
lalu disederhanakan menjadi
1 1
(167r2p+ 8ardp)e* + 5(1 — 8mr?e)e® — 5(1 + 87r?p)e*
1 1
—5(1 + 87r?p)(1 — 8mrie)e* + 5(1 + 87r’p)’e®
= 167r°pe™,
kemudian kedua ruas dikali dengan e=?*, sehingga
1 I
167r2p + 8wy’ + 5(1 — 87rie) — 5(1 + 8772p)

1 1
—5(1 +877r°p)(1 — 8mrie)e? + 5(1 4 8mrip)Ze?

= 167r2p,
kemudian dijabarkan dan kedua ruas dibagi dengan 47r?, maka

1

STre g mr
1 )
g e, = p+ e+ 8arlep ) e + +2p + 8mrip? | e
772 R

= 4p.

dp + 2rp’ + —p

Jika persamaan diatas dijabarkan, maka akan menjadi

2rp’ — (€ +p) + (e + p)e** + 8nr’p(e + p)e* = 0. (A.31)
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

Dari persamaan (A.30) nilai dari e** disubsitusi ke persamaan (A.31), maka

2rp” = (e+p)—(e+p)- _TQ v 8mr?p(e + p)

/ (e+p)  (e+p)  Arr’ple +p)

r—2M

P 7 Tap—am) T (e —2M)
o= —(e+p) :_%+2(r—12M)+(7“41W22]]\)4)]
po= —(e+p) _% (21(:—8—7;:7\24]?))}

d — —lend) :2r(1+8£ip)_—2j\24(;—2M)]

persamaan inilah yang disebut persamaan TOV. Jika G = ¢ = h = 1, per-

samaan TOV menjadi

dp ek p)darip + M)
dr—  r(r—2M) ' (4.32)

Jika kita belum memasukkan faktor relativitas umum atau melakukan
pendekatan Newton, maka tekanan dapat diperoleh dengan asumsi bahwa
adanya keseimbangan antara gravitasi yang menekan dari luar dan tekanan

yang datang dari bintang, maka hubungan dP dengan gaya gravitasi dF

dF
= -— A.
B = s (4.33)
dengan
M(r)dM
Ty o
I
jika M(r) = 4 [ e(r)ridr,
maka
dM = e(r)dV.
Sehingga persamaan (A.33) menjadi
dp GeM
— == : A.35
dr 72 (A.39)

Jika persamaan (A.35) dibandingkan dengan persamaan TOV yang sudah
memasukkan faktor G dan ¢, dimana persamaan TOV yang sudah mema-
sukkan faktor G[25][18]

dp GeM D 4tr3p 2GM\
2z - -5 (HE) <1+ ) (1-= . (A36)
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LAMPIRAN A. PERSAMAAN TOV

maka persamaan TOV tersebut memiliki bentuk yang hampir dengan per-

samaan (A.35), dengan faktor koreksi relativistik:

(1 v Ig) (1 + 475\2310) (1 - QiM)_l . (A.37)

Suku (1 — 2¢M)~! pada persamaan (A.37), akan mengakibatkan singularitas

ketika r = 2G M, yang mengakibatkan keruntuhan (collapse) bintang. Hal ini

tidak muncul jika kita melakukan pendekatan Newton.
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Lampiran B

Termodinamika

Beberapa kuantitas dalam termodinamik yang diperlukan pada skripsi ini akan
diulas secara singkat

Energi dalam E(S,V, N), energi bebas Helmholtz F (T, V, N), dan energi bebas
Gibbs G(T, P, N) memenuhi relasi:

dE = TdS — pdV + pdN,

i —% B T e
4G & 'LSdRY PP 4 udN, (B.1)
maka,
oF oF 0G
ol — [ = N ) B.2
g (azv)s,v (azv)V,T (afv)p,T (B:2)

Dari persamaan diatas, maka perlu adanya fungsi yang memiliki variabel

(T, V, 1), yaitu potensial termodinamika [6]

Qi = PN,
dQ} = —8dT'— PdV — Ndu, (B.3)
sehingga
Q
(),
o) py
0N}
S = (=
(57),
o0
P = —— ) B.4
(av)Tp, ( )
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LAMPIRAN B. TERMODINAMIKA

Dengan menggunakan mekanika statistika, yang menghubungkan fungsi-
fungsi termodinamika dengan hamiltonian H banyak partikel. Untuk patikel

dengan interaksi pada seluruh keadaan R [10]
ER = Z Ny€p + U

= aneT + Vu(n), (B.5)

dimana ¢,, hanya terdiri dari energi kinetik dan energi diam pada keadaan
r, sedangkan U merupakan energi potensial. Sehingga fungsi partisi grand

kanonik adalah
Z@V,2) = ) 22TV, V), (B.6)
N=0

dengan z = exp{fu}, dan
Z(T7 Vv N) 8 Zexp{_ﬁER}a (B7)
R
penjumlahan dilakukan pada semua keadaan dengan batas

I i (B.8)

Dengan memasukkan (B.5) ke (B.7), kemudian hasilnya dimasukkan ke
(B.6), dimana 2V = exp{NBu} = exp{8 Y., n.11}, dan bilangan okupasi untuk

Fermion 0, dan 1, maka diperoleh fungsi partisi grand kanonik untuk Fermion

1

2TV, g eXp{—B(;nr(er—ﬂ)ﬂ/um))}- (B.9)

ni,ng,..=0

Dengan menggunakan deret Taylor,
u(n) =wu(n) +u'(n—n)+ ..., (B.10)

dengan memisahkan U(V, n) kedalam bentuk, U(V,7) = Vu(n), dan Vu/'(n)n =
u'(n)N, yang keduanya tergantung hanya pada jumlah partikel rata-rata N,

maka energi total pada semua keadaan

Ep=> n(e+u(n)+U(V,n)—u'(n)N. (B.11)
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LAMPIRAN B. TERMODINAMIKA
Dengan menggunakan (B.11) ke (B.9), maka fungsi partisi untuk Fermion
2@ = ew{ - s(vwm-vwn) |
1
X Z exp{ - B |:Z(€T +u'(n) — ,u)nr] }

ni,nz...=0 r

r=1Niy=0
- ep{ - 5(vm - vV ) |
BIG. T o (B.12)
r=1
Potensial termodinamika §2, dengan konstanta Boltzman kg = 1, didapat
Q=-TlmZ = -TY In(l+exp{—B(e +v(n) — p)})
—HN&%%—NUGU (B.13)

Dari persamaan (B.4), diperoleh

- o)
Noo=
op TV
_ L, 0u() L 0u'(R) O
- I TV+N A gy U(n)a'u v
exp{—B(e + v (n) — 1)} ()
+1 Z1—|—eXp{ oG el )}(B 6 T,V)
-, od(n) > L _vau(ﬁ) 7 @
N(l op T,V op T,V “ Op v
(- 240 )
o TV

1
XZT: exp{—0(e, + v (n) — pu)} + 1

(B.14)

dengan menggunakan du = Z—Zdn, dan karena u hanya tergantung pada kerapan

partikel, maka

n n 1 ON
op TV Koy V ou TV
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LAMPIRAN B. TERMODINAMIKA

maka akan diperoleh harga rata-rata jumlah partikel

1

N= : B.16
exp{B(e, +/(n) — )} + 1 (B.16)
Entropi S
o oum)|  ow@)| ., 0N
="or = v +N +u'(n)—=—
orT wV or w,V aT v oT v
+ Zln{l +exp{—B(e, + ' (R) — p)}}
r=1
o (& +u(R) = p) ( = %) - %5
o = eV (B.17
; exp{B(e, +u'(R) — )} + 1 (B.17)
dengan —2 = L maka

K Zln{l sexp{ = Plentu (@)= i)+ % ZﬁT(ET + u'(n) — p).(B.18)

Tekanan P, karena pada grand kanonik tidak ada perubahan volume, maka

% Q

g — ' 8 F B.19
oV |,r V ( )
Jika tidak ada interaksi, maka u/(n) = 0. Untuk kondisi ini:
- 1
N = ;
Z: exp{B(e — )} +1
1 -
§ = {1+ e e 1} D )
Q
P = —=. B.20
= (B.20)

Dari persamaan (B.20), dapat diperoleh bilangan okupasi Fermion sebagai

1

e P (B21)
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Lampiran C

Model Bag M.1.T

Lagrangian untuk model bag MIT tanpa massa dan tanpa gluon [31]

£ = (i2*0, ~ B) — 500, )

dengan J, merupakan fungsi delta, bernilai nol pada permukaan.

Persamaan Dirac untuk partikel tidak bermassa
% dl 0. (C.2)
Pada permukaan
" mutp (@) = i), (C.3)

persamaan (C.3), dapat diperoleh dari

Ny = (O’ _ﬁ)7 (C4a)
e (BnaB), (C.4b)
Gl 1 el ) (C.4e)

dengan n? = 1, dan (7*)? = —1, maka
iy-m =+l (C.5)
Apabila j* = 1py*1), maka pada permukaan
gt = iy b =Y =0, (C.6)
sehingga pada permukaan
Ny = 0. (C.7)
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LAMPIRAN C. MODEL BAG M.I.T

Energi momentum tensor dapat dirumuskan sebagai berikut [8]:

oL

TR — Waﬂ# — 9L, (C.8)
karena £(,1)), maka
oL’ oL’ -
™ = ——0, ——— 0,0 — gL C.9
9@ " o e

L= YL+ L), maka
, 1, e 1
L = 3 (zwfy o — B) + 3 (—w Yo, — B)
0 - 1 =
= 5090,0 — 27"00,0 — B. (C.10)
Persamaan (C.10) dimasukkan ke persamaan (C.9), maka
i i y - Y
= §¢7Mau¢ T 57“¢au¢ — Juw <'2”1/}’7#aﬂ1/} e 5/7/ 1/J3u¢ r B) ) (Cll)
dengan @ = $hi0, 294 = 49" + ¥4 dan g, g** = §,, maka suku
G 7 -
g/w (5@/)7#3#1@ e 57#¢8u¢) = 0. (C12)
Maka energi momentum tensor
T Ny
T = (5 (@vaup 2 9d0) + ng) b, (C.13)
dengan #y merupakan fungsi theta, bernilai nol diluar bag, maka
e i s
T = (5 (W“m@uw - wwayw) + Bmg“”> Oy . (C.14)

Dengan menggunakan relasi ; = n- 9y [31], dan dengan menggunakan sifat

pada persamaan (C.3), maka

1/ = o
(5 (080 + @z)&,w)) - B, (C.15)
sehingga
10 , -
Fungsi 6(x) dirumuskan [9]
O(xr) = ! - lim N dp c

—2mi =0 J_ o p+ie
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LAMPIRAN C. MODEL BAG M.I.T

sehingga bila diturunkan terhadap =

df(x) 1 d.,. [ e
= —1 d
dx —omi d %0 /OO pp + i€
1 [ ~
= — dpe™"P* = 4. (C.17)
2r J_ o

Sehingga 0, T"" = 0 pada permukaan. Dengan menggunakan energi momen-

tum tensor, maka energi didalam bag [31]

PO = / Qv T, (C.18)
dan
4
PO = /dVTOO = %% + ?”BRS, (C.19)

dengan w = FR, suku pertama disebabkan oleh partikel dan suku kedua dise-
babkan oleh bag.
Jika model bag MIT terdapat gluon, maka kerapatan lagrangian pada per-

samaan (C.1) menjadi
i 1 i
L= (WV“DM/) & ZGZVGgy = B) Ov — 5@/”#557 (C.20)

dengan D, = 0, —igA,, dan fungsi delta dg, bernilai nol pada permukaan.

Dengan menggunakan

oL 0 oL

el il e C.21

05 Ot (w) | (©21)
maka

(19%0u + g¥*Au) ¥ = 0. (C.22)

Bila terdapat suku gluon, maka Bag, sama seperti persamaan (C.16) dita-

mbah koreksi gluon

10—
B =55 (dv) — 1GpCh" (C.23)

4 ma
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