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Nama  : Aditya Nurul Yasin 

Program Studi  : Matematika 

Judul  : Perbandingan Penaksir Nilai Aktual dengan Bentuk 

Modifikasinya pada Metode Classic dalam Regresi 

Kalibrasi 

 

 

Berdasarkan Vocabulary Of International Metrology (VIM), kalibrasi merupakan 

serangkaian kegiatan yang membentuk hubungan antara nilai yang ditunjukkan 

oleh instrumen (alat) ukur atau nilai observasi, dengan nilai yang sudah diketahui 

atau nilai aktual yang berkaitan dengan besaran yang diukur dalam kondisi 

tertentu. Salah satu metode yang digunakan untuk menaksir nilai aktual adalah 

metode classic. Ekspansi Deret Taylor digunakan untuk menunjukkan bahwa 

taksiran nilai aktual pada metode classic merupakan taksiran yang asimtotik 

unbiased. László J. Naszódi melakukan modifikasi penaksir nilai aktual dari 

metode classic. Dengan Ekspansi Deret Taylor ditunjukkan bahwa taksiran 

tersebut merupakan taksiran yang asimtotik unbiased namun lebih efisien. 
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Tittle  : Comparison between Actual Value Estimator and Its 

Modified Form on The Classic Method in Calibration 

Regression 

 

 

Based on the Vocabulary of International Metrology (VIM), calibration is a series 

of activities that forms the relationship between values indicated by the 

measurement instrument (tool) or the observation value, with a known value or 

actual value related to the quantity that is measured under certain conditions. One 

method that is used to estimate the actual value is the classic method. The Taylor 

series expansion is used to indicate that the estimated actual value on the classic 

method is an asymptotically unbiased estimate. László J. Naszódi modified the 

estimated actual value of the classic method. By the Taylor series expansion, it is 

shown that these estimates are asymptotically unbiased estimates, but more 

efficient. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1. Latar Belakang 

 

Regresi linier sederhana merupakan metode umum untuk mendapatkan 

bentuk fungsi linier dua variabel yang berhubungan, yaitu variabel dependen dan 

variabel independen. Variabel yang dipengaruhi oleh variabel lain disebut dengan 

variabel dependen, sedangkan variabel yang mempengaruhi variabel dependen 

disebut dengan variabel independen. 

Model regresi dapat dituliskan sebagai berikut : 

 y = β0 + β1x + ε (1.1.1)  

dimana, 

β0 ( intersep ) dan β1 ( slope koefisien ) merupakan parameter yang tidak diketahui 

atau koefisien regresi serta ε merupakan merupakan variabel acak yang disebut 

sebagai random error. 

Terdapat beberapa asumsi dasar untuk regresi linear, diantaranya : 

1. Error memiliki nilai harapan nol atau E(ε) = 0, 

2. Error memiliki variansi berharga sama (konstan), 

3. Error saling bebas, 

4. Error berdistribusi normal. 

Jika parameter dalam model regresi di atas berhubungan secara linear dengan 

variabel dependennya maka disebut model regresi linear. 

Statistik kalibrasi secara ilmiah memiliki kesepahaman pengertian dengan 

regresi linear yang telah diuraikan di atas. Pada permasalahan regresi linear, baik 

yang melibatkan estimasi atau prediksi, biasanya akan ditentukan berapa nilai y 

yang bersesuaian bila nilai x diberikan. Namun demikian apabila yang terjadi 

sebaliknya, yaitu akan ditentukan berapa nilai x yang bersesuaian bila nilai y 

diberikan . Dalam hal ini kita lebih mengenalnya sebagai invers regresi. 
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Kalibrasi adalah kegiatan yang menghubungkan nilai yang ditunjukkan 

oleh instrumen ukur atau nilai yang diwakili oleh bahan ukur dengan nilai-nilai 

yang sudah diketahui tingkat kebenarannya. Nilai yang sudah diketahui ini 

biasanya merujuk ke suatu nilai dari kalibrator atau standar, yang tentunya harus 

memiliki akurasi yang lebih tinggi daripada alat ukur yang di-tes, biasa disebut 

unit under test atau UUT “(ISO/IEC Guide (17025:2005) dan Vocabulary of 

International Metrology (VIM)”  

Pengembangan konsep penelitian ini diterapkan pada sebuah studi kasus, 

dimana seorang peneliti (arkeolog) memiliki beberapa kumpulan benda purbakala, 

selanjutnya akan dinamakan dengan spesimen, untuk ditentukan umur benda 

tersebut dengan teknik luminesensi waktu. Arkeolog tersebut memiliki 2 alat 

pengukur dimana keluaran (output) yang dihasilkan akan menentukan umur dari 

spesimen tersebut. Alat A dengan ketelitian pengukuran yang cukup tinggi, atau 

dengan kata lain telah terkalibrasi, namun menghabiskan biaya yang cukup mahal 

dalam penggunaannya dan secara perlahan dapat mengakibatkan kerusakan pada 

spesimen yang akan diteliti. Di sisi lain, Alat B membutuhkan biaya yang cukup 

murah sekaligus tidak merusak spesimen yang diteliti dalam hal penggunaannya. 

Akan tetapi, dalam hal keakuratan, alat B tidak seakurat hasil pengukuran yang 

ditunjukkan oleh alat A.  

Mekanisme yang digunakan oleh Arkeolog dalam  penelitian ini memiliki 

2 tahap pengukuran, yaitu pertama mengukur n spesimen (xi,yi) data berpasangan 

menggunakan kedua alat ukur (alat A dan B) dimana x merepresentasikan nilai 

sebenarnya (fixed) dari spesimen yang akan diteliti diukur menggunakan alat A 

dan y merepresentasikan nilai observasi hasil pengukuran menggunakan alat B. 

Mekanisme tersebut dilakukan menggunakan metode regresi yang telah dijelaskan 

sebelumnya dan diharapkan dapat memberikan pengetahuan lebih dalam akan 

hubungan antara x dan y. Studi lebih lanjut ditemukan fakta bahwa peneliti lebih 

mementingkan aspek biaya disertai pengurangan resiko terhadap kerusakan benda 

dalam proyek penelitian ini sehingga hanya pemakaian alat B yang akan 

digunakan dalam penelitian ini. Dengan kata lain, untuk penentuan umur 

spesimen selanjutnya, diharapkan bahwa peneliti sanggup untuk mengukur secara 
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tepat (katakan x0) didasari oleh data observasi melalui penggunaan alat B (katakan 

y0). 

Uraian di atas merupakan prinsip mengenai statistik kalibrasi dimana 

penelitian beralih dari memutuskan y|x menjadi x|y, selanjutnya hal ini lebih 

dikenal sebagai regresi kalibrasi. 

Untuk merumuskan permasalahan regresi kalibrasi secara umum dilakukan 

dalam 2 tahap, yaitu : 

1. Sampel didapatkan sebanyak n data berpasangan (xi,yi), dimana x dan 

y telah dijelaskan sebelumnya. Model pada tahapan ini diasumsikan : 

   𝑦1,𝑖 =  𝛼 + 𝛽𝑥𝑖 + 𝜀1,𝑖                       untuk i =1,2,...,n 

2. Tahap selanjutnya diberikan m pengulangan observasi, y2,1,...,y2,m 

untuk suatu nilai x0 yang tidak diketahui. 

   𝑦2,𝑗 =  𝛼 + 𝛽𝑥0 + 𝜀2,𝑗                     untuk j =1,2,...,m 

dengan 𝜀1,𝑖 (i.i.d) N(0,σ1
2
) dan 𝜀2,𝑗  (i.i.d) N(0,σ2

2
).  

 Diasumsikan bahwa σ1
2 
= σ2

2
, meskipun hal ini terkadang menjadi 

perdebatan. Berkson (1969) memberikan sebuah argumen bahwa σ1 akan 

memiliki nilai lebih kecil jika dibandingkan σ2. Hal tersebut disebabkan standar 

deviasi dari tahap percobaan pertama dibawah kondisi kontrol yang lebih akurat 

dalam pengerjaannya dibandingkan pada tahap kedua. 

 Dalam penelitian atau tugas akhir Sonny Afriansyah (2009) yang berjudul 

“Perbandingan Metode Classic dan Metode Inverse pada Regresi Kalibrasi”, telah 

dilakukan regresi kalibrasi untuk estimasi nilai sebenarnya atau nilai aktual dari 

nilai observasi dengan metode classic dan metode inverse serta estimasi interval 

kepercayaan berdasarkan metode Graybill. Studi lebih lanjut, Joseph Berkson 

(technometrics, 11) menemukan bahwa penaksir nilai aktual dalam metode classic 

bersifat bias.  

Pada tugas akhir ini akan ditunjukkan bahwa penaksir nilai aktual metode 

classic dalam regresi kalibrasi bersifat bias serta teknik dalam memodifikasi 

penaksir nilai aktual metode classic (Naszódi’s estimator, corrected for bias) 

untuk mendapatkan penaksir yang lebih baik.  
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1.2. Perumusan Masalah 

 

Permasalahan yang menjadi bahasan dalam skripsi ini adalah bagaimana 

memodifikasi penaksir nilai aktual dalam metode classic agar mendapatkan 

taksiran yang lebih efisien. 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

 

Berdasarkan perumusan masalah tersebut, maka penulisan skripsi ini 

bertujuan untuk : 

 Membahas sifat – sifat penaksir nilai aktual metode classic. 

 Membuat modifikasi penaksir nilai aktual pada metode classic melalui teknik 

yang diperkenalkan oleh László J. Naszódi. 

 Membandingkan kedua bentuk penaksir di atas. 

 

1.4. Pembatasan Masalah 

 

Pada penulisan skripsi ini, regresi kalibrasi dibatasi pada bentuk regresi 

univariat yang memiliki hubungan linear antara nilai aktual (x) dengan nilai 

observasi (y) serta metode-metode yang dibahas hanya penaksir dalam metode 

classic. 

 

1.5. Sistematika Penulisan 

 

Skripsi ini terdiri dari lima bab. BAB 1 berisi Pendahuluan yang terdiri 

dari latar belakang, perumusan masalah, tujuan penelitian, pembatasan masalah, 

dan sistematika penulisan. BAB 2 berisi Landasan Teori. BAB 3 berisi 

Pembahasan, yaitu mengenai sifat sifat penaksir nilai aktual metode classic serta 

teknik dalam memodifikasi penaksir tersebut demi mendapatkan taksiran yang 

lebih efisien. BAB 4 berisi Aplikasi yang menerapkan data simulasi untuk 

menaksir nilai aktual metode classic serta bentuk modifikasi metode classic lalu 

dibandingkan dalam segi keefisienannya. BAB 5 berisi Kesimpulan dan Saran.
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

 

2.1 Peubah Random dan Fungsi Probabilitas 

 

Definisi 2.1 a  

Misalkan C adalah ruang sampel dari eksperimen (percobaan) random. 

Peubah random X adalah suatu fungsi yang memetakan setiap elemen dalam 

ruang sampel, c ϵ C, pada satu dan hanya satu bilangan riil sedemikian sehingga 

X(c) = x , dengan x ϵ R. Range dari X adalah A = {x ϵ R : x = X(c),c ϵ C }. 

  

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995) 

  

Definisi 2.1 b  

Misalkan X adalah peubah random dengan one-dimensional space A, yang 

terdiri dari suatu interval atau gabungan interval. Misalkan f(x) sedemikian 

sehingga adalah fungsi yang non negatif, x ϵ A dan 

 f x dx = 1                       

A 

dimana probabilitas himpunan fungsi P(A), A ⊂ A , dapat dituliskan dalam f(x) 

dengan  

P(A) = Pr(X ϵ A) =  f x dx
𝐴

 

maka X disebut dengan peubah random kontinu, sementara f(x) disebut dengan 

probability density function (p.d.f.) dari X. 

 

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995) 
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2.2 Ekspektasi Variabel Random 

 

Definisi 2.2 

Misalkan X adalah variabel random yang mempunyai p.d.f. f(x) 

sedemikian sehingga dimiliki kekonvergenan absolut; dalam kasus kontinu, 

  x  f x 
∞

−∞

dx         

konvergen ke suatu batas berhingga. 

 

Ekspektasi dari suatu variabel random adalah 

E X =  x f(x)
∞

−∞

dx,            

dalam kasus kontinu. 

 

 (Thomas N. Herzog, 1999) 

 

sifat 2.1 

a. E(aX) =  aE(X), dengan a adalah sebuah konstanta. 

 

Bukti 2.1 

a. E(aX)  =  ax f(x)
∞

−∞
 dx, definisi ekspektasi untuk peubah random 

kontinu 

 = a x f(x)
∞

−∞
 dx 

 = a E(X) 

 

2.3 Variansi Variabel Random  

 

Definisi 2.3 

Misalkan X adalah variabel random yang mempunyai p.d.f. f(x). Variansi 

dari X adalah suatu ekspektasi matematika dari ( X - E[X] )
2
 dinyatakan dengan 

    
2

Var X E X E X  
 

 (Thomas N. Herzog, 1999) 
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sifat 2.3 

a. Var (aX)  =   a
2 Var(X) , dengan a adalah sebuah konstanta 

 

Bukti 2.2 

a. Var (aX)  =   E([aX-aμ]
2
 ) , definisi variansi 

=   E([a(X-μ)]
2
 ), sifat bilangan riil 

=   E(a
2
(X-μ)

2
 ) , sifat pangkat 

=   a
2
E(X-μ)

2
 , sifat ekspektasi (2.1 a) 

=   a
2
Var(X) 

 

2.4 Kovariansi Variabel Random 

 

Definisi 2.4 

Misalkan X dan Y adalah variabel random. Kovariansi antara X dan Y, 

dinyatakan dengan Cov(X, Y), adalah 

Cov X, Y = E  X − E X   Y − E Y    

(Jonathan D. Cryer, 2008) 

 

Definisi 2.5 

Misalkan X dan Y adalah variabel random dan 𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌) adalah 

kovariansi antara X dan Y, maka berlaku sifat-sifat berikut : 

1. Jika variabel random X dan Y saling bebas, maka 𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌 = 0 

2. 𝐶𝑜𝑣 𝑎 + 𝑏𝑋, 𝑐 + 𝑑𝑌 = 𝑏𝑑 𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌) 

3. 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑌 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 𝑉𝑎𝑟 𝑌 + 2𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌) 

4. 𝐶𝑜𝑣 𝑋 + 𝑌, 𝑍 = 𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑍 + 𝐶𝑜𝑣(𝑌, 𝑍) 

5. 𝐶𝑜𝑣 𝑋,𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌  

6. 𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑋) = 𝑉𝑎𝑟[𝑋] 

7. 𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌) = 𝐶𝑜𝑣(𝑌,𝑋) 
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2.5 Moment-Generating Function (M.G.F.) 

 

Definisi 2.6 

 

Misalkan ada bilangan positif h dengan –h<t<h dimana ada ekspektasi 

matematika E(e
tX

 ) , maka 

E etX   =  etx  f x  dx
∞

−∞

,  

Jika X peubah Random Kontinu. 

Ekspektasi tersebut dinamakan moment-generating function (m.g.f.) dari X dan 

dilambangkan dengan M(t). Jadi M(t)= E(e
tX

 ) .  

 

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995) 

 

2.6  Penaksir Tidak Bias 

 

Definisi 2.7 

 

Suatu statistik 𝜃  bila ekspektasi matematiknya sama dengan parameter  

yang diestimasi ( θ ), dikatakan 𝜃  sebagai penaksir yang tidak bias dari parameter 

θ, yaitu E(𝜃 ) = θ . 

 

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995) 

 

2.7  Distribusi Normal 

 

Definisi 2.8 

 

Peubah random kontinu X dikatakan berdistribusi normal apabila memiliki 

p.d.f. : 

f x =
1

σ 2π 
exp  −

 x − μ 2

2σ2
 ,                  −∞ < 𝑥 < ∞ 
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dan m.g.f : 

M t = exp  μt +
σ2t2

2
  

dikatakan memiliki distribusi normal dengan mean ( μ ) dan variansi ( σ
2 
) 

dinotasikan dengan X ~ N(μ,σ
2
) . 

Apabila peubah random kontinu X memiliki distribusi normal dengan 

mean μ = 0 dan variansi σ
2
 =1 maka p.d.f. yang dimiliki adalah: 

f x =
1

 2π 
exp  −

x2

2
 ,                  −∞ < 𝑥 < ∞ 

dan memiliki m.g.f : 

M t = exp  
t2

2
  

peubah random kontinu X tersebut dikatakan memiliki distribusi normal standar 

dengan notasi X ~ N(0,1). 

 

2.8  Regresi Linear Sederhana 

 

Definisi 2.9 

 

Regresi linear adalah salah satu metode analisis statistik untuk mencari 

hubungan antara variabel respon Y dengan satu atau lebih variabel penjelas X. 

Hubungan linear yang dimaksud dalam hal ini ialah linear antara parameter 

dengan variabel respon Y. 

 Dalam regresi linear sederhana, peubah penjelas X yang digunakan adalah 

satu peubah. Model pada regresi linier sederhana adalah : 

y = β0 +β1x + ε 

Model tersebut dinamakan juga model regresi linier dengan koefisien regresi β0 

(intercept) dan β1 (slope) merupakan parameter yang tidak diketahui, sedangkan ε 

adalah random error. 

Asumsi dalam regresi linier sederhana adalah : 

1. Error memiliki nilai harapan atau ekspektasi nol, E(ε) = 0 . 

2. Error memiliki variansi bernilai sama atau konstan, Var(ε) = σ
2
 . 

3. Error saling bebas. 
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4. Error berdistribusi normal. 

 

Untuk mengestimasi koefisien regresi, digunakan n data berpasangan 

(x1,y1),(x2,y2),...,(xn,yn). Model yang didapat untuk n data berpasangan adalah : 

yi = β0+β1xi+εi    i =1, 2, ..., n 

dengan asumsi error-nya memenuhi normally, identic and independently 

distributed serta E(εi) = 0 dan Var(εi) = σ
2
 atau dinotasikan εi ~ NIID(0,σ

2
) . 

Dengan metode least squares akan diestimasi koefisien regresi sedemikian 

sehingga jumlah kuadrat antara selisih nilai observasi yi dengan nilai prediksi y i 

adalah minimum. Langkahnya adalah sebagai berikut : 

S β0 ,β1 =   yi − β0 − β1xi 
2

n

i=1

  

dimana koefisien regresi, β 0 dan β 1, harus memenuhi :  

   0 1

10

0 2 0
β

n

i i

i

S
y x 




    


          (2.9.1)  

   
1

0 1

1

0 2 0
β

n

i i i

i

S
y x x 




    


      (2.9.2) 

Sederhanakan persamaan (2.9.1) menjadi 

 yi

n

i=1

− nβ 0 − β 1  xi

n

i=1

= 0 

β 0 =
1

n
 yi

n

i=1

−
β 1

n
 xi

n

i=1

 

           β 0 = y − β 1x      (2.9.3) 

dimana 

x =
1

n
 xi

n

i=1

 

y =
1

n
 yi

n

i=1

 

Kemudian sederhanakan persamaan (2.9.2) menjadi 

 xiyi

n

i=1

− β 0  xi

n

i=1

− β 1  xi
2

n

i=1

= 0 

Perbandingan penaksir ..., Aditya Nurul Yasin, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



11 
 

Universitas Indonesia 

 xiyi

n

i=1

− (y − β 1x ) xi

n

i=1

− β 1  xi
2

n

i=1

= 0 

β 1  xi
2

n

i=1

+ (y − β 1x )nx =  xiyi

n

i=1

 

β 1   xi
2

n

i=1

− nx 2 =  xiyi

n

i=1

− nx y  

β 1 =
 xiyi

n
i=1 − nx y 

 xi
2n

i=1 − nx 2
 

β 1 =
Sxy

Sxx
                                               (2.9.4)      

dengan 

Sxy =  xiyi

n

i=1

− nx y =  (

n

i=1

xi − x ) yi , 

Sxx =  xi
2

n

i=1

− nx 2 =  (

n

i=1

xi − x )2. 

 

Dari persamaan (2.9.3) dan (2.9.4) diperoleh bahwa penaksir least squares untuk  

koefisien regresi, β 0dan β 1, adalah β 0= y  - β 1x  dan β 1 =
Sxy

Sxx
.  

Sehingga estimasi dari model regresi di atas adalah : 

y = β 0 + β 1x 

 

 2.8.1 Sifat – sifat penaksir dengan metode Least-Squares 

 

 Penaksir least-square , β 0dan β 1, memiliki beberapa sifat penting. Dari 

persamaan (2.9.3) dan (2.9.4) diketahui bahwa β 0dan β 1merupakan kombinasi 

linear dari observasi yi , 

β 1 =  
Sxy

Sxx
=
 (n

i=1 xi − x )(yi)

 (n
i=1 xi − x )2

=  ciyi

n

i=1

 

Dimana ci =  xi − x )/ (n
i=1 xi − x )2  untuk i = 1,2,… , n, serta 

β 0= y  - β 1x  

 

Sehingga β 
0
dan β 

1
 juga merupakan variabel random.  
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 𝐸 β 1 = 𝐸  ciyi
n
i=1  =  ci

n
i=1 𝐸 yi  

=  ci

n

i=1

𝐸 β0 + β1xi + εi  

karena disumsikan bahwa E(εi) = 0, maka 

=  ci

n

i=1

 β0 + β1xi  

= β0  ci

n

i=1

+ β1  cixi

n

i=1

 

lalu akan dicari nilai dari  ci
n
i=1  dan  cixi

n
i=1 . 

 ci

n

i=1

 =   
 xi − x  

 (n
i=1 xi − x )2

 

n

i=1

=   
 xi − x  

  xi
2 − 2xix  + x 2 n

i=1

 

n

i=1

 

 =   
 xi − x  

 xi
2n

i=1 − 2x  xi
n
i=1  + nx 2

 =

n

i=1

  
 xi − x  

 xi
2n

i=1 − nx 2
 

n

i=1

 

 =  
  xi − x  n

i=1

 xi
2n

i=1 − nx 2
 =  

 xi
n
i=1 − nx 

 xi
2n

i=1 − nx 2
 =  

nx − nx 

 xi
2n

i=1 − nx 2
 = 0 

 sementara 

 cixi

n

i=1

 =    
 xi − x  

 (n
i=1 xi − x )2

 xi

n

i=1

=   
 xi

2 − xix  

  xi
2 − 2xix  + x 2 n

i=1

 

n

i=1

 

  =  
  xi

2 − xix  
n
i=1

 xi
2n

i=1 − 2x  xi
n
i=1  + nx 2

 =  
 xi

2n
i=1 − x  xi

n
i=1

 xi
2n

i=1 − nx 2
  

  =  
 xi

2n
i=1 − nx 2

 xi
2n

i=1 − nx 2
 = 1 

sehingga  

E(β 
1

) = β
1
                                        (2.9.5) 

 Variansi β 
1
 

Var  β 
1
 =  Var  ciyi

n

i=1

 =   ci
2Var(yi)

n

i=1

  

Karena Var yi =  σ2 maka 

 Var  β 
1
 =  σ2   ci

n

i=1

 =  
σ2  (xi − x )2n

i=1

Sxx
2 =

σ2

Sxx
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 E(β 
0
) = β

0
 

 

 Variansi  β 
0
 

 

Var  β 
0
  = Var  y − β 

1
x   

= Var  y  + x 2Var  β 
1
 − 2x Cov y , β 

1
  

=
σ2

n
+ x 2

σ2

Sxx
− 2x Cov y , β 

1
  

   dengan  

Cov y , β 
1
 = Cov 

1

n
 yi

n

i=1

, cjyj

n

j=1

 =   
1

n
cjCov yi , yj 

n

j=1

n

i=1

 

Karena yi merupakan sampel random maka Cov yi , yj = 0 ∀ i ≠ j, maka 

Cov y , β 
1
 =  

1

n
ciVar yi 

n

i=1

=  
σ2

n
 ci

n

i=1

= 0, 

  oleh karena itu 

Var  β 
0
 = σ2  

1

n
+

x 2

Sxx
   

Dari uraian di atas dapat disimpulkan  

β 
1

~N β
1
,

σ2

Sxx
    dan   β 

0
~N β

0
, σ2  

1

n
+

x 2

Sxx
   

sehingga β 
0
dan β 

1
, merupakan penaksir tak bias dari parameter β0 dan β1. 

 

(Douglas C. Montgomery, 2001). 

 

2.9  Bentuk Metode Classic pada Regresi Kalibrasi 

 

Dalam sub-bab ini akan dibahas mengenai metode classic untuk 

melakukan estimasi nilai aktual pada regresi kalibrasi. 

 

2.9.1  Regresi Kalibrasi 

 

Dalam banyak masalah regresi yang melibatkan estimasi atau prediksi, 

biasanya akan ditentukan berapa nilai y yang bersesuaian bila nilai x diberikan. 
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Namun ada yang terjadi sebaliknya, yaitu akan ditentukan berapa nilai x yang 

bersesuaian bila nilai y diberikan. Sebagai ilustrasi, misalnya akan dikalibrasi 

sebuah alat ukur suhu yaitu thermocouple, dimana diasumsikan bahwa suhu 

observasi atau nilai yang terbaca pada thermocouple memiliki hubungan linear 

dengan suhu atau nilai aktual yang diukur. Misalkan model regresi linier 

populasinya sebagai berikut : 

Suhu observasi = β0 + β1 (suhu aktual) +  

atau 

y = β0 + β1x +  

Bila pada regresi biasa, akan diberikan suhu aktual (x) kemudian 

ditentukan suhu observasi (y) yang bersesuaian. Namun demikian pada masalah 

kalibrasi yang terjadi adalah sebaliknya yaitu bila diberikan suhu observasi (y) 

akan ditentukan suhu aktual (x) yang bersesuaian. Masalah yang terjadi tersebut 

dikenal dengan masalah kalibrasi dan sering juga disebut dengan regresi kalibrasi. 

Estimasi nilai aktual atau suhu aktual pada regresi kalibrasi dapat dilakukan 

dengan metode classic dan metode inverse. 

 

2.9.2  Metode Classic 

 

Dengan menggunakan model ( 1.1.1 ) dan sejumlah n data suhu 

berpasangan serta diasumsikan errornya memenuhi asumsi regresi linier 

sederhana yaitu normally, identic and independently distributed dengan E(εi) = 0 

dan Var(εi) = σ
2
 atau dengan perkataan lain εi~NIID(0,σ

2
 ), model tersebut dapat 

dinyatakan sebagai model regresi linier sampel sebagai berikut : 

yi = β0 + β1xi +εi    i = 1,2,...,n 

dimana parameter β0 dan β1 akan diestimasi dengan metode least squares. Dari 

persamaan (2.9.3) dan (2.9.4) didapat 𝛽 0 =  𝑦  − 𝛽 1𝑥  dan 𝛽 1 =
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑥
 sehingga 

didapat penaksir regresi 

         𝑦  = 𝛽 0 + 𝛽 1x     (2.9.5) 

Persamaan regresi kalibrasi yang bersesuaian dengan (2.9.5) menjadi 

𝑥 =
𝑦 −  𝛽 0

𝛽 1
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Apabila diberikan suhu observasi (y0) yang terbaca pada thermocouple, maka 

estimasi suhu aktual (x0) berdasarkan metode classic adalah 

𝑥 0 =
𝑦0 −  𝛽 0

𝛽 1
 

 

2.9.3  Estimasi Nilai Aktual Metode Classic 

 

Setelah estimasi titik nilai aktual dilakukan menggunakan metode Classic  

selanjutnya akan dilakukan estimasi titik nilai aktual berdasarkan pendekatan 

Graybill.  

Pada persamaan regresi kalibrasi sebelumnya pada metode classic, model 

dasarnya adalah persamaan (1.1.1) sebagai berikut : 

y =  β0  + β1x +  ,               ε ~ NID(0,σ
2
 )            (2.9.4.1) 

 

Pada metode Graybill dilakukan dua langkah guna mendapatkan 

persamaan regresi kalibrasi. Pertama mendefinisikan ulang x pada persamaan 

(1.1.1) sebagai deviasi dari rata-ratanya, yaitu x − x  , sehingga model regresi 

tersebut dapat dinyatakan sebagai : 

𝑦 = 𝛾0 + 𝛾1 x − x  + ε,   ε ~ N (0,σ
2
 )             (2.9.4.2) 

dimana 𝛾0 dan 𝛾1 adalah parameter yang tidak diketahui nilainya. 

Kedua model tersebut, yaitu model pada persamaan (2.9.4.1) dan (2.9.4.2), adalah 

ekivalen bila didefinisikan 

𝛾1= β1 

dan 

β0 = 𝛾0 − 𝛾1x . 

Langkah kedua yang dilakukan pada metode Graybill adalah dengan 

dilakukan observasi tambahan sebanyak k ≥ 1 pada suhu aktual x0, sedemikian 

sehingga sampel yang didapat menjadi n+k data berpasangan yang dinotasikan 

sebagai berikut : 

(x1,y1),(x2,y2),...,(xn,yn),(x0,yn + 1),(x0,yn + 2),...,(x0,yn + k) 

observasi tambahan sebanyak k yang dinotasikan dengan yn + 1,yn + 2,...,yn + k 

tersebut , dengan mengacu (2.9.4.2) diasumsikan merupakan sampel random 
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berdistribusi normal dengan mean 𝛾0 + 𝛾1 x0 − x   dan variansi σ
2
 dengan 

x0, 𝛾0,𝛾1, σ2 tidak diketahui.  

 

2.9.4.1 Estimasi 𝛾0, 𝛾1, dan x0 

 

Estimasi 𝛾1 pada model persamaan (2.9.4.2) sama dengan hasil estimasi 

parameter 𝛽1 pada model persamaan (2.9.4.1), yaitu 

γ 1 = β 1 

dari persamaan (2.9.4) didapat 

γ 1 =
Sxy

Sxx
=
 (n

i=1 xi − x )yi

 (xi − x )2n
i=1

 

Estimasi parameter γ0 sebagai berikut 

γ 0 = β 0 + γ 1x  

diketahui γ 1 = β1 dan β 0 = y − β1x , sehingga 

γ 0 = y − β1x + β1x = y  

dengan 

                       x =
1

n
 (

n

i=1

xi)                      y =
1

n
 (

n

i=1

yi) 

Asumsi normalitas pada ε di persamaan (2.9.4.2) mengimplikasikan 𝛾 0 dan 

𝛾 1 berdistribusi normal juga. 

Selanjutnya, akan diestimasi x0 dengan n+k data 

(x1,y1),(x2,y2),...,(xn,yn),(x0, y 0) 

berdasarkan metode classic, yaitu 

𝑥 0 =
y 0 −  𝛽 0

𝛽 1
 

Karena β 1 = γ 1 serta β 0 = γ 0 − γ 1x , maka 

𝑥 0 =
y 0 −   γ 0 − γ 1x  

γ 1
 

𝑥 0 = 𝑥 +
y 0 − 𝛾 0

𝛾 1
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diketahui y = 𝛾 0, sehingga 

𝑥 0 = 𝑥 +
y 0 − y 

𝛾 1
 

dengan 

y 0 =
1

k
 (

𝑛+𝑘

𝑖=𝑛+1

𝑦𝑖) 
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BAB 3 

PERBANDINGAN PENAKSIR NILAI AKTUAL DENGAN BENTUK 

MODIFIKASINYA 

 

 

Bab ini terbagi dalam tiga sub bab. Pada sub bab 3.1 akan dibahas 

mengenai sifat penaksir nilai aktual (𝑥 0) metode classic dalam regresi kalibrasi 

bersifat bias dan konsisten. Pada sub bab 3.2 akan dibahas teknik dalam 

memodifikasi penaksir nilai aktual (𝑥 0) (Naszódi’s penaksir, corrected for bias) 

untuk mendapatkan penaksir yang lebih baik (𝑥 0). Pada sub bab 3.3 akan dibahas 

mengenai perbandingan penaksir nilai aktual (𝑥 0) dan bentuk modifikasinya. 

 

3.1 Pembuktian Penaksir Nilai Aktual (𝒙 0) Bersifat Bias 

 

 Pada pembahasan sebelumnya dalam subbab 2.9.4 telah didapatkan bentuk 

taksiran (nilai aktual) metode classic dalam regresi kalibrasi sebagai berikut : 

  

                     𝑥 0 = 𝑥 +
y0 − 𝛾 0

𝛾 1
,                                                                                 (3.1.1) 

 

Dimana y0 diasumsikan berasal dari sampel random berdistribusi normal dengan 

mean 𝛾0 + 𝛾1 x0 − x   dan variansi σ
2
, yakni 

y0 ~ N γ
0

+ γ
1
 x0 − 𝑥  ,𝜎2        (3.1.2) 

serta 

𝛾 1 = 𝛽 1         (3.1.3) 

=
 (xi − x )(𝑛
𝑖=1 yi)

 (𝑛
𝑖=1 xi − x )2

 

dan 

𝛾 0 = 𝛽 0 + 𝛾 1𝑥  

= 𝛽 0 + 𝛽 1𝑥  

= y − 𝛽 1𝑥 + 𝛽 1𝑥  

= y          (3.1.4) 
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Melalui kedua persamaan di atas (3.1.3 dan 3.1.4) akan dibuktikan bahwa : 

1.  𝛾 0~𝑁  γ
0

,
σ2

n
  serta 𝛾 1~𝑁 γ

1
,

σ2

 (𝑛
𝑖=1 x i−x )2

 . 

2.  𝛾 0 dan 𝛾 1saling bebas. 

 

Bukti (1) akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa 𝛾 0 dan 𝛾 1 keduanya 

berdistribusi Normal. 𝛾 0 dan 𝛾 1 merupakan bagian penjumlahan dari distribusi 

normal , yaitu  𝛾 0 = y =
1

n
 yi

n
i=1  dan 𝛾 1 =

 (𝑛
𝑖=1 y i)(xi−x )

 (𝑛
𝑗=1 x j−x )2   sehingga 𝛾 0 dan 𝛾 1juga 

berdistribusi Normal. 

Selanjutnya akan ditelusuri mean dan variansi dari 𝛾 0 dan 𝛾 1. 

 a        E γ 0 = E y  = E 
1

n
 yi

n

i=1

 =
1

n
 E yi 

n

i=1

 

=
1

n
  γ

0
+ γ

1
 xi − 𝑥   

n

i=1

= γ
0

+
γ

1

n
  xi − 𝑥  

n

i=1

 

= γ
0

+
γ

1

n
  xi

n

i=1

− n𝑥  = γ
0

+
γ

1

n
 n𝑥 − n𝑥   

= γ
0
 

Var γ 0 = Var y  = Var 
1

n
 yi

n

i=1

 =
1

n2
  var yi 

n

i=1

  

=
1

n2
 nσ2 =

σ2

n
 

(b)      E γ 1 = E  
 (𝑛
𝑖=1 y i )(xi−x )

 (𝑛
𝑗=1 x j−x )2

  

= E  ciyi

n

i=1

 , ci =
(xi − x )

 (𝑛
𝑖=1 xi − x )2

 

=  ci

n

i=1

E yi  

Melalui persamaan 3.1.2 didapatkan 

=  ci

n

i=1

 γ
0

+ γ
1
 xi − 𝑥    
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=  ciγ0

n

i=1

+  ci

n

i=1

γ
1
 xi − 𝑥   

= γ
0
 ci

n

i=1

+ γ
1
  cixi

n

i=1

− 𝑥  ci

n

i=1

  

dalam subbab 2.8.1 telah dibuktikan bahwa  ci
n
i=1 = 0 

serta  cixi
n
i=1 = 1 sehingga 

E γ 1  = γ
1
 

Var γ 1 = 𝑉𝑎𝑟 𝛽 1 =
𝜎2

 (𝑛
𝑖=1 xi − x )2

. 

Sehingga didapatkan bahwa  
 

∴ 𝛾 0 ~ 𝑁 γ
0

,
σ2

n
    serta    𝛾 1 ~ 𝑁 γ

1
,

σ2

 (𝑛
𝑖=1 xi − x )2

 . 

 

Bukti (2), dari bagian bukti (1) telah ditunjukkan bahwa 𝛾 0 dan 𝛾 1 

berdistribusi Normal. 

𝐶𝑜𝑣(𝛾 0,𝛾 1) = Cov 
1

n
 yi

n

i=1

, cjyj

n

j=1

 , dengan cj =
(xj − x )

 (𝑛
𝑗=1 xj − x )2

 

 =   
1

n
cjCov yi , yj 

n

j=1

n

i=1

 

Karena yi merupakan sampel random dengan  

Cov yi , yj = 0 ∀ i ≠ j, maka 

𝐶𝑜𝑣(𝛾 0,𝛾 1) =  
1

n
ciVar yi 

n

i=1

=  
σ2

n
 ci

n

i=1

, 

kemudian di dalam subbab 2.8.1 telah dibuktikan bahwa 

 ci
n
i=1 = 0, sehingga 

𝐶𝑜𝑣 𝛾 0,𝛾 1 =
σ2

n
 ci

n

i=1

= 0 
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Teorema 3.1.1 

 

Misalkan X dan Y berdistribusi bivariat normal dengan mean μ1, μ2, 

variansi positif σ1
2, σ2

2, dan koefisien korelasi 𝜌. Maka X dan Y saling bebas jika 

dan hanya jika 𝜌 = 0. 
 

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995) 

 

Karena 𝛾 0, 𝛾 1 keduanya berdistribusi Normal serta memiliki nilai 𝐶𝑜𝑣 𝛾 0, 𝛾 1 =

0, atau secara tidak langsung menunjukkan bahwa nilai koefisien korelasi kedua 

variabel  𝛾 0, 𝛾 1  𝜌 = 0,  maka 𝛾 0, 𝛾 1 dapat dikatakan saling bebas. 

 

3.1.1 Ekspansi Deret Taylor (N Variabel) 

 

Ekspansi Deret Taylor merupakan representasi fungsi matematika sebagai 

jumlahan tak hingga dari suku-suku yang nilainya dihitung dari turunan fungsi 

tersebut di suatu titik. 

Deret Taylor dari sebuah fungsi riil atau fungsi kompleks f(x) yang 

terdeferensialkan tak hingga dalam persekitaran sebuah bilangan riil atau 

kompleks a adalah : 

𝑓 𝑎 +
𝑓 ′  𝑎  

1!
 𝑥 − 𝑎 +

𝑓 ′′  𝑎 

2!
 𝑥 − 𝑎 2 +

𝑓 ′′′  𝑎 

3!
 𝑥 − 𝑎 3 + ⋯ 

yang dalam bentuk lebih ringkas dapat dituliskan sebagai 

 
𝑓 𝑛  𝑎 

𝑛!
 𝑥 − 𝑎 𝑛

∞

𝑛=0

 

dengan n! melambangkan faktorial dari n serta f
 (n)

(a) melambangkan nilai dari 

turunan ke-n dari f pada titik a. Turunan ke-nol dari f didefinisikan sebagai f itu 

sendiri, sementara (x − a)
0
 dan 0! didefinisikan sebagai 1. 

Deret Taylor dapat dikembangkan untuk sebuah fungsi dengan kondisi lebih 

dari satu variabel, bentuk umumnya sebagai berikut : 
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𝑌 𝑥1,… ,𝑥𝑑 =  …  
 𝑥𝑖 − 𝑎1 

𝑛1 … 𝑥𝑑 − 𝑎𝑑 
𝑛𝑑

𝑛1!…𝑛𝑑 !

∞

𝑛𝑑=0

∞

𝑛1=0

 
𝜕𝑛1+⋯+𝑛𝑑𝑓

𝜕𝑥1
𝑛1 …𝜕𝑥𝑑

𝑛𝑑
  𝑎1,… , 𝑎𝑑 .          (3.1.5) 

Ekspansi deret Taylor memiliki peran penting membangun sebuah fungsi 

dari estimasi (nilai aktual) yang terdiri dari beberapa variabel random disekitaran 

parameternya. 

Dari  persamaan (3.1.1) bentuk taksiran (nilai aktual) metode classic 

𝑥 0 = 𝑥 +
y0 − 𝛾 0

𝛾 1
 

terdiri dari 3 variabel random berdistribusi Normal yaitu  y0, 𝛾 0, 𝛾 1 . 

Selanjutnya untuk mencari pendekatan distribusi dari taksiran nilai aktual  𝑥 0  

akan digunakan ekspansi Deret Taylor dengan 3 variabel yang akan diturunkan 

dari persamaan (3.1.5). 

Bentuk umum perluasan Deret Taylor order ketiga dari Y = f(X1, X2, X3) disekitar 

μ = (μ
1
μ

2
μ

3
) = (E(X1), E(X2), E(X3)) adalah : 

𝑌 = 𝑓 𝜇 +  𝑋1 − 𝜇1 𝑓1 𝜇 +  𝑋2 − 𝜇2 𝑓2 𝜇 +  𝑋3 − 𝜇3 𝑓3 𝜇  

+
1

2
  𝑋1 − 𝜇1 

2𝑓11 𝜇 +  𝑋2 − 𝜇2 
2𝑓22 𝜇 +  𝑋3 − 𝜇3 

2𝑓33 𝜇   

+ 𝑋1 − 𝜇1  𝑋2 − 𝜇2 𝑓12 𝜇 +  𝑋1 − 𝜇1  𝑋3 − 𝜇3 𝑓13 𝜇  

+ 𝑋2 − 𝜇2  𝑋3 − 𝜇3 𝑓23 𝜇  

+
1

3
  𝑋1 − 𝜇1 

3𝑓111 𝜇 +  𝑋2 − 𝜇2 
3𝑓222 𝜇 +  𝑋3 − 𝜇3 

3𝑓333 𝜇   

+ 𝑋1 − 𝜇1 
2 𝑋2 − 𝜇2 𝑓112 𝜇 +  𝑋1 − 𝜇1  𝑋2 − 𝜇2 

2𝑓122 𝜇  

+ 𝑋1 − 𝜇1 
2 𝑋3 − 𝜇3 𝑓113 𝜇 +  𝑋1 − 𝜇1  𝑋3 − 𝜇3 

2𝑓133 𝜇  

+ 𝑋2 − 𝜇2 
2 𝑋3 − 𝜇3 𝑓223 𝜇 +  𝑋2 − 𝜇2  𝑋3 − 𝜇3 

2𝑓233 𝜇 . 
 

( Casella and Berger, 2002 ) 

Sehingga bentuk Ekspansi Deret Taylor order ketiga dari  

x 0 = f γ 
1
, γ 

0
,𝑦

0
 = x +

(𝑦
0
− γ 

0
)

γ 
1

 

disekitar μ =  𝐸(γ 
1
),𝐸 γ 

0
 ,𝐸 𝑦0   dengan beberapa penurunan 

𝑓 𝜇 = 𝑓  𝐸(γ 
1
),𝐸 γ 

0
 ,𝐸 𝑦

0
  = x +

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
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𝑓1 𝜇 =
𝜕𝑓 𝜇 

𝜕γ1
=

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
2 ,      𝑓11 𝜇 =

𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ1
2 =  

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3 , 

𝑓111 𝜇 =
𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ1
3 =  −

E(𝑦
0

) − γ0

γ1
4  

𝑓2 𝜇 =
𝜕𝑓 𝜇 

𝜕γ0
= −

1

γ1
,         𝑓22 𝜇 =

𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ0
2 = 0,           𝑓222 𝜇 =

𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ0
3 = 0 

𝑓3 𝜇 =
𝜕𝑓 𝜇 

𝜕E(𝑦
0

)
=

1

γ1
,         𝑓33 𝜇 =

𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕E(𝑦
0

)2 = 0,           𝑓333 𝜇 =
𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕E(𝑦
0

)3 = 0 

𝑓21 𝜇 =
𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ1𝜕γ0
=

1

γ1
2 ,          𝑓31 𝜇 =

𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ1𝜕E(𝑦
0

)
= −

1

γ1
2 

𝑓211 𝜇 =
𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ1
2𝜕γ0

=
1

γ1
3 ,          𝑓311 𝜇 =

𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ1
2E(𝑦

0
)

= −
1

γ1
3 

 

memiliki bentuk sebagai berikut 

f 𝑦
0

, γ 0, γ 1 = x 0 = x +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
−

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
2

 ∆γ 1 −
1

γ1
 ∆γ 0 +

1

γ1
 ∆𝑦

0
  

+
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
3

 ∆γ 1 
2 −

1

γ1
2
 ∆γ 1  ∆𝑦0

 +
1

γ1
2
 ∆γ 1  ∆γ 0  

−
E(𝑌0) − γ0

γ1
4

 ∆γ 1 
3 +

1

γ1
3
 ∆γ 1 

2 ∆𝑦
0
 −

1

γ1
3
 ∆γ 1 

2 ∆γ 0 + ⋯ 

(3.1.6) 

dimana  

∆γ 1 =  γ 1 − E γ 1 = γ 1 − γ1, 

∆γ 0 =  γ 0 − E γ 0 = γ 0 − γ0 , 

     ∆𝑦
0

=  𝑦
0
− E 𝑦

0
  

Jika kita menghitung Ekspektasi dari ekspansi f 𝑦0, γ 
0

, γ 
1
  di dalam 

persamaan (3.1.6) akan diperoleh bahwa  γ 
1
− E γ 

1
 , γ 

0
− E γ 

0
 , serta 𝑦0 −

E 𝑦0  memiliki ekspektasi 0, maka bagian yang memiliki order ganjil (bagian 

kedua, ketiga, keempat, keenam, ketujuh, kedelapan, kesembilan hingga 

kesepuluh) akan bernilai 0. Oleh karena itu, nilai ekspektasi dari persamaan 

(3.1.6) tersebut mendekati 

 

E(x 0) ≅ 𝐸  𝑥 +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
+

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3

 ∆γ 1 
2  

= 𝑥 +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
+

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3 𝐸  ∆γ 1 

2  
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= 𝑥 +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
+

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3 𝑉𝑎𝑟  γ 1  

= 𝑥 +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
+

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3 𝑉𝑎𝑟  

  Yi xi − x  n
i=1

  xj − x  
2n

j=1

  

= 𝑥 +
E 𝑦

0
 − γ0

γ1
+

E 𝑦
0
 − γ0

γ1
3 𝑉𝑎𝑟 𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

 Yi  

dimana 𝑐𝑖 =  
 xi − x  

  xj − x  
2n

j=1

  

= 𝑥 +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
+

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3  𝑐𝑖

2  𝑉𝑎𝑟

𝑛

𝑖=1

 Yi  

= 𝑥 +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
+

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3  𝑐𝑖

2

𝑛

𝑖=1

σ2 

= 𝑥 +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1
+

E(𝑦
0

)− γ0

γ1
3  

σ2

  xi − x  2n
i=1

  

 

persamaan (3.1.2) menunjukkan bahwa y0~N γ
0

+ γ
1
 x0 − 𝑥  ,𝜎2   

sehingga  

= 𝑥 +
γ

0
+ γ

1
 x0 − 𝑥  − γ0

γ1
+

γ
0

+ γ
1
 x0 − 𝑥  − γ0

γ1
3  

σ2

  xi − x  2n
i=1

  

= 𝑥 +  𝑥0 − 𝑥  +
 𝑥0 − 𝑥  

γ1
2  

σ2

  xi − x  2n
i=1

 ,      

E(x 0) = 𝑥0 +  𝑥0 − 𝑥  
𝑚𝑖

2

γ1
2, 

dimana 

𝑚𝑖
2 = 𝑉𝑎𝑟 γ 1 =

σ2

  xi − x  2n
i=1

=
σ2

Sxx
=

σ2

(n − 1)σx
2 

                                   (3.1.7) 

dengan σx
2 merupakan sampel variansi dari nilai xi untuk i = 1,2,… , n. 

Dari uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa  x 0 = x +
(𝑌0−γ 0)

γ 1

 merupakan 

taksiran yang bias untuk nilai aktual x0 dengan fungsi bias 

𝑇 x0 =  𝑥0 − 𝑥  
𝑚𝑖

2

γ
1

2
=  𝑥0 − 𝑥  

σ2

γ
1

2(n − 1)σx
2  

, 
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namun untuk jumlah sampel n yang besar,  

lim
𝑛 ∞

𝑇 x0 = lim
𝑛 ∞

 𝑥0 − 𝑥  
σ2

γ
1

2 n − 1 σx
2 

= 0, 

penaksir nilai aktual metode classic tidak bias (unbiased) secara asimtotik. 

 

Fungsi bias dari penaksir untuk x0 juga akan mengecil saat 𝑥0  𝑥 , atau bahkan 

akan hilang sama sekali saat terjadi kondisi dimana 𝑥0 = 𝑥 . 

 

3.2 Modifikasi Bentuk Penaksir Nilai Aktual (𝒙 0) 

 

Dalam sub bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa  

x 0 = x +
(𝑌0 − γ 

0
)

γ 
1

 

memberikan taksiran yang bias untuk x0 dengan fungsi bias 

𝑇 x0 =  𝑥0 − 𝑥  
𝑚𝑖

2

γ
1

2 =  𝑥0 − 𝑥  
σ2

γ
1

2 n − 1 σx
2  

.                                          (3.2.1) 

 

László J. Naszódi dalam jurnalnya „Elimination of the Bias in the Course of 

Calibration‟ mengemukakan suatu teknik modifikasi yang bertujuan untuk 

meminimalisasi fungsi bias yang terdapat dalam taksiran nilai aktual (x 0).  

Dari persamaan (3.1.8) dimisalkan taksiran fungsi bias nilai aktual (x 0) :  

𝑇  x0 =  𝑥0 − 𝑥  
𝑚𝑖

2

γ 1
2. 

Ide utama dalam teknik modifikasi (László J. Naszódi) ialah mengurangi bentuk 

taksiran nilai aktual (x 0) dengan taksiran dari fungsi biasnya. Seperti yang terlihat 

di bawah ini bahwa bentuk penaksir 𝑥0 baru didapatkan melalui bentuk modifikasi 

ialah  

𝑥 0 = 𝑥 0 − 𝑇  x0 . 

= x +
(𝑌0 − γ 

0
)

γ 
1

−  𝑥0 − 𝑥  
𝑚𝑖

2

γ 1
2            

= 𝑥 +
(y0 − γ 

0
)

γ 
1

+
𝑚𝑖

2

γ 
1

2

. 
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3.2.1  Sifat Modifikasi Penaksir Nilai Aktual (𝒙 𝟎) 

 

Teknik Modifikasi yang telah dijelaskan dalam sub bab 3.2 menghasilkan 

bentuk taksiran dari nilai aktual yang baru, yaitu 

𝑥 0 = x +
(y0 − γ 

0
)

γ 
1

+
𝑚𝑖

2

γ 
1

2

.                                                       (3.2.1.1) 

Menurut Naszódi taksiran tersebut selain dapat dengan mudah diturunkan dari 

taksiran sebelumnya (𝑥 0) juga bersifat unbiased secara asimtotik serta lebih 

efisien. Untuk mengetahui sifat tersebut akan dilakukan kembali ekspansi deret 

taylor dari taksiran nilai aktual (𝑥 0), dimana ekspansi deret taylor ini masih 

menggunakan bentuk dari tiga variabel  y0, γ 0, γ 1 . 

Bentuk perluasan Deret Taylor order ketiga dari persamaan 3.2.1.1 

disekitar μ =  𝐸(γ 
1

),𝐸 γ 
0
 ,𝐸 𝑦0   dengan beberapa penurunan 

𝑓 𝜇 = 𝑓  𝐸(γ 
1
),𝐸 γ 

0
 ,𝐸 𝑦

0
  = x +

E(𝑦
0

)− γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

  

𝑓1 𝜇 =
𝜕𝑓 𝜇 

𝜕γ1
=

2γ1 E(𝑦
0

)− γ0 

γ1
3 +𝑚𝑖

2 −
3γ1

4 E(𝑦
0

) − γ0 

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2 , 

𝑓11 𝜇 =
𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ1
2 =  

2 E(𝑦
0

)− γ0 

γ1
3 +𝑚𝑖

2 −
18γ1

3 E(𝑦
0

)− γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 −

18γ1
6 E(𝑦

0
)− γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3  

𝑓111 𝜇 =
𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ1
3 =  −  

2 E(𝑦
0

)− γ0 

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2  

− 
 54γ1

2 E(𝑦
0

)− γ0  γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2
 −  108γ1

5 E(𝑦
0

)− γ0  γ1
3 +𝑚𝑖

2  

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
4   

− 
 108γ1

5 E(𝑦
0

)− γ0  γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3
 −  162γ1

8 E(𝑦
0

) − γ0  γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2
 

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
6   

𝑓2 𝜇 =
𝜕𝑓 𝜇 

𝜕γ
0

= −
1

γ
1

+
𝑚𝑖

2

γ
1
2

,         𝑓22 𝜇 =
𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ
0
2

= 0,          𝑓222 𝜇 =
𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ
0
3

= 0 

𝑓3 𝜇 =
𝜕𝑓 𝜇 

𝜕E(𝑦
0
)

=
1

γ
1

+
𝑚𝑖

2

γ
1
2

,        𝑓33 𝜇 =
𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕E(𝑦
0
)2 = 0,           𝑓333 𝜇 =

𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕E(𝑦
0
)3 = 0 
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𝑓21 𝜇 =
𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ1𝜕γ0
= −

2γ1

γ1
3 +𝑚𝑖

2 +
3γ1

4

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2,     

  𝑓31 𝜇 =
𝜕2𝑓 𝜇 

𝜕γ1𝜕E(𝑦
0

)
=

2γ1

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
3γ1

4

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 

𝑓211 𝜇 =
𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ1
2𝜕γ0

= −
2

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 +
18γ1

3

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2 +

18γ1
6

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3,  

 𝑓311 𝜇 =
𝜕3𝑓 𝜇 

𝜕γ1
2E(𝑦

0
)

=
2

γ1
3 +𝑚𝑖

2 −
18γ1

3

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2 −

18γ1
6

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3. 

 

memiliki bentuk sebagai berikut 

f Y0, γ 0, γ 1 = 𝑥 0 = x +
E(𝑦

0
)− γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

+  
2γ1 E(𝑦

0
)− γ0 

γ1
3 +𝑚𝑖

2 −
3γ1

4 E(𝑦
0

) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2   ∆γ 1  

−
1

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

 ∆γ 0 +
1

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

 ∆𝑦
0
  

+
1

2
 
2 E(𝑦

0
)− γ0 

γ1
3 +𝑚𝑖

2 −
18γ1

3 E(𝑦
0

)− γ0 

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2 −

18γ1
6 E(𝑦

0
) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3   ∆γ 1 

2 

+ 
2γ1

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
3γ1

4

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2  ∆γ 1  ∆𝑦0

  

− −
2γ1

γ1
3 +𝑚𝑖

2 +
3γ1

4

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2  ∆γ 1  ∆γ 0 −  

2 E(𝑦
0

)− γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2  

− 
 54γ1

2 E(𝑦
0

) − γ0  γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2
 −  108γ1

5 E(𝑦
0

) − γ0  γ1
3 +𝑚𝑖

2  

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
4   

− 
 108γ1

5 E(𝑦
0

) − γ0  γ1
3 +𝑚𝑖

2 
3
 −  162γ1

8 E(𝑦
0

)− γ0  γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2
 

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
6   

 

 ∆γ 1 
3 +  

2

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
18γ1

3

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2 −

18γ1
6

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3  ∆γ 1 

2 ∆𝑦
0
  

+ −
2

γ1
3 +𝑚𝑖

2 +
18γ1

3

 γ1
3 +𝑚𝑖

2 
2 +

18γ1
6

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3  ∆γ 1 

2 ∆γ 0     (3.2.1.2)  
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dimana  

∆γ 1 =  γ 1 − E γ 1 = γ 1 − γ1, 

∆γ 0 =  γ 0 − E γ 0 = γ 0 − γ0 , 

     ∆𝑦
0

=  𝑦
0
− E 𝑦

0
  

 

Jika kita menghitung Ekspektasi dari ekspansi f 𝑦0, γ 
0

, γ 
1
  dari persamaan 

(3.2.1.2) di atas akan diperoleh  γ 
1
− E γ 

1
 , γ 

0
− E γ 

0
 , serta 𝑦0 − E 𝑦0  

memiliki ekspektasi 0, maka bagian yang memiliki order ganjil (bagian kedua, 

ketiga, keempat, keenam, ketujuh, kedelapan, kesembilan hingga kesepuluh) juga 

akan bernilai 0. Oleh karena itu, nilai ekspektasi dari persamaan (3.2.1.2) tersebut 

mendekati 

𝐸(𝑥 0) ≅ 𝐸

 
 
 
 
 

x +
E(𝑦0) − γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

+
1

2
 
2 E(𝑦0) − γ0 

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
18γ1

3 E(𝑦0)− γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 −

18γ1
6 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3   ∆γ 1 

2
  

= x +
E(𝑦0) − γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

 

 +  
 E(𝑦0) − γ0 

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
9γ1

3 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 −

9γ1
6 E(𝑦0)− γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3 𝐸  ∆γ 1 

2   

= x +
E(𝑦0) − γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

 

 + 
 E(𝑦0) − γ0 

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
9γ1

3 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 −

9γ1
6 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3  𝑉𝑎𝑟  γ 1  

Melalui persamaan (3.1.7) telah didapatkan 

𝑉𝑎𝑟  γ 1 = 𝑚𝑖
2 =

σ2

  xi − x  2n
i=1

=
σ2

Sxx
=

σ2

(n − 1)σx
2  

 

 sehingga 

 𝐸 𝑥 0 ≅ x +
E(𝑦0) − γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2
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+ 
 E(𝑦0) − γ0 

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
9γ1

3 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 −

9γ1
6 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3  𝑚𝑖

2 . 

 

Jika kita gunakan jumlah sampel n yang besar maka 

lim
𝑛 ∞

𝑚𝑖
2 = lim

𝑛 ∞

σ2

(n − 1)σx
2  

= 0, 

oleh karena itu 

lim
𝑛 ∞

 𝐸(𝑥 0) ≅ lim
𝑛 ∞

 
 
 

 
 

x +
E(𝑦0) − γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

+  
 E(𝑦0) − γ0 

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
9γ1

3 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 −

9γ1
6 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3  𝑚𝑖

2
  

Melalui hukum limit 

= lim
𝑛 ∞

 
 
 

 
 

x +
E(𝑦0) − γ0

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

 
 
 

 
 

 

+ lim
𝑛 ∞

  
 E(𝑦0) − γ0 

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
9γ1

3 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
2 −

9γ1
6 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 
3  𝑚𝑖

2  

=

 
 
 

 
 

x +
E(𝑦0) − γ0

γ1 +
lim
𝑛 ∞

𝑚𝑖
2

γ1
2  

 
 

 
 

 

+  
 E(𝑦0) − γ0 

γ1
3 + lim

𝑛 ∞
𝑚𝑖

2 −
9γ1

3 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + lim

𝑛 ∞
𝑚𝑖

2 
2

−
9γ1

6 E(𝑦0) − γ0 

 γ1
3 + lim

𝑛 ∞
𝑚𝑖

2 
3 lim

𝑛 ∞
𝑚𝑖

2  

=  x +
E(y0) − γ0

γ1
 = x +

γ1 x0 − x  

γ1
= x +  x0 − x  = x0 

 

Dari uraian di atas telah ditunjukkan bahwa  𝑥 0 merupakan sebuah 

penaksir nilai aktual yang bersifat tidak bias (Unbiased)  secara asimtotik. 
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3.3   Perbandingan Penaksir Nilai Aktual (𝒙 0) dengan Bentuk Modifikasi (𝒙 𝟎) 

 

Dalam sub bab 3.1 dan 3.2 telah dijelaskan bahwa terdapat  bentuk estimasi 

(nilai aktual) metode classic dalam permasalahan kalibrasi, yakni 

𝑥 0 = 𝑥 +
y0 − 𝛾 0

𝛾 1
 

serta bentuk modifikasi 

𝑥 0 = 𝑥 +
(y0 − γ 

0
)

γ 
1

+
𝑚𝑖

2

γ 
1

2

. 

Kedua bentuk estimasi tersebut merupakan taksiran yang tidak bias 

(Unbiased) secara asimtotik, namun Naszódi memberi pendapat bahwa penaksir 

𝑥 0 tersebut lebih efisien dibandingkan penaksir 𝑥 0. Untuk membuktikan hal 

tersebut akan dicari nilai dari variansi kedua bentuk estimasi lalu akan dicari nilai 

dari variansi yang paling minimum. 

 

3.3.1 Variansi dari Penaksir Nilai Aktual (𝒙 0) 

Melalui hukum variansi : 

𝑉𝑎𝑟(x 0) = 𝐸 (x 0)2 − ( 𝐸 x 0  )
2                                   ( 3.3.1.1) 

 

dimana 

x 0 =  𝑥 + 
y

0
− γ 

0

γ 
1

 

(x 0)2 =  𝑥 2 + 
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
2  +  2𝑥  

y
0
− γ 

0

γ 
1

 

𝐸 x 0 =  𝑥0 +
 𝑥0 − 𝑥  𝑚𝑖

2

γ
1
2  

( 𝐸 x 0  )
2 =  𝑥0

2 +
 𝑥0 − 𝑥  2𝑚𝑖

4

γ
1
4

+ 2
𝑥0 𝑥0 − 𝑥  𝑚𝑖

2

γ
1
2  

kemudian persamaan (3.3.3.1) di atas menjadi 

𝑉𝑎𝑟 x 0 = 𝐸   𝑥 2  +  2𝑥  
y

0
− γ 

0

γ 
1

+ 
 y

0
− γ 

0
 

2

γ 
1
2   
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−    𝑥0
2 +

 𝑥0 − 𝑥  2𝑚𝑖
4

γ
1
4 + 2

𝑥0 𝑥0 − 𝑥  𝑚𝑖
2

γ
1
2   

= 𝑥 2 + 2𝑥 𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1

 + 𝐸   
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
2   −   𝑥0

2 +
 𝑥0 − 𝑥  2𝑚𝑖

4

γ
1
4 + 2

𝑥0 𝑥0 − 𝑥  𝑚𝑖
2

γ
1
2   

 

(1) (2) 

 

(1) Karena γ 
0
 dan γ 

1
 saling bebas, maka 

𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1

 = 𝐸 y
0
− γ 

0
 𝐸   

1

γ 
1

  

Juga dalam subbab 3.1 telah ditunjukkan bahwa 

𝑦0 ~ 𝑁 𝛽0 + 𝛽1𝑥0, 𝜎2  ~ 𝑁(γ
0

+ γ
1
 𝑥0 − 𝑥  ,𝜎2) 

γ 
0

~ 𝑁 γ
0

,
𝜎2

𝑛
   

kedua hal tersebut mengimplikasikan  

y0 − γ 0 ~ 𝑁  γ1
 𝑥0 −𝑥  ,𝜎2  1 +

1
𝑛
                                    (3.3.1.2) 

 𝐸(y
0
− γ 

0
) =  γ

1
 𝑥0 − 𝑥   

Selanjutnya dengan kondisi γ 
1

~ 𝑁(γ
1
,
𝜎2

𝑆𝑥𝑥
) , maka 𝐸  

1

 γ 1

  diaproksimasi 

menggunakan ekspansi deret Taylor. (Ott and Myers (1968), Shukla (1972), 

Berkson (1969)). 

1

 γ 
1

=
1

 γ
1

−  
1

 γ
1
2
  γ 

1
− γ

1
 +  

1

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
 

2
−⋯

 

 

Pada lampiran telah ditunjukkan bahwa 

 𝑛 β 1 − β
1
 =  𝑛 γ 1

− γ
1
 
𝑑
 𝑁 0,

𝜎2

𝜎𝑥
2 ,   𝑛  ∞ 

Dengan mengambil ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan 

mengabaikan 0(1/n
2
) akan didapat : 

𝐸  
1

 γ 
1

 = 𝐸  
1

 γ
1

−  
1

 γ
1
2
  γ 

1
− γ

1
 +  

1

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
 

2
−⋯  

= 𝐸  
1

 γ
1

 − 𝐸   
1

 γ
1
2
  γ 

1
− γ

1
  + 𝐸   

1

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
 

2
 − ⋯ 
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=
1

 γ
1

−  
1

 γ
1
2
 𝐸 γ 

1
− γ

1
 +  

1

 γ
1
3
 𝐸   γ 

1
− γ

1
 

2
 − ⋯ 

=
1

 γ
1

+  
1

 γ
1
3
 𝑉𝑎𝑟 γ 

1
 − ⋯ 

𝐸  
1

 γ 
1

 ≈
1

 γ
1

+  
1

 γ
1
3
  𝑚𝑖

2                                                                   (3.3.1.3) 

 

Dari persamaan (3.3.1.2) dan (3.3.1.3) didapatkan 

𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1

 = 𝐸 y
0
− γ 

0
 𝐸   

1

γ 
1

 = γ
1
 𝑥0 − 𝑥   

1

 γ
1

+
𝑚𝑖

2

 γ
1
3  

 

(2) Cara serupa seperti bagian (1) kita lakukan kembali untuk mencari  

𝐸   
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
2    

Melalui hukum variansi diketahui : 

𝑉𝑎𝑟 y
0
− γ 

0
 = 𝐸[(y

0
− γ 

0
)2] −  𝐸 y

0
− γ 

0
  

2
 

𝑉𝑎𝑟 y
0
− γ 

0
 +  𝐸 y

0
− γ 

0
  

2
= 𝐸[(y

0
− γ 

0
)2] 

Mengingat kembali bahwa  

y0 − γ 0 ~ 𝑁 γ1
 𝑥0 −𝑥  ,𝜎2  1 +

1
𝑛
   

maka, 

𝐸 (y
0
− γ 

0
)2 =  𝜎2  1 +

1

𝑛
 +  γ

1
 𝑥0 − 𝑥   

2
 

𝐸 (y
0
− γ 

0
)2 =  𝜎2  1 +

1

𝑛
 +   γ

1
2 𝑥0 − 𝑥  2  

Untuk mencari 𝐸  
1

γ 1
2   dilakukan ekspansi deret taylor dari variabel random 

1

γ 1
2 

yaitu : 

1

γ 
1
2 =

1

γ
1

2
−  

2

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
 +  

3

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

2
−⋯

 

Pada lampiran telah ditunjukkan bahwa   𝑛 γ 1
− γ

1
 
𝑑
 𝑁  0,

𝜎2

𝜎𝑥
2    untuk 𝑛  ∞  

Selanjutnya hitung ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan 

mengabaikan 0(1/n
2
) akan didapat : 
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𝐸  
1

γ 
1
2  = 𝐸  

1

γ
1

2
−  

2

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
 +  

3

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

2
−⋯  

= 𝐸  
1

γ
1

2
 − 𝐸   

2

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
  + 𝐸   

3

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

2
 − ⋯ 

=
1

γ
1

2
−  

2

 γ
1
3
 𝐸 γ 

1
− γ

1
 +  

3

 γ
1
4
 𝐸   γ 

1
− γ

1
 

2
 − ⋯ 

=
1

γ
1

2
+  

3

 γ
1
4
 𝑉𝑎𝑟 γ 

1
 − ⋯ 

𝐸  
1

γ 
1
2 ≈

1

γ
1

2
+  

3

 γ
1
4
  𝑚𝑖

2                                                                  (3.3.1.4) 

Sehingga  

𝐸   
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
2    = 𝐸  (y

0
− γ 

0
)2
 .𝐸  

1

γ 
1
2  

=   𝜎2  1 +
1

𝑛
 +   γ

1
2 𝑥0 − 𝑥  2  .  

1

γ
1

2
+  

3

 γ
1
4
  𝑚𝑖

2   

=   1 +
1

𝑛
 
𝜎2

γ
1

2
+  1 +

1

𝑛
  

3𝜎2

 γ
1
4
  𝑚𝑖

2 +  𝑥0 − 𝑥  2
 

+ 𝑥0 − 𝑥  2
3

γ
1

2
 𝑚𝑖

2  

Kembali ke permasalahan :  

𝑉𝑎𝑟 x 0 = 𝑥 2 + 𝐸   
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
2   + 2𝑥 𝐸   

y
0
− γ 

0

γ 
1

 

−   𝑥0
2 +

 𝑥0 − 𝑥  2𝑚𝑖
4

γ
1
4 + 2

𝑥0 𝑥0 − 𝑥  𝑚𝑖
2

γ
1
2   

= 𝑥 2 +  1 +
1

𝑛
 
𝜎2

γ
1

2 +  1 +
1

𝑛
  

3𝜎2

 γ
1
4   𝑚𝑖

2 +  𝑥0 − 𝑥  2
 

+ 𝑥0 − 𝑥  2
3

γ
1

2
 𝑚𝑖

2  

+2𝑥 γ
1
 𝑥0 − 𝑥   

1

 γ
1

+
𝑚𝑖

2

 γ
1
3 −   𝑥0

2 +
 𝑥0 − 𝑥  2𝑚𝑖

4

γ
1
4 + 2

𝑥0 𝑥0 − 𝑥  𝑚𝑖
2

γ
1
2   

= 𝑥 2 +  1 +
1

𝑛
 
𝜎2

γ
1

2 +  1 +
1

𝑛
  

3𝜎2

 γ
1
4   𝑚𝑖

2 + 𝑥0
2 − 2𝑥0𝑥 + 𝑥 2

 

+ 𝑥0 − 𝑥  2
3

γ
1

2
 𝑚𝑖

2  
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+2𝑥  𝑥0 − 𝑥  + 2𝑥  𝑥0 − 𝑥  
𝑚𝑖

2

γ
1

2 −  𝑥0
2 −

 𝑥0 − 𝑥  2𝑚𝑖
4

γ
1
4 − 2

𝑥0 𝑥0 − 𝑥  𝑚𝑖
2

γ
1
2  

=  1 +
1

𝑛
 
𝜎2

γ
1

2 +  1 +
1

𝑛
  

3𝜎2

 γ
1
4   𝑚𝑖

2 +  𝑥0 − 𝑥  2
3

γ
1

2  𝑚𝑖
2  

−
 𝑥0 − 𝑥  2𝑚𝑖

4

γ
1
4 + 2 𝑥 − 𝑥0   𝑥0 − 𝑥  

𝑚𝑖
2

γ
1

2  

=  1 +
1

𝑛
 
𝜎2

γ
1

2 +  1 +
1

𝑛
  

3𝜎2

 γ
1
4   𝑚𝑖

2 + 3   𝑥0 − 𝑥  2
1

γ
1

2  𝑚𝑖
2   

−2   𝑥0 − 𝑥  2
1

γ
1

2  𝑚𝑖
2  −  𝑥0 − 𝑥  2

2𝑚𝑖
4

γ
1
4  

 

=  1 +
1

𝑛
 
𝜎2

γ
1

2 +  𝑥0 − 𝑥  2
𝑚𝑖

2

γ
1

2 +  1 +
1

𝑛
  

3𝜎2

 γ
1
4   𝑚𝑖

2 −  𝑥0 − 𝑥  2
2𝑚𝑖

4

γ
1
4  

=
𝜎2

γ
1

2
 1 +

1

𝑛
+
 𝑥0 − 𝑥  2

𝑆𝑥𝑥
+

3𝜎2

γ
1

2𝑆𝑥𝑥
+

3𝜎2

𝑛γ
1

2𝑆𝑥𝑥
+  𝑥0 − 𝑥  2

2𝜎2

γ
1
2𝑆𝑥𝑥

2  

 𝑉𝑎𝑟 x 0 =  1 +
1

𝑛
 
𝜎2

γ
1

2 +  𝑥0 − 𝑥  2
𝑚𝑖

2

γ
1

2 +  1 +
1

𝑛
  

3𝜎2

 γ
1
4   𝑚𝑖

2 −  𝑥0 − 𝑥  2
2𝑚𝑖

4

γ
1
4  

 

3.3.2 Perbandingan Variansi dari Penaksir Nilai Aktual (𝐱 𝟎) dengan Variansi 

dari Modifikasi Bentuk Penaksir Nilai Aktual (𝒙 𝟎) 
 

Melalui hukum variansi didapatkan : 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑥 0) = 𝐸 (𝑥 0)2 − (𝐸 𝑥 0 )
2

 

 

Lalu beberapa persamaan pendukung :  

𝑥 0 = 𝑥 +
(y

0
− γ 

0
)

γ 
1

+
𝑚𝑖

2

γ 
1

2

= 𝑥 +
(y

0
− γ 

0
)

γ 
1
∗ , dimana γ 

1
∗ = γ 

1
+
𝑚𝑖

2

γ 
1

2 

Kemunculan γ 
1
∗
 dimaksudkan dalam mempermudah pengoperasian aljabar yang 

akan diturunkan dalam beberapa persamaan pada nantinya, juga sifat ekspektasi, 

variansi maupun kovariansi akan disesuaikan ke dalam bentuk aslinya. 
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(𝑥 0)2 =  𝑥 2 +  
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
∗2  +  2𝑥  

y
0
− γ 

0

γ 
1
∗  

𝐸 𝑥 0 = x +
γ1 𝑥0 − 𝑥  

γ1 +
𝑚𝑖

2

γ1
2

+  
γ1 𝑥0 − 𝑥  

γ1
3 + 𝑚𝑖

2 −
9γ1

4 𝑥0 − 𝑥  

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 2
−

9γ1
7 𝑥0 − 𝑥  

 γ1
3 + 𝑚𝑖

2 3
 𝑚𝑖

2 

𝐸 𝑥 0 = x +
γ1 𝑥0 − 𝑥  

γ1
∗

+  
γ1 𝑥0 − 𝑥  

γ1
2γ1

∗
−

9γ1
4 𝑥0 − 𝑥  

γ1
4γ1

∗2 −
9γ1

7 𝑥0 − 𝑥  

γ1
6γ1

∗3  𝑚𝑖
2 

𝐸 𝑥 0 = x +
γ1 𝑥0 − 𝑥  

γ1
∗

+  
 𝑥0 − 𝑥  

γ1γ1
∗

−
9γ1

4 𝑥0 − 𝑥  

γ1
4γ1

∗2 −
9γ1

7 𝑥0 − 𝑥  

γ1
6γ1

∗3  𝑚𝑖
2 

( 𝐸 𝑥 0  )
2 =   x +

γ1 𝑥0 − 𝑥  

γ1
∗

+  
 𝑥0 − 𝑥  

γ1γ1
∗

−
9γ1

4 𝑥0 − 𝑥  

γ1
4γ1

∗2 −
9γ1

7 𝑥0 − 𝑥  

γ1
6γ1

∗3  𝑚𝑖
2 

2

 

Sehingga bentuk variansi dari modifikasi Penaksir metode Classic menjadi 

𝑉𝑎𝑟 𝑥 0  = 𝐸   𝑥 2 + 2𝑥  
y

0
− γ 

0

γ 
1
∗ + 

(y
0
− γ 

0
)2

γ 
1
∗2   −  ( 𝐸 𝑥 0  )

2
 

= 𝑥 2 + 2𝑥 𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1
∗  + 𝐸   

(y
0
− γ 

0
)2

γ 
1
∗2   −  ( 𝐸 𝑥 0  )

2
 

 

(3) (4) 

 

(3) Akan dibuktikan vahwa γ 
0
 dan γ 

1
∗
 saling bebas 

 

Cov γ 
1
∗, γ 0 = E γ 

1
∗γ 0 − E γ 

1
∗ . E γ 0  

 

E γ 
1
∗γ 0 = E  γ 

1
γ 0 +

𝑚𝑖
2γ 0

γ 
1

2  . E  
𝑚𝑖

2γ 0

γ
1
2
  

karena  γ 
0
 dan γ 

1
 saling bebas subbab 3.1 dan juga melihat hasil dalam 

persamaan sebelumnya didapatkan 

Cov γ 
1
∗,γ 0 = E γ 

1
∗γ 0 − E γ 

1
∗ . E γ 0  

Cov γ 
1
∗,γ 0 = γ

1
γ

0
+ 𝑚𝑖

2γ
0
 

1

 γ
1
2

+  
3𝑚𝑖

2

 γ
1
4
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− γ
1

+ 𝑚𝑖
2  

1

 γ
1
2

+  
3𝑚𝑖

2

 γ
1
4
   γ

0
 

= γ
1
γ

0
+ 𝑚𝑖

2γ
0
 

1

 γ
1
2

+  
3𝑚𝑖

2

 γ
1
4
  − γ

1
γ

0
 

+𝑚𝑖
2γ

0
 

1

 γ
1
2

+  
3𝑚𝑖

2

 γ
1
4
   

= 0 

 

Setelah diketahui bahwa  γ 
0
 dan γ 

1
∗
 saling bebas, maka 

𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1
∗  = 𝐸 y

0
− γ 

0
 𝐸   

1

γ 
1
∗  

Mengingat kembali bahwa dalam persamaan (3.3.1.2) telah ditunjukkan bahwa 

𝐸(y
0
− γ 

0
) =  γ

1
 𝑥0 − 𝑥   

Selanjutnya akan dicari ekspansi deret taylor untuk  
1

γ 1
∗ 

 
1

γ 
1
∗ =

1

 γ
1
∗−  

1

 γ
1
∗2  γ 1

∗ − γ
1
∗ +  

1

 γ1
∗3  γ 1

∗− γ1
∗ 

2
−⋯

 

Dengan mengambil ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan 

mengabaikan 0(1/n
2
) akan didapat : 

𝐸  
1

γ 
1
∗ = 𝐸  

1

 γ
1
∗
−  

1

 γ
1
∗2  γ 1

∗ − γ
1
∗ +  

1

 γ1
∗3  γ 1

∗ − γ1
∗ 

2
−⋯  

 = 𝐸  
1

 γ
1
∗
 − 𝐸   

1

 γ
1
∗2  γ 1

∗ − γ
1
∗  + 𝐸   

1

 γ1
∗3  γ 1

∗ − γ1
∗ 

2
 − ⋯ 

 =
1

 γ
1
∗
−  

1

 γ
1
∗2 𝐸 γ 1

∗ − γ
1
∗ +  

1

 γ1
∗3 𝐸   γ 1

∗ − γ1
∗ 

2
 − ⋯ 

 =
1

 γ
1
∗

+  
1

 γ1
∗3 𝑉𝑎𝑟 γ 1

∗ − ⋯ 

𝐸  
1

 γ 
1
∗ ≈

1

 γ
1
∗

+  
1

 γ1
∗3 𝑉𝑎𝑟 γ 1

∗                                                      (3.3.2.1) 

  

Akan ditentukan nilai dari 𝑉𝑎𝑟 γ 
1
∗  
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𝑉𝑎𝑟 γ 
1
∗ = 𝑉𝑎𝑟  γ 

1
+
𝑚𝑖

2

γ 
1

2 = 𝑉𝑎𝑟 γ 
1
 + 𝑚𝑖

4𝑉𝑎𝑟  
1

γ 
1

2 + 𝑚𝑖
2𝐶𝑜𝑣(γ 

1
,

1

γ 
1

2) 

Dimana 

𝑉𝑎𝑟 γ 
1
 = 𝑚𝑖

2 

𝑉𝑎𝑟  
1

γ 
1

2 = 𝐸   
1

γ 
1

2 

2

 −  𝐸   
1

γ 
1

2   

2

, Hukum Variansi subbab 2.3  

Melihat hasil dalam persamaan (3.3.1.4) untuk 𝐸   
1

γ 1
2   didapatkan 

𝑉𝑎𝑟  
1

γ 
1

2 = 𝐸  
1

γ 
1

4 −  
1

γ
1

2
+  

3

 γ
1
4
  𝑚𝑖

2  

2

 

 =
1

γ
1

4
+  

10

 γ
1
6
  𝑚𝑖

2 −  
1

γ
1

4
+  

9

 γ
1
8
  𝑚𝑖

2 +  
6

 γ
1
6
  𝑚𝑖

2   

 =   
4

 γ
1
6
  𝑚𝑖

2 −  
9

 γ
1
8
  𝑚𝑖

2   

𝐶𝑜𝑣  γ 
1
,

1

γ 
1

2 = 𝐸  γ 
1

.
1

γ 
1

2 − 𝐸 γ 
1
 𝐸  

1

γ 
1

2  

𝐶𝑜𝑣  γ 
1
,

1

γ 
1

2 = 𝐸  
1

γ 
1

 − 𝐸 γ 
1
 𝐸  

1

γ 
1

2  

Melalui hasil yang didapatkan dalam persamaan (3.3.1.3) dan (3.3.1.4) maka 

=  
1

γ
1

+  
𝑚𝑖

2

 γ
1
3
  −  γ

1
 

1

γ
1

2
+  

3

 γ
1
4
  𝑚𝑖

2    

=  
1

γ
1

+  
𝑚𝑖

2

 γ
1
3
  −  

1

γ
1

+  
3𝑚𝑖

2

 γ
1
3
  = −

2𝑚𝑖
2

 γ
1
3

 

memanfaatkan hasil-hasil dalam persamaan-persamaan sebelumnya didapat 

𝑉𝑎𝑟 γ 
1
∗ = 𝑉𝑎𝑟 γ 

1
 + 𝑚𝑖

4𝑉𝑎𝑟  
1

γ 
1

2 + 𝑚𝑖
2𝐶𝑜𝑣(γ 

1
,

1

γ 
1

2) 

= 𝑚𝑖
2 + 𝑚𝑖

4   
4𝑚𝑖

2

 γ
1
6
 −  

9𝑚𝑖
4

 γ
1
8
  + 𝑚𝑖

2  −
2𝑚𝑖

2

 γ
1
3
  

= 𝑚𝑖
2 −

2𝑚𝑖
4

 γ
1
3

+
4𝑚𝑖

6

 γ
1
6
−

9𝑚𝑖
8

 γ
1
8
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Kembali ke persamaan (3.3.2.1) 

𝐸  
1

 γ 
1
∗ ≈

1

 γ
1
∗

+  
1

 γ1
∗3  𝑚𝑖

2 −
2𝑚𝑖

4

 γ
1
3
  

Sehingga didapatkan  

𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1
∗  = 𝐸 y

0
− γ 

0
 𝐸   

1

γ 
1
∗  

                     =  γ
1
 𝑥0 − 𝑥   

1

 γ
1
∗

+  
1

 γ1
∗3  𝑚𝑖

2 −
2𝑚𝑖

4

 γ
1
3
   

 

(4) Cara serupa seperti bagian (3) akan dilakukan kembali untuk mencari  

𝐸  
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
∗2    

Dalam subbab sebelumnya telah ditunjukkan bahwa 

𝐸 (y
0
− γ 

0
)2 =  𝜎2  1 +

1

𝑛
 +   γ

1
2 𝑥0 − 𝑥  2  

Sehingga permasalahannya kini hanya tinggal mencari 𝐸  
1

γ 1
∗2   (ekspansi deret 

taylor) 

1

γ 
1
∗2 =

1

γ1
∗2 −  

2

 γ1
∗3  γ 1

∗ − γ1
∗ +  

3

 γ1
∗4  γ 1

∗ − γ1
∗ 

2
−⋯

 

Dengan mengambil ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan 

mengabaikan 0(1/n
2
) serta cara similar dalam mendapatkan persamaan (3.3.1.4) 

diperoleh 

𝐸  
1

γ 
1
∗2 =

1

γ1
∗2 +  

3

 γ1
∗4 𝑉𝑎𝑟 γ 1

∗ ≈
1

γ1
∗2 +  

3

 γ1
∗4  𝑚𝑖

2 −
2𝑚𝑖

2

 γ
1
3
  

Sehingga  

𝐸   
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
∗2   = 𝐸  (y

0
− γ 

0
)2
 .𝐸  

1

γ 
1
∗2  

                        =   𝜎2  1 +
1

𝑛
 +   γ

1
2 𝑥0 − 𝑥  2  .  

1

γ1
∗2 +  

3

 γ1
∗4  𝑚𝑖

2 −
2𝑚𝑖

4

 γ
1
3
   

Untuk membandingkan kedua penaksir (x 0) dan (𝑥 0) dalam hal ke-efisienan 

maka hal yang akan dilakukan ialah membandingkan variansi antara kedua 

Perbandingan penaksir ..., Aditya Nurul Yasin, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



39 
 

Universitas Indonesia 

penaksir. Teknik yang akan digunakan ialah membandingkan bagian pertama dan 

kedua dalam variansi (x 0) pada subbab 3.3.1 dan bagian ketiga serta keempat 

dalam variansi (𝑥 0) pada subbab 3.3.2, dimana telah diketahui sebelumnya bahwa 

γ 
1
∗ = γ 

1
+
𝑚𝑖

2

γ 
1

2, 

hal di atas mengimplikasikan 

γ 
1
∗ > γ 

1
 

atau 

1

γ 
1
∗ <

1

γ 
1

 

γ
1
 𝑥0 − 𝑥  

1

 γ
1
∗

< γ
1
 𝑥0 − 𝑥  

1

 γ
1

 

γ
1
 𝑥0 − 𝑥  

1

 γ
1
∗ + γ

1
 𝑥0 − 𝑥   

1

 γ1
∗3  𝑚𝑖

2 −
2𝑚𝑖

4

 γ
1
3  < γ

1
 𝑥0 − 𝑥  

1

 γ
1

+ γ
1
 𝑥0 − 𝑥  

𝑚𝑖
2

 γ
1
3  

∴ 𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1
∗  < 𝐸   

y
0
− γ 

0

γ 
1

                                                                                         (3.3.2.3) 

Lalu untuk persamaan selanjutnya dengan cara yang similar seperti di atas 

didapatkan 

 𝜎2  1 +
1

𝑛
 +   γ

1
2 𝑥0 − 𝑥  2  .  

1

γ1
∗2 +  

3

 γ1
∗4  𝑚𝑖

2 −
2𝑚𝑖

2

 γ
1
3
  

<  𝜎2  1 +
1

𝑛
 +  γ

1
2 𝑥0 − 𝑥  2  .  

1

γ
1

2
+  

3

 γ
1
4
  𝑚𝑖

2   

∴ 𝐸   
(y

0
− γ 

0
)2

γ 
1
∗2   < 𝐸   

(y
0
− γ 

0
)2

γ 
1
2                                                                          (3.3.2.4) 

Melalui persamaan (3.3.2.3) dan persamaan (3.3.2.4) dapat diberi kesimpulan 

bahwa  

𝑉𝑎𝑟 𝑥 0 < 𝑉𝑎𝑟(x 0) 

 Karena variansi dari penaksir 𝑥 0 lebih kecil dibandingkan variansi dari 

penaksir 𝑥 0 atau dengan kata lain lebih minimum maka penaksir 𝑥 0 tersebut lebih 

efisien dibandingkan penaksir 𝑥 0. 
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BAB 4 

ANALISA DATA 

 

 

Pada bab ini akan dibahas contoh dari penaksiran nilai aktual (𝑥 0) metode 

classic dan modifikasi estimasi nilai aktual (𝑥 0) serta perbandingan dari kedua 

penaksir tersebut yang akan dilakukan dengan menggunakan bantuan software 

SPSS 16 dan Matlab R2009a. Sebagai contoh, akan dikalibrasi alat pengukur yang 

berfungsi dalam menentukan umur dari kumpulan benda purbakala. Data kalibrasi 

yang diperoleh adalah umur aktual x, yang diukur dengan Alat A dengan 

ketelitian pengukuran yang cukup tinggi, dengan kata lain telah terkalibrasi, 

sedangkan data yang bersesuaian adalah umur observasi y, yang diukur dengan 

Alat B.  

Data yang diperoleh berasal dari M. Thonnard (Confidence Intervals in 

Inverse Regression, Master‟s Thesis, 2006). Mekanisme yang digunakan oleh 

Arkeologis dalam  penelitian ini pertama kali ialah mengukur  10 spesimen (xi,yi) 

data berpasangan menggunakan kedua alat ukur (alat A dan B), dimana x 

merepresentasikan nilai sebenarnya (fixed) dari spesimen yang akan diteliti diukur 

menggunakan alat A dan menghasilkan 10 nilai pengukuran, serta y 

merepresentasikan nilai observasi, hasil pengukuran menggunakan alat B yang 

diukur sebanyak 3 kali untuk setiap 1 spesimen / benda purbakala. Oleh sebab itu, 

kita memiliki 33 nilai pengukuran (n = 33) yang akan ditunjukkan dalam tabel 4.1 

 

Table 4.1 : Umur aktual dan observasi dari spesimen / benda purbakala. 

 

Observasi Umur Aktual (alat A) 

xi 

Umur Observasi (alat B) yi 

1 9.71 24.276 

2 9.71 24.083 

3 9.71 24.276 

4 8.52 20.206 

5 8.52 20.199 

6 8.52 20.223 

7 7.96 19.773 

8 7.96 19.759 

9 7.96 19.765 
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10 6.82 16.743 

11 6.82 16.587 

12 6.82 16.744 

13 5.85 15.081 

14 5.85 15.121 

15 5.85 15.274 

16 4.95 12.636 

17 4.95 12.641 

18 4.95 12.682 

19 3.91 9.869 

20 3.91 9.906 

21 3.91 9.883 

22 2.98 7.624 

23 2.98 7.592 

24 2.98 7.585 

25 2.07 4.638 

26 2.07 4.666 

27 2.07 4.649 

28 1.02 2.86 

29 1.02 2.859 

30 1.02 2.896 

31 0 0 

32 0 0 

33 0 0 

 

Misalkan diperoleh nilai observasi baru yaitu umur observasi y01 = 1.58211, y02 = 

1.79325 dan y03 = 1.78739. Akan diestimasi umur aktual x0 dengan metode classic 

maupun dengan bentuk modifikasi metode classic.. Kemudian, kedua metode 

akan dibandingkan. 

 

4.1 Metode Classic 

Untuk penaksir classic diperoleh model regresi linear sederhana : 

 

y = β0 + β1x + ε,  ε~NID(0,σ
2
) . 

 

dimana parameter β0 dan β1 diestimasi dengan metode least squares 

sebagai β 0dan β 1. 
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Tabel 4.1.1 : Tabel Anova untuk model regresi dari penaksir classic 
 

ANOVA
b 

Model Sum of Squares df Mean Square F Sig. 

1 Regression 1836.956 1 1836.956 1.033E4 .000a 

Residual 5.511 31 .178   

Total 1842.468 32    

a. Predictors: (Constant), Umur_Aktual_alatA    

b. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB   

 

Dari tabel terlihat bahwa sig = 0.000 < α = 0.05. Artinya model adalah signifikan. 

 

Tabel 4.1.2 : Tabel Summary untuk model regresi dari penaksir classic 
 

Model Summary
b 

Model R R Square 
Adjusted R 

Square 
Std. Error of the 

Estimate Durbin-Watson 

1 .999a .997 .997 .421644 .806 

a. Predictors: (Constant), Umur_Aktual_alatA  

b. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB  

 

Dari tabel terlihat bahwa R
2
 = 0.997 . Artinya 99.7% variabilitas dalam umur 

observasi dijelaskan oleh model regresi. 

 

Tabel 4.1.3 : Tabel Coefficients untuk model regresi dari penaksir classic 
 

                                                            Coefficients
a 

Model 

Unstandardized 
Coefficients 

Standardized 
Coefficients 

T Sig. B Std. Error Beta 

1 (Constant) .169 .139  1.220 .232 

Umur_Aktual_alatA 2.451 .024 .999 101.649 .000 

a. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB      
 

Dari tabel terlihat bahwa β 0 = 0.169 dan β 1 = 2.451. 

 

Sehingga diperoleh model regresi : 

 

y  = 0.619 + 2.451x 
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Selanjutnya akan diperiksa asumsi normal dari error dengan memeriksa 

probability plot residual : 

 

 
 

Gambar 4.1.1. : Gambar Normal Probability Plot Residuals Metode Classic 

 

Kemudian akan diperiksa asumsi Homoskedastis dari hubungan antara nilai yang 

diprediksi dengan studentized residual-nya : 

 

 
 

 

Gambar 4.1.2. : Gambar Scatterplot SRESID vs ZPRED Metode Classic 
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Untuk melihat apakah ada nilai yang mempengaruhi model, akan dilihat melalui 

Studentized Residuals dan Cook’s D pada tabel berikut : 

 

Tabel 4.1.4 : Tabel Residuals Statistics model regresi dari penaksir classic 

Residuals Statistics
a 

 Minimum Maximum Mean Std. Deviation N 

Stud. Residual -2.100 1.849 -.004 1.014 33 

Cook's Distance .001 .175 .031 .049 33 

a. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB   

 

Pada tabel terlihat bahwa : 

 Studentized Residuals : Nilai tertinggi adalah 1.849, yang masih dibawah 

batas 2.5 Berarti tidak ada outliers. 

 Cook’s D : Nilai tertinggi adalah 0.175, yang masih dibawah batas 1 

Berarti tidak ada outliers. 

Secara keseluruhan model memenuhi asumsi regresi linier sehingga layak 

digunakan untuk prediksi. 

Dari persamaan (2.9.4.1.1) penaksir classic untuk x0 pada 𝑦 0  = (y01 + y02 +  y01) : 3 

= (1.58211 + 1.79325 + 1.78739)/3 = 1.72092 adalah : 

𝑥 0 = 𝑥 +
y 0 − 𝛾 0

𝛾 1
= 4,89 +

1.72092 − 12,5144

2,4509
= 0,4861 

Dan taksiran nilai aktual modifikasi metode classic 
 

𝑥 0 = 𝑥 +
 y 0 − γ 

0
 

γ 
1

+
𝑚1

2

γ 
1

2

= 4,89 +
1.72092 − 12,5144

2,4509 +
0,0180

 2,4509 2

= 4,89 +
−10,79348

2,4509 + 0,003
 

        = 0,4915 

 

4.2  Perbandingan Estimasi Nilai Aktual Metode Classic dan Modifikasi 

Metode Classic pada Linear Kalibrasi 

 

Dengan menggunakan bantuan Matlab R2009a didapatkan tabel 

perbandingan bias antara kedua penaksir (𝑥 0) dan (𝑥 0) (lampiran). Sesuai dengan 

Perbandingan penaksir ..., Aditya Nurul Yasin, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



45 
 

Universitas Indonesia 

teori yang telah dijelaskan sebelumnya (Bab 3.2) bahwa perbedaan bias antar 

kedua penaksir tidak jauh berbeda satu sama lain (lampiran). 

Misalkan untuk nilai X = 9,71 didapatkan 

 X  bias = 0,125728 > X  bias = 0,119681 

Namun untuk nilai X =  8,52 didapatkan 

 X  bias = 0,344874 < X  bias = 0,348890 

 

Hal ini juga dapat dijelaskan dalam bentuk grafik (Matlab R2009a) antara 

nilai X yang sebenarnya dengan nilai taksiran X metode classic baik sebelum 

maupun sesudah dimodifikasi. 

  

 

 

Gambar 4.2.1.  Grafik Nilai Aktual vs Penaksir Nilai Aktual 

 

Gambar di atas menjelaskan bahwa garis merah menggambarkan nilai X 

sebenarnya, sementara garis biru merupakan nilai X  dan garis magenta 

melambangkan nilai X , dimana nilai X  dan X  masih belum terlihat bedanya. 

Namun jika kita perbesar gambar tersebut didapatkan  
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Gambar 4.2.1.  Pembesaran (200 %) dari Grafik Nilai Aktual vs  

Penaksir Nilai Aktual 

 

Kemudian, akan dilihat perbandingan antara hasil penaksiran nilai aktual 

(𝑥 0) dan bentuk modifikasi (𝑥 0)  melalui hasil yang didapatkan dari program 

(Matlab R2009a) dalam hal kedua variansinya : 

𝑉𝑎𝑟 𝑥 0 = 9,2945 

𝑉𝑎𝑟 𝑥 0 = 9,2718 

 

Karena 𝑉𝑎𝑟 𝑥 0  <  𝑥 0   , maka untuk kasus ini dapat dikatakan bahwa bentuk 

modifikasi Penaksir Nilai Aktual Metode Classic Lebih baik dibandingkan 

Metode Classic pada Linear Kalibrasi. 

 

 

 

 

 

 

X X  
X  
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BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 1. Penaksir nilai aktual untuk metode classic bersifat bias namun tidak bias 

(unbiased) secara asimtotik. 

 2. Penaksir nilai aktual untuk modifikasi metode classic bersifat bias namun 

tidak bias (unbiased) secara asimtotik. 

 3. Penaksir nilai aktual pada modifikasi metode classic memberikan 

taksiran yang lebih efisien dibandingkan penaksir nilai aktual pada 

metode classic tanpa modifikasi.  

 

5.2 Saran 

 

Terdapat beberapa saran untuk pengembangan skripsi ini, yaitu: 

1. Perlu dikembangkan sifat penaksir nilai aktual dari metode inverse 

dalam regresi kalibrasi. 

2. Penaksir nilai aktual melalui metode maksimum likelihood perlu 

dikembangkan selain metode classic maupun metode inverse.  
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LAMPIRAN 1 
 

 

load data2 

  
X_sum=0; 
for i=1:33 
    X_inc=data(i); 
    X_sum=X_sum+X_inc; 
end 
X_means=X_sum/33 

  
Y_sum=0; 
for i=1:33 
    Y_inc=data(i,2); 
    Y_sum=Y_sum+Y_inc; 
end 
Y_means=Y_sum/33 

  
c=0;d=0; 
for i=1:33 
    a=(data(i,2)-Y_means)*(data(i)-X_means); 
    b=(data(i)-X_means)^2; 
    c=c+a; 
    d=d+b; 
end 
beta=c/d 
beta_nol=Y_means-beta*X_means 

  
y_kep=zeros(33,1); 
for i=1:33 
    e=beta_nol+beta*data(i); 
    y_kep(i)=e;     
end 

    
sigma=0; 
for i=1:33 
    f=(data(i,2)-y_kep(i))^2; 
    sigma=sigma+f; 
end 
sigma_kuadrat=sigma/31 
m1=sigma/d 

  
X_kep=zeros(33,1); 
X_kep_bias=zeros(33,1); 
for i=1:33 
    g=X_means+(data(i,2)-Y_means)/beta; 
    X_kep_bias(i)=abs(data(i)-g); 
    X_kep(i)=g; 
end 

  
X_mod=zeros(33,1); 
X_mod_bias=zeros(33,1); 
for i=1:33 
    g=X_means+(data(i,2)-Y_means)/(beta+m1/beta^2); 
    X_mod_bias(i)=abs(data(i)-g); 
    X_mod(i)=g; 
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end 

  
fprintf(‘=========================================================

=======\n’); 
fprintf(‘||NO||    X    ||   X_kep  ||  X_mod  

||X_kep_bias||X_mod_bias||\n’); 
fprintf(‘=========================================================

=======\n’) 
for i=1:33 
    fprintf(‘||%d||%3f  ||%3f  ||%3f ||%3f  ||%3f  

||\n’,i,data(i),X_kep(i),X_mod(i),X_kep_bias(i),X_mod_bias(i)); 
 end 
X_kep_bias; 
X_mod_bias; 
X_kep; 
X_mod; 
X_kep_bias-X_mod_bias; 
X_sum=0; 
X_sum1=0; 
for i=1:33 
    X_inc=X_kep(i); 
    X_inc1=X_mod(i); 
    X_sum=X_sum+X_inc; 
    X_sum1=X_sum1+X_inc1; 
end 
X_kep_means=X_sum/33 
X_mod_means=X_sum1/33 

  
var_kep=0; 
var_mod=0; 
for i=1:33 
    h=(X_kep(i)-X_kep_means)^2; 
    var_kep=var_kep+h; 
    k=(X_mod(i)-X_mod_means)^2; 
    var_mod=var_mod+k; 
end 
Variansi_kep=var_kep/33 
Variansi_mod=var_mod/33 

  

  
plot(data,’-.r*’),hold on 
plot(X_mod,’—mo’) 
plot(X_kep,’:bs’),hold off 
xlabel(‘X’,’FontSize’,16) 
ylabel(‘Y’,’FontSize’,16,’Rotation’,0) 
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LAMPIRAN 2 

 

HASIL PROGRAM : 

X_means = 

 

    4.8900 

 

 

Y_means = 

 

   12.1544 

 

 

beta = 

 

    2.4509 

 

 

beta_nol = 

 

    0.1694 

 

 

sigma_kuadrat = 

 

    0.1778 

 

 

m1 = 

 

    0.0180 

 

================================================================ 

||NO||    X    ||   X_kep  ||  X_mod  ||X_kep_bias||X_mod_bias|| 

================================================================ 

||1||9.710000  ||9.835728  ||9.829681 ||0.125728  ||0.119681  || 

||2||9.710000  ||9.756982  ||9.751032 ||0.046982  ||0.041032  || 

||3||9.710000  ||9.835728  ||9.829681 ||0.125728  ||0.119681  || 

||4||8.520000  ||8.175126  ||8.171110 ||0.344874  ||0.348890  || 

||5||8.520000  ||8.172270  ||8.168257 ||0.347730  ||0.351743  || 

||6||8.520000  ||8.182062  ||8.178037 ||0.337938  ||0.341963  || 

||7||7.960000  ||7.998458  ||7.994657 ||0.038458  ||0.034657  || 

||8||7.960000  ||7.992746  ||7.988952 ||0.032746  ||0.028952  || 

||9||7.960000  ||7.995194  ||7.991397 ||0.035194  ||0.031397  || 

||10||6.820000  ||6.762186  ||6.759897 ||0.057814  ||0.060103  || 

||11||6.820000  ||6.698537  ||6.696326 ||0.121463  ||0.123674  || 

||12||6.820000  ||6.762594  ||6.760305 ||0.057406  ||0.059695  || 

||13||5.850000  ||6.084073  ||6.082613 ||0.234073  ||0.232613  || 

||14||5.850000  ||6.100394  ||6.098914 ||0.250394  ||0.248914  || 

||15||5.850000  ||6.162819  ||6.161263 ||0.312819  ||0.311263  || 

||16||4.950000  ||5.086488  ||5.086248 ||0.136488  ||0.136248  || 

||17||4.950000  ||5.088528  ||5.088285 ||0.138528  ||0.138285  || 

||18||4.950000  ||5.105256  ||5.104993 ||0.155256  ||0.154993  || 

||19||3.910000  ||3.957523  ||3.958663 ||0.047523  ||0.048663  || 

||20||3.910000  ||3.972620  ||3.973741 ||0.062620  ||0.063741  || 

||21||3.910000  ||3.963235  ||3.964369 ||0.053235  ||0.054369  || 
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||22||2.980000  ||3.041540  ||3.043800 ||0.061540  ||0.063800  || 

||23||2.980000  ||3.028484  ||3.030760 ||0.048484  ||0.050760  || 

||24||2.980000  ||3.025628  ||3.027907 ||0.045628  ||0.047907  || 

||25||2.070000  ||1.823221  ||1.826971 ||0.246779  ||0.243029  || 

||26||2.070000  ||1.834646  ||1.838381 ||0.235354  ||0.231619  || 

||27||2.070000  ||1.827709  ||1.831453 ||0.242291  ||0.238547  || 

||28||1.020000  ||1.097779  ||1.102415 ||0.077779  ||0.082415  || 

||29||1.020000  ||1.097371  ||1.102008 ||0.077371  ||0.082008  || 

||30||1.020000  ||1.112467  ||1.117086 ||0.092467  ||0.097086  || 

||31||0.000000  ||-0.069131  ||-0.063068 ||0.069131  ||0.063068  

|| 

||32||0.000000  ||-0.069131  ||-0.063068 ||0.069131  ||0.063068  

|| 

||33||0.000000  ||-0.069131  ||-0.063068 ||0.069131  ||0.063068  

|| 

 

X_kep_means = 

 

    4.8900 

 

 

X_mod_means = 

 

    4.8900 

 

 

Variansi_kep = 

 

    9.2945 

 

 

Variansi_mod = 

 

    9.2718 
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LAMPIRAN 3 

 

Misal 

 Zn =  β 1 ~ N β
1

, σ2/nσx
2   

Mgf mz t = exp( β
1

t + σ2t2/2nσx
2) 

𝑌𝑛 =   𝑛 β 1 − β
1
 =   𝑛 Zn − β

1
  

𝑀 𝑡; 𝑛 = 𝐸  exp  t   n Zn − β
1
     

= 𝐸 exp t nZn − t nβ
1
   

= exp(−𝑡 𝑛 β
1

)𝐸 exp 𝑡 𝑛𝑍𝑛   

= exp −𝑡 𝑛β
1
 𝑚𝑧 𝑡 𝑛  

= exp −𝑡 𝑛β
1
 exp  β

1
𝑡 𝑛 +

𝜎2

𝑛𝜎𝑥
2

𝑡2𝑛

2
   

= exp 
𝜎2

𝑛𝜎𝑥
2

𝑡2𝑛

2
  

= 𝑚𝑥 𝑡 , 𝑥~𝑁(0, 𝜎2/𝜎𝑥
2 ) 
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LAMPIRAN 4 
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LAMPIRAN 5 

 

Karena γ 
0
 dan γ 

1
 saling bebas, maka 

𝐸   
y

0
− γ 

0

γ 
1

 = 𝐸 y
0
− γ 

0
 𝐸   

1

γ 
1

  

 

Selanjutnya dengan kondisi γ 
1

~ 𝑁(γ
1
,

𝜎2

𝑆𝑥𝑥
) , maka 𝐸  

1

 γ 1

  diaproksimasi 

menggunakan ekspansi deret Taylor. (Ott and Myers (1968), Shukla (1972), 

Berkson (1969)). 

1

 γ 
1

=
1

 γ
1

−  
1

 γ
1
2
  γ 

1
− γ

1
 +  

1

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
 

2
− ⋯ 

 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 

1

 γ 
1

=
1

 γ
1

−  
1

 γ
1
2
  γ 

1
− γ

1
 +  

1

 γ
1
3
  γ 

1
− γ

1
 

2
+ 0  

1

 γ
1
4
  

Atau dengan kata lain akan dibuktikan bahwa 

 
1

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

3
+  

1

 γ
1
5
  γ 

1
− γ

1
 

4
+ ⋯ = 0  

1

 γ
1
4
  

 

  
1

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

3
+  

1

 γ
1
5
  γ 

1
− γ

1
 

4
+ ⋯  

≤   
1

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

3
 +   

1

 γ
1
5
  γ 

1
− γ

1
 

4
 + ⋯ 

≤   γ 
1
− γ

1
 

3
  

1

 γ
1
4
 +   γ 

1
− γ

1
 

4
  

1

 γ
1
5
 + ⋯ 

≤   γ 
1
− γ

1
 

3
  

1

 γ
1
4
 +   γ 

1
− γ

1
 

4
  

1

 γ
1
4
 + ⋯ 

=    γ 
1
− γ

1
 

3
 +   γ 

1
− γ

1
 

4
 + ⋯   

1

 γ
1
4
 = 𝑀  

1

 γ
1
4
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Maka 

  
1

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

3
+  

1

 γ
1
5
  γ 

1
− γ

1
 

4
+ ⋯ ≤  𝑀  

1

 γ
1
4
  

  
1

 γ
1
4  γ 

1
− γ

1
 

3
+  

1
 γ

1
5  γ 

1
− γ

1
 

4
+ ⋯ 

 
1

 γ
1
4 

≤  𝑀 

 
 
 

1
 γ

1
4  γ 

1
− γ

1
 

3
+  

1
 γ

1
5  γ 

1
− γ

1
 

4
+ ⋯

1
 γ

1
4

 
 ≤  𝑀 

lim
𝑛→∞  

 
 

1
 γ

1
4  γ 

1
− γ

1
 

3
+  

1
 γ

1
5  γ 

1
− γ

1
 

4
+ ⋯

1
 γ

1
4

 
 ≤ lim

𝑛→∞
 𝑀 = 𝑀 

 

Sesuai definisi Big (0) maka 

 
1

 γ
1
4
  γ 

1
− γ

1
 

3
+  

1

 γ
1
5
  γ 

1
− γ

1
 

4
+ ⋯ = 0  

1

 γ
1
4
  

 

Untuk suku ke n deret tersebut memiliki bentuk 

 
 
 

1 1

1

1

1

n

n

n

 







 

dengan menggunakan uji rasio maka deret tersebut akan konvergen jika 

   
 

 

   

   
 

 
 



1

11 1
1 1 1

2

1 1 1

1 11 1
1

1 1 1

lim 1

1
lim

1

1
lim lim lim 2

n

n
n

nn n

n nnn

n n n

U

U
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