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ABSTRAK

Nama : Aditya Nurul Yasin

Program Studi : Matematika

Judul : Perbandingan Penaksir Nilai Aktual dengan Bentuk
Modifikasinya pada Metode Classic dalam Regresi
Kalibrasi

Berdasarkan Vocabulary Of International Metrology (VIM), kalibrasi merupakan
serangkaian kegiatan yang membentuk hubungan antara nilai yang ditunjukkan
oleh instrumen (alat) ukur atau nilai observasi, dengan nilai yang sudah diketahui
atau nilai aktual yang berkaitan dengan besaran yang diukur dalam kondisi
tertentu. Salah satu metode yang digunakan untuk menaksir nilai aktual adalah
metode classic. Ekspansi Deret Taylor digunakan untuk menunjukkan bahwa
taksiran nilai aktual pada metode classic merupakan taksiran yang asimtotik
unbiased. Laszl6 J. Naszédi melakukan modifikasi penaksir nilai aktual dari
metode classic. Dengan Ekspansi Deret Taylor ditunjukkan bahwa taksiran
tersebut merupakan taksiran yang asimtotik unbiased namun lebih efisien.

Kata Kunci : Ekspansi Deret Taylor, Kalibrasi, Teknik Estimasi LaszI6 J.
Naszodi, Metode Classic, Regresi Kalibrasi

Xiv + 56 halaman : 5 tabel, 4 gambar
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ABSTRACT

Name : Aditya Nurul Yasin

Program Study : Mathematics

Tittle : Comparison between Actual Value Estimator and Its
Modified Form on The Classic Method in Calibration
Regression

Based on the Vocabulary of International Metrology (VIM), calibration is a series
of activities that forms the relationship between values indicated by the
measurement instrument (tool) or the observation value, with a known value or
actual value related to the quantity that is measured under certain conditions. One
method that is used to estimate the actual value is the classic method. The Taylor
series expansion is used to indicate that the estimated actual value on the classic
method is an asymptotically unbiased estimate. LaszI6 J. Naszodi modified the
estimated actual value of the classic method. By the Taylor series expansion, it is
shown that these estimates are asymptotically unbiased estimates, but more
efficient.

Keyword . Taylor series expansion, Calibration, Laszl6 J. Naszddi
Estimator, Classic Method, Regression Calibration.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Regresi linier sederhana merupakan metode umum untuk mendapatkan
bentuk fungsi linier dua variabel yang berhubungan, yaitu variabel dependen dan
variabel independen. Variabel yang dipengaruhi oleh variabel lain disebut dengan
variabel dependen, sedangkan variabel yang mempengaruhi variabel dependen
disebut dengan variabel independen.

Model regresi dapat dituliskan sebagai berikut :
y=PBo+tPix+e (1.1.1)

dimana,
Bo (intersep ) dan B; ( slope koefisien ) merupakan parameter yang tidak diketahui
atau koefisien regresi serta € merupakan merupakan variabel acak yang disebut
sebagai random error.
Terdapat beberapa asumsi dasar untuk regresi linear, diantaranya :

1. Error memiliki nilai harapan nol atau E(g) = 0,

2. Error memiliki variansi berharga sama (konstan),
3. Error saling bebas,
4

Error berdistribusi normal.

Jika parameter dalam model regresi di atas berhubungan secara linear dengan

variabel dependennya maka disebut model regresi linear.

Statistik kalibrasi secara ilmiah memiliki kesepahaman pengertian dengan
regresi linear yang telah diuraikan di atas. Pada permasalahan regresi linear, baik
yang melibatkan estimasi atau prediksi, biasanya akan ditentukan berapa nilai y
yang bersesuaian bila nilai x diberikan. Namun demikian apabila yang terjadi
sebaliknya, yaitu akan ditentukan berapa nilai x yang bersesuaian bila nilai y

diberikan . Dalam hal ini kita lebih mengenalnya sebagai invers regresi.
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Kalibrasi adalah kegiatan yang menghubungkan nilai yang ditunjukkan
oleh instrumen ukur atau nilai yang diwakili oleh bahan ukur dengan nilai-nilai
yang sudah diketahui tingkat kebenarannya. Nilai yang sudah diketahui ini
biasanya merujuk ke suatu nilai dari kalibrator atau standar, yang tentunya harus
memiliki akurasi yang lebih tinggi daripada alat ukur yang di-tes, biasa disebut
unit under test atau UUT “(ISO/IEC Guide (17025:2005) dan Vocabulary of
International Metrology (VIM)

Pengembangan konsep penelitian ini diterapkan pada sebuah studi kasus,
dimana seorang peneliti (arkeolog) memiliki beberapa kumpulan benda purbakala,
selanjutnya akan dinamakan dengan spesimen, untuk ditentukan umur benda
tersebut dengan teknik luminesensi waktu. Arkeolog tersebut memiliki 2 alat
pengukur dimana keluaran (output) yang dihasilkan akan menentukan umur dari
spesimen tersebut. Alat A dengan ketelitian pengukuran yang cukup tinggi, atau
dengan kata lain telah terkalibrasi, namun menghabiskan biaya yang cukup mahal
dalam penggunaannya dan secara perlahan dapat mengakibatkan kerusakan pada
spesimen yang akan diteliti. Di sisi lain, Alat B membutuhkan biaya yang cukup
murah sekaligus tidak merusak spesimen yang diteliti dalam hal penggunaannya.
Akan tetapi, dalam hal keakuratan, alat B tidak seakurat hasil pengukuran yang
ditunjukkan oleh alat A.

Mekanisme yang digunakan oleh Arkeolog dalam penelitian ini memiliki
2 tahap pengukuran, yaitu pertama mengukur n spesimen (x;,y;) data berpasangan
menggunakan kedua alat ukur (alat A dan B) dimana x merepresentasikan nilai
sebenarnya (fixed) dari spesimen yang akan diteliti diukur menggunakan alat A
dan y merepresentasikan nilai observasi hasil pengukuran menggunakan alat B.
Mekanisme tersebut dilakukan menggunakan metode regresi yang telah dijelaskan
sebelumnya dan diharapkan dapat memberikan pengetahuan lebih dalam akan
hubungan antara x dan y. Studi lebih lanjut ditemukan fakta bahwa peneliti lebih
mementingkan aspek biaya disertai pengurangan resiko terhadap kerusakan benda
dalam proyek penelitian ini sehingga hanya pemakaian alat B yang akan
digunakan dalam penelitian ini. Dengan kata lain, untuk penentuan umur

spesimen selanjutnya, diharapkan bahwa peneliti sanggup untuk mengukur secara
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tepat (katakan xo) didasari oleh data observasi melalui penggunaan alat B (katakan
Yo)-

Uraian di atas merupakan prinsip mengenai statistik kalibrasi dimana
penelitian beralih dari memutuskan y|x menjadi x|y, selanjutnya hal ini lebih
dikenal sebagai regresi kalibrasi.

Untuk merumuskan permasalahan regresi kalibrasi secara umum dilakukan
dalam 2 tahap, vyaitu :

1. Sampel didapatkan sebanyak n data berpasangan (x;,yi), dimana x dan

y telah dijelaskan sebelumnya. Model pada tahapan ini diasumsikan :
Yii= a+fx;+ & untuk i =1,2,...,n
2. Tahap selanjutnya diberikan m pengulangan observasi, Y2 1,...,Yo.m
untuk suatu nilai xo yang tidak diketahui.
V2 = @+ Bxg+ & untuk j =1,2,...,m
dengan &;; (i.i.d) N(0,0:%) dan &;; (i.i.d) N(0,57°).

Diasumsikan bahwa 6,°= 6,%, meskipun hal ini terkadang menjadi
perdebatan. Berkson (1969) memberikan sebuah argumen bahwa o; akan
memiliki nilai lebih kecil jika dibandingkan o, Hal tersebut disebabkan standar
deviasi dari tahap percobaan pertama dibawah kondisi kontrol yang lebih akurat
dalam pengerjaannya dibandingkan pada tahap kedua.

Dalam penelitian atau tugas akhir Sonny Afriansyah (2009) yang berjudul
“Perbandingan Metode Classic dan Metode Inverse pada Regresi Kalibrasi”, telah
dilakukan regresi kalibrasi untuk estimasi nilai sebenarnya atau nilai aktual dari
nilai observasi dengan metode classic dan metode inverse serta estimasi interval
kepercayaan berdasarkan metode Graybill. Studi lebih lanjut, Joseph Berkson
(technometrics, 11) menemukan bahwa penaksir nilai aktual dalam metode classic
bersifat bias.

Pada tugas akhir ini akan ditunjukkan bahwa penaksir nilai aktual metode
classic dalam regresi kalibrasi bersifat bias serta teknik dalam memodifikasi
penaksir nilai aktual metode classic (Naszodi s estimator, corrected for bias)

untuk mendapatkan penaksir yang lebih baik.
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1.2. Perumusan Masalah

Permasalahan yang menjadi bahasan dalam skripsi ini adalah bagaimana
memodifikasi penaksir nilai aktual dalam metode classic agar mendapatkan
taksiran yang lebih efisien.

1.3. Tujuan Penelitian

Berdasarkan perumusan masalah tersebut, maka penulisan skripsi ini
bertujuan untuk :
e Membahas sifat — sifat penaksir nilai aktual metode classic.
¢ Membuat modifikasi penaksir nilai aktual pada metode classic melalui teknik
yang diperkenalkan oleh Laszlé J. Naszadi.

e Membandingkan kedua bentuk penaksir di atas.

1.4. Pembatasan Masalah

Pada penulisan skripsi ini, regresi kalibrasi dibatasi pada bentuk regresi
univariat yang memiliki hubungan linear antara nilai aktual (x) dengan nilai
observasi (y) serta metode-metode yang dibahas hanya penaksir dalam metode
classic.

1.5. Sistematika Penulisan

Skripsi ini terdiri dari lima bab. BAB 1 berisi Pendahuluan yang terdiri
dari latar belakang, perumusan masalah, tujuan penelitian, pembatasan masalah,
dan sistematika penulisan. BAB 2 berisi Landasan Teori. BAB 3 berisi
Pembahasan, yaitu mengenai sifat sifat penaksir nilai aktual metode classic serta
teknik dalam memodifikasi penaksir tersebut demi mendapatkan taksiran yang
lebih efisien. BAB 4 berisi Aplikasi yang menerapkan data simulasi untuk
menaksir nilai aktual metode classic serta bentuk modifikasi metode classic lalu

dibandingkan dalam segi keefisienannya. BAB 5 berisi Kesimpulan dan Saran.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

2.1 Peubah Random dan Fungsi Probabilitas

Definisi 2.1 a

Misalkan G adalah ruang sampel dari eksperimen (percobaan) random.

Peubah random X adalah suatu fungsi yang memetakan setiap elemen dalam

ruang sampel, ¢ € G, pada satu dan hanya satu bilangan riil sedemikian sehingga

X(c) = x, dengan x ¢ R. Range dari X adalah ##={xeR : x = X(c),c € G }.

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995)

Definisi 2.1 b

Misalkan X adalah peubah random dengan one-dimensional space %, yang

terdiri dari suatu interval atau gabungan interval. Misalkan f(x) sedemikian

sehingga adalah fungsi yang non negatif, x € & dan

jf(x)dx & 1
7
dimana probabilitas himpunan fungsi P(A), A c &, dapat dituliskan dalam f(x)

dengan
P(A) =Pr(XeA) = [, f(x)dx
maka X disebut dengan peubah random kontinu, sementara f(x) disebut dengan

probability density function (p.d.f.) dari X.

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995)
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2.2 Ekspektasi Variabel Random

Definisi 2.2
Misalkan X adalah variabel random yang mempunyai p.d.f. f(x)
sedemikian sehingga dimiliki kekonvergenan absolut; dalam kasus kontinu,

joo |x| f(x) dx

konvergen ke suatu batas berhingga.

Ekspektasi dari suatu variabel random adalah
E[X] = f x f(x) dx,
dalam kasus kontinu.

(Thomas N. Herzog, 1999)

sifat 2.1
a. E(aX) = aE(X), dengan a adalah sebuah konstanta.
Bukti 2.1
a. E(aX) = f_°°oo ax f(x) dx, definisi ekspektasi untuk peubah random
kontinu
=a [ xf(x) dx
=a E(X)

2.3 Variansi Variabel Random

Definisi 2.3
Misalkan X adalah variabel random yang mempunyai p.d.f. f(x). Variansi
dari X adalah suatu ekspektasi matematika dari ( X - E[X] )* dinyatakan dengan

var[x]=E| (x ~E[X])’|

(Thomas N. Herzog, 1999)
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sifat 2.3

a. Var (aX) = a?Var(X) , dengan a adalah sebuah konstanta
Bukti 2.2

a. Var(aX) = E([aX-au]?), definisi variansi

= E([a(X-p)]?), sifat bilangan riil

= E(@@*(X-w)®), sifat pangkat

= a’E(X-p)?, sifat ekspektasi (2.1 a)
= a’Var(X)

2.4 Kovariansi Variabel Random

Definisi 2.4
Misalkan X dan Y adalah variabel random. Kovariansi antara X dan Y,
dinyatakan dengan Cov(X,Y), adalah
Cov(X,Y) = E[(X — E[X]D(Y — E[YD]
(Jonathan D. Cryer, 2008)

Definisi 2.5
Misalkan X dan Y adalah variabel random dan Cov(X, Y) adalah
kovariansi antara X dan Y, maka berlaku sifat-sifat berikut :
Jika variabel random X dan Y saling bebas, maka Cov(X,Y) = 0
Cov(a + bX,c +dY) = bd Cov(X,Y)
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov(X,Y)
Cov(X+Y,Z) =Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]
Cov(X,X) = Var[X]
Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

N o gk~ w NP
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2.5 Moment-Generating Function (M.G.F.)
Definisi 2.6

Misalkan ada bilangan positif h dengan —h<t<h dimana ada ekspektasi

matematika E(e™ ) , maka
E(e®*) = f e™ f(x) dx,

Jika X peubah Random Kontinu.
Ekspektasi tersebut dinamakan moment-generating function (m.g.f.) dari X dan
dilambangkan dengan M(t). Jadi M(t)= E(e™) .

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995)
2.6 Penaksir Tidak Bias
Definisi 2.7

Suatu statistik 0 bila ekspektasi matematiknya sama dengan parameter
yang diestimasi ( 6 ), dikatakan 8 sebagai penaksir yang tidak bias dari parameter
0, yaitu E(9) = 6.

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995)
2.7 Distribusi Normal
Definisi 2.8

Peubah random kontinu X dikatakan berdistribusi normal apabila memiliki
p.d.f.:

f(x) =

exp|— —o<x< o

(x— u)zl

202

1
oV2m
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dan m.g.f:
o’t?
M(t) = exp [ut + 5
dikatakan memiliki distribusi normal dengan mean ( p ) dan variansi (%)
dinotasikan dengan X ~ N(j,0?) .
Apabila peubah random kontinu X memiliki distribusi normal dengan

mean p = 0 dan variansi o* =1 maka p.d.f. yang dimiliki adalah:

f(x) =

&
exp[—-z—l, —<x<©

1
V2n
dan memiliki m.g.f :

t2
M(t) = exp l?l

peubah random kontinu X tersebut dikatakan memiliki distribusi normal standar
dengan notasi X ~ N(0,1).

2.8  Regresi Linear Sederhana
Definisi 2.9

Regresi linear adalah salah satu metode analisis statistik untuk mencari
hubungan antara variabel respon Y dengan satu atau lebih variabel penjelas X.
Hubungan linear yang dimaksud dalam hal ini ialah linear antara parameter
dengan variabel respon Y.

Dalam regresi linear sederhana, peubah penjelas X yang digunakan adalah
satu peubah. Model pada regresi linier sederhana adalah :

y=Po+Pix +e
Model tersebut dinamakan juga model regresi linier dengan koefisien regresi o
(intercept) dan B (slope) merupakan parameter yang tidak diketahui, sedangkan
adalah random error.

Asumsi dalam regresi linier sederhana adalah :

1. Error memiliki nilai harapan atau ekspektasi nol, E(g) =0 .
2. Error memiliki variansi bernilai sama atau konstan, Var(e) = 6°.

3. Error saling bebas.
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4. Error berdistribusi normal.

Untuk mengestimasi koefisien regresi, digunakan n data berpasangan
(X1,¥1),(X2,¥2),....(Xn,Yn). Model yang didapat untuk n data berpasangan adalah :

Vi = BotBiXitei i=1,2,..,n
dengan asumsi error-nya memenuhi normally, identic and independently
distributed serta E(g;) = 0 dan Var(g;) = o° atau dinotasikan & ~ NIID(0,6?) .

Dengan metode least squares akan diestimasi koefisien regresi sedemikian
sehingga jumlah kuadrat antara selisih nilai observasi y; dengan nilai prediksi ¥;

adalah minimum. Langkahnya adalah sebagai berikut :
n
S(Bo,B1) = ) — Bo = Brx)?
i=1

dimana koefisien regresi, B, dan B, harus memenuhi :

0S : S

a—BO=O—>—2;(Yi_ﬂo_ﬂ1Xi):0 (2.9.1)
ﬁzo%_zi(y,_)} =) % =0 (2.9.2)
861 - i 0 1N i e

Sederhanakan persamaan (2.9.1) menjadi

Bo =V —Bix (2.9.3)
dimana

n
1
X=—) X

n

i=1

n
1
y= n Vi

i=1
Kemudian sederhanakan persamaan (2.9.2) menjadi

n n n

ZXiYi_GOEXi_GIZXiZ =0

i=1 i=1 i=1
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n

n n
ZXiYi -y- G1>_<)ZX1 - Glzxiz =0
=1 i=1 i=1

n

B ) %+ (5~ Bronx = Z Xiyi

i=1 i=1
n n
B1 ( xf — m_(Z) = ) Xyij — DXy
i=1 i=1
B, = Xit1Xiy; — nXy
8 AT
y S
B, = S—y (2.9.4)
XX
dengan
n n
Sxy = z Xjy; — DXy = Z(Xi —-x) (1),
i=1 i=1
n n
Se¢ = ) X2 —nx? = Z(Xi — %)%,
i=1 i=1

11

Dari persamaan (2.9.3) dan (2.9.4) diperoleh bahwa penaksir least squares untuk

koefisien regresi, Bodan B, adalah By=¥ - B;X dan B, = zxy-

XX

Sehingga estimasi dari model regresi di atas adalah :

9 = Bo + Bix
2.8.1 Sifat — sifat penaksir dengan metode Least-Squares

Penaksir least-square , $,dan f3,, memiliki beberapa sifat penting. Dari

persamaan (2.9.3) dan (2.9.4) diketahui bahwa Bydan ; merupakan kombinasi

linear dari observasi y;,

n
~ Sy L o(x —X)(y:
Bl — Uxy — 1—1( i )(Y1) — z Gy

SXX Zinzl(xi - X)Z =
Dimanac; = (x; —X)/ XL, (x; — X)) untuk i = 1,2, ..., n, serta

Bo=¥ - Bix

Sehingga Bodan Bl juga merupakan variabel random.
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= E(B)=ECQL ay) =2k 6 E(y)

n

= Z ¢ E(Bo + B1xi + &)

i=1
karena disumsikan bahwa E(g;) = 0, maka

n

= Z ci (Bo + B1xi)
i=1

n n

= BOZCi'l'BIZCiXi

i=1 i=1

lalu akan dicari nilai dari X}iL; ¢; dan XiL; ¢;x;.

i = %) | (xi — %)
ZC = Z( Yii(x = %)? ) 7 1_21 (Z{;l(xiz — 2x;X +>‘(2)>
: (xi — %) v &-®
e N

_(Z?zl(xi—§)>_<2?zlxi—ni>_< nxX — nx ) 0
- n 7 _ W n R, g2 ] 2 il =)

sementara

n n n

= (x; — %) = (xi® —%%)
Z a4 2 (W) o Z < (% = 2x% + )—(2)>

i=1 =1 i=1

.
Z“ 1(%5% = x;X) (2%t - RYL X
Y JoRm Wem,. n X% — nx?
Z

=l Xiz o n)_(z
= 5 =

n A ™)
i=1 X~ —X

sehingga
E(B,) =B, (2.9.5)

= Variansi B,

Var(p,) = Var (2 Ciyi> = Z ¢ *Var(y;)

i=1 i=1

Karena Var(y;) = o® maka

a . Z i 2
)= Qe LG

i=1
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= E@B,) =8,

= Variansi B,

Var (ﬁo) = Var ()7 - Bl)_()

= Var (y) + %2Var (Bl) — ZT(COV(}_’, Bl)

G2 2

=L 15 ;‘_ — 2%Cov(y,B,)

XX

dengan

Cov(y, B1) = Cov —Z Vi ,Z GV Z Z c]Cov(y,,y]

i=1j=

Karena y; merupakan sampel random maka Cov(y;, y;) = 0V i # j, maka

o n 1 (52 n
Cov(y,B,) = Z;CiVar(yi) = ?Z ¢ =0,
i=1 =1

oleh karena itu
) THA<>
Vv e | R —
Rl A <n+ SXX)
Dari uraian di atas dapat disimpulkan

e ? b il =
Pl Bl,s— dan B ,~N| B, 0 H-l-s—

sehingga Godan Bl, merupakan penaksir tak bias dari parameter 3, dan f3;.

(Douglas C. Montgomery, 2001).
2.9 Bentuk Metode Classic pada Regresi Kalibrasi

Dalam sub-bab ini akan dibahas mengenai metode classic untuk

melakukan estimasi nilai aktual pada regresi kalibrasi.
2.9.1 Regresi Kalibrasi

Dalam banyak masalah regresi yang melibatkan estimasi atau prediksi,

biasanya akan ditentukan berapa nilai y yang bersesuaian bila nilai x diberikan.
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Namun ada yang terjadi sebaliknya, yaitu akan ditentukan berapa nilai x yang
bersesuaian bila nilai y diberikan. Sebagai ilustrasi, misalnya akan dikalibrasi
sebuah alat ukur suhu yaitu thermocouple, dimana diasumsikan bahwa suhu
observasi atau nilai yang terbaca pada thermocouple memiliki hubungan linear
dengan suhu atau nilai aktual yang diukur. Misalkan model regresi linier
populasinya sebagai berikut :
Suhu observasi = By + B1 (suhu aktual) + €
atau
y=Bot+PiXx+te

Bila pada regresi biasa, akan diberikan suhu aktual (x) kemudian
ditentukan suhu observasi (y) yang bersesuaian. Namun demikian pada masalah
kalibrasi yang terjadi adalah sebaliknya yaitu bila diberikan suhu observasi (y)
akan ditentukan suhu aktual (x) yang bersesuaian. Masalah yang terjadi tersebut
dikenal dengan masalah kalibrasi dan sering juga disebut dengan regresi kalibrasi.
Estimasi nilai aktual atau suhu aktual pada regresi kalibrasi dapat dilakukan

dengan metode classic dan metode inverse.

2.9.2 Metode Classic

Dengan menggunakan model ( 1.1.1) dan sejumlah n data suhu
berpasangan serta diasumsikan errornya memenuhi asumsi regresi linier
sederhana yaitu normally, identic and independently distributed dengan E(g;)) =0
dan Var(ej) = o° atau dengan perkataan lain &~NI1D(0,6° ), model tersebut dapat
dinyatakan sebagai model regresi linier sampel sebagai berikut :

Yi = Bo + BiXi tei i=12,.n

dimana parameter o dan 3, akan diestimasi dengan metode least squares. Dari
persamaan (2.9.3) dan (2.9.4) didapat 8, = ¥ — ;% dan 3, = zﬂ sehingga
didapat penaksir regresi

9= Bo + Bix (2.9.5)
Persamaan regresi kalibrasi yang bersesuaian dengan (2.9.5) menjadi

_3’—,@0
X =—5—
b1
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Apabila diberikan suhu observasi (yo) yang terbaca pada thermocouple, maka
estimasi suhu aktual (xo) berdasarkan metode classic adalah
Yo — 30

b1

56'\0:

2.9.3 Estimasi Nilai Aktual Metode Classic

Setelah estimasi titik nilai aktual dilakukan menggunakan metode Classic
selanjutnya akan dilakukan estimasi titik nilai aktual berdasarkan pendekatan
Graybill.

Pada persamaan regresi kalibrasi sebelumnya pada metode classic, model
dasarnya adalah persamaan (1.1.1) sebagai berikut :

y= By +Bix + & & ~ NID(0,6%) (2.9.4.1)

Pada metode Graybill dilakukan dua langkah guna mendapatkan
persamaan regresi kalibrasi. Pertama mendefinisikan ulang x pada persamaan
(1.1.1) sebagai deviasi dari rata-ratanya, yaitu x — x , sehingga model regresi
tersebut dapat dinyatakan sebagai :

y=yo+y1(x—%) +¢ g~ N (0,6°) (2.9.4.2)
dimana y, dan y; adalah parameter yang tidak diketahui nilainya.
Kedua model tersebut, yaitu model pada persamaan (2.9.4.1) dan (2.9.4.2), adalah
ekivalen bila didefinisikan
¥ [
dan
Bo =7vo — V1%

Langkah kedua yang dilakukan pada metode Graybill adalah dengan
dilakukan observasi tambahan sebanyak k > 1 pada suhu aktual Xy, sedemikian
sehingga sampel yang didapat menjadi n+k data berpasangan yang dinotasikan
sebagai berikut :

(X1,Y1),(X2,Y2) -+ (Xn,Yn), (X0, ¥n + 1), (X0, Y + 2) -5 (X0, ¥n + k)
observasi tambahan sebanyak k yang dinotasikan dengan Yy « 1,Yn + 2,--,Yn + k

tersebut , dengan mengacu (2.9.4.2) diasumsikan merupakan sampel random
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berdistribusi normal dengan mean y, + y;(xo — X) dan variansi ¢* dengan

X0, 70,71, 0° tidak diketahui,
2.9.4.1 Estimasi Yo, Y1, dan X0

Estimasi y; pada model persamaan (2.9.4.2) sama dengan hasil estimasi
parameter $; pada model persamaan (2.9.4.1), yaitu
91 =B1
dari persamaan (2.9.4) didapat

Sy y Yi—1(Xi = X)y;
Sxx Z?:l(xi = )_()2
Estimasi parameter y, sebagai berikut

Y1 =

Yo = Bo + 11X
diketahui y; = B, dan B, = ¥ — B1X, sehingga
Yo=Y —BiXx+PiX=Y

iz%i(xi) }7=%Zn:(Yi)
i=1 i=1

Asumsi normalitas pada & di persamaan (2.9.4.2) mengimplikasikan 7, dan

dengan

71 berdistribusi normal juga.
Selanjutnya, akan diestimasi xo dengan n+k data

(X1,Y2),(X2,Y2),---,(Xn,Yn): (X0, ¥0)
berdasarkan metode classic, yaitu

. _Yo— Bo
Xg = ~

b1

Karena B; = ¥, serta By = 9o — 71X, maka

Yo— (Yo — ¥1X)
Y1
2, =9_C+Yor)’0
Y1

56'\0:
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diketahui y = 7,, sehingga

dengan

o=+
Y1
n+k
1
Yo =1 Z (yi)
i=n+1
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BAB 3
PERBANDINGAN PENAKSIR NILAI AKTUAL DENGAN BENTUK
MODIFIKASINYA

Bab ini terbagi dalam tiga sub bab. Pada sub bab 3.1 akan dibahas
mengenai sifat penaksir nilai aktual (Xo) metode classic dalam regresi kalibrasi
bersifat bias dan konsisten. Pada sub bab 3.2 akan dibahas teknik dalam
memodifikasi penaksir nilai aktual (Xo) (Naszodi’s penaksir, corrected for bias)
untuk mendapatkan penaksir yang lebih baik (X,). Pada sub bab 3.3 akan dibahas

mengenai perbandingan penaksir nilai aktual (Xo) dan bentuk modifikasinya.
3.1 Pembuktian Penaksir Nilai Aktual (x,) Bersifat Bias

Pada pembahasan sebelumnya dalam subbab 2.9.4 telah didapatkan bentuk
taksiran (nilai aktual) metode classic dalam regresi kalibrasi sebagai berikut :
Yo — Yo

Xo=X+——, (3.1.1)
4

Dimana y, diasumsikan berasal dari sampel random berdistribusi normal dengan

mean yo + y; (Xo — X) dan variansi %, yakni

yo ~ N(y, +v,(x0 — %),0?) (3.1.2)
serta
71=5H (3.1.3)
_ 2 (% —X)(yi)
Yii(x —X)?
dan
7o = Bo + 71%
= By + 1%
=y —pBix + pix
=y (3.1.4)
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Melalui kedua persamaan di atas (3.1.3 dan 3.1.4) akan dibuktikan bahwa :
A~ (52 A~ 62
1. yo~N (’YO’:) serta y,~N (’Yl,m)
2. ¥, dan y;saling bebas.

Bukti (1) akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa 7, dan y; keduanya
berdistribusi Normal. ¥, dan ; merupakan bagian penjumlahan dari distribusi
Yie (Vi) (xi—%)

S (—%)2

normal , yaitu Po = § =131, y; dan 7; = sehingga , dan 7, juga

berdistribusi Normal.

Selanjutnya akan ditelusuri mean dan variansi dari 7, dan ¥;.

1% 1%
(@ EQ@F) =E@F) =E (HZ Yi> = HZ E(y)
1 i=1

i=

n n
1 _ Y /
== (ro+ 1,6 =D) =1, +2 > =D
i=1 i=1
AN Y
¥ 1 — || . 1 ==
=7, +—H—<ZXi —nx) =7, +;(nx — nX)
i=1
— YO
1% 1 [\
Var(yo) = Var(y) = Var <E Yi) = (Z var(yi)>
i=1 i=1
1 o?
== (no*) = —
n n
6N _ z’;l(yi)(xi—fc))
) EG) = E(5000

AN R
i <; CiYi>’ 0T R - %)

n

= Z ¢ E(vi)

i=1

Melalui persamaan 3.1.2 didapatkan
n

= Z G (YO + Yl(Xi - -i'))

i=1
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n n
= Z CiYy + z ci v, (xi —X)
i=1

i=1
='YOZC1 +'Yl (ZCiXi —Q_CZC1>
i=1 i=1 i=1
dalam subbab 2.8.1 telah dibuktikan bahwa )L ;c; =0
serta );i_,; ¢;x; = 1 sehingga

E(i\/l) = T
2

Var(\?l) = Var(,[?l) = ﬁl—(—f(——i)z

Sehingga didapatkan bahwa
S P~ 5
~ 7o Yor = serta 4 Yy T (% —%)2)

Bukti (2), dari bagian bukti (1) telah ditunjukkan bahwa 7, dan y;

berdistribusi Normal.

o 1% c (X = X)
Cov(¥o,71) = Cov ;Zl Yi'Z Gy; |, dengan ¢; = (%= %)?
i= i=

n n 1
= z Z - c]-Cov(yi, y]-)
i=1 j=1
Karena yi merupakan sampel random dengan

Cov(yi,y]-) =0Vi=#j, maka

n

o 1 0%\
Cov(¥0,71) = ZHCiVaF(yi) = FZ Ci,
i=1

i=1
kemudian di dalam subbab 2.8.1 telah dibuktikan bahwa
i1 ¢ = 0, sehingga

2 n
o~ o~ (o)
Cov(Py,71) = ;Z =0
i=1
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Teorema 3.1.1

Misalkan X dan Y berdistribusi bivariat normal dengan mean py, Lo,
variansi positif 6,2, 0,2, dan koefisien korelasi p. Maka X dan Y saling bebas jika

dan hanya jika p = 0.

(R.V. Hogg dan A.T. Craig, 1995)

Karena 7y, 71 keduanya berdistribusi Normal serta memiliki nilai Cov(¥y,71) =
0, atau secara tidak langsung menunjukkan bahwa nilai koefisien korelasi kedua

variabel (¥y,71) p = 0, maka ¥, 71 dapat dikatakan saling bebas.

3.1.1 Ekspansi Deret Taylor (N Variabel)

Ekspansi Deret Taylor merupakan representasi fungsi matematika sebagai
jumlahan tak hingga dari suku-suku yang nilainya dihitung dari turunan fungsi
tersebut di suatu titik.

Deret Taylor dari sebuah fungsi riil atau fungsi kompleks f(x) yang
terdeferensialkan tak hingga dalam persekitaran sebuah bilangan riil atau
kompleks a adalah :

'(a) " (a) " (a)
f@+r G-+ = —a? +L—

7 &= a)d + -

yang dalam bentuk lebih ringkas dapat dituliskan sebagai

n

Z, @)
SI oy
n=0

dengan n! melambangkan faktorial dari n serta f ™(a) melambangkan nilai dari
turunan ke-n dari f pada titik a. Turunan ke-nol dari f didefinisikan sebagai f itu

sendiri, sementara (x — a)° dan 0! didefinisikan sebagai 1.

Deret Taylor dapat dikembangkan untuk sebuah fungsi dengan kondisi lebih
dari satu variabel, bentuk umumnya sebagai berikut :
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Y(xq, ., xq) = Z Z (i = al);'l - (¥ = aa)™ ( o )(al, ey Ag). (3.1.5)

1! ...Tld! axlnl ...axdnd
n1=0 nd:0

Ekspansi deret Taylor memiliki peran penting membangun sebuah fungsi

dari estimasi (nilai aktual) yang terdiri dari beberapa variabel random disekitaran

parameternya.

Dari persamaan (3.1.1) bentuk taksiran (nilai aktual) metode classic
Yo — Yo

1
terdiri dari 3 variabel random berdistribusi Normal yaitu (yy, 7o, 71)-

£O=f+

Selanjutnya untuk mencari pendekatan distribusi dari taksiran nilai aktual (X,)
akan digunakan ekspansi Deret Taylor dengan 3 variabel yang akan diturunkan
dari persamaan (3.1.5).

Bentuk umum perluasan Deret Taylor order ketiga dari Y = (X4, Xz, X3) disekitar

1= (kg By is) = (E(X0), E(X2), E(X3)) adalah :
V=f(w+ & —m)iG) + (X2 —p2) o () + (X3 — u3) fs()
#2106 — 20 G0+ (o = )2 () + O — 1)z Q0]
+06 — ) (K = )iz () + (61 = 1)Ky — )i (1)
+(K; = 1)Kz — 1) (1)
3106 = 11100 + (X2 = ) Frza () + (K = 1) faza G0

+(X1 = 1) (X — ) iz (W) + Xy — ) (X2 — 142)? fi22 ()
+(X1 — ) (X3 — ) fris (W) + (Xq — 1) (X3 — p13) fi33 (W)
+(X2 — 12)* (X3 — 13) fa23 (W) + (X2 — 1) (X3 — 13) % f233 (W).

( Casella and Berger, 2002 )
Sehingga bentuk Ekspansi Deret Taylor order ketiga dari
(yo - ’?0)

1

R0 = £(7,, 7 o) = %+

Q.

disekitar p = (E(?l), E@,). E(yo)) engan beberapa penurunan

E0Y =Y

£ = £ (E@)E@,) E(y)) =+ =2
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of () E(Vy) Yo aquo _E0p Yo

fw=——=—7— ful)= v’
63 E -
finn(w) = f(M) (y0)4 =
Y1
o 1 & i
JANE —g(ﬂ) =—-—, faz (W) = f(,u) =0, foza (W) = f(ﬂ) =0
Yo Y1
Cof(w 1 = azf(l‘) _ - agf(ﬂ) =
AW =355y PO gEg =" W =505 =
_ W _ 1 N owillh W
fZl(.u) - aY ay - Y12’ f31(ﬂ) i aYlaE(yO) ¥ Y12
Ffw _ 1 9
fr1u(W) = aylay Yl3’ fin = 0Y1E()’0) vi?

memiliki bentuk sebagai berikut
+E(y()) _YO (y()) Yo

f(yo'\?o:f’l) =g =X N (A1) — _(AYO) + (A)/O)
Ey) —v % SN
+ =20 T (a2 - o (Ayl)(AyO) (A7) (AF0)
Y1 Y1
E(Y Y B 1 = 2
kY - (Ayl)Z(Ayo) ~ L avzaie) +
Y1 Y1
(3.1.6)
dimana
AY1 =91 —E{1) =91 —v1,
AYo = Yo — E{o) = Yo — Yo,

Ay, = ¥y — E(¥)

Jika kita menghitung Ekspektasi dari ekspansi f(y,7,,7,) di dalam
persamaan (3.1.6) akan diperoleh bahwa 3, — E(¥,), 7, — E(§, ). serta o —
E(yo) memiliki ekspektasi 0, maka bagian yang memiliki order ganjil (bagian
kedua, ketiga, keempat, keenam, ketujuh, kedelapan, kesembilan hingga

kesepuluh) akan bernilai 0. Oleh karena itu, nilai ekspektasi dari persamaan
(3.1.6) tersebut mendekati

E(yo) _YO (y()) Yo
Y1 Y13

=X+E(y0)_YO+E(y()) Yo [(A 1)]
Y1 \Z&

E(Ro) = E [x +

(A91)?
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Eg) —vo EMy —vo
+ +

=X Var[ ¥1]
Y1 \Z& !
E —Yo E -y nYi(x — X
— %4 (yo) 0+ (y0)3 OVar 2_1 1(1_2)
Y1 Y1 (x5 —X)
E(y,) - E(y,) - =
=X+ 0r0) = vo + (y°)3 Yo Varz i (YD)
Y1 Y1 =
: (% —X)
dimanac; = | —
X (x — %)
E0Vy) = Yo EWy) —Yox
=X+ U)o + (y0)3 : Z c? Var (Y;)
bl Y1

i=1
E = E —YVon
ot (yo) Yo A (y()) Yo Z g2

3 i
Y1 Y1 ._
i=1

Il
&I

Il
&I

+E(y0)_YO+E(y0)_YO( o’ )
Y1 \Z& il (xi = X)?

persamaan (3.1.2) menunjukkan bahwa yo~N(y, + v, (xg — ¥), 0%)

sehingga

o 'Yo +Y1(X0 _7) — 7y YO +71(X0 _f) _Y0< o? >
=x+ g

Y1 Y13 2 (x —%)?

Pk (. _)_l_(xo—f)( o? )
=i+ (xg—x — |,
- T T
. _m;
E(Ro) =xp + (xg — %) —,
Y1

dimana

o2 o2 o2

—=—=— 3.1.7
inzl(Xi - X)z Sxx (n - 1)0)2( ( )

mi2 =Var(y,) =

dengan o2 merupakan sampel variansi dari nilai x; untuki = 1,2, ..., n.

Dari uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa %, = X + @ merupakan
1
taksiran yang bias untuk nilai aktual x, dengan fungsi bias
2 2
. m; _ (¢
T(x0) = (xo — x)Y—lz = (xp — X)

1 y12(n_ 1)Gx ’
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namun untuk jumlah sampel n yang besar,

02

S —)
"{12(1‘1 - 1)6)2(

lim T(xq) = lim (xy — Xx)
n—-oo n—aoo
penaksir nilai aktual metode classic tidak bias (unbiased) secara asimtotik.

Fungsi bias dari penaksir untuk X, juga akan mengecil saat x, — X, atau bahkan

akan hilang sama sekali saat terjadi kondisi dimana x, = x.
3.2 Modifikasi Bentuk Penaksir Nilai Aktual (%)

Dalam sub bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa
(YO . ?0)

Ty
memberikan taksiran yang bias untuk xodengan fungsi bias

)?0:)_(“'

m? c?
T(xp) = (o — X) —5 = (xp — X)

1 le(n_ 1)6)2( .

(3.2.1)

Lasz16 J. Naszodi dalam jurnalnya ‘Elimination of the Bias in the Course of
Calibration’ mengemukakan suatu teknik modifikasi yang bertujuan untuk
meminimalisasi fungsi bias yang terdapat dalam taksiran nilai aktual (X).

Dari persamaan (3.1.8) dimisalkan taksiran fungsi bias nilai aktual (%) :

2
= om;
T(X0) = (%o — ) =5

Y1

Ide utama dalam teknik modifikasi (Laszl6 J. Naszddi) ialah mengurangi bentuk
taksiran nilai aktual (X,) dengan taksiran dari fungsi biasnya. Seperti yang terlihat
di bawah ini bahwa bentuk penaksir x, baru didapatkan melalui bentuk modifikasi
ialah

%o = %o — T(Xo).

Yo —7,) m?
=X+ (-9
1 yl
o —%y
=x+—2.
Y. t2
11
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3.2.1 Sifat Modifikasi Penaksir Nilai Aktual (%)

Teknik Modifikasi yang telah dijelaskan dalam sub bab 3.2 menghasilkan
bentuk taksiran dari nilai aktual yang baru, yaitu

(YO - Yo)
Xo =X +——. 3.2.1.1
X0 X m; ( )

Menurut Naszodi taksiran tersebut selain dapat dengan mudah diturunkan dari
taksiran sebelumnya (X,) juga bersifat unbiased secara asimtotik serta lebih
efisien. Untuk mengetahui sifat tersebut akan dilakukan kembali ekspansi deret
taylor dari taksiran nilai aktual (X,), dimana ekspansi deret taylor ini masih
menggunakan bentuk dari tiga variabel (y,, Vo, ¥1).

Bentuk perluasan Deret Taylor order ketiga dari persamaan 3.2.1.1

disekitar p = (E(?l),E(w?o), E(yo)) dengan beberapa penurunan

E(y,)~
£ = £ (B, B(1,) Elvp)) = x + 2023
Yi+—r
Y1
of(w)  2vi(EGp —=vo) 3vi*(E(Vy) —vo)
fl(.u) = - 3 2 = 2
Y1 Y1® +m; (v13 + m?)
S fw 2B —vo) 18v:*(E(yy) —vo) 18y:°(E(¥,) —vo)
fll(.u) = 7 —~ 3 2 = 2 - 3
dyi s E; (v13 + m?) (vi3 + m?)
_Fw  2(EMg) —vo)
finw = —Gﬁ = _(y_1_3 '+ miz)z
~ (54v:2(B) — vo) (v2® + m?)”) = (10813 (EW) = vo) (va® +m2))
(vi* + mi2)4
(1083 (B — vo)(vi* + mE)°) = (16212 (EGvy) = o) (vs® + m?))
(va® + miz)6
2 d
f(w) = f(ﬂ) — 5 S = f(ﬂ) =0, fa(W= f(ﬂ)
v, m
Yt 2
Yy
_ofw 1 *f(w) P
W) = G, m? fzz (W) = 90r,)’ =0,  fiz(w = EO)
1 y%
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0% f () 2y 3y,*
fZl(.u)za P) = - 3 2+ 2 20
Y19Yo Y1i° +mi o (yg3 + mé)
azf(ll) 2y1 3\’14
Y10E(Yy) v +mg (v13 + m?)
o1 () = f() 2 18y,° 18y;°
211 3.2 - 2 2 3’
dy10Yo Vil +mg o (y34m2) (y,3 +md)
03 f (w) 2 18y’ 18y;°
frn(w) =

WIEWy)  yi® +m? 7 (v + miz)2 ~ (va® + miz)3-

memiliki bentuk sebagai berikut

. = E-vo (2vi(EG) —vo) 3B —Yo))
(Yo, Yo, 1) = %o = % + — 2“+< d3+?2 = (a9
. +T_n2_i Y17 Tm; (Y1 +ml-)
Y1
P g m_lz(A?O) + B m_lz(Ay())
4 Y12 e Y12
N 1 [Z(E()’o) —Yo) 18v:*(Ey) —vo) 18v1°(E(Yy) — o) (29,2
5 y - 1
2] vid+m (vi? +m?)’ (vi? +m?)’
2y, 3y1*
+ - (Ay)(A
<Y13 + m? (ya3 + miz)z) D7)
2y, 3y,* 2(E(yy) — vo)

= 3 (A91)(AY0) =
V13 +m? (vi3 + ml-z)2>

(v3 + miz)z

(54Y12(E(3’0) =vo)(va® + miz)z) = (108Y15(EO’0) —vo) (v + mlz))
(v + miz)4

(108Y15(E(}’0) —vo)(v13 + mizf) - (162y18(E(y0) —vo)(v3 + miz)z)

(va3 + miz)6

2 18y, 3 18y,°
yid+m? (v13 + ml-z)z - (yi3 + mL-Z)B

2 18y, 3 18y,°
&w+w+mumﬁ (y13 +m2)

09 + ( ) 1 (0y,)

3)(A\?1)2(A\?o) (3.2.1.2)

Universitas Indonesia

Perbandingan penaksir ..., Aditya Nurul Yasin, FMIPA Ul, 2011



28

dimana

AY1= 91 -EQD =171
Yo —E{o) = Yo — vo,

Ayy =¥, —E(¥,)

Jika kita menghitung Ekspektasi dari ekspansi f(yo,?o,?l) dari persamaan
(3.2.1.2) di atas akan diperoleh 9, —E(§,). 9, — E(3,), serta yo — E(yo)
memiliki ekspektasi 0, maka bagian yang memiliki order ganjil (bagian kedua,
ketiga, keempat, keenam, ketujuh, kedelapan, kesembilan hingga kesepuluh) juga
akan bernilai 0. Oleh karena itu, nilai ekspektasi dari persamaan (3.2.1.2) tersebut
mendekati

i
E(%y) = E!)‘( +200) — Yo r_n;"’

| y1 t+ W
1[2BG0) —vo)  18v:*(E(o) —vo)  18v1°(B(o) = m] R ﬂ
> (A¥1)

vid +my (va3 + miz)z (vi® + mi2)3

(E(o) —Yo0) = 91> (EWo) — Yo) = 9v1°(E(o) — Yo)
viltmi o (y3 4+ ml) (vi? +m?)’

i

E [(A%)Z]‘

E i
—x4 ) ;(0
Ty

vi® +mf (13 + miz)z (vy13 + miz)3

Melalui persamaan (3.1.7) telah didapatkan

s ((E(}’o) —v0) _ 9y *EOo) —vo) _ 9v1°(B(o) — m)) Var(9:]

2 2 2
Var[f1]=m? = s——— ° — - __ 9 -
21:1(Xi - X) Sxx (n - 1)0X
sehingga
E(R) =%+ (o) — Yo
" y:
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n ((E(}’o) —v0) 9v1>(E(vo) — vo) _ 9yv1°(E(yo) — Yo))mz
vtEmE (8 4 m?)’ (ra +m?)’
Jika kita gunakan jumlah sampel n yang besar maka

02

li = lim —— =0,
nl—r&m nl—r& (n— 1)GX

oleh karena itu

hm {E(xo)} = lim

n—oo

(
4 +E(}’0) Yo
|

+
k Y1 y1

EGo) —vo) v’ E®o) —vo) IV1°EW0) —vo)\
= 3 2l 1 il 3 m;
gl (v1® +mf) (v1® +mf)

Melalui hukum limit

i (E®o) —vo) 9v1*(EGo) —vo) V1°EWo) —vo)\
L 3 T S — 3|
i I (v2® +mf) (va® + m?)

EWo) —vo) 971> (EMo) — Yo)

7 2
i+ rll—r}gom (yl3 + lim mlz)
n—-oo

V1 EQ) =Y\ .
- 7 | limm;
( 3 + 1 2) n—oo

Y1 im mj
n—oo

Z{)_(+E(YO)_YO}=)_(+Y1(XO_)_()=)_(+(X0—)_()=XO

Y1 Y1

Dari uraian di atas telah ditunjukkan bahwa X, merupakan sebuah

penaksir nilai aktual yang bersifat tidak bias (Unbiased) secara asimtotik.
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3.3 Perbandingan Penaksir Nilai Aktual (X;) dengan Bentuk Modifikasi (%)

Dalam sub bab 3.1 dan 3.2 telah dijelaskan bahwa terdapat bentuk estimasi

(nilai aktual) metode classic dalam permasalahan kalibrasi, yakni

Ry =%+ Yo r Yo
V1
serta bentuk modifikasi
Yo — ¥,)
& m;
Y1 -
Y1

Kedua bentuk estimasi tersebut merupakan taksiran yang tidak bias
(Unbiased) secara asimtotik, namun Naszddi memberi pendapat bahwa penaksir
X, tersebut lebih efisien dibandingkan penaksir X,. Untuk membuktikan hal
tersebut akan dicari nilai dari variansi kedua bentuk estimasi lalu akan dicari nilai

dari variansi yang paling minimum.

3.3.1 Variansi dari Penaksir Nilai Aktual (%)

Melalui hukum variansi :

Var(%o) = E[(R0)%] = (E[%])* (3.3.1.1)
dimana
Ro= X+ 210
i
A N2 ~
v, — Yo —
(%)% = X2 + G~ To)” szo) 4+ 2z o _To
Yl yl
" (xg — X)m}
E[R] = xo + ————
11

(xo — X)*m} + xo(xg — X)m;
Vi 1
kemudian persamaan (3.3.3.1) di atas menjadi

(E[Xo] )2 = xoz +

~ ~ \2
vo =% , =7

Var(x)) = E | #* + 2% == °+(°A2°)
Yl 71
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=\2.04 = 2

Xp — X)™"m; Xo(Xp —X)M;

—<X02+(0 y4) +20<0 ) )
1

_ 72 +23?E[y0_?0]+E ( Yo) —f)zm?+2xo(x0—f)mi2>
7 v b6

NP
(2)

(1)

(1) Karena 7, dan ¥, saling bebas, maka

yo—%] v [1]
E|=——2|=Ely, —7,|E| =
[ 7. ¥ = Tl 7.

Juga dalam subbab 3.1 telah ditunjukkan bahwa
~ N(By + P1x9, 0%) ~ N(y, +v,(xo — %),0%)

Yo Yo,
kedua hal tersebut mengimplikasikan
1
Yo =99 ~ N{yl(xg —X), 02 (1 + 71)} (3.3.1.2)
2 E(y, =) = v, (g — %)
Selanjutnya dengan kondisi ¥, ~ N(yl, ) maka E( ) diaproksimasi

menggunakan ekspansi deret Taylor. (Ott and Myers (1968), Shukla (1972),
Berkson (1969)).

1 1 1 2
—— <y Sy, — -
T "N ("ﬁ) (Yl Yl) < V?) (Yl yl)

Pada lampiran telah ditunjukkan bahwa

V(1 = B,) = V@, —1,) > N (0,5), n— e

Dengan mengambil ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan

mengabaikan 0(1/n?) akan didapat :

et (- (-]
coft]- el o]
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= yi = <%>E[?1 —7,] + <%>E 3, —v)] -

1 1 1
E lTl ~—+ <—3> [m?] (3.3.1.3)
L6T 11
Dari persamaan (3.3.1.2) dan (3.3.1.3) didapatkan

3

1 mlz]
—_— 4 —
Y1 7

Yo — ¥ . 1 z)
E [OA—O] = Ely, —YO]E[T] =v,(xp — %)
11 Y1

(2) Cara serupa seperti bagian (1) kita lakukan kembali untuk mencari

o N2
E (yo TZ'Y()) :|

71

Melalui hukum variansi diketahui :
VaT(yO g ?0) 3 E[(yo oz ?0)2] ‘. (E[yo i ?OD
Var(y, = 7y) + (Ely, = 951)° = E1(v, = 79)?]

Mengingat kembali bahwa

- 1
Yo _'\70 ~ N{'Yl(x() —X),0? (1 +7—l>}

2

maka,
1 2 1 -2
B[ty =702 = 0% (1 +7) + fr, (0 - D)
1
B[~ 7902] = o7 (1+) + {1,200 - 07
Untuk mencari E [?iz] dilakukan ekspansi deret taylor dari variabel random é
1

11

yaitu :

= () )+ () G- - -

7nonto\n
. T d 2
Pada lampiran telah ditunjukkan bahwa vn(§, —y,) = N (O, %) untuk n — oo

Selanjutnya hitung ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan
mengabaikan 0(1/n?) akan didapat :
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I TE A
SR OO
= % - (v%) E[f, =7 ]+ (%) E[@,-v)] -
E [%l ~ vliz . (%) [m?] (3.3.1.4)

Sehingga

— % )2 1
(YOA—ZYO)] = E[(yo —’?O)Z]E[Z]
71 yl

E
] 1 3
(o213 b~} e () o)

- (1) (123 e

+ (=) 71_2 [m?]

Kembali ke permasalahan :

N2 e
Var(X,) = x> +E (y"A—ZyO)] + ZfE[u
Yl Y1

I SoNem — Y)m?
. <x02+(x0 f:) m; +2x0(x0 zx)ml>
Vi Y
1\ o2 1\ /30?
— 52 i P - - 2 _ A2
X +<1+n>yz+<1 ><Y§>[ml]+(x0 X)

n

., 3
+(xp — X)? —5 [m?]
71
1 z xo —X)*m}  _xo(xg — X)m?
+27y, (X — %) [—+m—;]— <x02 (o 4) M %ol . )ml>
AP v ¥4
0-2
) [m?] + xo? — 2x0% + ¥

. 1\ o2 1\ /3
=2 +(1+=|—+(1+=|(=¢
n ’Yl n ’Yl

+(x0 - 2)2 2 [mzz]
Y1
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2 )24 —~__ 2

m; Xg — X)“m; xXo(Xg — X)m;

+2f(x0—7)+2,z(x0_7)_12_ xoz_( 0 4) i 0(xo i ym;
71 Y1 Y1

1 0'2 1 30'2 — 3
(e (13) (5 il o -l

1 n

1 2m2
— 2| Gl X ) = [ [ [ = ?_C)Z—%
71 Yl

G- N 1\ /302 _ ., 2m;
=(1+5>—z+(xo—X)2—2+<1+;><?>[m?]—(xo—x)zy—4

T1 71 1 1
2 =\2 2 2 2
o 1 Xg — X 30 30 20
=—2<1+—+(0 ) o 2)
Y1 n 5K Y1“Sxx MY Skx V3Sx
Var(%o) (1 + 1) = + (%0 — X)? "8 <1 T 1) <3JZ>[ £ = (oo — 37 i
ar(Ro) = ol Wy 9T = | — | |m| = (o —X)* ——
g nJy 2 Ty ARG : vi

3.3.2 Perbandingan Variansi dari Penaksir Nilai Aktual (%,) dengan Variansi
dari Modifikasi Bentuk Penaksir Nilai Aktual (%)

Melalui hukum variansi didapatkan :
Var(%,) = E[(%)*] — (E[%])*

Lalu beberapa persamaan pendukung :

(vo = ¥o) (v, =7 . m
Xy =%+—2 =x+-———"" dimanay,” =9, + —
L, m 9
’Y1+ﬁ 1 "
71

Kemunculan 71* dimaksudkan dalam mempermudah pengoperasian aljabar yang

akan diturunkan dalam beberapa persamaan pada nantinya, juga sifat ekspektasi,

variansi maupun kovariansi akan disesuaikan ke dalam bentuk aslinya.
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A N2 ~
Yo — Yo —
(%)? = %% + G =10 = *ZO) + 25 2o To
71 Y1
E(%,) = Y1 (xo — X) <Y1 (%9 — X) 9Y14(x0 - X) B 917 (xo — f)) 2
0 vi+ _2 v13 +m? (y13 + m?)? (y13 +m?)3 l
Y
_ = 4en = T =
E(zy) = Y1( X0 : x) N <Y1(x20 *x) M fxo*z x) I 6(x0*3 x)) m?
Y1 Y1Y1 Y1Y1 Y1VY1
E(%,) = Yl(xo v id ((xo ) A 9y, *(xg — X) B 917 (xo — f)) 2
0 Vi Yivi® \Zh M Yoy, *? l

2 Yl(xO_x)
(E[%]) = ( .

_ i - 2
- ((Xo ) | 9y1*(xg — %) - 9y17 (xo — x)) 2)
Y1Y1" Yivi+ V5vi*® :
Sehingga bentuk variansi dari modifikasi Penaksir metode Classic menjadi

i 52
Vot s

Var(%,) =E|x% + 2x == *YO + : OA *ZO) — (E[%])?
L Y1

= x2 +22E[YOA_*YO]+E (yo_yo) — (E[%])?
1 7,7

3) Akan dibuktikan vahwa ¥, dan ?1* saling bebas

Cov(¥,"%0) = E[¥, V0] — E[#,"]-E[F0]

A kA l y i y
E['Yl YO] [71Y0 + ~ Zol [ OI
karena ¥, dan ¥, saling bebas subbab 3.1 dan juga melihat hasil dalam

persamaan sebelumnya didapatkan

Cov(?,",90) = E[3, V0] — E[#,"]. E[F0]

. A 1 3m?
Cov(?,",90) = 1,v, + m?v, (? + ( ))

%
1 11
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Setelah diketahui bahwa ¥, dan ?1* saling bebas, maka

E ~ % =E Yo — E ~ %
[ 7, [v, 70] 7

Mengingat kembali bahwa dalam persamaan (3.3.1.2) telah ditunjukkan bahwa

E(y, —%,) = v,(x0 — %)
1
71

1 1 1 A 1 F 2
—=—=(=)0 —y*)+(—)w )i
7, 1 <y1*2) 1l 1 y1*3 1 it

Dengan mengambil ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan
mengabaikan 0(1/n?) akan didapat :

1 1 1 1 2
E —| = i |l B R i iliit® o F i .
[Yl I Iyl* <,Y1*2> (Yl yl ) <y1*3> (yl yl ) I

Selanjutnya akan dicari ekspansi deret taylor untuk

*

R s

1 1 e . 1 . A\ 2
(el = () el ve)
1 +< 1 )V -
= ar —
o\ 11
El}*lz 1*+< 1*3>Var[?1*] (3.3.2.1)
71 Yl Y1

Akan ditentukan nilai dari Var[7,"]

36
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. . m? 1 1
Var[y1 ] =Var|y, + =| = Var[yl] +miVar|— » +m; Cov(yl,y 5)
1 1 1

R

Dimana

Var [?1] = m?

| -2|(c2)
Var N =F N
11 11
Melihat hasil dalam persamaan (3.3.1.4) untuk E [( )] didapatkan
2
vor o] 2= i+ (7))
'Yl Yl Yl
S AN E <i> 2 (i) z)
it (55 it (5 () + (55
P
‘((ﬁ)“’” (v?)“’”)
1 [ I W1
Cov (Vl,??) =E _Yl'?l_zl — E[y,]E —Zl

)| e
ov\¥y | =E|x| - EWIE =
1Y12 .Yl ] ’le_

Melalui hasil yang didapatkan dalam persamaan (3.3.1.3) dan (3.3.1.4) maka

- o ()~ e () o)
(L))

memanfaatkan hasil-hasil dalam persamaan-persamaan sebelumnya didapat

2

1

— <E Kj)l) , Hukum Variansi subbab 2.3
Y1

-
A

1 1
Var[§,”] = var[y,] + m¢var lﬁl +mfCov(§,,—)
11

11
11 11 11
2 2m}  4mé  9m?
=m; — —

Y3 8 8
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Kembali ke persamaan (3.3.2.1)

1 1 1 , 2m}
El—|=—+ S |{mi——5
71 Y1 Y1 Yl
Sehingga didapatkan

e e |51
El——|=Ely, = VlE | —=
et = el e 5

1 1 2m}

= y,(xg — X) *+< *><m-2——1>

1 (v1 T

(4) Cara serupa seperti bagian (3) akan dilakukan kembali untuk mencari

i [(yo — 7y)° ]

2
Y1

Dalam subbab sebelumnya telah ditunjukkan bahwa
1
B[ - 3002 = o2 (1+ ) + {1,200 = 9%
Sehingga permasalahannya kini hanya tinggal mencari E [%] (ekspansi deret
11

taylor)
1 1 4 N\ AP
g *z—<yl*3>(vl _Y1)+<W>(Y1 B — ...

Y1 RV

Dengan mengambil ekspektasi dari persamaan di atas, untuk n yang besar dan

mengabaikan 0(1/n?) serta cara similar dalam mendapatkan persamaan (3.3.1.4)

diperoleh
E 1*2 = 1*2 + ( 3*4> Var[y,"] = %"’ < 3*4>< [ - ﬁ)
9, 7 Y1 Y1 Y1 i
Sehingga
o |- el -r0) 2]
Y1 11

- 1 1 3 2m}
-l () b (35 (0 -5

Untuk membandingkan kedua penaksir (X,) dan (%,) dalam hal ke-efisienan

maka hal yang akan dilakukan ialah membandingkan variansi antara kedua
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penaksir. Teknik yang akan digunakan ialah membandingkan bagian pertama dan
kedua dalam variansi (X,) pada subbab 3.3.1 dan bagian ketiga serta keempat

dalam variansi (¥,) pada subbab 3.3.2, dimana telah diketahui sebelumnya bahwa

2
L

W=t
1 1 71
hal di atas mengimplikasikan
>
atau
1 1
~ * < ~
Y
1 1
Yl(xo—f) *<Y1(x0_56)_
Y1 Y1

2

( ) 1 ( _)< 1 )( [ ?>< ( _)1 ( 2
NG === o, — | [ m; Yo (X0 =0 v, (xg — X
: Y1 g Y1 > : V% ‘ Y1 ! Y‘rls

“E [ ﬂ] <E [ﬂg] (3.3.2.3)

71 71

Lalu untuk persamaan selanjutnya dengan cara yang similar seperti di atas

didapatkan

1 - 2 '
{02 (1 / H) + 1O = J?)2}}.{1/1*2 \ <Y1*4> <ml2 " %>}
1 £ v
< {02 (1 + 5) - {le(xo - f)z}}'{ﬁ + (?) [m?]}

1 1
. l 0= | . [ Gy —wzl

= - (3.3.24)

71 Yl

Melalui persamaan (3.3.2.3) dan persamaan (3.3.2.4) dapat diberi kesimpulan
bahwa
Var(x,) < Var(x,)
Karena variansi dari penaksir X, lebih kecil dibandingkan variansi dari
penaksir X, atau dengan kata lain lebih minimum maka penaksir X, tersebut lebih

efisien dibandingkan penaksir x.
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BAB 4
ANALISA DATA

Pada bab ini akan dibahas contoh dari penaksiran nilai aktual (Xo) metode
classic dan modifikasi estimasi nilai aktual (X,) serta perbandingan dari kedua
penaksir tersebut yang akan dilakukan dengan menggunakan bantuan software
SPSS 16 dan Matlab R2009a. Sebagai contoh, akan dikalibrasi alat pengukur yang
berfungsi dalam menentukan umur dari kumpulan benda purbakala. Data kalibrasi
yang diperoleh adalah umur aktual X, yang diukur dengan Alat A dengan
ketelitian pengukuran yang cukup tinggi, dengan kata lain telah terkalibrasi,
sedangkan data yang bersesuaian adalah umur observasi y, yang diukur dengan
Alat B.

Data yang diperoleh berasal dari M. Thonnard (Confidence Intervals in
Inverse Regression, Master’s Thesis, 2006). Mekanisme yang digunakan oleh
Arkeologis dalam penelitian ini pertama kali ialah mengukur 10 spesimen (Xx;,Y;)
data berpasangan menggunakan kedua alat ukur (alat A dan B), dimana x
merepresentasikan nilai sebenarnya (fixed) dari spesimen yang akan diteliti diukur
menggunakan alat A dan menghasilkan 10 nilai pengukuran, serta y
merepresentasikan nilai observasi, hasil pengukuran menggunakan alat B yang
diukur sebanyak 3 kali untuk setiap 1 spesimen / benda purbakala. Oleh sebab itu,
kita memiliki 33 nilai pengukuran (n = 33) yang akan ditunjukkan dalam tabel 4.1

Table 4.1 : Umur aktual dan observasi dari spesimen / benda purbakala.

Observasi Umur Aktual (alat A) | Umur Observasi (alat B) y;
Xi
1 9.71 24.276
2 9.71 24.083
3 9.71 24.276
4 8.52 20.206
5 8.52 20.199
6 8.52 20.223
7 7.96 19.773
8 7.96 19.759
9 7.96 19.765
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10 6.82 16.743
11 6.82 16.587
12 6.82 16.744
13 5.85 15.081
14 5.85 15.121
15 5.85 15.274
16 4.95 12.636
17 4.95 12.641
18 4.95 12.682
19 proil 9.869
20 3.91 9.906
| 3.91 9.883
22 2.98 7.624
23 2.98 7.592
24 2.98 7.585
o 2.07 4.638
26 2.07 4.666
er 2.07 4.649
28 1.02 2.86
29 1.02 2.859
30 1.02 2.896
31 0 0
32 0 0
33 0 0

Misalkan diperoleh nilai observasi baru yaitu umur observasi yo; = 1.58211, yo, =
1.79325 dan yg3 = 1.78739. Akan diestimasi umur aktual xo dengan metode classic
maupun dengan bentuk modifikasi metode classic.. Kemudian, kedua metode

akan dibandingkan.

4.1 Metode Classic
Untuk penaksir classic diperoleh model regresi linear sederhana :

y =PBo + Pix + &, e~NID(0,6°) .

dimana parameter 3, dan (3; diestimasi dengan metode least squares

sebagai B,dan B;.
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Tabel 4.1.1 : Tabel Anova untuk model regresi dari penaksir classic

ANOVA”®
[Model Sum of Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 1836.956 1 1836.956 1.033E4 .000°
Residual 5.511 31 178
Total 1842.468 32

a. Predictors: (Constant), Umur_Aktual_alatA

b. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB

Dari tabel terlihat bahwa sig = 0.000 < & = 0.05. Artinya model adalah signifikan.
Tabel 4.1.2 : Tabel Summary untuk model regresi dari penaksir classic

Model Summary”

Adjusted R Std. Error of the
Model R R Square Square Estimate Durbin-Watson
1 .999° .997 .997 421644 .806

a. Predictors: (Constant), Umur_Aktual_alatA

b. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB

Dari tabel terlihat bahwa R? = 0.997 . Artinya 99.7% variabilitas dalam umur

observasi dijelaskan oleh model regresi.
Tabel 4.1.3 : Tabel Coefficients untuk model regresi dari penaksir classic

Coefficients?

Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients
IModel B Std. Error Beta T Sig.
1 (Constant) .169 139 1.220 .232
Umur_Aktual_alatA 2.451 .024 .999 101.649 .000

a. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB

Dari tabel terlihat bahwa 8, = 0.169 dan B, = 2.451.

Sehingga diperoleh model regresi :

9 =0.619 + 2.451x
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Selanjutnya akan diperiksa asumsi normal dari error dengan memeriksa

probability plot residual :

/ Mormal P-P Plot of Regression Standardized Residual \

Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB

1.0

0.8 DOO

= felalalo)
o0& oo

0.4+
[elala)

Expected Cum Prob

(s}
0.2+

(alele)
o |
0.0 T T T T 1
0.0 0z 0.4 06 0.8 1.0
Observed Cum Prob

Gambar 4.1.1. : Gambar Normal Probability Plot Residuals Metode Classic

Kemudian akan diperiksa asumsi Homoskedastis dari hubungan antara nilai yang

diprediksi dengan studentized residual-nya :

/ Scatterplot \

Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB

Regression Standardized Residual

-3
T T T T T
-2 - 0 1 2
Regression Standardized Predicted Value

Gambar 4.1.2. : Gambar Scatterplot SRESID vs ZPRED Metode Classic
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Untuk melihat apakah ada nilai yang mempengaruhi model, akan dilihat melalui
Studentized Residuals dan Cook’s D pada tabel berikut :

Tabel 4.1.4 : Tabel Residuals Statistics model regresi dari penaksir classic

Residuals Statistics?®

Minimum Maximum Mean Std. Deviation N
Stud. Residual -2.100 1.849 -.004 1.014 33
Cook's Distance .001 175 .031 .049 33

a. Dependent Variable: Umur_Observasi_alatB

Pada tabel terlihat bahwa :
= Studentized Residuals : Nilai tertinggi adalah 1.849, yang masih dibawah
batas 2.5 Berarti tidak ada outliers.
= Cook’s D : Nilai tertinggi adalah 0.175, yang masih dibawah batas 1
Berarti tidak ada outliers.
Secara keseluruhan model memenuhi asumsi regresi linier sehingga layak
digunakan untuk prediksi.
Dari persamaan (2.9.4.1.1) penaksir classic untuk xo pada ¥y = (Yor + Yoz + Yo1) : 3
=(1.58211 + 1.79325 + 1.78739)/3 = 1.72092 adalah :

W LA T S G )\
¥ o T 2,4509 -

Dan taksiran nilai aktual modifikasi metode classic

<

e (Yo — 7o) _ a0 172092 -125144 o ~1079348
T T T T T g £ 00180~ 7 T 24509 10,003
Y1 + ?_2 ! (2,4509)2
1

= 0,4915

4.2 Perbandingan Estimasi Nilai Aktual Metode Classic dan Modifikasi

Metode Classic pada Linear Kalibrasi

Dengan menggunakan bantuan Matlab R2009a didapatkan tabel

perbandingan bias antara kedua penaksir (X,) dan (X,) (lampiran). Sesuai dengan
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teori yang telah dijelaskan sebelumnya (Bab 3.2) bahwa perbedaan bias antar
kedua penaksir tidak jauh berbeda satu sama lain (lampiran).
Misalkan untuk nilai X = 9,71 didapatkan
% X bias = 0,125728 > X bias = 0,119681
Namun untuk nilai X = 8,52 didapatkan
< X bias = 0,344874 < X bias = 0,348890

Hal ini juga dapat dijelaskan dalam bentuk grafik (Matlab R2009a) antara
nilai X yang sebenarnya dengan nilai taksiran X metode classic baik sebelum

maupun sesudah dimodifikasi.

B Figure 1 = i
File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help ~

Ole T9@ @/ =R+ LR N
Gambar 4.2.1. Grafik Nilai Aktual vs Penaksir Nilai Aktual

Gambar di atas menjelaskan bahwa garis merah menggambarkan nilai X
sebenarnya, sementara garis biru merupakan nilai X dan garis magenta
melambangkan nilai X, dimana nilai X dan X masih belum terlihat bedanya.

Namun jika Kita perbesar gambar tersebut didapatkan
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B Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

= e |
REE IR A=
@ Note new toolbar buttons: data brushing & linked plots g% 15 Playvideo x
T
RN
3% ’

L

b -
3.93

3.92

| | L |
18.97 18.98 18.99

K6 | 5° @elmBE|4]

KR

Gambar 4.2.1. Pembesaran (200 %) dari Grafik Nilai Aktual vs
Penaksir Nilai Aktual

Kemudian, akan dilihat perbandingan antara hasil penaksiran nilai aktual
(Xo) dan bentuk modifikasi (¥,) melalui hasil yang didapatkan dari program

(Matlab R2009a) dalam hal kedua variansinya :
Var(x,) = 9,2945
Var(%y) = 9,2718

Karena Var(X,) < (X,) , maka untuk kasus ini dapat dikatakan bahwa bentuk

modifikasi Penaksir Nilai Aktual Metode Classic Lebih baik dibandingkan
Metode Classic pada Linear Kalibrasi.
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BAB 5
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

1. Penaksir nilai aktual untuk metode classic bersifat bias namun tidak bias

(unbiased) secara asimtotik.

2. Penaksir nilai aktual untuk modifikasi metode classic bersifat bias namun
tidak bias (unbiased) secara asimtotik.

3. Penaksir nilai aktual pada modifikasi metode classic memberikan
taksiran yang lebih efisien dibandingkan penaksir nilai aktual pada

metode classic tanpa modifikasi.

5.2 Saran

Terdapat beberapa saran untuk pengembangan skripsi ini, yaitu:
1. Perlu dikembangkan sifat penaksir nilai aktual dari metode inverse
dalam regresi kalibrasi.
2. Penaksir nilai aktual melalui metode maksimum likelihood perlu

dikembangkan selain metode classic maupun metode inverse.
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LAMPIRAN 1

load dataZ2

X sum=0;
for i=1:33
X inc=data (i) ;
X sum=X sum+X inc;
end
X means=X_ sum/33

Y sum=0;
for i=1:33
Y inc=data(i,2);
Y sum=Y sum+Y inc;
end
Y means=Y sum/33

c=0;d=0;

for i=1:33
a=(data(i,2)-Y means)* (data(i)-X _means) ;
b=(data (i) -X means) "2;
c=e ] ;
d=d+b;

end

beta=c/d

beta nol=Y means-beta*X means

y_kep=zeros (33,1);

for i=1:33
e=beta nol+beta*data(i);
y_kep(1)=e;

end

sigma=0;
for i=1:33
f=(data(i,2)-y kep(i))"2;
sigma=sigma+f;
end
sigma kuadrat=sigma/31
ml=sigma/d

X kep=zeros(33,1);

X kep bias=zeros(33,1);

for i=1:33
g=X means+ (data (i, 2)-Y means) /beta;
X kep bias(i)=abs(data(i)-g);
X kep(i)=g;

end

X mod=zeros (33,1);

X mod bias=zeros(33,1);

for 1=1:33
g=X means+ (data(i,2)-Y means)/ (beta+ml/beta”2);
X mod bias (i)=abs(data(i)-g);
X mod (i) =g;
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end

50

fprintf (°

fprintf (Y| INOJ | X

| X kep bias||X mod bias||\n’);

EPTAINtE (Mo

for i=1:33
fprintf (V| |%d| |%3f

| 1%3£

| 1$3£ | |$3€f

| [\n’",1i,data(i),X kep(i),X mod(i),X kep bias(i),X mod bias(i));

end
X kep bias;
X mod bias;
X kep;
X mod;
X kep_bias-X mod bias;
X sum=0;
X suml=0;
f ClaEEin: 5 3
X inc=X kep(i);
X incl=X mod (i) ;
X sum=X sum+X inc;
X suml=X suml+X incl;
end
X kep means=X sum/33
X mod means=X suml/33

var_ kep=0;
var mod=0;
for i=1:33

h=(X kep(i)-X kep means)”

var kep=var kep+h;
k= (X mod (i) -X mod means)
var mod=var mod+k;
end
Variansi kep=var kep/33
Variansi mod=var mod/33

plot(data,’-.r*"),hold on

plot (X mod,’ —mo’)

plot (X kep,’ :bs’),hold off
xlabel (X’ ,’FontSize’,16)

ylabel ('Y’ ,’FontSize’, 16, Rotation’

2 2

/\2;
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HASIL PROGRAM :

X means =

4.8900

Y means

12.1544

beta

2.4509

beta nol

0.1694

sigma kuadrat

o1

LAMPIRAN 2

0.1778
ml =
0.0180

| INO| | X [ X kep || X mod ||X kep bias||X mod bias] |
[11]119.710000 ]1]19.835728 119.829681 |[0.125728 |]10.119681 ||
[12]119.710000 ]1]19.756982 |19.751032 ||0.046982 ]]10.041032 ||
[13]119.710000 ]]9.835728 |19.829681 ||0.125728 |]0.119681 ||
|14]118.520000 |1]8.175126 | [8.171110 |10.344874 1]10.348890 ||
[15]118.520000 |18.172270 118.168257 ||0.347730 1]10.351743 ||
|16]18.520000 |18.182062 |18.178037 |10.337938 ]]10.341963 ||
[17]117.960000 |1]17.998458 |]17.994657 |10.038458 |]10.034657 ||
|18]17.960000 |1]7.992746 |]17.988952 ||0.032746 ]]10.028952 ||
[19]117.960000 |1]17.995194 |17.991397 ||0.035194 |]10.031397 ||
|110]16.820000 |]6.762186 |]6.759897 ||0.057814 ]1]0.060103 |
[111]116.820000 |]6.698537 |]6.696326 ||0.121463 |]10.123674 |
[112]116.820000 |]6.762594 |]6.760305 |]0.057406 ]1]10.059695 |
| 113]115.850000 ]]16.084073 |]6.082613 |]0.234073 110.232613 |
[ 114]115.850000 ]]6.100394 1]6.098914 ||0.250394 ]1]10.248914 |
| 115]15.850000 |]16.162819 |]|6.161263 ||0.312819 ]]10.311263 |
| 116]14.950000 ]]15.086488 1]5.086248 ||0.136488 |]10.136248 |
[ 117]14.950000 ]15.088528 1]15.088285 |]0.138528 ]1]10.138285 |
| 118]14.950000 |]5.105256 ]]5.104993 ||0.155256 |]|0.154993 |
[119]113.910000 [13.957523 [1]13.958663 |]0.047523 1]10.048663 |
[120]113.910000 |13.972620 |13.973741 |10.062620 |]0.063741 |
[121]113.910000 ]13.963235 1]3.964369 |]0.053235 1]10.054369 |
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[122112.980000
[123112.980000
[124112.980000
[ 125]112.070000
[126]112.070000
[127]112.070000
[128]11.020000
[129]11.020000
[130]11.020000
[131110.000000

32110.000000

33110.000000

X kep means

4.8900

X mod means =

4.8900

Variansi kep

9.2945

Variansi mod

Ol? '] 148

Perbandingan penaksir ...,

[13.041540 []3.043800 |10
[13.028484 |[|3.030760 |10
[13.025628 []3.027907 |]0
[11.823221 []11.826971 |0
[11.834646 []11.838381 |]0
[11.827709 []11.831453 |0
[11.097779 []11.102415 |0
[11.097371 |11.102008 ||O.
[11.112467 |11.117086 ||O.
[1-0.069131 [ 1-0.063068
[1-0.069131 | |-0.063068
|1-0.069131 |1-0.063068

52

.061540 110.063800 ||
.048484 110.050760 ||
.045628 110.047907 ||
.246779 110.243029 ||
.235354 110.231619 ||
.242291 110.238547 ||
.077779 110.082415 ||
077371 110.082008 ||
092467 110.097086 ||
[10.069131 | 10.063068
[10.069131 [10.063068
[10.069131 [10.063068
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LAMPIRAN 3

Misal
Zn = By ~ N(B,,0%/nc,?)
Mgf m, (t) = exp(B,t + o°t*/2nog)
Yn = vn(B, - p,) = vn(zn - p,)
M(t;n) = E [exp{t(va(zn - p,) )]

= E[exp{tvnZn — tVnB, }]

= exp(=tvn B, E[exp(tvnzn)]

— exp(—tv, ) m, (t47)

2 £2
fo,... .7 o

{ o t*n
= expif ——
P noZ 2

=m,(t), x~N(0,0%/a} )
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LAMPIRAN 4

)~(o=;+(y0r70)—()~(o—;)—'§
71 71
yr (yo ;/0) v mi2 _mi2
Xo = X+ ~—s—L—Xo —5 + X —
71 il V1
Xo 1+A—‘Z =X 1+Ai +(y0:70)
/il V1 71
;(o=;+(/\}/0_72)
71"’%
V1
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LAMPIRAN 5

Karena ¥, dan ¥, saling bebas, maka

E\—|=Ely, =V, |E| =

|22 = b, - 90l | 7
2

Selanjutnya dengan kondisi ?1~N(yl,55—) , maka E (?i) diaproksimasi
XX 1

menggunakan ekspansi deret Taylor. (Ott and Myers (1968), Shukla (1972),
Berkson (1969)).

) 1\ 1\t 2

—— <_) (Yl N Yl) + <_§> (Yl _71) B

71 y1

s\ T

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa

1 1 1 1 2 1
—=—— (5@, -1+ =G, -v) +0o(=
1. "N < Y%) (Yl yl) (Y?) (yl Yl) ( Y?)

Atau dengan kata lain akan dibuktikan bahwa

‘(%) 3 —v) + (%) @ -v) ‘

Y1

i iy 3 = & 4
= (F)(h_%) + <$> (Y1_V1) o
1 1
. 3111 . 4111
S (71_71) | F +|(71_Y1) | ? + o
1 1
R 3111 ~ 4111
< |G =) ||| + |G =) s+
1 1
PR 3 . 4 1 1
= _|(Y1_71) |+ (7 —v,) |+] | =M
Y1 11
\_ J
Y
M
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Maka
1 ~ 3 1 = 4
(G) 6"+ () 6= | <
1\, 3 1\, 4
‘<_4> (71 71) + <_5> (Y1 - 71) + -
Y1 Y1 < M
1 <
vi
1\, 3 1\, 4
(F) (71 e Y1) + (?) (71 - 71) i
] 1 <M
ik <
vi
1\, 3 ™ A 4
<F> (Yl - Yl) + <§§> (Y1 - Y1) o
lim [~ 1 <lmM=M
n—-oo n—-oo

>3<4>| g

Sesuai definisi Big (0) maka
1\ 3 b \Y 4 1

Untuk suku ke n deret tersebut memiliki bentuk

) (;/1_71)”

(_1) (7/1 )n+1

dengan menggunakan uji rasio maka deret tersebut akan konvergen jika

Iimh<1

n—oo U

n

n+1

i (1" (7:-7) ()™ |
LW () ()

lim (_1)(7;1_71) _lim (7;1_71)
i () ‘ ()

"

71

=lim <2

n—oo
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