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ABSTRAK 

 

Nama : Anggun Haryanto 

Program Studi : Matematika 

Judul : Penaksiran Parameter Model Nested Logit 

 

Model multinomial logit adalah model yang  biasa digunakan untuk memodelkan 

pilihan. Model tersebut dapat diturunkan dari fungsi utilitas, dengan asumsi error 

antar  alternatif berdistribusi gumbel, dan saling bebas, serta error antar observasi 

saling bebas. Jika asumsi error antar alternatif saling bebas tidak terpenuhi, maka 

dibutuhkan alternatif model lain untuk memodelkan pilihan. Model nested logit 

adalah salah satu model yang dapat digunakan untuk mengatasi permasalahan 

tersebut. Alternatif pilihan yang saling berpengaruh dikelompokkan ke dalam satu 

sarang. Penaksiran parameter pada Model nested logit dapat dilakukan dengan 

Full Information Maximum Likelihood (FIML) dimana parameter untuk sarang 

dan alternatif pilihan ditaksir secara simultan. Tetapi turunan fungsi log 

likelihoodnya tidak linier sehingga dibutuhkan metode Newton-Raphson.  

 

Kata Kunci : alternatif pilihan, utilitas, multinomial logit, nested logit, 

Gumbel, FIML, NNNL, Newton-Raphson 

xiii+113 halaman ; 5 gambar; 3 tabel; 3 lampiran 

Daftar Referensi : 17 (1986-2010) 
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ABSTRACT 

 

Name : Anggun Haryanto 

Study Program  : Mathematics 

Title : Estimation of Parameters of the Nested Logit Model 

 

The multinomial logit model is a model commonly used to model choices. This 

model can be derived from the utility function, with the assumption that the inter-

alternative error has a Gumbel distribution, are mutually independent, and the 

error between observations are also mutually independent. If the assumption of 

mutual independence of the inter-alternative error is not satisfied, then another 

model is needed to model the alternatives. Nested logit model is one of the models 

that can be used to overcome this kind of problem. Alternative choices that affect 

each other are grouped into a single nest. Estimation of parameters of the nested 

logit model can be done by the Full Information Maximum Likelihood (FIML). 

But the derivative of log likelihood functions are not linear so the Newton-

Raphson methods are needed in the process. 

 

Keywords : alternative options, utility, multinomial logit, nested logit, 

Gumbel, FIML, NNNL, Newton-Raphson 

xiii+113 pages ; 5 pictures ; 3 tables; 3 appendix 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Model logit adalah model regresi yang sering digunakan untuk 

menganalisis hubungan antara variabel tak bebas (dependent) kategorik dengan 

satu atau beberapa variabel bebas (independent). Jika variabel tak bebas terdiri 

dari dua kategori (dikotomi atau biner), maka model logit yang digunakan adalah 

model logit dikotomi. Jika variabel tak bebas terdiri dari 3 atau lebih kategori 

(politomi) dan variabel tak bebasnya bertipe nominal (tidak terurut), maka model 

logit yang digunakan adalah model logit politomi atau biasa disebut dengan model 

multinomial logit. 

Dalam kehidupan sehari-hari, masyarakat sering dihadapkan dengan 

bermacam-macam pilihan, sebagai contoh pilihan alat transportasi, pekerjaan, 

ataupun keuangan.  Model multinomial logit dapat digunakan untuk memodelkan 

pilihan tersebut. Untuk membentuk model multinomial logit dibutuhkan asumsi 

bahwa error dalam komponen utilitas berdistribusi  gumbel, error antar alternatif 

pilihan saling bebas, error antar individu saling bebas. Pada prakteknya dalam 

kehidupan sehari-hari, error antar alternatif pilihan tidak saling bebas. Jika hal ini 

terjadi, maka dibutuhkan alternatif model lain untuk mengatasi masalah tersebut. 

Salah satu model yang dapat digunakan adalah model nested logit. Pada 

model ini variabel tak bebas akan dikelompok-kelompokan membentuk sarang 

(nest) atau jika digunakan struktur pohon (tree), variabel tak bebas akan 

dikelompokan dalam bentuk cabang-cabang (branches). Sebagai contoh alat 

transportasi dapat dikelompokkan ke dalam angkutan umum (bus, kereta api), dan 

angkutan pribadi (motor, mobil pribadi). Jadi cabang (branch) terdiri dari 2, yaitu 

cabang 1 : angkutan umum dan cabang 2 : angkutan pribadi, sedangkan ranting 

(twig) untuk cabang 1 terdiri dari bus dan kereta api, sedangkan untuk cabang 2 

terdiri dari motor dan mobil pribadi. 

Terdapat 2 jenis model nested logit, yaitu NNNL dan RUMNL. Non 

Normalized Nested Logit (NNNL) diperoleh dari penurunan model logit standar 
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tanpa normalisasi. Sedangkan Random Utility Maximizing Nested Logit 

(RUMNL) diperoleh dari penurunan model logit standar tanpa normalisasi. 

Estimasi parameter pada model nested logit dapat dilakukan secara 

bertahap (sequential) menggunakan LIML dan secara bersamaan (simultan) 

menggunakan FIML. Limited Information Maksimum Likelihood (LIML) 

dilakukan dalam dua tahap. Tahap pertama, menaksir parameter dalam cabang 

(branch), kemudian hasilnya digunakan pada tahap kedua untuk menaksir 

parameter dalam ranting (twig). Sedangkan Full Information Maximum Likelihood 

(FIML) menaksir parameter secara bersamaan (simultan). 

 

1.2 Perumusan Masalah 

Perumusan masalah yang akan dibahas pada skripsi ini adalah 

1. Bagaimana pembentukan model nested logit? 

2. Bagaimana taksiran parameter pada model nested logit? 

 

1.3 Tujuan Penulisan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah 

1. Menjelaskan pembentukan model nested logit. 

2. Mencari taksiran parameter model nested logit. 

 

1.4 Pembatasan Masalah 

Pembatasan masalah pada skripsi ini adalah 

1. Model yang akan dibahas pada skripsi ini adalah model nested logit dua 

level. 

2. Model nested logit yang akan dibahas adalah NNNL(Non-Normalized. 

Nested Logit) dengan ranting lebih dari satu (non-degenerate branch). 

3. Komponen utilitas dimisalkan linier. 
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4. Pada skripsi ini tidak dibahas tentang penyeleksian struktur nested. 

5. Pada skripsi ini tidak dibahas uji perbandingan model. 

6. Teknik estimasi yang digunakan adalah FIML(Full Information Maximum 

Likelihood). 

7. Metode Numerik yang digunakan adalah Metode Newton-Raphson.  

 

1.5 Sistematika Penulisan 

BAB 1  :  Pendahuluan 

Bab ini menjelaskan tentang latar belakang, perumusan 

masalah, tujuan penulisan, pembatasan masalah, dan 

sistematika penulisan. 

BAB 2  :  Landasan Teori 

Bab ini menjelaskan tentang landasan teori yang 

digunakan dalam penulisan skripsi ini.  

BAB 3  :  Model Nested Logit 

Bab ini menjelaskan pembentukan model nested logit, 

dan penaksiran parameter model nested logit. 

BAB 4  :  Simulasi 

BAB 5  :  Penutup 

Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari penulisan skripsi 

ini. 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 
 

Pada bab ini akan dibahas tentang teori-teori penunjang yang digunakan 

penulis dalam penyusunan skripsi ini. 

 

2.1 Dasar-dasar Proses Penentuan Pilihan 

Dalam kehidupan sehari-hari, setiap orang dihadapkan pada berbagai 

macam pilihan dengan konteks yang berbeda-beda, baik pilihan pendidikan, 

investasi, transportasi maupun pilihan yang lain. Dalam memilih sesuatu, setiap 

orang akan mempertimbangkan alternatif pilihan yang tersedia, kemudian 

mempertimbangkan sifat-sifat dari alternatif pilihan tersebut, baik keunggulannya, 

kelemahannya ataupun spesifikasi dari pilihan tersebut. Terakhir setiap individu 

menggunakan aturan keputusan untuk memilih pilihan yang terbaik baginya. 

Menurut Koppelman dan Bhat (2006), pada dasarnya terdapat 4 unsur 

dalam proses penentuan pilihan antara lain pembuat keputusan, alternatif pilihan, 

sifat-sifat dari alternatif pilihan, dan aturan keputusan. 

2.1.1 Pembuat Keputusan 

 Pembuat keputusan bisa berupa individu, kelompok, ataupun institusi, 

tergantung dari situasi, tempat, ataupun permasalahannya. Pembuat keputusan 

berupa individu dalam pilihan pekerjaan, alat transportasi, sekolah, ataupun 

pilihan mobil yang akan dibeli. Berupa kelompok atau institusi dalam pilihan 

kebijakan finansial yang harus diambil oleh bank, jenis kebijakan pemerintah 

untuk menanggulangi kemiskinan, ataupun pilihan lokasi pembangunan kantor 

cabang suatu bank. 

 Karakteristik umum dalam penelitian tentang pilihan adalah pembuat 

keputusan yang berbeda akan menghadapi situasi pilihan yang berbeda dan 

memiliki selera atau kesukaan yang berbeda pula. Sebagai contoh dalam pilihan 
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jenis mobil yang akan dibeli, kelompok pilihan mobil yang akan dibeli dua orang 

yang memiliki penghasilan yang berbeda akan berbeda juga. 

2.1.2 Alternatif Pilihan 

 Pembuat keputusan memilih pilihan dari himpunan alternatif pilihan yang 

tersedia. Himpunan alternatif pilihan yang tersedia akan berbeda-beda tergantung 

dari lingkungannya. Sebagai contoh pilihan kereta listrik dalam himpunan 

alternatif pilihan transportasi hanya ada dalam wilayah Jabodetabek, sedangkan 

untuk wilayah Semarang alternatif pilihan tersebut tidak tersedia. 

 Himpunan pilihan juga dapat ditentukan oleh keputusan individu atau 

fokus penelitian  dari pembuat kebijakan. Sebagai contoh, penelitian mengenai 

tipe Universitas maka pilihannya bisa berupa universitas negeri atau swasta, atau 

juga berupa universitas besar atau kecil. 

2.1.3 Sifat-sifat Alternatif Pilihan 

Alternatif pilihan ditandai oleh sekumpulan sifat-sifat dari alternatif 

tersebut. Menurut Lancaster (1971), daya tarik dari suatu alternatif pilihan 

ditentukan oleh nilai dari atributnya (sifat-sifatnya). Sebagai contoh daya tarik 

dari himpunan alternatif pilihan tentang alat transportasi ditentukan oleh atribut 

dari alat transportasi. Atribut tersebut  meliputi biaya atau tarif, lama perjalanan, 

lama tunggu, tingkat kenyamanan, dll. 

Atribut dari alternatif mungkin berupa generik (berlaku untuk semua 

alternatif) atau bisa berupa alternatif-spesifik (hanya berlaku untuk salah satu atau 

sebagian alternatif). Salah satu alasan penting dari pengembangan model pilihan 

diskrit adalah untuk mengevaluasi pengaruh dari tindakan terhadap suatu 

kebijakan. Untuk mendapatkan hal tersebut diperlukan identifikasi terhadap 

atribut yang nilai-nilainya dapat diubah melalui  kebijakan yang pro-aktif. Sebagai 

contoh, pilihan mengenai jenis barang yang  dijual oleh suatu perusahaan. Salah 

satu atribut dari barang yang akan dijual adalah harga barang. Jika harga barang 

terlalu tinggi sehingga barang kurang laku maka perusahaan bisa menurunkan 

harga jualnya, ataupun sebaliknya. 
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2.1.4 Aturan Keputusan 

 Untuk memilih suatu pilihan yang terdiri dari dua alternatif atau lebih, 

pembuat keputusan menggunakan suatu aturan keputusan. Aturan tersebut dapat 

berupa suatu mekanisme untuk memproses informasi dan mengevaluasi alternatif, 

mencari variasi, kebiasaan, ataupun proses lainnya yang dapat berbentuk rasional 

ataupun irasional. 

Salah satu contoh aturan keputusan yang berbentuk irasional adalah 

mengikuti kehendak pemimpin atau mengikuti kebiasaan dalam memilih. Seorang 

pembuat keputusan dikatakan menggunakan aturan keputusan yang rasional jika 

aturan tersebut memenuhi 2 konsep dasar pembentukan yaitu, konsistensi dan 

transitivitas. Konsistensi menyatakan bahwa pembuat keputusan akan memilih 

pilihan yang sama dibawah kondisi yang sama. Meskipun prosesnya diulangi, jika 

kondisi pemilihannya sama maka pembuat keputusan akan memilih pilihan yang 

sama. Transitivitas menyatakan suatu urutan alternatif berdasarkan tingkat 

kesukaan. Misalkan alternatif A lebih disukai daripada alternatif B, dan alternatif 

B lebih disukai daripada alternatif C, maka alternatif A lebih disukai daripada 

alternatif C. 

Salah satu aturan keputusan yang sering digunakan dalam model pilihan 

diskrit adalah maksimalisasi utilitas atau utilitas maksimum. Jadi pembuat 

keputusan memilih suatu alternatif pilihan yang memiliki utilitas paling 

maksimum. Aturan maksimisasi utilitas dibentuk berdasarkan 2 konsep dasar, 

yaitu 

1. Atribut dari masing-masing alternatif pilihan dapat diwakili oleh suatu 

nilai skalar. 

2. Pembuat keputusan akan memilih alternatif pilihan yang utilitasnya 

paling maksimum. 

2.2 Teori Utilitas 

Utilitas atau nilai guna didefinisikan sebagai kepuasan atau kenikmatan 

yang diperoleh seseorang dari mengkonsumsi suatu barang. Dalam bahasa 
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ekonomi, konsep utilitas mengacu pada skor numerik yang mewakili kepuasan 

yang diperoleh seorang konsumen dari mengkonsumsi suatu barang. Jika 

kepuasan yang diterima seseorang semakin tinggi maka makin tinggi nilai 

gunanya atau utilitasnya. Sebagai contoh, jika membeli segelas susu membuat 

seseorang lebih gembira dibandingkan membeli segelas kopi, maka dapat 

dikatakan bahwa segelas susu memiliki utilitas lebih tinggi bagi orang tersebut 

dibandingkan segelas kopi. 

Utilitas dibedakan menjadi 2 yaitu utilitas total dan utilitas marginal. 

1. Utilitas total 

Utilitas total atau nilai guna total didefinisikan sebagai jumlah seluruh 

kepuasan yang diperoleh dari mengkonsumsi sejumlah barang tertentu. 

Nilai guna total dari mengkonsumsi 5 buah apel adalah jumlah seluruh 

kepuasan yang diperoleh dari memakan semua apel tersebut. 

2. Utilitas marginal 

Utilitas marginal didefinisikan sebagai pertambahan atau pengurangan 

kepuasan sebagai akibat dari pertambahan (atau pengurangan) penggunaan 

satu unit barang. Nilai guna marginal dari apel kelima adalah pertambahan 

kepuasan yang diperoleh dari memakan buah apel yang kelima. 

2.2.1  Hipotesis Utama Utilitas 

Hipotesis utama utilitas atau dikenal dengan hukum utilitas marginal yang 

semakin menurun menyatakan bahwa tambahan nilai guna yang akan diperoleh 

seseorang dari mengkonsumsi suatu barang akan menjadi semakin sedikit apabila 

orang tersebut terus menerus menambah konsumsinya atas barang tersebut. 

2.2.2  Pemaksimumam Nilai Guna 

Salah satu asumsi penting dalam teori ekonomi adalah setiap orang akan 

berusaha untuk memaksimumkan kepuasan yang dapat dinikmatinya. Dengan 

kata lain dapat dinyatakan bahwa setiap orang akan memaksimumkan utilitas dari 

barang-barang yang dikonsumsi. Jika barang yang dikonsumsi hanya satu jenis 
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maka utilitas dari barang tersebut akan mencapai maksimum pada saat utilitas 

total dari barang tersebut mencapai tingkat maksimum. 

2.2.3 Fungsi Utilitas 

Dari definisi utilitas diatas maka utilitas dapat dinyatakan sebagai fungsi 

dari atribut alternatif pilihan dan karakteristik pembuat keputusan. Karena nilai 

utilitas sulit diketahui maka bentuk dari fungsi utilitas juga sulit dicari. McFadden 

(1974) memisalkan bentuk fungsi utilitas adalah linear dan menurunkan model 

multinomial logit dari bentuk utilitas yang linear tersebut. 

Misalkan terdapat � =  1, 2, … , � pilihan dan 	 = 1, 2, … , 
 pembuat 

keputusan, uik merupakan fungsi utilitas pilihan ke-k untuk pembuat keputusan ke-

i. Karena tidak semua atribut dari alternatif pilihan dan karakteristik pembuat 

keputusan dapat diobservasi maka fungsi utilitas dinyatakan dalam 2 komponen 

yaitu komponen deterministik vik dan komponen stokhastik εik sehingga fungsi 

utilitasnya 

 ��
 = ��
 + ��
 (2.1) 
dimana,  ��
 = utilitas pilihan ke-k untuk pembuat keputusan ke-i. 

��
 = komponen deterministik yang memuat atribut dari pembuat 

keputusan dan atribut dari pilihan yang dapat diobservasi. 

��
 = komponen stokastik yang memuat atribut dari pembuat 

keputusan dan atribut dari pilihan yang tidak dapat 

diobservasi. 

Jika komponen deterministik vk dimisalkan linier 

 �� = ���� (2.2) 

dimana,  ��  adalah vektor parameter untuk pilihan ke-k. 

 ��  adalah variabel bebas yang menyatakan atribut dari pilihan ke-k. 

Misalkan pilihan j adalah sembarang pilihan dimana �1 ≤ � ≤ ��. Jika uik 

merupakan fungsi utilitas pilihan ke-k untuk pembuat keputusan ke-i maka 

probabilitas pembuat keputusan ke-i memilih alternatif pilihan j (Pij) adalah 
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probabilitas uij merupakan utilitas terbesar dibandingkan ui1, ui2, …., uiK atau dapat 

dinyatakan sebagai 

 ��� = ����� = �� = ������ > ��
 , ∀ � ∶ � ≠ �"  

 = �� ���� + ��� > ��
 + ��
 , ∀ � ∶ � ≠ ��  = �� ���� − ��
 > ��
 − ��� , ∀ � ∶ � ≠ ��  = �� ���
 < ��� − ��
 + ��� , ∀ � ∶ � ≠ ��  (2.3) 
 

2.3 Probabilitas Bersyarat 

Definisi 

Jika A dan B adalah sembarang dua kejadian dalam ruang sampel S dan ��%� ≠0, maka probabilitas bersyarat B diberikan A adalah 

 ��'|%� = )�*∩,�)�*�  (2.4) 
Teorema 

Jika A dan B adalah dua kejadian dalam ruang sampel S dan ��%� ≠ 0, maka 

 ��% ∩ '� = ��'|%���%� (2.5) 

 

2.4 Fungsi Kepadatan Marginal 

Definisi  

Jika X dan Y adalah variabel random kontinu dan -�., /� adalah nilai dari fungsi 

kepadatan bersama saat (x, y), maka fungsi 

 0�.� = 1 -�., /�2/    untuk  − ∞ < / < ∞
∞7∞

 (2.6) 
disebut sebagai kepadatan marginal dari X. Begitu juga dengan fungsi 

 ℎ�/� = 1 -�., /�2.    untuk  − ∞ < . < ∞
∞7∞

 (2.7) 
disebut sebagai kepadatan marginal dari Y. 
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2.5 Distribusi Gumbel 

Teori nilai ekstrim merupakan cabang dari statistik yang berhubungan 

dengan penyebaran nilai ekstrim suatu distribusi probabilitas. Distribusi nilai 

ekstrim adalah limit distribusi untuk nilai minimum atau maksimum dari sejumlah 

variabel random yang saling bebas dan berdistribusi sama. 

Dalam teori probabilitas dan statistik , terdapat tiga jenis distribusi Fisher-

Tippett. Yang paling umum adalah distribusi tipe I, yang kadang-kadang disebut 

sebagai distribusi Gumbel, distribusi  log-Weibull, atau distribusi nilai ekstrim 

terkecil (Smallest Extreme Value (SEV)). Distribusi Gumbel digunakan untuk 

model distribusi maksimum (atau minimum) dari sejumlah sampel random.  

Fungsi distribusi kumulatif (CDF)  dan fungsi densitas probabilitas (pdf) 

dari distribusi Gumbel adalah 

 9�.� = :.; <−:.; =− �>7?�@ AB  (2.8) 
 -�.� =  CD  . :.; =− �>7?�@ A . :.; <−:.; =− �>7?�@ AB  (2.9) 
dimana,  9�.� = CDF dari distribusi gumbel. 

-�.�  = pdf dari distribusi gumbel 

α  = parameter lokasi. 

η  =  parameter skala. 

Mean dari distribusi Gumbel adalah  

 F = G + HI (2.10) 
dimana γ ≈ 0, 5772 adalah konstanta euler. 

Variansi dari distribusi Gumbel 

 JK = @LMLN  (2.11) 
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Distribusi Gumbel standar adalah kasus dimana parameter lokasi α = 0 dan 

parameter skala η = 1. Fungsi distribusi kumulatif (CDF)  dan fungsi densitas 

probabilitas (pdf) dari distribusi Gumbel standar adalah 

 9�.� = :.; O−:.; �−.�P (2.12) 

 -�.� =  :.;�−.� . :.; O−:.; �−.�P (2.13) 
dimana,  9�.� = CDF dari distribusi Gumbel. 

 -�.� = pdf dari distribusi Gumbel 

Mean dari distribusi Gumbel standar adalah  

 F = I (2.14) 
dimana γ ≈ 0, 5772 adalah konstanta euler. 

Variansi dari distribusi Gumbel 

 JK = MLN  (2.15) 

 

2.6 Metode Maksimum Likelihood 

Misalkan terdapat sampel acak Y1, Y2, …, Yn dari suatu distribusi yang 

memiliki p.d.f -�/; R�, R ∈ Ω, dimana θ merupakan suatu parameter yang tidak 

diketahui dan Ω adalah ruang parameter. 

Karena Y1, Y2, …, Yn adalah sampel acak, maka p.d.f bersama dari Y1, Y2, 

…, Yn adalah 

 -�/C, … , /U; R� = -�/C; R� … -�/U; R� (2.16) 

 Fungsi likelihood didefinisikan sebagai p.d.f bersama dari Y1, Y2, …, Yn 

yang dapat dianggap sebagai fungsi dari θ. Misalkan fungsi likelihood dinotasikan 

sebagai V�R; /C, … , /U� = V�R� , maka   

 V�R� = -�/C, … , /U; R�  = -�/C; R� … -�/U; R� 
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         = ∏ -�/C; R�U�XC  (2.17) 

   

 Dalam metode penaksiran maksimum likelihood, taksiran dari θ diperoleh 

dengan menemukan nilai θ itu sendiri yang memaksimumkan fungsi likelihood. 

Misalkan dapat ditemukan suatu fungsi nontrivial dari y1, y2, …, yn, misalkan 

disebut u(y1, y2, …, yn), sedemikian sehingga ketika θ diganti dengan 

u(y1, y2, …, yn) fungsi likelihood L(θ) akan bernilai maksimum, maka statistik 

u(Y1, Y2, …, Yn) merupakan taksiran maksimum likelihood (maximum likelihood 

estimator / MLE) dari θ dan dinotasikan dengan u(Y1, Y2, …, Yn) =θ̂ . 

Mencari nilai θ yang memaksimumkan fungsi L(θ), akan memberikan 

hasil yang sama dengan mencari nilai θ yang memaksimumkan fungsi ln L(θ), 

sebut l(θ), sehingga baik L(θ) maupun l(θ) dapat digunakan untuk mencari nilaiθ̂ . 

Jadi, nilai θ yang memaksimumkan l(θ) dapat diperoleh dengan mencari solusi 

dari persamaan
( )

0
L θ

θ

∂
=

∂
 atau 

( )
0

l θ

θ

∂
=

∂
. 

2.7 Metode Newton-Raphson 

Metode Newton-Raphson adalah salah satu metode numerik yang paling 

sering digunakan untuk menyelesaikan masalah pencarian akar dari suatu fungsi - �.�  =  0 dengan menggunakan satu titik awal. Kemudian mendekatinya dengan 

memperhatikan slope atau kemiringan dari fungsi - �.�  di titik tersebut. 

Langkah-langkah dari metode Newton-Raphson yaitu dimulai dengan 

menentukan aproksimasi awal p0 dan membangun barisan O;UPUXYZ
 
, dimana 

 ;U = ;U7C − [�\]^_�[′�\]^_� , untuk 
 ≥ 1 (2.18)  

Metode di atas adalah metode Newton-Raphson untuk mencari akar dari 1 

persamaan dalam 1 variabel. Jika a�b� adalah sistem persamaan yang terdiri dari 

2 atau lebih variabel, maka langkah-langkah dari metode Newton-Raphson untuk 

mencari solusi � sehingga a��� = c yaitu dimulai dengan menentukan 

aproksimasi awal ��Y�, kemudian pada setiap � ≥ 1, dicari  
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 ��
� = ��
7C� − de���
7C�"f7ga���
7C�" (2.19) 

dimana  

 �′ = i.C ⋯ .Uk (2.20) 

 a′��� = i-C��� … -U���k (2.21) 

 e��� = lmm
no[_o>_ ��� ⋯ o[_o>] ���⋮ ⋱ ⋮o[]o>_ ��� ⋯ o[]o>] ���rss

t
 (2.22) 

Kelemahan dari metode Newton-Raphson adalah pada setiap iterasi 

diharuskan untuk untuk menghitung invers dari matrik e���, selain itu metode 

Newton-Raphson juga membutuhkan taksiran awal yang tepat. 

2.8 Model Multinomial Logit 

Model multinomial logit merupakan perluasan dari model logit dikotomi. 

Pada model logit dikotomi variabel tak bebas terdiri dari 2 kategori (biner atau 

dikotomi). Sedangkan pada model  multinomial logit, variabel tak bebas terdiri 

dari 3 kategori atau lebih (politomi). Model ini biasa digunakan untuk 

memodelkan pilihan, dimana pilihannya tidak terurut dan  terdiri dari 3 kategori 

atau lebih. McFadden(1974) dan Jonas A. dan Jan U.(2010) membuktikan bahwa 

model multinomial logit dapat diturunkan dari konsep utilitas. 

2.8.1  Pembentukan Model Multinomial  Logit 

Misalkan terdapat � =  1, 2, … , � pilihan dan 	 =  1, 2, … , 
 pembuat 

keputusan, uik merupakan fungsi utilitas pilihan ke-k untuk pembuat keputusan ke-

i. Fungsi utilitas dapat dinyatakan sebagai 

 ��
 = ��
 + ��
 (2.23) 
dimana,  ��
 = utilitas pilihan ke-k untuk pembuat keputusan ke-i. 

��
 = komponen deterministik yang memuat atribut dari pembuat 

keputusan dan atribut dari pilihan yang dapat diobservasi. 
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��
 = komponen stokastik yang memuat atribut dari pembuat 

keputusan dan atribut dari pilihan yang tidak dapat 

diobservasi. 

Asumsikan  ��
 �� =  1, 2, … , �� mempunyai distribusi kontinu dan saling bebas. 

Jika ��� merupakan fungsi utilitas pilihan ke-j �1 ≤ � ≤ �� untuk pembuat 

keputusan ke-i maka probabilitas pembuat keputusan ke-i memilih alternatif 

pilihan ke-j (Pij) adalah probabilitas ��� merupakan utilitas terbesar dibandingkan 

ui1, ui2, …., uiJ atau dapat dinyatakan sebagai 

 ��� = ����� = �� = ������ > ��
 , ∀ � ∶ � ≠ �" 

 = �� ���� + ��� > ��
 + ��
 , ∀ � ∶ � ≠ �� 
 = ������ − ��
 + ��� > ��
 , ∀ � ∶ � ≠ �" 

   = �� ���
 < ��� − ��
 + ��� , ∀ � ∶ � ≠ �� (2.24) 

Karena  ��
�� =  1, 2, … , �� diasumsikan saling bebas dan berdistribusi kontinu, 

maka −∞ < ��
 < ∞ sehingga persamaan (2.24) menjadi 

= ��d���C < ��� − ��C + ����, ���K < ��� − ��K + ����, … , ����7C < ��� −���7C + ����, … , ����uC < ��� − ���uC + ����, … , ���v < ��� − ��v + ����P  = 9d���� − ��C + ���� , ���� − ��K + ����, … , ���� − ���7C + ����, ���� −���uC + ����, . . , ���� − ��v + ����P  = 1 … 1 1 … 1 -���C, … , ���7C, ���uC, … , ��v"wxy7wx_uzxy7Z wxy7wxy^_uzxy7Zwxy7wxy{_uzxy7Zwxy7wx|uzxy7Z   2��C … 2���7C2���uC …  2��v 
= 1 … 1 1 … 1 <1 -���C, … , ���7C, ��� }zxy }wxy7wx_uzxy7Z wxy7wxy^_uzxy7Zwxy7wxy{_uzxy7Zwxy7wx|uzxy7Z ,  
  }}���uC, … , ��v"2���f2��C … 2���7C2���uC …  2��v  (2.25) 

karena −∞ < ��� < ∞  maka persamaan (2.25) menjadi 

= 1 … 1 1 … 1 d1 -���C, … , ���7C, ��� }Z7Z }wxy7wx_uzxy7Z wxy7wxy^_uzxy7Zwxy7wxy{_uzxy7Zwxy7wx|uzxy7Z ,  }}���uC, … , ��v"2ε��f2ε�C … 2ε��7C2ε��uC …  2ε��    (2.26) 

karena batas dari ��C, … , ���7C, ���uC, … , ��v memuat ���maka persamaan (2.26) 

menjadi 
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= 1 d1 … 1 1 -���C, … , ���7C, ��� , ���uC, … , ��v" wxy7wxy^_uzxy7Zwxy7wxy{_uzxy7Zwxy7wx|uzxy7Z }Z7Z   }2��C … 2���7C2���uC …  2��vf2���  (2.27) 

karena ��C, … , ��v saling bebas maka persamaan (2.27) menjadi 

= 1 d1 -���C�2��C … 1 -����7C"2���7Cwxy7wxy^_uzxy7Zwxy7wx_uzxy7Z }Z7Z   }1 -����uC"2���uC wxy7wxy{_uzxy7Z … 1 -���v�2��v wxy7wx|uzxy7Z f-����"2���(2.28) 

karena 1 -���
�2��
wxy7wx�uzxy7Z = �����
 < ��� − ��
 + ���" maka persamaan 

(2.28) menjadi 

= 1 d�����C < ��� − ��C + ���"  �����K < ��� − ��K + ���" …  ������7C < ��� −Z7Z���7C + ���� ������uC < ��� − ���uC + ���" …  �� ���v < ���  − ��v +����f  -�����2���   = 1 ∏ �����
 < ��� − ��
 + ���  " -�����2���v
XC
��Z7Z   

= 1 ∏ �����
 < ��� − ��
 + . " -�.�2.v
XC
��Z7Z   

= 1 ∏ 9���� − ��
 + . " -�.�2.v
XC
��Z7Z   (2.29) 

 

Untuk menentukan Pij dapat dilakukan dengan cara mengasumsikan 

distribusi dari ε, biasanya ε diasumsikan berdistribusi normal dengan mean 0 dan 

variansi 1. Jika diasumsikan berdistribusi normal maka model yang didapatkan 

adalah model multivariat probit. Jika ε diasumsikan berdistribusi nilai ekstrim tipe 

I (distribusi Gumbel) dengan α = 0 dan η = 1 maka model yang didapatkan adalah 

model multinomial logit.  

Jika ε diasumsikan berdistribusi nilai ekstrim tipe I (distribusi Gumbel) 

dengan α = 0 dan η = 1, maka Pij menjadi 

= 1 ∏ :.; d−:.;�−���� − ��
 + .�"f :.;�−.�. :.; O− :.;�−.�P2.v
XC
��Z7Z   

= 1 ∏ :7��x�^�xy^�:7> :7�^�2.v
XC
��Z7Z   (2.30) 
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Misalkan  � = :7> 

 ���> = −:7>  ���� 2. =  C7�^� 2�  

. = −∞ →  � = ∞  

. = ∞ →  � = 0  

Sehingga persamaan (2.30) menjadi 

 = 1 ∏ :7��x�^�xy� :7��−1�2�v
XC
��YZ  

 = 1  :7� ∏ :7��x�^�xy�2�v
XC
��∞Y  
 = 1  :7�:�7��x_^�xy"�  …  :�7��xy^_^�xy"�:�7��xy{_^�xy"� …  :�7��x|^�xy"�2�ZY  

 = 1  :7�:7�∑ ��x�^�xy|��_��y ��2�ZY  

 = 1 :7�Cu∑ �|��_��y
�x�^�xy��2�∞Y  

= 1 :7���xy{∑ ����_���
�x�

��xy ��2�∞Y   
= 1 :7�∑ ����_ �x�

��xy ��2�∞Y   
 = }�^�∑ ����_ �x�

��xy ��
7�∑ ����_ �x�

��xy � ��
Y

∞

 
 = 0 − C

7�∑ ����_ �x�
��xy � 

  = ��xy∑ ����_ �x� (2.31) 
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Jadi, probabilitas pembuat keputusan ke-i memilih alternatif pilihan ke-j 

(Pij) adalah 

 ��� = ����� = �� = ��xy∑ �|��_ �x� (2.32) 

Rasio probabilitas untuk sembarang dua pilihan a dan b dapat dinyatakan 

sebagai 

  

 
)x�)x� = )���xX��)���xX�� 

 =  �x�∑  |��_ �x�
 �x�∑  |��_ �x�  

 = ��x���x�  
 = :�wx�7wx�� (2.33) 

Nilai logaritma natural dari rasio ini dinamakan dengan odd ratio. 

 ¡¢��, £� = ¤
 ¥)x�)x�¦ = ¤
�:�wx�7wx��" 
 = ��� − ��� (2.34) 
 

2.8.2 Penaksiran Parameter Model Multinomial  Logit 

Misalkan variabel dependen Y memiliki K kategori, yaitu k = 1, 2, 3, …K. 

Estimasi parameter model multinomial logit dapat menggunakan metode 

maksimum likelihood. Untuk membentuk fungsi likelihood, bentuk terlebih 

dahulu K variabel biner  yaitu di1, di2, …, diK dimana  

Jika �� = � ;  1 ≤ � ≤ � maka 2�
 = 1 untuk � = � dan  2�
 = 0 untuk � ≠ �, sehingga ∑ 2�
 = 1v
XC . 

Fungsi likelihood untuk sampel berukuran n yang independen adalah 
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 V = ∏ i���C��x_���K��xL … ���v��x|kU�XC  (2.35) 

 = ∏ §¨ ��x_∑ �©��_ �x�ª�x_ ¨ ��xL∑ �©��_ �x�ª�xL … ¨ ��x|∑ �©��_ �x�ª�x|«¬�XC  (2.36) 

Setelah dilogaritmakan, maka persamaan (2.36) menjadi  

¤ = ¤
 V = ¤
 ­∏ §¨ ��x_∑ �©��_ �x�ª�x_ ¨ ��xL∑ �©��_ �x�ª�xL … ¨ ��x|∑ �©��_ �x�ª�x|«U�XC ®  

= ∑ ¤
 ¯° ��x_∑ �|��_ �x�±�x_ ° ��xL∑ �|��_ �x�±�xL … ° ��x|∑ �|��_ �x�±�x|²U�XC   
= ∑ ∑ ¤
 ° ��x�∑ �|��_ �x�±�x�v
XCU�XC   
= ∑ ∑ 2�
¤
 ¨ ��x�∑ �©��_ �x�ªv
XCU�XC   
= ∑ ∑ 2�
�¤
 :wx� − ¤
 ∑ :wx�v
XC �v
XCU�XC   

= ∑ ∑ 2�
���
 − ¤
 ∑ :wx�v
XC �v
XCU�XC   (2.37) 

Jika ��
 = ³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
 dimana x adalah nilai variabel 

bebas untuk masing-masing individu, dan β merupakan parameter dari variabel 

bebas x untuk masing-masing kategori pilihan, maka fungsi logaritma 

likelihoodnya menjadi 

¤��� =∑ ∑ <2�
 ¥�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC
¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC ¦B    

=∑ ∑ �2�
�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC2�
 ¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC "  (2.38) 
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Untuk mencari taksiran parameter untuk ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Y
,… , ³\
 terlebih dahulu dicari turunan fungsi ¤��� terhadap �. 

Turunan ¤��� untuk masing-masing alternatif pilihan 

• Untuk pilihan 1 

Turunan ¤��� terhadap ³YC 

o·�´�o´µ_ = oo´µ_ ¸∑ ∑ �2�
�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC
2�
 ¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC "¹  

= ∑ ¨2�C − ∑ 2�
 ��ºµ_{º__�__{⋯{º¶_�¶_"
∑ �¥ºµ�{º_��_�{⋯{º¶��¶�¦|��_

v
XC ªU�XC   
= ∑ �2�C − ∑ 2�
��Cv
XC �U�XC   
= ∑ �2�C − ��C ∑ 2�
v
XC �U�XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka   

o·���o´µ_ = ∑ �2�C − ��C�U�XC   (2.39) 

Turunan ¤��� terhadap ³CC 

o·�´�o´__ = oo´__ ¸∑ ∑ �2�
�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC
2�
 ¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC "¹  

= ∑ ¨2�C.CC − ∑ 2�
.CC ��ºµ_{º__�__{⋯{º¶_�¶_"
∑ �¥ºµ�{º_��_�{⋯{º¶��¶�¦|��_

v
XC ªU�XC   
= ∑ �2�C.CC − ∑ 2�
.CC��Cv
XC �U�XC   
= ∑ .CC�2�C − ��C ∑ 2�
v
XC �U�XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka   

o»�´�o´__ = ∑ .CC�2�C − ��C�U�XC   (2.40) 
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⋮ 
Turunan ¤��� terhadap ³\C 

o»�´�o´¶_ = oo´¶_ ¸∑ ∑ �2�
�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC
2�
 ¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC "¹  

= ∑ ¨2�C.\C − ∑ 2�
.\C ��ºµ_{º__�__{⋯{º¶_�¶_"
∑ �¥ºµ�{º_��_�{⋯{º¶��¶�¦|��_

v
XC ªU�XC   
= ∑ �2�C.\C − ∑ 2�
.\C��Cv
XC "U�XC   
= ∑ .\C�2�C − ��C ∑ 2�
v
XC �U�XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka   

o·�´�o´¶_ = ∑ .\C�2�C − ��C�U�XC   (2.41) 

Sehingga, secara umum turunan ¤��� terhadap ³¼C dimana ½ = 0, 1,2, … ; 

menyatakan banyaknya variabel x untuk pilihan 1 adalah 

o·���o´¾_ = ∑ .¼C�2�C − ��C�U�XC   ;   ∀½ ;  .YC = 1  (2.42) 

• Untuk pilihan K 

Turunan ¤��� terhadap ³Yv 

o·�´�o´µ| = oo´µ| ¸∑ ∑ �2�
�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC
2�
 ¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC "¹  

= ∑ ¨2�K − ∑ 2�
 �¥ºµ|{º_|�_|{⋯{º¶|�¶|¦
∑ �¥ºµ�{º_��_�{⋯{º¶��¶�¦|��_

v
XC ªU�XC   
= ∑ �2�v − ∑ 2�
��vv
XC �U�XC   
= ∑ �2�v − ��v ∑ 2�
v
XC �U�XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka   
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o·�´�o´µ| = ∑ �2�v − ��v�U�XC   (2.43) 

Turunan ¤��� terhadap ³Cv 

o·�´�o´_| = oo´_| ¸∑ ∑ �2�
�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC
2�
 ¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC "¹  

= ∑ ¨2�v.Cv − ∑ 2�
 �¥ºµ|{º_|�_|{⋯{º¶|�¶|¦
∑ �¥ºµ�{º_��_�{⋯{º¶��¶�¦|��_

v
XC ªU�XC   
= ∑ �2�v.Cv − ∑ 2�
.Cv��vv
XC �U�XC   
= ∑ .Cv�2�v − ��v ∑ 2�
v
XC �U�XC   (2.44) 

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka   

o·���o´_| = ∑ .Cv�2�v − ��v�U�XC   (2.45) 

⋮ 
Turunan ¤��� terhadap ³\v 

o·�´�o´¶| = oo´¶| ¸∑ ∑ �2�
�³Y
 + ³C
.C
 + ⋯ + ³\
.\
" −v
XCU�XC
2�
 ¤
 ∑ :�´µ�u´_�>_�u⋯u´¶�>¶�"v
XC "¹  

= ∑ ¨2�v.\v − ∑ 2�
 �¥ºµ|{º_|�_|{⋯{º¶|�¶|¦
∑ �¥ºµ�{º_��_�{⋯{º¶��¶�¦|��_

v
XC ªU�XC   
= ∑ �2�v.\v − ∑ 2�
.\v��vv
XC "U�XC   

= ∑ .\K�2�v − ��v ∑ 2�
v
XC �U�XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka   

o·���o´¶| = ∑ .\v�2�v − ��v�U�XC   (2.46) 
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Sehingga, secara umum Turunan ¤��� terhadap ³¼v dimana ½ =0, 1,2, … ; menyatakan banyaknya variabel x untuk pilihan K adalah 

o·���o´¾| = ∑ .¼v�2�v − ��v�U�XC   ;   ∀½ ;  .YK = 1  (2.47) 

Taksiran parameter model multinomial logit dapat diperoleh dengan cara 

mencari solusi untuk � sehingga fungsi ¿��� = c. 

¿′��� = =o·���o´µ_ ⋯ o·���o´¾_ o·���o´µL ⋯ o·���o´¾L ⋯ o·���o´¾�A (2.48)
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BAB 3

MODEL NESTED LOGIT 

 

Pada bab ini akan dibahas tentang model nested logit, penurunan model 

nested logit dari fungsi utilitas dan penaksiran parameter model nested logit. 

 

3.1 Ilustrasi Model 

Model multinomial logit merupakan model yang biasa digunakan untuk 

memodelkan pilihan, dimana pilihannya tidak terurut dan  terdiri dari 3 kategori 

atau lebih. Dalam pembentukan model ini dibutuhkan asumsi bahwa error dalam 

komponen utilitas berdistribusi  Gumbel, error antar alternatif pilihan saling 

bebas, error antar individu saling bebas.  

Pada prakteknya dalam kehidupan sehari-hari, error antar alternatif pilihan 

tidak saling bebas. Misalkan pilihan tentang alat transportasi yang meliputi bus, 

kereta api, motor dan mobil pribadi. Bus dan kereta api merupakan angkutan 

umum sedangkan motor dan mobil pribadi merupakan angkutan pribadi. Utilitas 

dari bus memuat komponen error yang berasal dari angkutan umum begitu juga 

dengan utilitas dari kereta api, sedangkan utilitas dari motor memuat komponen 

error yang berasal dari angkutan pribadi begitu juga dengan utilitas dari mobil 

pribadi. 

      

Gambar 3.1 Struktur alat transportasi multinomial logit 

Alat
Transportasi

Bus(B)

UB+UAU

Kereta
api(KA)

UKA+UAU

Motor(M)

UM+UAP

Mobil 
pribadi(MP)

UMP+UAP
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Jika asumsi error antar alternatif pilihan saling bebas tidak terpenuhi maka 

dibutuhkan alternatif model lain untuk memodelkan pilihan tersebut.  

Salah satu model yang dapat digunakan untuk memecahkan masalah di 

atas adalah model logit bersarang (Nested Logit Model). Pada model ini variabel 

tak bebas yang saling mempengaruhi dikelompokkan ke dalam nest (sarang) 

sehingga variabel tak bebas dalam sarang yang berlainan tidak saling 

berpengaruh. Jika digunakan struktur pohon (tree), variabel tak bebas 

dikelompokan dalam cabang (branch). Sehingga cabang ataupun sarang 

(selanjutnya disebut sarang) menyatakan kelompok pilihan dan ranting 

menyatakan pilihan. Struktur untuk model nested logit 2 level dengan 2 sarang, 

dan masing-masing sarang memuat 2 alternatif pilihan   

 

Gambar 3.2 Struktur himpunan pilihan nested logit 2 level 

Dari contoh di atas, pilihan alat transportasi meliputi bus, kereta api, motor 

dan mobil pribadi dapat dikelompokkan ke dalam angkutan umum (bus, kereta 

api), dan angkutan pribadi (motor, mobil pribadi). Sehingga alternatif pilihan 

dalam sarang yang berlainan akan saling bebas. Untuk mencari probabilitas dari 

salah satu alternatif pilihan digunakan konsep probabilitas bersyarat.  

Himpunan 
Pilihan

Sarang 1

alternatif 
pilihan

alternatif 
pilihan

Sarang 2

alternatif 
pilihan

alternatif 
pilihan
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Gambar 3.3 Struktur alat transportasi nested logit 

Misalkan seseorang ingin memilih salah satu dari keempat alat transportasi 

tersebut. Dalam teori utilitas, seseorang akan memaksimumkan utilitas yang dapat 

dimilikinya. Dalam kasus ini, seseorang akan memilih alat transportasi yang dapat 

memaksimumkan utilitasnya. Misalkan alat transportasi yang dapat 

memaksimumkan utilitasnya adalah bus maka probabilitas untuk memilih bus 

adalah  

 Pr(bus)=Pr(bus | angkutan umum) x  Pr(angkutan umum) (3.1) 

 

3.2 Bentuk Umum Model Nested Logit 

Dari contoh kasus di atas akan dicari bentuk umum dari model nested logit 

sehingga dapat digunakan dalam sembarang kasus yang berhubungan dengan 

probabilitas pilihan. Untuk memodelkan pilihan biasa digunakan konsep utilitas. 

McFadden (1974) telah membuktikan bahwa model multinomial logit dapat 

diturunkan dari konsep utilitas. Dalam contoh di atas seorang pembuat keputusan 

memilih bus karena utilitas bus lebih besar dibanding utilitas dari alat transportasi 

yang lain bagi orang tersebut. 

Misalkan terdapat � = 1, 2, … , � pilihan dan 	 = 1, 2, … , 
 pembuat 

keputusan. Fungsi utilitas pilihan ke-k untuk pembuat keputusan ke-i adalah 

 ��
 = ��
 + ��
 (3.2) 
dimana,  ��
 = utilitas pilihan ke-k untuk pembuat keputusan ke-i. 

Alat
Transportasi

Angkutan
Umum

Bus Kereta api

Angkutan
Pribadi

Motor
Mobil 
pribadi
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��
 = komponen deterministik yang memuat atribut dari pembuat 

keputusan dan atribut dari pilihan yang dapat diobservasi. 

��
 = komponen stokastik yang memuat atribut dari pembuat 

keputusan dan atribut dari pilihan yang tidak dapat 

diobservasi. 

Misalkan � =  1, 2, 3, … � pilihan dapat dikelompokan ke dalam M sarang (nest) 'Á, � =  1, 2, 3, … Â dan Â <  �, dimana alternatif pilihan dalam masing-

masing sarang didefinisikan sebagai 

 'C = O1C, 2C, … , VCP 

 'K = O1K, 2K, … , VKP 
                ⋮ 
 'Ã = O1Ã , 2Ã, … , VÃP 

Sehingga himpunan pilihan O1, 2, 3, … �P = 'C ∪ 'K ∪ … ∪ 'Ã 

 

 

Gambar 3.4 Struktur umum nested logit 2 level 

Sarang (nest) yang memuat alternatif  pilihan ke-j dari himpunan pilihan O1, 2, 3, …  �P didefinisikan sebagai '���: 

 '���  =  O'Á ∶  � Å 'Á , � =  1, 2, 3, … , ÂP (3.3) 

Himpunan Pilihan

{1, 2, 3, …K} 

B1

{11,21,...,L1}

11 L1

B2

{12,22,...,L2}

12 L2

BM

{1M,2M,...,LM}

1M LM

. . . . . . 

. . .  . . . . . . 
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Dalam contoh pilihan alat transportasi yang meliputi bus, kereta api, 

motor, dan mobil pribadi, pilihan tersebut  dapat dibagi dalam kelompok angkutan 

umum dan angkutan pribadi. Jadi dalam contoh tersebut terdapat 2 buah sarang 

yaitu Bangkutan umum = {bus, kereta api} dan Bangkutan pribadi = {motor, mobil pribadi}. 

Dari definisi tentang '��� di atas maka  

 B(bus) = B(kereta api) = Bangkutan umum, begitu juga dengan B(motor) = 

B(mobil pribadi) = Bangkutan pribadi. 

Utilitas untuk pilihan ke-k yang berada pada sarang '��� untuk pembuat 

keputusan ke-i adalah ��
,�
� dan didefinisikan sebagai penjumlahan utilitas 

marginal dari level 2 (sarang) yaitu ��,�
� dengan utilitas bersyarat dari level 1 

(alternatif pilihan) yaitu ��
|,�
�. 
 ��
,�
� = ��
|,�
� + ��,�
�  (3.4) 

Karena utilitas dapat dinyatakan sebagai penjumlahan dari komponen 

deterministik dan komponen stokastik, maka utilitas untuk pilihan ke-k pada 

sarang ke-m untuk pembuat keputusan ke-i menjadi 

 ��
,�
� = ���
|,�
� + ��
|,�
�" + ���,�
� + ��,�
�" 

 ��
,�
� = ���
|,�
� + ��,�
�" + ���
|,�
� + ��,�
�" 

 ��
,�
� = ��
,�
� + ��
,�
�  (3.5) 

Dalam model multinomial logit ��
,�
� = ���
|,�
� + ��,�
�" +���
|,�
� + ��,�
�" dinyatakan sebagai uik = vik + εik  sehingga untuk pilihan yang 

berasal dari kelompok pilihan yang sama akan mempunyai komponen error yang 

sama, yaitu komponen error dari kelompok pilihannya. Dalam contoh mengenai 

pilihan alat transportasi, utilitas dari bus maupun kereta api akan memiliki 

komponen deterministik dan komponen stokhastik dari angkutan umum, sehingga 

antara bus dan kereta api tidak saling bebas. 
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Menurut Nadja, dkk (2006), komponen error ��,�
�  dan ��
|,�
� saling 

bebas, ��
|,�
� saling bebas dan berdistribusi sama. Asumsikan ��,�
� saling bebas 

dan berdistribusi sama. 

Probabilitas pembuat keputusan ke-i memilih pilihan ke-j adalah perkalian 

dari probabilitas pilihan ke-j dalam sarang '��� dengan probabilitas terpilih 

sarang '���. 

 ���  =  �����  =  ��  =  ��O ��  =  � | '���P . ��O '���P (3.6) 

dimana,  ��� = probabilitas pembuat keputusan ke-i memilih pilihan ke–j. 

  ��O ��  =  � | '���P = probabilitas pilihan ke–j dalam sarang '���. 

  ��O '���P= probabilitas sarang '���. 

Selanjutnya akan dicari probabilitas terpilih pilihan ke-j dalam sarang '��� 

dan probabilitas terpilih sarang '���.  

3.2.1  Probabilitas Terpilih Pilihan ke-j dalam Sarang '��� 

Untuk mencari probabilitas terpilih pilihan ke-j dalam sarang '���, 

terlebih dahulu akan dicari probabilitas terpilih sembarang pilihan dalam sarang. 

Misalkan  km = 1m, 2m, …, Lm  menyatakan alternatif pilihan dalam sarang 'Á dan 

km, mempunyai utilitas 

 ��
Æ,Æ = ��
Æ,Æ + ��
Æ,Æ   (3.7) 

Jika jm,(1Á ≤ �Á ≤ VÁ) merupakan sembarang pilihan dalam sarang Bm, 

maka probabilitas terpilih jm pada sarang ke-'Á adalah probabilitas utilitas dari 

pilihan  jm lebih besar dari utilitas alternatif pilihan yang lain yang berada pada 

sarang 'Á. 

 ���Æ|,Æ = ����� = �Á�  

 = ������Æ|,Æ > ��
Æ|,Æ , ∀ �Á Å 'Á ∶ �Á ≠ �Á" 

 = �� ����Æ|,Æ + ���Æ|,Æ > ��
Æ|,Æ + ��
Æ|,Æ , ∀ �Á Å 'Á ∶ �Á ≠ �Á�  
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 = ������Æ|,Æ − ��
Æ|,Æ + ���Æ|,Æ > ��
Æ|,Æ  , ∀ �Á Å 'Á ∶ �Á ≠ �Á"  

 = �����
Æ|,Æ < ���Æ|,Æ − ��
Æ|,Æ + ���Æ|,Æ , ∀ �Á Å 'Á ∶ �Á ≠ �Á"(3.8) 

= ��d���CÆ|,Æ < ���Æ|,Æ − ��CÆ|,Æ + ���Æ|,Æ�, ���KÆ|,Æ < ���Æ|,Æ −��KÆ|,Æ + ���Æ|,Æ�, … , �����7C�Æ|,Æ < ���Æ|,Æ − ����7C�Æ|,Æ +���Æ|,Æ�, �����uC�Æ|,Æ < ���Æ|,Æ − ����uC�Æ|,Æ +���Æ|,Æ�, … , ���»Æ|,Æ < ���Æ|,Æ − ��»Æ|,Æ + ���Æ|,Æ�P   (3.9) 

karena (km = 1m, 2m, …, Lm) menyatakan alternatif pilihan pada sarang 'Á, maka ��CÆ|,Æ , ��KÆ|,Æ , … , ��»Æ|,Æ, dan ��CÆ|,Æ , ��KÆ|,Æ , … , ��»Æ|,Æ dapat dituliskan 

sebagai ��CÆ , ��KÆ , … , ��»Æ , dan ��CÆ , ��KÆ , … , ��»Æ , sehingga 

= ��d���CÆ < ���Æ − ��CÆ + ���Æ�, ���KÆ < ���Æ − ��KÆ +���Æ�, … , �����7C�Æ < ���Æ − ����7C�Æ + ���Æ�, �����uC�Æ < ���Æ −����uC�Æ + ���Æ�, … , ���»Æ < ���Æ − ��CÆ + ��»Æ�P  

= 9d����Æ − ��CÆ + ���Æ" , ����Æ − ��KÆ + ���Æ", …,   ����Æ −����7C�Æ + ���Æ�, ����Æ − ����uC�Æ + ���Æ", . . , ����Æ − ��»Æ + ���Æ"f  

Misalkan ��
Æ ,��Á = 1Á, 2Á, … , VÁ� berdistribusi kontinu, maka persamaan di 

atas menjadi 

= 1 … 1 1 …wxyÆ7wx�y^_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wx�y{_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wxÇÆuzxyÆ7Z   

1 -���CÆ , … , ����7C�Æ , ����uC�Æ , … , ��»Æ"2��CÆ … , 2����7C�Æ ,wxyÆ7wx_ÆuzxyÆ7Z   
2����uC�Æ … , 2��»Æ   

karena -���CÆ , … , ����7C�Æ , ����uC�Æ , … , ��»Æ" = 1 -���CÆ , … , ��»Æ"2���ÆzxyÆ maka 

= 1 … 1 1 …wxyÆ7wx�y^_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wx�y{_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wxÇÆuzxyÆ7Z   
1 <1 -���CÆ , … , ����7C�Æ , ���Æ , ����uC�Æ , … , ��»Æ"2���ÆzxyÆ BwxyÆ7wx_ÆuzxyÆ7Z   

2��CÆ … , 2����7C�Æ , 2����uC�Æ , … , 2��»Æ  
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karena ��
Æ|,Æ , (km = 1m, 2m, …, Lm) diasumsikan berdistribusi kontinu, maka −∞ < ��
Æ|,Æ < ∞  sehingga  

= 1 … 1 1 …wxyÆ7wx�y^_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wx�y{_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wxÇÆuzxyÆ7Z   
1 d1 f���CÆ , … , ����7C�Æ , ���Æ , ����uC�Æ , … , ��»Æ"2���ÆZ7Z fwxyÆ7wx_ÆuzxyÆ7Z   

2��CÆ … , 2����7C�Æ , 2����uC�Æ , … , 2��»Æ  

karena batas dari ��CÆ , … , ����7C�Æ , ����uC�Æ , … , ��»Æ  memuat ���Æmaka 

= 1 d1 … 1 1 …wxyÆ7wx�y^_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wx�y{_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wxÇÆuzxyÆ7Z }Z7Z   
}1 -���CÆ , … , ��»Æ"2��CÆ … , 2����7C�Æ , 2����uC�Æ , … , 2��»ÆwxyÆ7wx_ÆuzxyÆ7Z f 2���Æ    

karena ��
Æ , (km = 1m, 2m, …, Lm) diasumsikan saling bebas maka  

= 1 d1 -���CÆ�2��CÆ … 1 -�����7C�Æ"wxyÆ7wx�y^_�ÆuzxyÆ7ZwxyÆ7wx_ÆuzxyÆ7Z }Z7Z   
}2����7C�Æ 1 -�����uC�Æ"2����uC�ÆwxyÆ7wx�y{_�ÆuzxyÆ7Z … 1 -���»Æ"2��»Æ  wxyÆ7wxÇÆuzxyÆ7Z f   
-����Æ"2���Æ  

= 1 d�����CÆ < ���Æ − ��CÆ + ���Æ"  �����KÆ < ���Æ − ��KÆ + ���Æ" }Z7Z    
}…  �������7C�Æ < ���Æ − ����7C�Æ + ���Æ" �������uC�Æ < ���Æ −����uC�Æ + ���Æ� …  �� ���»Æ < ���Æ − ��CÆ + ��»Æ�f-����Æ"2���Æ   

= 1 ∏ �����
Æ < ���Æ − ��
Æ + ���Æ  "  -����Æ"2���Æ»Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
Z7Z   

= 1 ∏ �����
Æ < ���Æ − ��
Æ + . " -�.�2.»Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
Z7Z   

= 1 ∏ 9����Æ − ��
Æ + . " -�.�2.»Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
Z7Z   (3.10) 

Untuk memperoleh ���Æmaka asumsikan ���Æberdistribusi nilai eksrim tipe 

1 (Gumbel).  
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Karena ��CÆ , … , ��»Æ  diasumsikan berdistribusi nilai ekstrim tipe 1 

(distribusi Gumbel), maka  

���Æ = 1 ∏ :.; d−:.;�−����Æ − ��
Æ + .�"f »Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
Z7Z   

:.;�−.�    :.; O− :.;�−.�P2.  

= 1 ∏ :7�^¥�xyÆ^�x�Æ{�¦:7> :7�^�2.»Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
Z7Z     

= 1 ∏ :7��x�Æ^�xyÆ ^�:7> :7�^�2.»Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
Z7Z   (3.11) 

Misalkan  � = :7>  

 ���> = −:7> maka 2. =  C7�^� 2�  

. = −∞ →  � = ∞  

. = −∞ →  � = 0  

sehingga 

���Æ = 1 ∏ :7���x�Æ^�xyÆ "� :7��−1�2�»Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
YZ   

= 1  :7� ∏ :7���x�Æ^�xyÆ "�2�»Æ
ÆXCÆ
Æ��Æ
∞Y   

= 1  :7�:7���x_Æ^�xyÆ "�  …  :7¥��x�y^_�Æ^�xyÆ ¦�:7¥��x�y{_�Æ^�xyÆ ¦� …  ∞Y   
:7���xÇÆ^�xyÆ "�2� 

= 1  :7�:7�∑ ��x�Æ^�xyÆÇÆ�Æ�_Æ�Æ�yÆ ��2�ZY   

= 1 :7�Cu∑ ��x�Æ^�xyÆÇÆ�Æ�_Æ�Æ�yÆ ��2�ZY   
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= 1 :7� �xyÆ {∑  �x�ÆÇÆ�Æ�_Æ�Æ�yÆ �xyÆ ��2�ZY   

= 1 :7¨∑  �x�ÆÇÆ�Æ�_Æ �xyÆ ª�2�ZY   

= }�^�∑  �x�ÆÇÆ�Æ�_Æ �xyÆ ��
7¨∑  �x�ÆÇÆ�Æ�_Æ �xyÆ ª ��

Y

Z
  

= 0 − C
7¨∑  �x�ÆÇÆ�Æ�_Æ �xyÆ ª   

= ��xyÆ
Ë ��x�ÆÇÆ�Æ�_Æ

    (3.12) 

Karena jm, (1Á ≤ �Á ≤ VÁ) merupakan sembarang pilihan dalam sarang 

Bm, maka probabilitas terpilih jm pada sarang ke-'Á adalah 

 ���Æ = ��xyÆ∑ ��x�ÆÇÆ�Æ�_Æ   (3.13) 

Karena '��� merupakan sarang dari j, dan '��� salah satu dari Bm, maka 

probabilitas terpilih pilihan ke-j dalam sarang '��� adalah 

 ���|,��� = ��xy∑ ��x��∈Ì�y�   (3.14) 
3.2.2 Probabilitas Terpilih Sarang '��� 

'��� merupakan sarang dari sembarang alternatif pilihan ke-j�1 ≤ � ≤ ��. 

Untuk mencari probabilitas terpilih sarang '���, terlebih dahulu akan dicari 

probabilitas terpilih sembarang sarang. 

Misalkan Bl, ('C ≤ '· ≤ 'Ã) merupakan sembarang sarang dari 'Á, �� =1,2, … Â�  dan utilitas dari 'Á, �� = 1,2, … Â� didefinisikan  

 ��,Æ = ��,Æ + ��,Æ   (3.15) 
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maka probabilitas terpilih sarang Bl  adalah probabilitas utilitas sarang Bl  lebih 

besar dari utilitas sarang yang lain. 

�,Í = �����,Í > ��,Æ  , ∀ 'Á ∶ 'Á ≠ '·"  

 = �� ���,Í + ��,Í > ��,Æ + ��,Æ , ∀ 'Á ∶ 'Á ≠ '·�  

 = �����,Í − ��,Æ + ��,Í > ��,Æ  , ∀ 'Á ∶ 'Á ≠ '·"  

 = �� ���,Æ < ��,Í − ��,Æ + ��,Í  , ∀ 'Á ∶ 'Á ≠ '·�  (3.16) 
= �� <���,_ < ��,Í − ��,_ + ��,Í", ���,L < ��,Í − ��,L +��,Í�, … ,  ���,�Í^_� < ��,Í − ��,�Í^_� + ��,Í�,  ���,�Í^_� < ��,Í −��,�Í^_� + ��,Í�, … ,  ���,Î < ��,Í − ��,Î + ��,Í�f  

= 9O���,Í − ��,_ + ��,Í�, ���,Í − ��,L + ��,Í�, … , ���,Í − ��,�Í^_� +��,Í�, ���,Í − ��,�Í{_� + ��,Í�, … , ���,Í − ��,Î + ��,Í�P  

Misalkan ��,Æ ,�� = 1,2, . . Â� berdistribusi kontinu, maka 

= 1 … 1  1 …wxÌÍ7wxÌ�Í^_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌ�Í{_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌÎuzxÌÍ7Z   

1 - ¥��,_ , … , ��,�Í^_� , ��,�Í{_� , … , ��,Î¦wxÌÍ7wxÌ_uzxÌÍ7Z 2��,_ , … , 2��,�Í^_� ,  
2��,�Í{_� , … , 2��,Î  

karena - ¥��,_ , … , ��,�Í^_� , ��,�Í{_� , … , ��,Î¦ = 1 -���,_ , … , ��,Î"2��,ÍzxÍ  maka 

= 1 … 1  1 …wxÌÍ7wxÌ�Í^_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌ�Í{_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌÎuzxÌÍ7Z   
1 <1 f ¥��,_ , … , ��,�Í^_� , ��,Í , ��,�Í{_� , … , ��,Î¦ 2��,ÍzxÍ BwxÌÍ7wxÌ_uzxÌÍ7Z   
d��,_ , … , d��,�Í^_� , d��,�Í{_� , … , d��,Î  

karena −∞ < ��,Í < ∞  maka  

= 1 … 1  1 …wxÌÍ7wxÌ�Í^_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌ�Í{_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌÎuzxÌÍ7Z   

Penaksiran parameter ..., Anggun Haryanto, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



34 

 

  Universitas Indonesia 

1 <1 - ¥��,_ , … , ��,�Í^_� , ��,Í , ��,�Í{_� , … , ��,Î¦ 2��,ÍZ7Z BwxÌÍ7wxÌ_uzxÌÍ7Z   

2��,_ , … , 2��,�Í^_� , 2��,�Í{_� , … , 2��,Î  

karena batas dari ��,_ , … , ��,�Í^_� , ��,�Í{_� , … , ��,Î memuat ��,Ímaka 

= 1 d1 … 1  1 …wxÌÍ7wxÌ�Í^_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌ�Í{_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌÎuzxÌÍ7Z }Z7Z   

}1 -���,_ , … , ��,Î"wxÌÍ7wxÌ_uzxÌÍ7Z 2��,_ , … , 2��,�Í^_� , 2��,�Í{_� , … , 2��,ÎB 2��,Í   
karena ��,_ , … , ��,Îsaling bebas maka 

= 1 <1 -���,_"2��,_ … 1 - ¥��,�Í^_�¦wxÌÍ7wxÌ�Í^_�uzxÌÍ7ZwxÌÍ7wxÌ_uzxÌÍ7Z }Z7Z   

}2��,�Í^_� 1 - ¥��,�Í{_�¦ 2��,�Í{_�wxÌÍ7wxÌ�Í{_�uzxÌÍ7Z … 1 -���,Î� wxÌÍ7wxÌÎuzxÌÍ7Z }   
}2��,Îf-���,Í"2��,Í 

= 1 <�����,_ < ��,Í − ��,_ + ��,Í", … , �� ¥��,�Í^_� < ��,Í −Z7Z��,�Í^_� + ��,Í�, �� ¥��,�Í{_� < ��,Í − ��,�Í{_� + ��,Í¦ , … , �����,Î <
��,Í − ��,Î + ��,Í�B  -���,Í"2��,Í  

= 1 ∏ �����,Æ < ��,Í − ��,Æ + ��,Í  "  -���,Í"2��,ÍÃÁXCÁ�·Z7Z   

= 1 ∏ �����,Æ < ��,Í − ��,Æ + . "  -�.�2.ÃÁXCÁ�·Z7Z   

= 1 ∏ 9���,Í − ��,Æ + .  "  -�.�2.ÃÁXCÁ�·Z7Z   

  = 1 ∏ 9���,Í − ��,Æ + .  "  -�.�2.ÃÁXCÁ�·Z7Z   (3.17) 

Untuk memperoleh ��,Ímaka asumsikan ��,Í berdistribusi nilai eksrim tipe 

1 (Gumbel). Jika ��C, … , ��Ã diasumsikan berdistribusi nilai ekstrim tipe 1 

(distribusi Gumbel), maka  
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��,Í = 1 ∏ :.; d−:.;�−���,Í − ��,Æ + .�"f :.;�−.� ÃÁXCÁ�·Z7Z   

:.; O− :.;�−.�P2. 

= 1 ∏ :7�^¥�xÌÍ^�xÌÆ{�¦:7> :7�^�2.ÃÁXCÁ�·Z7Z   

= 1 ∏ :7��xÌÆ^�xÌÍ^�:7> :7�^�2.ÃÁXCÁ�·Z7Z    (3.18) 

Misalkan  � = :7>  

 ���> = −e7>  ���� 2. =  C7�^� 2�  

. = −∞ →  � = ∞  

. = −∞ →  � = 0  

Sehingga persamaan (3.18) menjadi 

��,Í = 1 ∏ :7¥��xÌÆ^�xÌÍ ¦� :7��−1�2�ÃÁXCÁ�·YZ   

= 1  :7� ∏ :7¥��xÌÆ^�xÌÍ ¦�2�ÃÁXCÁ�·∞Y   
= 1  :7�:7¥��xÌ_^�xÌÍ ¦�  …  :7¥��xÌ�Í^_�^�xÌÍ ¦�:7¥��xÌ�Í{_�^�xÌÍ ¦� …  ∞Y   

:7¥��xÌÎ^�xÌÍ ¦�2�  
= 1  :7�:7¨∑ ��xÌÆ^�xÌÍÎÆ�_Æ�Í ª�2�∞Y   
= 1 :7¨Cu∑ ��xÌÆ^�xÌÍÎÆ�_Æ�Í ª�2�ZY   

= 1 :7� �xÌÍ {∑  �xÌÆÎÆ�_Æ�Í �xÌÍ ��2�ZY   

= 1 :7¨∑  �xÌÆÎÆ�_ �xÌÍ ª�2�ZY   
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= }�^�∑  �xÌÆÎÆ�_ �xÌÍ ��
7¨∑  �xÌÆÎÆ�_ �xÌÍ ª �

Y

∞  
= 0 − C

7¨∑  �xÌÆÎÆ�_ �xÌÍ ª   

= ��xÌÍ
Ë ��xÌÆÎ

Æ�_
   (3.19) 

Karena '��� merupakan salah satu dari Bm, maka probabilitas terpilih 

sarang '��� adalah 

 ��,��� = ��xÌ�y�
Ë ��xÌÆÎ

Æ�_
  (3.20) 

Sehingga jika persamaan (3.14) dan (3.20) di subtitusikan ke persamaan 

(3.6) maka probabilitas pembuat keputusan ke-i memilih pilihan ke-j  menjadi 

 Pij = Pr(Yi = j) = Pr{ Yi = j | B(j)} . Pr{ B(j)} 

= ° ��xy∑ ��x��∈Ì�y� ± ° ��xÌ�y�∑ ��xÌÆÎÆ�_ ±  (3.21) 

dimana, ��
  = komponen deterministik dari utilitas alternatif pilihan. 

��,Æ= komponen deterministik dari utilitas sarang. 

Dalam skripsi ini ��
 dimisalkan sebagai 

 ��
 = ³Y
 + ³C
.�C
 + ⋯ + ³\
.�\
 (3.22) 

dimana, βqk  adalah parameter untuk variabel bebas ke-q alternatif pilihan ke-k. 

xiqk  adalah nilai dari variabel bebas yang menyatakan atribut ke-q dari 

pilihan ke-k untuk individu ke-i. 

½ = 1,2, … ; menyatakan banyaknya atribut yang diamati. 

Sedangkan ��,Ædimisalkan sebagai 
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 ��,Æ = Ñ,ÆÒÓ,Æ  (3.23) 

 ÒÓ,Æ = ln ∑ ewx�Æ»Æ
ÆXCÆ     (3.24) 

dimana, Ñ,Æ   adalah parameter untuk sarang 'Á.  

ÒÓ,Æ  adalah nilai inklusif untuk sarang 'Á. 

Karena tidak diketahui pilihan mana saja yang masuk ke dalam sarang 'Á, �� = 1,2, … , Â�, maka diperlukan variabel baru yang memetakan alternatif 

pilihan ke dalam sarang, misal variabel tersebut adalah Õ
,Æ , �� = 1,2, … , � ;  � = 1,2, … Â�, karena masing-masing alternatif pilihan 

hanya dapat dimasukkan ke dalam 1 sarang, maka variabel Õ
,Æ  didefinisikan 

sebagai berikut : 

 Õ
,Æ = 1 , jika � ∈  'Á 

 = 0 , jika � ∉  'Á  (3.25) 

Sehingga persamaan (3.14) mengenai probabilitas terpilih pilihan ke-j 

pada sarang '��� menjadi 

 ���|,��� = ��xyÙ ��x��∈Ì�y�   

 = ��xy
Ë Ú�Ì�y���x�|

��_
 ;  �3.26� 

Persamaan (3.24) mengenai definisi dari ÒÓ,Æ menjadi 

 ÒÓ,Æ = ¤
 ∑ :wx�Æ»Æ
ÆXCÆ   

 = ¤
 ∑ Õ
,Æ:wx�v
XC     (3.27) 

Sehingga persamaan (3.21) mengenai probabilitas pembuat keputusan ke-i 

memilih pilihan ke-j  menjadi 

 ���  =  �����  =  ��  
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= ��O ��  =  � | '���P . ��O '���P 

 = ���|,�����,��� 
= ° ��xy∑ ��x��∈Ì�y� ± ° �ÜÌ�y�ÝÞÌ�y�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±  

= ° ��xy∑ Ú�Ì�y���x�|��_ ± ¨ �ÜÌ�y� Í] ∑ ß�Ì�y� �x�|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ �x�|��_ÎÆ�_ ª    (3.28) 

= ¥ ��xy�ÝÞÌ�y�¦ ° �ÜÌ�y�ÝÞÌ�y�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±   (3.29) 

Model nested logit tersebut dinamakan sebagai NNNL (Non-Normalized 

Nested Logit). Sedangkan jenis lain dari model nested logit dengan normalisasi 

dinamakan RUMNL (Random Utility Maximization Nested Logit). RUMNL 

diperoleh dari normalisasi komponen deterministik utilitas. Dalam skripsi ini tidak 

dibahas model RUMNL. 

 

3.3  Penaksiran Parameter Model Nested Logit 

Misalkan variabel dependen Y memiliki K kategori, yaitu k = 1, 2, 3, …K. 

Estimasi parameter model nested logit dapat menggunakan metode maksimum 

likelihood. Untuk membentuk fungsi likelihood, bentuk terlebih dahulu K variabel 

biner  yaitu di1, di2, …, diK dimana  

Jika �� = � ;  1 ≤ � ≤ � maka 2�
 = 1 untuk � = � dan  2�
 = 0 untuk � ≠ �, sehingga ∑ 2�
 = 1v
XC . 

Fungsi likelihood untuk sampel berukuran n yang independen adalah 

V = ∏ i���C��x_���K��xL … ���v��x|kU�XC   (3.30) 

= ∏ =���C|,�C� �,�C�"�x_���K|,�K� �,�K�"�xL … ���v|,�v� �,�v�"�x|AU�XC   

= ∏ à¥ ��x_�ÝÞÌ�_�¦ ° �ÜÌ�_�ÝÞÌ�_�∑ �ÜÆÝÞÆÎÆ�_ ±á�x_ … à¥ ��x|�ÝÞÌ�|�¦ ° �ÜÌ�|�ÝÞÌ�|�∑ �ÜÆÝÞÆÎÆ�_ ±á�x|U�XC   
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Setelah dilogaritmakan, maka persamaan di atas menjadi  

 ¤ = ¤
 V 

= ¤
 ¨∏ à¥ ��x_�ÝÞÌ�_�¦ ° �ÜÌ�_�ÝÞÌ�_�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±á�x_ …U�XC }   
}à¥ ��x|�ÝÞÌ�|�¦ ° �ÜÌ�|�ÝÞÌ�|�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±á�x|ª  

= ∑ ¤
 ¨à¥ ��x_�ÝÞÌ�_�¦ ° �ÜÌ�_�ÝÞÌ�_�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±á�x_ …}U�XC  

}à¥ ��x|�ÝÞÌ�|�¦ ° �ÜÌ�|�ÝÞÌ�|�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±á�x|ª  

= ∑ ¨¤
 à¥ ��x_�ÝÞÌ�_�¦ ° �ÜÌ�_�ÝÞÌ�_�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±á�x_ + …}U�XC  

}+¤
 à¥ ��x|�ÝÞÌ�|�¦ ° �ÜÌ�|�ÝÞÌ�|�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±á�x|ª  

= ∑ ∑ ¤
 à¥ ��x��ÝÞÌ���¦ ° �ÜÌ���ÝÞÌ���∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±á�x�v
XCU�XC   

= ∑ ∑ 2�
¤
 à¥ ��x��ÝÞÌ���¦ ° �ÜÌ���ÝÞÌ���∑ �ÜÌÆÝÞÌÆÎÆ�_ ±áv
XCU�XC   

= ∑ ∑ 2�
d���
 + Ñ,�
�ÒÓ,�
�" − �ÒÓ,�
� + ¤
 ∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC "fv
XCU�XC   

= ∑ Ù 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1�ÒÓ,�
� − ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �fv
XCU�XC  (3.31) 
dimana  

ÒÓ,Æ = ¤
 ∑ Õ
,Æ:wx�v
XC   
��
 = ³Y
 + ³C
.�C
 + ⋯ + ³\
.�\
  

Untuk mencari taksiran parameter ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Y
, … , ³\
 

terlebih dahulu dicari turunan fungsi ¤�� ;  å� terhadap β dan τ. 
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3.3.1  Turunan Pertama æ�� ;  å� terhadap ê dan τ 

Misalkan fungsi G(� ;  å) adalah fungsi yang isinya turunan dari ¤�� ;  å� 

terhadap β dan å. Turunan l�� ;  å� terhadap β untuk masing-masing alternatif 

pilihan adalah 

• Untuk pilihan ke-1 

Turunan ¤�� ;  å� terhadap ³YC 

o·�´ ; â�o´µ_ = oo´µ_ =∑ Ù 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1�ÒÓ,�
� }v
XCU�XC }  
}}− ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �Pk  

= ∑ < oo´µ_ i∑  2�
��
v
XC k +}U�XC oo´µ_ ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹ 
}− oo´µ_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC kB (3.32) 

Ruas kanan dari persamaan (3.32) akan diselesaikan satu persatu 

Suku pertama dari persamaan (3.32) 

oo´µ_ i∑  2�
��
v
XC k = oo´µ_ ¸∑  2�
�³Y
 + ³C
.�C
 + ⋯ + ³\
.�\
"v
XC ¹  
=  2�C  (3.33) 

Suku kedua dari persamaan (3.32) 

oo´µ_ ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹  
karena 2�
 dan �Ñ,�
� − 1" tidak mengandung ³YC maka persamaan di atas 

menjadi 

∑ <2�
�Ñ,�
� − 1" oo´µ_ ¸ÒÓ,�
�¹Bv
XC   (3.34) 

Mencari 
oo´µ_ ¸ÒÓ,�
�¹ 

oo´µ_ ¸ÒÓ,�
�¹ = oo´µ_ ¸ln ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC ¹  
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= ÕC,�
�e�´µ_u´__>x__u⋯u´¶_>x¶_"∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC  
= ��C|,�
�  (3.35) 

Subtitusi persamaan (3.35) ke persamaan (3.34) 

∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC    (3.36) 

Suku ketiga dari persamaan (3.32) 

oo´µ_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k  
karena 2�
 tidak mengandung ³YC maka 

∑ 2�
  oo´µ_ i¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �kv
XC   
= ∑ 2�
 oo´µ_ ëln °∑ eâÌÆ ì¬ ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÃÁXC ±ív
XC   

=
∑ 2�


��ÜÌ�_� Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �âÌ�_�� ß_Ì�_� ¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
v
XC   

 

= }∑ î2�
Ñ,�C� � �ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�}v
XC }  
}¨ Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ªñ  

= ∑ 2�
Ñ,�C���,�C�v
XC ��C|,�C�   

= Ñ,�C���,�C���C|,�C� ∑ 2�
v
XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka  
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oo´µ_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k = Ñ,�C���,�C���C|,�C� (3.37) 
Subtitusi persamaan (3.33), (3.36), dan (3.37) ke persamaan (3.32)  

o·�´ ; â�o´µ_ = ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − Ñ,�C���,�C���C|,�C�"U�XC  

  (3.38) 

⋮ 
Turunan ¤�� ;  å� terhadap ³\C 

o·�´ ; â�o´¶_ = oo´¶_ =∑ Ù 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1�ÒÓ,�
� }v
XCU�XC }  
}}− ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �Pk  

= ∑ à oo´¶_ i∑  2�
��
v
XC k +}U�XC oo´µ_ ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹ 
}− oo´¶_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC ká (3.39) 

Ruas kanan dari persamaan (3.39) akan diselesaikan satu persatu 

Suku pertama dari persamaan (3.39) 

oo´¶_ i∑  2�
��
v
XC k = oo´¶_ ¸∑  2�
�³Y
 + ³C
.�C
 + ⋯ + ³\
.�\
"v
XC ¹  
= .�\C 2�C  (3.40) 

Suku kedua dari persamaan (3.39) 

oo´¶_ ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹  
karena 2�
 dan �Ñ,�
� − 1" tidak mengandung ³\C maka persamaan di atas 

menjadi 

∑ à2�
�Ñ,�
� − 1" oo´¶_ ¸ÒÓ,�
�¹áv
XC   (3.41) 
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Mencari 
oo´¶_ ¸ÒÓ,�
�¹ 

oo´¶_ ¸ÒÓ,�
�¹ = oo´¶_ ¸ln ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC ¹  
= .�\C ÕC,�
�e�´µ_u´__>x__u⋯u´¶_>x¶_"∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC  
= .�\C��C|,�
�  (3.42) 

Subtitusi persamaan (3.42) ke persamaan (3.41) 

.�\C ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC   (3.43) 

Suku ketiga dari persamaan (3.39) 

oo´¶_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k  
karena 2�
 tidak mengandung ³\C maka 

∑ 2�
  oo´¶_ i¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �kv
XC   
= ∑ 2�
 oo´¶_ ëln °∑ eâÌÆ ì¬ ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÃÁXC ±ív
XC   

=
∑ 2�


��ÜÌ�_� Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �âÌ�_�� �x¶_ß_Ì�_� ¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
v
XC   

 

= }∑ .�\C î2�
Ñ,�C� � �ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�}v
XC }  
}¨ Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ªñ  
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= .�\C ∑ 2�
Ñ,�C���,�C�v
XC ��C|,�C�  
= .�\CÑ,�C���,�C���C|,�C� ∑ 2�
v
XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka  

oo´¶_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k = .�\CÑ,�C���,�C���C|,�C�  (3.44) 

Subtitusi persamaan (3.40), (3.43), dan (3.44) ke persamaan (3.39)  

o·�´ ; â�o´¶_ = ∑ �2�C.�\C + .�\C ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   

}−.�\CÑ,�C���,�C���C|,�C�" 
= ∑ .�\C�2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C�"  (3.45) 

Sehingga, secara umum Turunan ¤�� ;  å� terhadap ³¼C dimana ½ = 0, 1,2, … ; 

menyatakan banyaknya variabel x untuk pilihan 1 adalah 

o·�� ; å�o´¾_ =
∑ .�¼C�2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC −U�XCÑ,�C���,�C���C|,�C�" ; .�YC = 1  (3.46) 

⋮ 
• Untuk pilihan ke-K 

Turunan ¤�� ;  å� terhadap ³Yv 

o·�´ ; â�o´µ| = oo´µ| =∑ Ù 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1�ÒÓ,�
� }v
XCU�XC }  
}}− ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �Pk  
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= ∑ < oo´µ| i∑  2�
��
v
XC k +}U�XC oo´µ| ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹ 

}− oo´µ| i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC kB (3.47) 

Ruas kanan dari persamaan (3.47) akan diselesaikan satu persatu 

Suku pertama dari persamaan (3.47) 

oo´µ| i∑  2�
��
v
XC k = oo´µ| ¸∑  2�
�³Y
 + ³C
.�C
 + ⋯ + ³\
.�\
"v
XC ¹  
=  2�v  (3.48) 

Suku kedua dari persamaan (3.47) 

oo´µ| ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹  
karena 2�
 dan �Ñ,�
� − 1" tidak mengandung ³Yv maka persamaan di atas 

menjadi 

∑ <2�
�Ñ,�
� − 1" oo´µ| ¸ÒÓ,�
�¹Bv
XC   (3.49) 

Mencari 
oo´µ| ¸ÒÓ,�
�¹ 

oo´µ| ¸ÒÓ,�
�¹ = oo´µ| ¸¤
 ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC ¹  
= Õv,�
�e�´µ|u´_|>x_|u⋯u´¶_>x¶|"∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC  
= ��v|,�
�  (3.50) 

Subtitusi persamaan (3.50) ke persamaan (3.49) 

∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��v|,�
�fv
XC    (3.51) 

Suku ketiga dari persamaan (3.47) 

oo´µ| i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k  
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karena 2�
 tidak mengandung ³Yv maka 

∑ 2�
  oo´µ| i¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �kv
XC   
= ∑ 2�
 oo´µ| ë¤
 °∑ :âÌÆ ·U ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÃÁXC ±ív
XC   

=
∑ 2�


��ÜÌ�|� Í] ∑ ß�Ì�|� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �âÌ�|�� ß|Ì�|� ¥ºµ_{º_|�x_|{⋯{º¶_�x¶|¦
∑ ß�Ì�|� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
v
XC   

= }∑ î2�
Ñ,�v� � �ÜÌ�|� Í] ∑ ß�Ì�|� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�}v
XC }  
}¨ Ú|Ì�|��¥ºµ_{º_|�x_|{⋯{º¶_�x¶|¦

∑ Ú�Ì�|��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ªñ  

= ∑ 2�
Ñ,�v���,�v���v|,�v�v
XC    

= Ñ,�v���,�v���v|,�v� ∑ 2�
v
XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka  

oo´µ| i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k = Ñ,�v���,�v���v|,�v� (3.52) 
Subtitusi persamaan (3.48), (3.51), dan (3.52) ke persamaan (3.47)  

o·�´ ; â�o´µ| =
∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��v|,�
�fv
XC − Ñ,�v���,�v���v|,�v�"U�XC  (3.53) 

⋮ 
Turunan ¤�� ;  å� terhadap ³\v 

o·�´ ; â�o´¶| = oo´¶| =∑ Ù 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1�ÒÓ,�
� }v
XCU�XC }  
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}}− ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �Pk  
= ∑ à oo´¶| i∑  2�
��
v
XC k +}U�XC oo´¶| ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹ 

}− oo´¶| i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC ká  (3.54) 

Ruas kanan dari persamaan (3.54) akan diselesaikan satu persatu 

Suku pertama dari persamaan (3.54) 

oo´¶| i∑  2�
��
v
XC k = oo´¶| ¸∑  2�
�³Y
 + ³C
.�C
 + ⋯ + ³\
.�\
"v
XC ¹  
=  2�v.�\v  (3.55) 

Suku kedua dari persamaan (3.54) 

oo´¶| ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹  
karena 2�
 dan �Ñ,�
� − 1" tidak mengandung ³Yv maka persamaan di atas 

menjadi 

∑ à2�
�Ñ,�
� − 1" oo´¶| ¸ÒÓ,�
�¹áv
XC   (3.56) 

Mencari 
oo´¶| ¸ÒÓ,�
�¹ 

oo´¶| ¸ÒÓ,�
�¹ = oo´¶| ¸l
 ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC ¹  
= .�\v  Õv,�
�e�´µ|u´_|>x_|u⋯u´¶_>x¶|"∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC  
= .�\v��v|,�
�  (3.57) 

Subtitusi persamaan (3.57) ke persamaan (3.56) 

∑ d2�
�Ñ,�
� − 1".�\v��v|,�
�fv
XC   

= .�\v ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��v|,�
�fv
XC  (3.58) 
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Suku ketiga dari persamaan (3.54) 

oo´¶| i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k  
karena 2�
 tidak mengandung ³\v maka 

∑ 2�
  oo´¶| i¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �kv
XC   
= ∑ 2�
 oo´¶| ëln °∑ eâÌÆ ì¬ ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÃÁXC ±ív
XC   

= ∑ 2�

��ÜÌ�|� Í] ∑ ß�Ì�|� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
v
XC   

Ñ,�v� ¨.�\v Ú|Ì�|��¥ºµ_{º_|�x_|{⋯{º¶_�x¶|¦
∑ Ú�Ì�|��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ª  

= }∑ î2�
.�\vÑ,�v� � �ÜÌ�|� Í] ∑ ß�Ì�|� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�}v
XC }  
}¨ Ú|Ì�|��¥ºµ_{º_|�x_|{⋯{º¶_�x¶|¦

∑ Ú�Ì�|��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ªñ  

= ∑ 2�
.�\vÑ,�v���,�v���v|,�v�v
XC    

= .�\vÑ,�v���,�v���v|,�v� ∑ 2�
v
XC   

karena ∑ 2�
v
XC = 1 maka  

oo´¶| i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k = .�\vÑ,�v���,�v���v|,�v� (3.59) 
Subtitusi persamaan (3.55), (3.58), dan (3.59) ke persamaan (3.54)  

o·�´ ; â�o´¶| = ∑ �2�v.�\v + .�\v ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−.�\vÑ,�v���,�v���v|,�v�"  

Penaksiran parameter ..., Anggun Haryanto, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



49 

 

  Universitas Indonesia 

= ∑ .�\v�2�v + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�v���,�v���v|,�v�"   (3.60) 

 

Sehingga, secara umum Turunan ¤�� ;  å� terhadap ³¼v dimana ½ = 0, 1,2, … ; 

menyatakan banyaknya variabel x untuk pilihan ke-K adalah 

o·�´ ; â�o´¾| = ∑ .�¼v�2�v + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�v���,�v���v|,�v�";  ∀½ ;  .�Yv = 1  (3.62) 

 
Jika terdapat � =  1, 2, 3, … � pilihan, dan ½ = 0, 1,2, … ; parameter  ³ , maka 

turunan ¤�� ;  å� terhadap ³¼
 adalah 

o·�� ; å�o´¾� = ∑ .�¼
�2�
 + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��
|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�
���,�
���
|,�
�";  ∀½ ;  .�Y
 = 1  (3.62) 

 

Turunan ¤�� ;  å� terhadap τ untuk masing-masing sarang 

• Untuk sarang 'C 

Turunan ¤�� ;  å� terhadap Ñ,_ 

o·�´ ; â�oâÌ_ = ooâÌ_ =∑ Ù 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1�ÒÓ,�
� }v
XCU�XC }  
}}− ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �Pk  

= ∑ à ooâÌ_ i∑  2�
��
v
XC k +}U�XC ooâÌ_ ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹ 
}− ooâÌ_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC ká (3.63) 

Penaksiran parameter ..., Anggun Haryanto, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



50 

 

  Universitas Indonesia 

Ruas kanan dari persamaan (3.63) akan diselesaikan satu persatu 

Suku pertama dari persamaan (3.63) 

ooâÌ_ i∑  2�
��
v
XC k  
= ooâÌ_ ¸∑  2�
�³Y
 + ³C
.�C
 + ⋯ + ³\
.�\
"v
XC ¹ = 0  (3.64) 

Suku kedua dari persamaan (3.63) 

ooâÌ_ ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹  
= ooâÌ_ ∑ ¸2�
�Ñ,�
� − 1" ¤
 ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC ¹v
XC (3.65) 

Dari persamaan di atas tidak diketahui unsur Ñ,_ ada dibagian mana. 

Variabel Õ
,Æ�� = 1,2, … , � ;  � = 1,2, … Â� pada persamaan (3.25) dapat 

digunakan untuk mengatasi permasalahan tersebut. 

Sehingga jika digunakan variabel Õ
,Æ�� = 1,2, … , � ;  � = 1,2, … Â� 

pada persamaan (3.25), maka parameter Ñ,�
� pada persamaan (3.65) menjadi 

Ñ,�
� = ∑ Õ
,ÆÑ,ÆÃÁXC    (3.66) 

Jika persamaan (3.66) dimasukkan ke dalam persamaan (3.65) maka 
ooâÌ_ ∑ ¸2�
�∑ �Õ
,ÆÑ,Æ"ÃÁXC −v
XC

1"} }ln ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC ¹  
= ∑ �2�
Õ
,_ ln ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC "v
XC   (3.67) 

karena  

ÒÓ,�
� = ln ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC   

maka persamaan (3.67) menjadi 

∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC    (3.68) 
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Suku ketiga dari persamaan (3.63) 

ooâÌ_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k  
= ooâÌ_ ë∑ 2�
 ¤
 °∑ :âÌÆ ·U ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÃÁXC ±v
XC í  
= ∑ 2�
v
XC à ooâÌ_ ¤
 °∑ :âÌÆ ·U ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÃÁXC ±á  

= ∑ 2�
 î �ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

}v
XC   

 }¤
 ∑ Õ
,_:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC B  (3.69) 

karena  

ÒÓ,_ = ¤
 ∑ Õ
,_:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC   

��,_ = �ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

  

maka persamaan (3.69) menjadi 

∑ 2�
ÒÓ,_��,_v
XC   

= ÒÓ,_��,_ ∑ 2�
v
XC   

karena  ∑ 2�
v
XC  =1 maka 

ooâÌ_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC k = ÒÓ,_��,_   (3.70) 

Jika persamaan (3.64), (3.68), dan (3.70) dimasukan ke dalam persamaan (3.60) 

maka 

o·�� ; å�oâÌ_ = ∑ �0 + ∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC − ÒÓ,_��,_"U�XC   

= ∑ d�∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,_��,_fU�XC  (3.71) 
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⋮ 
• Untuk sarang 'Ã 

Dengan cara yang sama seperti pada sarang 'C, turunan ¤�� ;  å� terhadap Ñ,Î 

o·�´ ; â�oâÌÎ = ooâÌÎ =∑ Ù 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1�ÒÓ,�
� }v
XCU�XC }  
}}− ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �Pk  

= ∑ à ooâÌ_ i∑  2�
��
v
XC k +}U�XC ooâÌ_ ¸∑ 2�
�Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
�v
XC ¹ 
}− ooâÌ_ i∑ 2�
¤
�∑ :âÌÆãäÌÆÃÁXC �v
XC ká  

= ∑ d�∑ 2�
Õ
,ÎÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,Î��,ÎfU�XC   (3.72) 

 

Jika terdapat m = 1, 2, 3, …M sarang, dan ½ = 0, 1,2, … ; parameter  ³ , maka 

turunan ¤�� ;  å� terhadap òÑ,Æ  adalah 

o·�´ ; â�oâÌÆ = ∑ d�∑ 2�
Õ
,ÆÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,Æ��,ÆfU�XC   (3.73) 
Sehingga didapat  fungsi ¿�� ;  å� adalah 

¿�� ;  å� = îo·�� ; å�o´¾� ;   ∀½ ; ∀�
o·�� ; å�oâÌÆ        ; ∀� }        (3.74) 

dimana , 
o·�� ; å�o´¾�  seperti pada persamaan (3.62) dan 

o·�� ; å�oâÌÆ  seperti pada persamaan 

(3.73).  

Misalkan taksiran parameter ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Yv, … , ³\v, Ñ,_ , Ñ,L , … , Ñ,Îadalah ³óYC, … , ³ó\C, ³óYK, … , ³ó\K, … , ³óYv, … , ³ó\v, Ñ̂,_ ,  Ñ̂,L , … , Ñ̂,Î . 

Taksiran tersebut akan diperoleh dengan  cara mencari nilai ³óYC, … , ³ó\C, ³óYK, … , ³ó\K, … , ³óYv, … , ³ó\v, Ñ̂,_ , Ñ̂,L , … , Ñ̂,Î sehingga fungsi 
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¿��õ ;  åö" = c. Karena fungsi ¿��õ ; åö" bentuknya tidak linier maka untuk mencari 

solusi tersebut akan digunakan metode numerik. Metode numerik yang akan 

digunakan adalah metode Newton-Raphson. 

3.3.2  Mencari solusi ¿��õ ; åö" = c dengan metode Newton-Raphson 

 Misalkan matriks ÷õ adalah matriks kolom ukuran O��; + 1� + Â P yang 

isinya taksiran parameter ³YC, … ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Yv, … , ³\v ,Ñ,_ , Ñ,L , … , Ñ,Î, 

maka 

÷õ =

lm
mmm
mmm
mm
n³óYC⋮³ó\C⋮³óYv⋮³ó\vÑ̂,_⋮Ñ̂,Îrs

sss
sss
ss
t
  (3.75) 

 Matriks ¿�� ;  å� adalah matriks kolom ukuran O��; + 1� + Â P yang 

isinya turunan pertama fungsi likelihood terhadap parameter ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Yv, … , ³\v , Ñ,_ , Ñ,L , … , Ñ,Î, maka matriks ¿�� ;  å� 

adalah 
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lm
mmm
mmm
mmm
mm
mmm
no·�� ; å�o´µ_⋮o·�� ; å�o´¶_o·�� ; å�o´µL⋮o·�� ; å�o´¶L⋮o·�� ; å�o´¶|o·�� ; å�oâÌ_⋮o·�� ; å�oâÌÎ rs

sss
sss
sss
ss
sss
t

=

lm
mmm
mmm
mm
mm
n ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − Ñ,�C���,�C���C|,�C�"U�XC ⋮∑ .�\C�2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − Ñ,�C���,�C���C|,�C�"U�XC∑ �2�K + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��K|,�
�fv
XC − Ñ,�K���,�K���K|,�K�"U�XC ⋮∑ .�\K�2�K + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��K|,�
�fv
XC − Ñ,�K���,�K���K|,�K�"U�XC ⋮∑ .�\v�2�v + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��v|,�
�fv
XC − Ñ,�v���,�v���v|,�v�"U�XC ∑ d�∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,_��,_fU�XC ⋮∑ d�∑ 2�
Õ
,ÎÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,Î��,ÎfU�XC rs

sss
sss
ss
ss
t

    

  (3.76) 
Karena ³óYC, … , ³ó\C, ³óYK, … , ³ó\K, … , ³óYv, … , ³ó\v,Ñ̂,_ , Ñ̂,L , … , Ñ̂,Î adalah 

taksiran parameter ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Yv, … , ³\v, Ñ,_ , Ñ,L , … , Ñ,Î maka 

matriks ¿��õ ; åö" = c adalah 

lm
mmm
mmm
mmm
mmm
mmm
no·��õ ; åö"oṍµ_⋮o·��õ ; åö"oṍ¶_o·��õ ; åö"oṍµL⋮o·��õ ; åö"oṍ¶L⋮o·��õ ; åö"oṍ¶|o·��õ ; åö"oâöÌg⋮o·��õ ; åö"oâöÌÎ rs

sss
sss
sss
sss
sss
t

=

lm
mm
mmm
mm
mn0⋮00⋮0⋮00⋮0rs

ss
sss
ss
st
   (3.77) 

Karena fungsi ¿��õ ; åö" bentuknya tidak linier maka untuk mencari solusi 

tersebut akan digunakan metode numerik. Metode numerik yang akan digunakan 

adalah metode Newton-Raphson. 
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Prosedur Newton-Raphson untuk mencari ÷õ sehingga ¿��õ ;  åö" = c adalah 

1. Input :   

� Batas toleransi (øù¤)  
� Batas iterasi (rmaks) 

� Taksiran  awal (÷õ�Y�) 
2. Pada setiap iterasi ke-r 

� Hitung  taksiran baru untuk ÷õ 

÷õ��� = ÷õ��7C� − de�ú7g���õ ; åö"f7g  ¿�ú7g���õ ;  åö" 

� Hitung error taksiran dibandingkan dengan taksiran sebelumnya 

:��ù���� = ÷õ��� − ÷õ��7C�  
� Periksa kondisi berikut 

û:��ù����ûZ ≤ øù¤, atau � ≥ �Á�
ü 

3. Output : 

� Taksiran untuk ÷õ adalah ÷õ��� 
� Errror dari taksiran yang diperoleh adalah û:��ù����ûZ 
� Iterasi yang dibutuhkan adalah  � 

Dari prosedur Newton-Raphson di atas didefinisikan matriks e��õ ; åö". 

Matriks e��õ ;  åö" adalah matriks jacobian berukuran O��; + 1� + ÂP ×O��; + 1� + ÂP yang isinya adalah turunan fungsi ¿��õ ; åö" terhadap taksiran 

parameter ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Yv, … , ³\v, ÑC, ÑK, … , ÑÃ.Dengan metode 

Newton-Raphson di atas maka taksiran untuk ÷õ pada persamaan (3.75) adalah ÷õ���. 
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BAB 4 

SIMULASI 

 

Pada Bab 3 telah dijelaskan mengenai pembentukan model nested logit 

dan taksiran parameternya menggunakan metode FIML. Pada bab 4 ini akan 

dibahas contoh sederhana penggunaan model nested logit dan cara mencari 

taksiran parameter model nested logit dengan menggunakan metode FIML. 

 

4.1 Ilustrasi Masalah 

Dalam kehidupan sehari-hari, setiap individu dihadapkan dengan berbagai 

macam pilihan alat transportasi yang berbeda-beda. Masing-masing alat 

transportasi mempunyai kelemahan dan keunggulan masing-masing. Kereta api 

mempunyai keunggulan dalam segi waktu tempuh yang relatif singkat dan harga 

yang relatif murah, tetapi mempunyai kelemahan dalam hal kenyamanan yang 

masih kurang dan waktu tunggu yang lama. Sedangkan sepeda motor mempunyai 

keunggulan dalam hal efektifitasnya dan tidak ada waktu tunggunya, tetapi 

memiliki kelemahan dalam hal kenyamanan, dan waktu tempuhnya lebih lama 

dibandingkan kereta. 

Setiap individu akan mempunyai pilihan alat transportasi yang berbeda-

beda. Berdasarkan teori utilitas, setiap individu akan berusaha untuk 

memaksimumkan kepuasan yang dapat dinikmatinya. Dengan kata lain dapat 

dinyatakan bahwa setiap individu akan memaksimumkan utilitas dari barang-

barang yang dikonsumsi. Sehingga dalam kasus mengenai pilihan alat 

transportasi, setiap individu akan memilih alat transportasi yang dapat 

memaksimumkan kepuasan mereka, atau dengan kata lain setiap individu memilih 

alat transportasi yang sesuai dengan kebutuhan dan kemampuan mereka. 

 

4.2 Data 

Data yang digunakan dalam bab ini berupa data simulasi mengenai pilihan 

alat transportasi yang terdiri dari kereta api, bus, sepeda, dan sepeda motor. Dari 

keempat alternatif tersebut diambil data untuk 4 individu, data tersebut meliputi 
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biaya, dan waktu tempuh serta alternatif pilihan yang didapat. misalkan data 

tersebut adalah 

Tabel 4.1 Data Simulasi 

Indi

vidu 

Bus Kereta api Sepeda Sepeda motor 
Pilihan Biaya 

(Ribu) 

Wkt 

(mnt) 

Biaya 

(Ribu) 

Wkt 

(mnt) 

Biaya 

(Ribu) 

Wkt 

(mnt) 

Biaya 

(Ribu) 

Wkt 

(mnt) 

1 2 20 1.5 10 0.5 30 1 15 

Sepeda 

Motor 

2 7 60 4 40 2 100 5 60 Bus 

3 2 10 1 5 0.5 15 1 10 Sepeda 

4 3.5 50 2.5 30 2 80 4.5 40 

Kereta 

api 

 

Misalkan : 

Yi adalah variabel respon yang menyatakan pilihan individu ke-i. 

Xi1k adalah variabel penjelas yang menyatakan biaya untuk individu ke-i dan 

pilihan ke-k. 

Xi2k adalah variabel penjelas yang menyatakan waktu tempuh untuk individu ke-i 

dan pilihan ke-k. 

4.3 Tujuan 

Tujuan dari simulasi ini adalah mencari model probabilitas untuk masing-

masing pilihan. 

4.4 Pengolahan Data 

Pilihan alat transportasi dikelompokan berdasarkan angkutan umum dan 

angkutan pribadi. 

 
Gambar 4. 1 Struktur Himpunan Pilihan 

Alat
Transportasi

Angkutan
Umum

Bus Kereta
api

Angkutan
Pribadi

Sepeda 
Motor

Sepeda
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Misalkan pilihan tersebut dinyatakan sebagai berikut, 

Bus = pilihan 1 Sepeda = pilihan 3 

Kereta api = pilihan 2 Sepeda motor = pilihan 4  

Angkutan umum = sarang 'C Angkutan pribadi = sarang 'K 

Komponen deterministik utilitas dari alternatif pilihan ke-�, �� = 1,2,3,4� 

untuk individu ke-i dinyatakan sebagai 

��
 = ³Y
 + ³C
.�C
 + ³K
.�K
  (4.1) 

dimana, ³Y
 = parameter konstanta. 

 ³C
 = parameter untuk variabel bebas biaya pilihan k. 

 ³K
 = parameter untuk variabel bebas waktu pilihan k. 

Komponen deterministik utilitas dari sarang 'Á, �� = 1,2� untuk individu 

ke-i dinyatakan sebagai 

��,Æ = Ñ,ÆÒÓ,Æ = Ñ,Æ ¤
�∑ :wx�
�,Æ "  (4.2) 

 dimana, Ñ,Æ  = parameter untuk sarang 'Á. 

Berdasarkan persamaan (3.21) dan (3.29), maka model probabilitas untuk 

masing-masing pilihan adalah 

Probabilitas terpilih bus 

��C = ��C|,_  ��,_ =  ¥ ��x_��x_u��xL¦ ° ��xÌ_��xÌ_ u��xÌL±  

= ¥ ��x_�ÝÞÌ�_�¦ ° �ÜÌ�_�ÝÞÌ�_�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆLÆ�_ ±   (4.3) 

Probabilitas terpilih kereta api 

��K = ��K|,_  ��,_ =  ¥ ��xL��x_u��xL¦ ° ��xÌ_��xÌ_ u��xÌL±  
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= ¥ ��xL�ÝÞÌ�L�¦ ° �ÜÌ�L�ÝÞÌ�L�∑ �ÜÌÆÝÞÌÆLÆ�_ ±   (4.4) 

Probabilitas terpilih sepeda 

��� = ���|,L  ��,L =  ¥ ��x���x�u��x�¦ ° ��xÌL��xÌ_ u��xÌL±  

= ¥ ��x��ÝÞÌ���¦ ° �ÜÌ���ÝÞÌ���∑ �ÜÌÆÝÞÌÆLÆ�_ ±  (4.5) 

Probabilitas terpilih sepeda motor 

��� = ���|,L  ��,L =  ¥ ��x���x�u��x�¦ ° ��xÌL��xÌ_ u��xÌL±  
= ¥ ��x��ÝÞÌ���¦ ° �ÜÌ���ÝÞÌ���∑ �ÜÌÆÝÞÌÆLÆ�_ ±  (4.6) 

Untuk mencari taksiran parameter model akan digunakan metode FIML, 

dimana parameter akan ditaksir secara bersama-sama.  

Berdasarkan persamaan (3.30), maka fungsi likelihoodnya adalah 

V = ∏ ���C��x_���K��xL������x�������x���XC    
= ∏ ∏ à¥ ��x��ÝÞÌ���¦ ° �ÜÌ���ÝÞÌ���∑ �ÜÌÆÝÞÌÆLÆ�_ ±á�x��
XC��XC   (4.7) 

Setelah dilogaritmakan maka 

¤ = ln V 
= ∑ ∑ 2�
d��
 + �Ñ,�
� − 1"ÒÓ,�
� − ¤
�∑ :âÌÆãäÌÆKÁXC �f�
XC��XC   (4.8) 

Turunan ¤ terhadap ³YC, ³CC, ³KC, … ³K�, Ñ,_ , Ñ,L adalah 

o·�� ; å�o´¾� = ∑ .�¼
�2�
 + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��
|,�
�f�
XC }��XC   

}−Ñ,�
���,�
���
|,�
�";  ∀½ ;  .�Y
 = 1 (4.9) 

o·�´ ; â�oâÌÆ = ∑ d�∑ 2�
Õ
,ÆÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,Æ��,ÆfU�XC ; ∀�  (4.10) 
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 Karena turunan dari logaritma fungsi likelihoodnya tidak linier, maka 

sulit dicari taksiran parameternya secara langsung. Oleh karena itu akan 

digunakan metode Newton-Raphson untuk mencari taksiran parameternya. 

4.5 Hasil dan Kesimpulan dari Simulasi 

4.5.1 Hasil Simulasi 

 Setelah dicari dengan metode Newton-Raphson seperti pada subbab 3.3.1 

dengan toleransi 0.001 dan iterasi maksimum 10 didapat pada iterasi 1 error =   

37.3605 , pada iterasi 2 error =   15.0992, pada iterasi 3 error =   36.9152, pada 

iterasi 4 error =   25.6833, pada iterasi 5 error =  128.1475, pada iterasi 6 error =  

2.4259e+004, pada iterasi 7 sampai dengan iterasi 10 error tidak dapat dihitung 

karena matriks jacobiannya tidak dapat dihitung. Karena tidak dapat diperoleh 

taksiran dengan error dan iterasi yang diinginkan maka dipilih taksiran dengan 

error terkecil, yaitu taksiran pada iterasi 2 

Tabel 4.2 Taksiran Parameter 

Taksiran 

Parameter 

Pilihan 

Bus Kereta api Sepeda Sepeda Motor ³óY -9.2727 52.4597 -1.5554 0.7806 ³óC -0.0489 -2.6878 0.6858 -3.5711 ³óK 0.1302 -1.4469 0.0927 0.3361 Ñ̂,Æ  Ñ̂,_ = −0.1003 Ñ̂,L = −0.0621 

 

� Untuk pilihan bus taksiran parameter komponen deterministiknya adalah ³óYC = −9.2727, ³óCC = −0.0489, ³óKC = 0.1302 

� Untuk pilihan kereta taksiran parameter komponen deterministiknya 

adalah ³óYK = 52.4597, ³óCK = −2.6878, ³óKK = −1.4469 
� Untuk pilihan sepeda taksiran parameter komponen deterministiknya 

adalah ³óY� = −1.5554,  ³óC� = 0.6858, ³óK� = 0.0927 
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� Untuk pilihan sepeda motor taksiran parameter komponen 

deterministiknya adalah ³óY� = 0.7806, ³óC� = −3.5711, ³óK� = 0.3361 

� Takisran parameter untuk sarangnya adalah 

Untuk sarang 1 adalah  Ñ̂,_ = −0.1003 

Untuk sarang 2 adalah  Ñ̂,L = −0.0621 

Sehingga taksiran komponen deterministik utilitas dari masing-masing 

pilihan untuk individu ke-i adalah 

Pilihan 1 (Bus) 

�ö�C = −9.2727 − 0.0489.�CC + 0.1302.�KC  

Pilihan 2 (Kereta api) 

�ö�K = 52.4597 − 2.6878.�CK − 1.4469.�KK 
Pilihan 3 (Sepeda) 

�ö�� = −1.5554 + 0.6858.�C� + 0.0927.�K� 
Pilihan 4 (Sepeda motor) 

�ö�� = 0.7806 − 3.5711.�C� + 0.3361.�K� 
Taksiran komponen deterministik utilitas dari sarang 'Á, �� = 1,2� untuk 

individu ke-i dinyatakan sebagai 

Sarang  'C (Angkutan umum) 

�ö�,_ = −0.1003 ÒÓ,_ = −0.1003 ¤
�:wx_ + :wxL�  
Sarang  'K (Angkutan pribadi) 

�ö�,L = −0.0621ÒÓ,L = −0.0621 ¤
�:wx� + :wx�� 

Jika terdapat individu menginginkan biaya 1000 dan waktu tempuh 5 

menit, maka probabilitas masing-masing pilihan bagi individu tersebut adalah 
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Tabel 4.3 Probabilitas Pilihan 

Pilihan Probabilitas 

Bus 0 

Kereta api 0.0138 

Sepeda 0.6598 

Sepeda 

motor 0.3264 

 

Dari tabel di atas dapat diperoleh bahwa bagi individu tersebut 

� Probabilitas terpilih bus adalah 0. 

� Probabilitas terpilih kereta api adalah 0.0138. 

� Probabilitas terpilih sepeda adalah 0.6598. 

� Probabilitas terpilih sepeda motor adalah 0.3264. 

� Probabilitas terpilih bus lebih kecil daripada probabilitas terpilih kereta 

api, sepeda maupun sepeda motor. 

� Probabilitas terpilih sepeda lebih besar daripada probabilitas terpilih bus, 

kereta api maupun sepeda motor. 

Jadi, individu tersebut cenderung lebih memilih menggunakan sepeda. 

4.5.2 Kesimpulan Simulasi 

Taksiran parameter yang didapatkan pada simulasi di atas kurang sesuai 

dengan kenyataan dalam kehidupan sehari-hari, karena 

1. Data yang digunakan terlalu sedikit, sehingga dibutuhkan data yang lebih 

banyak lagi. 

2. Data yang digunakan adalah data rekaan, bukan data hasil dari penelitian. 

3. Taksiran yang didapatkan kurang sesuai dengan keinginan (error kecil 

dan iterasi yang dibutuhkan minimum). Hal ini dikarenakan parameter 

yang ditaksir cukup banyak, sehingga sangat sulit untuk mencari taksiran 

awal yang dekat dengan taksiran sesungguhnya. 
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BAB 5 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Pada model nested logit alternatif pilihan yang saling berpengaruh 

dikelompokkan ke dalam satu sarang, sehingga alternatif pilihan dalam sarang 

yang berlainan tidak saling berpengaruh. Probabilitas terpilih salah satu alternatif 

pilihan adalah perkalian antara probabilitas terpilih alternatif pilihan dalam sarang 

dengan probabilitas terpilih sarang. 

Untuk mencari taksiran parameter model nested logit dapat digunakan 

metode FIML(Full Information Maximum Likelihood). Parameter untuk alternatif 

pilihan dan parameter untuk sarang dicari secara simultan. Karena bentuk turunan 

fungsi log likelihood dari model nested logit tidak linier, maka untuk mencari 

taksiran parameternya tidak dapat dilakukan secara langsung. Metode Newton-

Raphson dapat digunakan untuk mencari taksiran parameter model nested logit. 

Tetapi taksiran parameter yang didapatkan dari metode Newton-Raphson 

tergantung taksiran awal. 

 

5.2 Saran 

Saran dari penulis mengenai skripsi ini antara lain perlu dibahas mengenai: 

1. Simulasi menggunakan data hasil penelitian dan jumlah data yang 

digunakan cukup banyak. 

2. Taksiran awal yang digunakan cukup tepat. 

3. Alternatif model lain untuk memodelkan pilihan, yaitu Model Mixed 

Logit, Model Multivariat Probit, Model Tobit, dan model lainnya.  

4. Model nested logit dengan salah satu sarang hanya mengandung 1 pilihan 

ataupun model nested logit dengan level lebih dari 2. 

5. Penyeleksian struktur sarang dan uji perbandingan model pada model 

nested logit dan jenis lain dari model nested logit, yaitu RUMNL. 

6. Penaksiran parameter model nested logit dengan metode LIML(Limited 

Information Maximum Likelihood). 
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1. Mencari Matriks Jacobian 

Parameter yang akan dicari adalah ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Y
,… , ³\
, ÑC, ÑK, … , ÑÃ atau sebanyak ��; + 1� parameter untuk β dan  Â parameter 

untuk Ñ. Maka matriks jacobian �e�� ;  å�" dari ¿�� ;  å� adalah matriks 

berukuran O��; + 1� + ÂP × O��; + 1� + ÂP. 

lm
mmm
mmm
mmm
mmm
n oL·�� ; å�o´µ_o´µ_ … oL·�� ; å�o´µ_o´¶_ oL·�� ; å�o´µ_o´µL … oL·�� ; å�o´µ_o´¶�

oL·�� ; å�o´µ_oâÌ_ … oL·�� ; å�o´µ_oâÌÎ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮oL·�� ; å�o´¶_o´µ_ … oL·�� ; å�o´¶_o´¶_ oL·�� ; å�o´¶_o´µL … oL·�� ; å�o´¶_o´¶�
oL·�� ; å�o´¶_oâÌ_ … oL·�� ; å�o´¶_oâÌÎoL·�� ; å�o´µLo´µ_ … oL·�� ; å�o´µLo´¶_ oL·�� ; å�o´µLo´µL … oL·�� ; å�o´µLo´¶�
oL·�� ; å�o´µLoâÌ_ … oL·�� ; å�o´µLoâÌÎ⋮ … ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ … ⋮oL·�� ; å�o´¶�o´µ_ … oL·�� ; å�o´¶�o´¶_ oL·�� ; å�o´¶�o´µL …  oL·�� ; å�o´¶�o´¶�
oL·�� ; å�o´¶�oâÌ_ … oL·�� ; å�o´¶�oâÌÎoL·�� ; å�oâÌ_o´µ_ … oL·�� ; å�oâÌ_o´¶_ oL·�� ; å�oâÌ_o´µL … oL·�� ; å�oâÌ_o´¶�
oL·�� ; å�oâÌ_oâÌ_ … oL·�� ; å�oâÌ_oâÌÎ⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮ ⋮ ⋱ ⋮oL·�� ; å�oâÌÎo´µ_ … oL·�� ; å�oâÌÎo´¶_ oL·�� ; å�oâÌÎo´µL … oL·�� ; å�oâÌÎo´¶�
oL·�� ; å�oâÌÎoâÌ_ … oL·�� ; å�oâÌÎoâÌÎrs

sss
sss
sss
sss
t

  

 

 

Pada persamaan (3.57), ¿�� ;  å� didefinisikan sebagai 


�³ ;  Ñ� = îo·�� ; å�o´¾� ;   ∀½ ;  ∀�
o·�� ; å�oâÌÆ        ; ∀� }  

Matriks jacobian �e�� ;  å�" adalah matriks yang isinya turunan fungsi 
�³ ;  Ñ� terhadap parameter ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Y
, … , ³\
, ÑC, ÑK, … , ÑÃ. Untuk mempermudah mencari matriks jacobian di atas, maka 

matriks jacobian akan dipartisi sebagai berikut : 

sebanyak ��; + 1� sebanyak Â 
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e�� ;  å� = ëeC�� ;  å� eK�� ;  å�e��� ;  å� e��� ;  å�í (1) 

dimana ,  

 eg�� ;  å� =
lmm
mmm
mmm
n oL·�� ; å�o´µ_o´µ_ … oL·�� ; å�o´µ_o´¶_ oL·�� ; å�o´µ_o´µL … oL·�� ; å�o´µ_o´¶�⋮ ⋱ ⋮ ⋮ … ⋮oL·�� ; å�o´¶_o´µ_ … oL·�� ; å�o´µ_o´¶_ oL·�� ; å�o´¶_o´µL … oL·�� ; å�o´¶_o´¶�oL·�� ; å�o´µLo´µ_ … oL·�� ; å�o´µLo´¶_ oL·�� ; å�o´µLo´µL … oL·�� ; å�o´µLo´¶�⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮oL·�� ; å�o´¶�o´µ_ … oL·�� ; å�o´¶_o´¶�

oL·�� ; å�o´¶�o´µL … oL·�� ; å�o´¶�o´¶�rss
sss
sss
t
 (2) 

adalah matriks berukuran O��; + 1�P × O��; + 1�P. 

 e��� ;  å� =
lmm
mmm
mmm
n oL·�� ; å�o´µ_oâÌ_ … oL·�� ; å�o´µ_oâÌÎ⋮ ⋮ ⋮oL·�� ; å�o´¶_oâÌ_ … oL·�� ; å�o´¶_oâÌÎoL·�� ; å�o´µLoâÌ_ … oL·�� ; å�o´µLoâÌÎ⋮ ⋮ ⋮oL·�� ; å�o´¶�oâÌ_ … oL·�� ; å�o´¶�oâÌÎrss

sss
sss
t
 (3) 

adalah matriks berukuran O��; + 1�P × Â. 

 e��� ;  å� =
lmm
mn oL·�� ; å�oâÌ_o´µ_ … oL·�� ; å�oâÌ_o´¶_ oL·�� ; å�oâÌ_o´µL … oL·�� ; å�oâÌ_o´¶�⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮oL·�� ; å�oâÌÎo´µ_ … oL·�� ; å�oâÌÎo´¶_ oL·�� ; å�oâÌÎo´µL … oL·�� ; å�oâÌÎo´¶�rss

st
 (4) 

adalah matriks berukuran Â × O��; + 1�P. 

 e
�� ;  å� =
lmm
mn oL·�� ; å�oâÌ_oâÌ_ … oL·�� ; å�oâÌ_oâÌÎ⋮ ⋱ ⋮oL·�� ; å�oâÌÎoâÌ_ … oL·�� ; å�oâÌÎoâÌÎrss

st
  (5) 

adalah matriks berukuran Â × Â. 
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Mencari Matriks eg�� ;  å� 

eg�� ;  å� =

lm
mmm
mmm
mmm
nòK¤�� ;  å�ò³YCò³YC … òK¤�� ;  å�ò³YCò³\C

òK¤�� ;  å�ò³YCò³YK … òK¤�� ;  å�ò³YCò³\
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ … ⋮òK¤�� ;  å�ò³\Cò³YC … òK¤�� ;  å�ò³YCò³\C
òK¤�� ;  å�ò³\Cò³YK … òK¤�� ;  å�ò³\Cò³\
òK¤�� ;  å�ò³YKò³YC … òK¤�� ;  å�ò³YKò³\C
òK¤�� ;  å�ò³YKò³YK … òK¤�� ;  å�ò³YKò³\
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮òK¤�� ;  å�ò³\
ò³YC … òK¤�� ;  å�ò³\Cò³\

òK¤�� ;  å�ò³\
ò³YK … òK¤�� ;  å�ò³\
ò³\
 rs

sss
sss
sss
t

 

Baris ke-1 

Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-1 adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�o´µ_   

= ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − Ñ,�C���,�C���C|,�C�"U�XC    (6) 
Turunan ¿�� ;  å� pada baris ke-1 terhadap ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Y
,… , ³\
 adalah 

� Turunan  
�æ�� ; å���cg   terhadap ³YC 

oL·�´ ; â�o´µ_´µ_ = oo´µ_ ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   
}−Ñ,�C���,�C���C|,�C�" 

= ∑ ¥ oo´µ_ 2�C + oo´µ_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   

}− oo´µ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�¦  

= ∑ ¥ oo´µ_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − oo´µ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�¦U�XC  (7) 

Ruas kanan dari persamaan (7) akan diselesaikan satu persatu. 
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Suku pertama dari persamaan (7) 

oo´µ_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC   (8) 

= ∑ <2�
�Ñ,�
� − 1" ¥ oo´µ_ ��C|,�
�¦Bv
XC   (9) 

Mencari 
oo´µ_ ��C|,�
� 
oo´µ_ ��C|,�
� = oo´µ_ ¯ Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ²  

=  Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦ ∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_à∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ áL −
Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

à∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ áL   

= � Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ñ  

  �∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ − Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ñ  

karena ��C|,�
� = Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_  , maka 

oo´µ_ ��C|,�
� = ��C|,�
��1 − ��C|,�
�"  (10) 

Subtitusi persamaan (10) ke persamaan (9), maka persamaan (9) menjadi 

∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
��1 − ��C|,�
�"fv
XC   

= ∑ d2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"fv
XC   (11) 

Suku kedua dari persamaan (7) 

 
oo´µ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�  (12) 
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 = Ñ,�C� <o)xÌ�_�o´µ_ ��C|,�C� + ��,�C� o)x_|Ì�_�o´µ_ B  (13) 

Ruas kanan dari persamaan (13) akan diselesaikan satu persatu. 

Terlebih dahulu akan dicari  
o)xÌ�_�o´µ_  dan 

o)x_|Ì�_�o´µ_ . 

Mencari 
o)xÌ�_�o´µ_  

o)xÌ�_�o´µ_ = oo´µ_ � �ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�  

=
���
��eâÌ�_� ì¬ ∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ Ñ,�C� ÕC,�C�e�´µ_u´__>x__u⋯u´¶_>x¶_"∑ Õ
,�C�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC∑ :âÌÆ ·U ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÃÁXC

} 

}− °eâÌ�_� ì¬ ∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ±K Ñ,�C� ÕC,�C�e�´µ_u´__>x__u⋯u´¶_>x¶_"∑ Õ
,�C�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC°∑ :âÌÆ ·U ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÃÁXC ±K
���
��

 

= ��,�C�Ñ,�C���C|,�C� − ���,�C�"KÑ,�C���C|,�C� 
= �1 − ��,�C�"Ñ,�C���,�C���C|,�C�  (14) 

Mencari 
o)x_|Ì�_�o´µ_  

o)x_|Ì�_�o´µ_ = oo´µ_ ¯ Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ²  

= Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ − ¨Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦ªL

¨∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ªL 

= ��C|,�C� − ���C|,�C�"K
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= ��C|,�C��1 − ��C|,�C�"  (15) 

Subtitusi (14) dan(15)  ke persamaan (13) maka didapat  

oo´µ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�  
= Ñ,�C� <Ñ,�C���,�C����C|,�C�"K�1 − ��,�C�"

+ ��,�C���C|,�C��1 − ��C|,�C�"f 

= Ñ,�C���,�C���C|,�C�d}�1 − ��,�C�"Ñ,�C���C|,�C� + �1 − ��C|,�C�"}f  (16) 
Subtitusi (11) dan (16) ke persamaan (7) 

oL·�´ ; â�o´µ_´µ_ = ∑ d∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C�¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 − ��C|,�C�"¹f  (17) 

⋮ 
� Turunan  

�æ�� ; å���cg   terhadap ³\C 

oL·�� ; å�o´µ_´¶_ = oo´¶_ d∑ 2�C¸1 + �Ñ,�C� − 1"��C|,�C� − Ñ,�C���,�C���C|,�C�¹U�XC f   

oL·�´ ; â�o´µ_o´¶_ = oo´¶_ ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   
}−Ñ,�C���,�C���C|,�C�" 

= ∑ ° oo´¶_ 2�C + oo´¶_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   
}− oo´¶_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�±  

= ∑ ° oo´¶_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − oo´¶_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�±U�XC (18) 

Ruas kanan dari persamaan (18) akan diselesaikan satu persatu. 

Suku pertama dari persamaan (18) 
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oo´¶_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC   (19) 

karena 2�
 dan Ñ,�
� merupakan konstanta maka persamaan (19) menjadi 

= ∑ à2�
�Ñ,�
� − 1" ° oo´¶_ ��C|,�
�±áv
XC   (20) 

Mencari 
oo´¶_ ��C|,�
� 
oo´¶_ ��C|,�
� = oo´¶_ ¯ Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ²  

=  .�\C Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦ ∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_à∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ áL −
.�\C Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

à∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ áL   

= .�\C � Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ñ  

  �∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ − Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ñ  

karena ��C|,�
� = Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_  , maka 

oo´¶_ ��C|,�
� = .�\C��C|,�
��1 − ��C|,�
�"  (21) 

Subtitusi persamaan (21) ke persamaan (20), maka akan didapatkan 

oo´¶_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC   

= ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1".�\C��C|,�
��1 − ��C|,�
�"fv
XC   

= .�\C ∑ d2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"fv
XC   (22) 
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Suku kedua dari persamaan (18) 

 
oo´¶_ Ñ,�C���,�C���C|,�C� 

 = Ñ,�C� ào)xÌ�_�o´¶_ ��C|,�C� + ��,�C� o)x_|Ì�_�o´¶_ á (23) 
Ruas kanan dari persamaan (23) akan diselesaikan satu-persatu. 

Terlebih dahulu akan dicari  
o)xÌ�_�o´¶_  dan 

o)x_|Ì�_�o´¶_ . 

Mencari 
o)xÌ�_�o´¶_  

o)xÌ�_�o´¶_ = oo´¶_ � �ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�  
=

���
���ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ âÌ�_�>x¶_ ß_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

}  

}− ��ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ �LâÌ�_�>x¶_ ß_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_

�∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_ �L
���
��

  

= ��,�C�Ñ,�C�.�\C��C|,�C� − ���,�C�"KÑ,�C�.�\C��C|,�C� 
= .�\C�1 − ��,�C�"Ñ,�C���,�C���C|,�C� (24) 

Mencari 
o)x_|Ì�_�o´¶_  

o)x_|Ì�_�o´¶_ = oo´¶_ ¯ Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ²  
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= .�\C Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ −  

.�\C ¨Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦ªL

¨∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ªL   
= .�\C��C|,�C� − .�\C���C|,�C�"K

  

= .�\C��C|,�C��1 − ��C|,�C�"  (25) 

Subtitusi (24) dan (25) ke persamaan (23) maka akan didapatkan 

oo´¶_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�  
= τ��C� <x��Cτ��C�P���C��P�C|��C�"K�1 − P���C�"

+ x��CP���C�P�C|��C��1 − P�C|��C�"f 

= .�\CÑ,�C���,�C���C|,�C�d}�1 − ��,�C�"Ñ,�C���C|,�C� + �1 − ��C|,�C�"}f(26) 
Subtitusi (22) dan (26) ke persamaan (18) 

oL·�´ ; â�o´µ_´¶_ = ∑ d.�\C ∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−.�\CÑ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 − ��C|,�C�"¹f   

= ∑ .�\Cd∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 − ��C|,�C�"¹f (27) 

sehingga secara umum untuk baris ke-1, turunan dari 
o·�� ; å�o´µ_  terhadap ³YC, … , ³\C 

adalah 

oL·�� ; å�o´µ_´µ_ = ∑ d∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 − ��C|,�C�"¹f  
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oL·�� ; å�o´µ_´¾_ = ∑ .�¼Cd∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 −��C|,�C��¹f   (28) 

⋮ 
� Turunan  

�æ�� ; å���cg   terhadap ³Yv 

oL·�´ ; â�o´µ_´µ| = oo´µ| ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C�" 

= ∑ ¥ oo´µ| 2�C + oo´µ| ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   

}− oo´µ| Ñ,�C���,�C���C|,�C�¦  

= ∑ ¥ oo´µ| ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − oo´µ| Ñ,�C���,�C���C|,�C�¦U�XC (29) 

Ruas kanan dari persamaan (29) akan diselesaikan satu persatu. 

Suku pertama dari persamaan (29) 

oo´µ| ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC   

= ∑ <2�
�Ñ,�
� − 1" ¥ oo´µ| ��C|,�
�¦Bv
XC   (30) 

Mencari 
oo´µ| ��C|,�
� 
oo´µ| ��C|,�
� = oo´µ| ¯ Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ²  

=  0 − Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦Ú|Ì����¥ºµ|{º_|�x_|{⋯{º¶_�x¶|¦
à∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ áL   
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= − Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_  Ú|Ì����¥ºµ|{º_|�x_|{⋯{º¶_�x¶|¦

∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_   

karena   ��C|,�
� = Ú_Ì����¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_   

��v|,�
� = Ú|Ì����¥ºµ|{º_|�x_|{⋯{º¶_�x¶|¦
∑ Ú�Ì����¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_   

maka 

oo´µ| ��C|,�
� = −��C|,�
���v|,�
�   (31) 

Subtitusi persamaan (31) ke persamaan (30) maka akan didapatkan 

oo´µ| ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC   

= ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"�−��C|,�
���v|,�
�"fv
XC   

= ∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC   (32) 

Suku kedua persamaan (29) 

 
oo´µ| Ñ,�C���,�C���C|,�C� 

 = Ñ,�C� <o)xÌ�_�o´µ| ��C|,�C� + ��,�C� o)x_|Ì�_�o´µ| B (33) 
Terlebih dahulu akan dicari  

o)xÌ�_�o´µ|  dan 
o)x_|Ì�_�o´µ|  

Mencari 
o)xÌ�_�o´µ|  

o)xÌ�_�o´µ| = oo´µ| � �ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�  
=
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�ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�Ñ,�C� Ú|Ì�_��¥ºµ|{º_|�x_|{⋯{º¶|�x¶|¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_

}  

}− �ÜÌ�|� ïð ∑ ß�Ì�|��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ âÌ�|� ß|Ì�|��¥ºµ|{º_|�x_|{⋯{º¶|�x¶|¦
∑ ß�Ì�|��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_ ���
��

  

karena  

 ��,�C� = �ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

 (34) 

 ��v|,�C� = Ú|Ì�_��¥ºµ|{º_|�x_|{⋯{º¶|�x¶|¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_  (35) 

 ��,�v� = �ÜÌ�|� ïð ∑ ß�Ì�|��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

 (36) 

 ��v|,�v� = Ú|Ì�|��¥ºµ|{º_|�x_|{⋯{º¶|�x¶|¦
∑ Ú�Ì�|��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_  (37) 

maka 

o)xÌ�_�o´µ| = ��,�C��Ñ,�C���v|,�C� − Ñ,�v���,�v���v|,�v�" (38) 

Mencari 
o)x_|Ì�_�o´µ|  

o)x_|Ì�_�o´µ| = oo´µ| ¯ Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ²  

= 0 − ÕC,�C�e�´µ_u´__>x__u⋯u´¶_>x¶_" Õv,�C�e�´µ|u´_|>x_|u⋯u´¶|>x¶|"
�∑ Õ
,�C�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC "K  

Berdasarkan persamaan (35) dan kenyataan bahwa 
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 ��C|,�C� = Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_   

maka 

 
o)x_|Ì�_�o´µ| = 0 − ��C|,�C���v|,�C�  

= −��C|,�C���v|,�C�  (39) 

Subtitusi (38) dan (39) ke persamaan (33) maka akan didapatkan 

oo´µ| Ñ,�C���,�C���C|,�C�  
= Ñ,�C�d��,�C���C|,�C��Ñ,�C���v|,�C� − Ñ,�v���,�v���v|,�v�"− ��,�C���C|,�C���v|,�C�f 

= Ñ,�C���,�C���C|,�C�dÑ,�C���v|,�C� − Ñ,�v���,�v���v|,�v� − ��v|,�C�f 
= Ñ,�C���,�C���C|,�C�d�Ñ,�C� − 1"��v|,�C� − Ñ,�v���,�v���v|,�v�f (40) 

Subtitusi (32) dan (40) ke persamaan (29) 

oL·�´ ; â�o´µ_´µ| = ∑ �∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��v|,�C� − Ñ,�v���,�v���v|,�v�"  (41) 

⋮ 
� Turunan  

o·�´ ; â�o´µ_   terhadap ³\v 

Dengan cara yang sama seperti mencari turunan 
o·�´ ; â�o´µ_  terhadap ³Yv maka 

akan didapat turunan 
o·�´ ; â�o´µ_  terhadap ³\v adalah  

oL·�� ; å�o´µ_´¶| = ∑ .�\v�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��v|,�C� − Ñ,�v���,�v���v|,�v�"  (42) 
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Jika terdapat k = 1, 2, 3, …K pilihan, dan ½ = 0, 1,2, … ; parameter  ³ , maka 

secara umum turunan  
o·�� ; å�o´µ_  terhadap terhadap ³¼
�� ≠ 1�adalah 

oL·�� ; å�o´µ_´µ� = ∑ �∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��
|,�C� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�"  (43) 

oL·�´ ; â�o´µ_´¾� = ∑ .�¼
�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��
|,�C� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�"  (44) 
Baris ke-2  

Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-2 adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�o´__    

= ∑ .�CC�2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − Ñ,�C���,�C���C|,�C�"U�XC     
Dengan cara yang sama seperti pada baris ke-1, maka secara umum untuk baris 

ke-2, turunan dari 
o·�� ; å�o´µ_  terhadap ³YC, … , ³\C adalah 

oL·�� ; å�o´__´µ_ = ∑ .�CCd∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 − ��C|,�C�"¹f  

oL·�� ; å�o´__´¾_ = ∑ .�CC.�¼Cd∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 −��C|,�C��¹f; ∀½ = 1, … , ;   (45) 

Jika terdapat k = 1, 2, 3, …K pilihan, dan ½ = 0, 1,2, … ; parameter  ³ , maka 

secara umum turunan  
o·�� ; å�o´__  terhadap terhadap ³¼
�� ≠ 1�adalah 

oL·�� ; å�o´__´µ� = ∑ .�CC�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   
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}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��
|,�C� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�"  

oL·�´ ; â�o´__´¾� = ∑ .�CC.�¼
�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��
|,�C� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�" (46) 
        ⋮ 
Baris ke-(p+1)  

Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-(p+1) adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�o´¶_    

= ∑ .�\C�2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − Ñ,�C���,�C���C|,�C�"U�XC     
Dengan cara yang sama seperti pada baris ke-1, maka secara umum untuk baris 

ke-(p+1), turunan dari 
o·�� ; å�o´¶_  terhadap ³YC, … , ³\C adalah 

oL·�� ; å�o´¶_´µ_ = ∑ .�\Cd∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 − ��C|,�C�"¹f  

oL·�� ; å�o´¶_´¾_ = ∑ .�\C.�¼Cd∑ ¸2�
��C|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��C|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�C���,�C���C|,�C�d¸�1 − ��,�C�"Ñ,�C� }��C|,�C� } + �1 −��C|,�C��¹f; ∀½ = 1, … , ;   (47) 

Jika terdapat k = 1, 2, 3, …K pilihan, dan ½ = 0, 1,2, … ; parameter  ³ , maka 

secara umum turunan  
o·�� ; å�o´¶_  terhadap terhadap ³¼
�� ≠ 1�adalah 

oL·�� ; å�o´¶_´µ� = ∑ .�\C�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��
|,�C� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�"  
oL·�´ ; â�o´¶_´¾� = ∑ .�\C.�¼
�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��C|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   
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}−Ñ,�C���,�C���C|,�C��Ñ,�C� − 1"��
|,�C� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�" (48) 

Baris ke-(p+2)  

Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-(p+2) adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�o´µL    

= ∑ �2�K + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��K|,�
�fv
XC − Ñ,�K���,�K���K|,�K�"U�XC     
Dengan cara yang sama seperti pada baris ke-1, maka secara umum untuk baris 

ke-(p+2), turunan dari 
o·�� ; å�o´µL  terhadap ³YK, … , ³\K adalah 

oL·�� ; å�o´µL´µL = ∑ d∑ ¸2�
��K|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��K|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�K���,�K���K|,�K�d¸�1 − ��,�K�"Ñ,�K� }��K|,�K� } + �1 − ��K|,�K�"¹f  

oL·�� ; å�o´µL´¾L = ∑ .�¼Kd∑ ¸2�
��K|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��K|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�K���,�K���K|,�K�d¸�1 − ��,�K�"Ñ,�K� }��K|,�K� } + �1 −��K|,�K��¹f; ∀½ = 1, … , ;   (49) 

Jika terdapat k = 1, 2, 3, …K pilihan, dan ½ = 0, 1,2, … ; parameter  ³ , maka 

secara umum turunan  
o·�� ; å�o´µL  terhadap terhadap ³¼
�� ≠ 2�adalah 

oL·�� ; å�o´µL´µ� = ∑ �∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��K|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�K���,�K���K|,�K��Ñ,�K� − 1"��
|,�K� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�"  
oL·�´ ; â�o´µL´¾� = ∑ .�¼
�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��K|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�K���,�K���K|,�K��Ñ,�K� − 1"��
|,�K� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�" (50) 

⋮ 
Baris ke-2(p+1)  
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Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-2(p+1) adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�o´¶L    

= ∑ .�\K�2�K + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��K|,�
�fv
XC − Ñ,�K���,�K���K|,�K�"U�XC     
Dengan cara yang sama seperti pada baris ke-1, maka secara umum untuk baris 

ke-(p+2), turunan dari 
o·�� ; å�o´µL  terhadap ³YK, … , ³\K adalah 

oL·�� ; å�o´µL´µL = ∑ .�\Kd∑ ¸2�
��K|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��K|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�K���,�K���K|,�K�d¸�1 − ��,�K�"Ñ,�K� }��K|,�K� } + �1 − ��K|,�K�"¹f  

oL·�� ; å�o´µL´¾L = ∑ .�\K.�¼Kd∑ ¸2�
��K|,�
��Ñ,�
� − 1"�1 − ��K|,�
�"¹v
XC fU�XC   

−Ñ,�K���,�K���K|,�K�d¸�1 − ��,�K�"Ñ,�K� }��K|,�K� } + �1 −��K|,�K��¹f; ∀½ = 1, … , ;   (51) 

Jika terdapat k = 1, 2, 3, …K pilihan, dan ½ = 0, 1,2, … ; parameter  ³ , maka 

secara umum turunan  
o·�� ; å�o´µL  terhadap terhadap ³¼
�� ≠ 2�adalah 

oL·�� ; å�o´µL´µ� = ∑ .�\K�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��K|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�K���,�K���K|,�K��Ñ,�K� − 1"��
|,�K� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�"  
oL·�´ ; â�o´µL´¾� = ∑ .�\K.�¼
�∑ d2�
�1 − Ñ,�
�"��K|,�
���v|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�K���,�K���K|,�K��Ñ,�K� − 1"��
|,�K� − Ñ,�
���,�
���
|,�
�" (52) 

 Untuk baris yang lain akan didapatkan dengan cara yang sama seperti di atas. 

Untuk k yang sama, maka turunan 
o·�� ; å�o´¾�  turunan ³Y
, … , ³\
 bentuknya akan 

mengikuti persamaan (51). Sedangkan untuk k yang berbeda maka turunan 
o·�� ; å�o´¾�  

turunan ³Y
, … , ³\
 bentuknya akan mengikuti persamaan (52). 
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Mencari Matriks e��� ;  å� 

e��� ;  å� =
lmm
mmm
mmm
n oL·�� ; å�o´µ_oâÌ_ … oL·�� ; å�o´µ_oâÌÎ⋮ ⋮ ⋮oL·�� ; å�o´¶_oâÌ_ … oL·�� ; å�o´¶_oâÌÎoL·�� ; å�o´µLoâÌ_ … oL·�� ; å�o´µLoâÌÎ⋮ ⋮ ⋮oL·�� ; å�o´¶�oâÌ_ … oL·�� ; å�o´¶�oâÌÎrss

sss
sss
t
  

Baris ke-1 

Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-1 adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�o´µ_   

= ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − Ñ,�C���,�C���C|,�C�"U�XC    
Turunan ¿�� ;  å� pada baris ke-1 terhadap Ñ,_ , Ñ,L , … , Ñ,Î adalah 

� Turunan  
�æ�� ; å���cg   terhadap Ñ,_  

oL·�� ; å�o´µ_âÌ_ = ooâÌ_ ∑ �2�C + ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   

}−Ñ,�C���,�C���C|,�C�" 

= ∑ ° ooâÌ_ 2�C + ooâÌ_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC }U�XC   
}− ooâÌ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�±  

= ∑ ° ooâÌ_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC − ooâÌ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�±U�XC (53) 

Ruas kanan dari persamaan (53) akan diselesaikan satu persatu. 

Suku pertama dari persamaan (53) 
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ooâÌ_ ∑ d2�
�Ñ,�
� − 1"��C|,�
�fv
XC    

= ∑ à2�
��C|,�
� ooâÌ_ �Ñ,�
� − 1"áv
XC   (54) 

 Dari fungsi S tersebut tidak diketahui unsur Ñ,_ ada dibagian mana. Variabel Õ
,Æ�� = 1,2, … , � ;  � = 1,2, … Â� pada persamaan (3.25) dapat digunakan 

untuk mengatasi permasalahan tersebut. 

 Sehingga jika digunakan variabel c�� �k = 1,2, … ,K ;  m = 1,2, …M� pada 

persamaan (3.25), maka parameter Ñ,�
� pada persamaan (54) menjadi 

Ñ,�
� = ∑ Õ
,ÆÑ,ÆÃÁXC    (55) 

Sehingga persamaan (54) menjadi 

∑ à2�
��C|,�
� ooâÌ_ �∑ Õ
,ÆÑ,ÆÃÁXC − 1"áv
XC   

= ∑ d2�
Õ
,_��C|,�
�fv
XC    56) 

Suku kedua persamaan (53) 

ooâÌ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�  
 = ��C|,�C� àoâÌ�_�oâÌ_ ��,�C� + o)xÌ�_�oâÌ_ Ñ,�C�á (57) 
Terlebih dahulu akan dicari 

oâÌ�_�oâÌ_  dan 
o)xÌ�_�oâÌ_  

Mencari  
oâÌ�_�oâÌ_  

oâÌ�_�oâÌ_ = ooâÌ_ ∑ ÕC,ÆÑ,ÆÃÁXC    

= ÕC,_  (58) 

Mencari 
o)xÌ�_�oâÌ_  
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o)xÌ�_�oâÌ_ = ooâÌ_ � �ÜÌ�_� ïð ∑ ß�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
�  (59) 

Jika persamaan (55) disubtitusikan ke persamaan (59) maka 

 
o)xÌ�_�oâÌ_ = ooâÌ_ #�­¥∑ ß_ÌÆÜÌÆÎÆ�_ ¦ Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ®

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
$  

 = %�­¥∑ ß_ÌÆÜÌÆÎÆ�_ ¦ Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ®
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

} 
}cC�_ ln ∑ c���C�e�&µ�u&_�'(_�u⋯u&)�'()�"��XC ¦   

 }−}
*+
,�­¥∑ ß_ÌÆÜÌÆÎÆ�_ ¦ Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ®

�∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_ �L } 

}:âÌ_ ·U ∑ Ú�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ¤
 ∑ Õ
,_:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC ±   

= � eâÌ�_� ì¬ ∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ :âÌÆ ·U ∑ Ú�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÃÁXC

� 

�ÕC,_ ¤
 ∑ Õ
,�C�:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC −
�ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
¤
 ∑ Õ
,_:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC �   

karena 

 ��,�C� = �ÜÌ�_� Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
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 ��,_ = �ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

 

 ÒÓ,�C� = ¤
 ∑ Õ
,�C�:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC  

 ÒÓ,_ = ¤
 ∑ Õ
,_:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC   

maka 

 
o)xÌ�_�oâÌ_ = ��,�C��ÕC,_ÒÓ,�C� − ��,_ÒÓ,_"  (60) 

Jika persamaan (58) dan persamaan (60) disubtitusikan ke persamaan (57) 

ooâÌ_ Ñ,�C���,�C���C|,�C�  
 = ��C|,�C�dÕC,_��,�C� + ��,�C��ÕC,_ÒÓ,�C� − ��,_ÒÓ,_"Ñ,�C�f 
 = ��C|,�C���,�C�dÕC,_ + Ñ,�C��ÕC,_ÒÓ,�C� − ��,_ÒÓ,_"f (61) 
Substitusikan persamaan (56) dan (61) ke persamaan (53) 

oL·�� ; å�o´µ_âÌ_ = ∑ ¸∑ d2�
Õ
,_��C|,�
�fv
XC }U�XC   

}−��C|,�C���,�C�dÕC,_ + Ñ,�C��ÕC,_ÒÓ,�C� − ��,_ÒÓ,_"f¹ (62) 

⋮ 
� Turunan  

�æ�� ; å���cg   terhadap Ñ,Î 

Dengan cara yang sama seperti mencari turunan 
o·�´ ; â�o´µ_   terhadap Ñ,_maka 

turunan 
o·�´ ; â�o´µ_   terhadap Ñ,Î adalah 

oL·�� ; å�o´µ_âÌ_ = ∑ ¸∑ d2�
��C|,�
�Õ
,Îfv
XC }U�XC   

}−��C|,�C���,�C�dÕC,Î + Ñ,�C��ÕC,ÎÒÓ,�C� − ��,ÎÒÓ,Î"f¹  (63) 
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Untuk baris ke-2 sampai baris ke-k(p+1) juga dapat dicari dengan cara yang sama 

seperti untuk baris ke-1. 
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Mencari Matriks e��� ;  å� 

e��� ;  å� =
lmm
mn oL·�� ; å�oâÌ_o´µ_ … oL·�� ; å�oâÌ_o´¶_ oL·�� ; å�oâÌ_o´µL … oL·�� ; å�oâÌ_o´¶�⋮ … ⋮ ⋮ … ⋮oL·�� ; å�oâÌÎo´µ_ … oL·�� ; å�oâÌÎo´¶_ oL·�� ; å�oâÌÎo´µL … oL·�� ; å�oâÌÎo´¶�rss

st
  

Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-1 adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�oâÌ_   

= ∑ d�∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,_��,_fU�XC   (64) 

Turunan ¿�� ;  å� pada baris ke-1 terhadap ³YC, … , ³\C, ³YK, … , ³\K, … , ³Y
,… , ³\
 adalah 

� Turunan  
o·�´ ; â�oâÌ_   terhadap ³YC  

oL·�´ ; â�oâÌ_o´µ_ = oo´µ_ ¸∑ d�∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,_��,_fU�XC ¹        
 = ∑ ¥ oo´µ_ ¸∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC ¹ − oo´µ_ ¸ÒÓ,_��,_¹¦U�XC  (65) 
Ruas kanan dari persamaan (65) akan diselesaikan satu persatu. 

Suku pertama dari persamaan (65) 

oo´µ_ ¸∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC ¹  
= ∑ 2�
Õ
,_ ¥ oo´µ_ ÒÓ,�
�¦v
XC    (66) 

Subtitusi persamaan (3.35)  tentang 
oo´µ_ ÒÓ,�
� ke persamaan (66) 

∑ 2�
Õ
,_��C|,�
�v
XC    (67) 

Suku kedua dari persamaan (65) 

oo´µ_ ¸ÒÓ,_��,_¹  
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= oãäÌ_o´µ_ ��,_ + ÒÓ,_ o)xÌ_o´µ_   (68) 

Ruas kanan dari persamaan (68) akan diselesaikan satu persatu. 

Mencari  
oãäÌ_o´µ_  

oãäÌ_o´µ_ = oo´µ_ ¸¤
 ∑ Õ
,_:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC ¹  
 = Ú_Ì_�¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ Ú�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_  
 = ��C|,_   (69) 

Mencari  
o)xÌ_o´µ_  

o)xÌ_o´µ_ = oo´µ_ � �ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

�  

 =
���
���ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ âÌ_  ß_Ì_�¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦

∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_ ���

��
   

 −
���
���ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ �ÜÌ�_� Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_

�∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_ �L }  

}Ñ,�C�  Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ ñ  (70) 

karena  

��,_ = �ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
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��C|,_ = ÕC,_e�´µ_u´__>x__u⋯u´¶_>x¶_"∑ Õ
,_:�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"v
XC  
��,�C� = �ÜÌ�_� Í] ∑ ß�Ì�_� ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
  

 ��C|,�C� = Ú_Ì�_��¥ºµ_{º__�x__{⋯{º¶_�x¶_¦
∑ Ú�Ì�_��¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_  

Maka persamaan (70) menjadi 

 
o)xÌ_o´µ_ = ��,_Ñ,_��C|,_ − ��,_��,�C�Ñ,�C���C|,�C� 

 = ��,_�Ñ,_��C|,_ − ��,�C�Ñ,�C���C|,�C�" (71) 

Subtitusi persamaan  (69) dan (71) ke (68) maka akan didapatkan 

oo´µ_ ¸ÒÓ,_��,_¹= ��C|,_��,_ + ÒÓ,_��,_�Ñ,_��C|,_ − ��,�C�Ñ,�C���C|,�C�"(72) 

Subtitusi persamaan (67)  dan (72) ke persamaan (65) maka akan didapatkan 

oL·�´ ; â�oâÌ_o´µ_ = ∑ = oo´µ_ - − oo´µ_.AU�XC   

    = ∑ ¸d∑ 2�
Õ
,_��C|,�
�v
XC f − ��C|,_��,_ − ÒÓ,_��,_�Ñ,_��C|,_ −U�XC��,�C�Ñ,�C���C|,�C��¹  (73) 

Turunan  
o·�´ ; â�oâÌ_   terhadap ³CC, … , ³\C, … , ³¼v dapat dicari dengan cara 

yang sama seperti mencari turunan 
o·�´ ; â�oâÌ_   terhadap ³YC. Untuk baris ke-2 sampai 

baris ke-k(p+1) juga dapat dicari dengan cara yang sama seperti untuk baris ke-1. 
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Mencari Matriks e
 
e
�� ;  å� =

lmm
mmn
�� ;  å���æ�� ;  å��å/g�å/g … ��æ�� ;  å��å/g�å/0⋮ ⋱ ⋮��æ�� ;  å��å/0�å/g … ��æ�� ;  å��å/0�å/0rss

sst    
Baris ke-1 

Fungsi ¿�� ;  å� pada baris ke-1 adalah 

¿�� ;  å� = o·�� ; å�oâÌ_   

= ∑ d�∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,_��,_fU�XC   

Turunan ¿�� ;  å� pada baris ke-1 terhadap Ñ,_ , Ñ,L , … , Ñ,Î adalah 

� Turunan  
o·�´ ; â�oâÌ_   terhadap Ñ,_ 

oL·�´ ; â�oâÌ_oâÌ_ = ooâÌ_ ¸∑ d�∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,_��,_fU�XC ¹  
 = ∑ ° ooâÌ_ ¸∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC ¹ − ooâÌ_ ¸ÒÓ,_��,_¹±U�XC  (74) 
Ruas kanan dari persamaan (74) akan dicari satu persatu. 

Suku pertama dari persamaan (74) 

ooâÌ_ ¸∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC ¹  
 = ooâÌ_ ¸∑ 2�
Õ
,_ ln ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XCv
XC ¹  
 = 0    (75) 

Suku kedua dari persamaan (74) 

 
ooâÌ_ ¸ÒÓ,_��,_¹    
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karena ÒÓ,_ tidak mengandung Ñ,_ maka  

 = ÒÓ,_ ë ooâÌ_ ��,_í   (76) 

Terlebih dahulu akan dicari 
ooâÌ_ ��,_ 

ooâÌ_ ��,_ = ooâÌ_ � �ÜÌ_ ïð ∑ ß�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ ïð ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÎÆ�_

�    
= �ÜÌ_ ïð ∑ ß�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ì¬ ∑ Ú�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_

∑ �ÜÌÆ ïð ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÎÆ�_
−

��ÜÌ_ ïð ∑ ß�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ �L ì¬ ∑ Ú�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
�∑ �ÜÌÆ ïð ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÎÆ�_ �L   

= �ÜÌ_ ïð ∑ ß�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ ì¬ ∑ Ú�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ ïð ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÎÆ�_

  

î1 − �ÜÌ_ ïð ∑ ß�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ ïð ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÎÆ�_

1  (77) 

karena  

��,_ = �ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

  
ÒÓ,_ = ln ∑ Õ
,_e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC   

maka persamaan (77) menjadi 

 
ooâÌ_ ��,_ = ��,_ÒÓ,_�1 − ��,_"  (78) 

Subtitusi persamaan (78) ke persamaan (76) 
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ooâÌ_ ¸ÒÓ,_��,_¹ = ÒÓ,_��,_ÒÓ,_�1 − ��,_"  

= ��,_�ÒÓ,_"K�1 − ��,_"   (79) 

Subtitusi persamaan (75) dan (79) ke persamaan (74), maka akan didapatkan 

turunan 
o·�´ ; â�oâÌ_  terhadap Ñ,_ 

oL·�´ ; â�oâÌ_oâÌ_ = ∑ =0 − ��,_�ÒÓ,_"K�1 − ��,_"AU�XC   

= − ∑ ��,_�ÒÓ,_"K�1 − ��,_"U�XC    (80) 

⋮ 
� Turunan  

o·�´ ; â�oâÌ_   terhadap Ñ,Î 

oL·�´ ; â�oâÌ_oâÌÎ = ooâÌÎ ¸∑ d�∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC " − ÒÓ,_��,_fU�XC ¹  
 = ∑ ° ooâÌÎ ¸∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC ¹ − ooâÌÎ ¸ÒÓ,_��,_¹±U�XC  (81) 
Ruas kanan dari persamaan (81) akan diselesaikan satu persatu. 

Suku pertama dari persamaan (81) 

ooâÌÎ ¸∑ 2�
Õ
,_ÒÓ,�
�v
XC ¹  
 = ooâÌÎ ¸∑ 2�
Õ
,_ ln ∑ Õ
,�
�e�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XCv
XC ¹  
 = 0    (82) 

Suku kedua dari persamaan (81) 

 
ooâÌÎ ¸ÒÓ,_��,_¹    

karena ÒÓ,_ tidak mengandung Ñ,Î maka 
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 = ÒÓ,_  ooâÌÎ ��,_   (83) 

Terlebih dahulu akan dicari 
ooâÌÎ ��,_ 

ooâÌÎ ��,_ = ooâÌÎ � �ÜÌ_ ïð ∑ ß�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_
∑ �ÜÌÆ ïð ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÎÆ�_

�   
=
− �ÜÌ_ ïð ∑ ß�Ì_�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ �ÜÌÎ ïð ∑ ß�ÌÎ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_

�∑ �ÜÌÆ ïð ∑ ß�ÌÆ�¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦���_ÎÆ�_ �L   

ln ∑ Õ
,Îe�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC    (84) 

karena  

��,_ = �ÜÌ_ Í] ∑ ß�Ì_ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_
∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_

  
��,Î = �ÜÌÎ Í] ∑ ß�ÌÎ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_

∑ �ÜÌÆ Í] ∑ ß�ÌÆ ¥ºµ�{º_��x_�{⋯{º¶��x¶�¦|��_ÎÆ�_
  

ÒÓ,Î = ln ∑ Õ
,Îe�´µ�u´_�>x_�u⋯u´¶�>x¶�"�
XC   
maka persamaan (84) akan didapatkan 

 
ooâÌÎ ��,_ = −��,_��,ÎÒÓ,Î  (85) 

Subtitusi persamaan (85) ke persamaan (83) 

ooâÌÎ ¸ÒÓ,_��,_¹ = −ÒÓ,_��,_��,ÎÒÓ,Î   

= −��,_��,ÎÒÓ,_ÒÓ,Î   (86) 
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Subtitusi persamaan (82) dan (86) ke persamaan (81), maka akan didapatkan 

turunan 
o·�´ ; â�oâÌ_  terhadap Ñ,_adalah 

oL·�´ ; â�oâÌ_oâÌÎ = ∑ ¸0 + ��,_��,ÎÒÓ,_ÒÓ,Î¹U�XC   

= ∑ ��,_��,ÎÒÓ,_ÒÓ,ÎU�XC    (87) 

sehingga secara umum untuk baris ke-1, turunan 
o·�´ ; â�oâÌ_  terhadap Ñ,_ , Ñ,L , … , Ñ,Î 

adalah 

oL·�´ ; â�oâÌ_oâÌÆ = ­− ∑ ��,_�ÒÓ,_"K�1 − ��,_"U�XC   ;  � = 1   ∑ ��,_��,ÎÒÓ,_ÒÓ,ÎU�XC           ;  � ≠ 1 }  (88) 

Untuk baris ke-2 sampai baris ke-M dapat dicari dengan cara yang sama seperti 

pada baris ke-1. 

 

  

Penaksiran parameter ..., Anggun Haryanto, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     



96 

 

  Universitas Indonesia 

Lampiran  2. Listing Program MATLAB 

 

clear all; 

clc; 

K=4; 

n=4; 

M=2; 

c=[1 0;1 0;0 1;0 1]; 

y=[4;1;3;2]; 

x1=[2 1.5 0.5 1;7 4 2 5;2 1 0.5 1;3.5 2.5 2 4]; 

x2=[20 10 30 15;60 40 100 60;10 5 15 10;50 30 80 40]; 

T=[0;0.03;0.02;0;0.035;0.02;0;0.025;0.02;0;0.015;0.02;0.02;0.02]; 

itermax=10; 

iter=1; 

TOL=0.002; 

  

%Membentuk matriks dik 

d=zeros(n,K); 

for i=1:n 

      for k=1:K 

          if y(i)== k 

              d(i,k)=1; 

                else 

              d(i,k)=0; 

          end 

      end         

end 

%Algoritma Newton Raphson 

while iter<=itermax 

%Menghitung utilitas masing-masing pilihan dan masing2 individu 

v=zeros(n,K); 

e_utl=zeros(n,K); 
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fprintf('____________________________________________________________

_____') 

iter 

 for i=1:n 

      for k=1:K 

          t=3*(k-1); 

          v(i,k)=T(t+1)+T(t+2)*x1(i,k)+T(t+3)*x2(i,k); 

          eutl(i,k)=exp(v(i,k)); 

      end         

 end 

  

 %Menghitung jumlahan dari exp(utilitas) 

 i_v=zeros(n,M); 

for i=1:n 

    sumeutl(i,1)=eutl(i,1)+eutl(i,2); 

    sumeutl(i,2)=eutl(i,3)+eutl(i,4); 

    i_v(i,1)=log(sumeutl(i,1)); 

    i_v(i,2)=log(sumeutl(i,2)); 

end 

  

%Menghitung utilitas sarang 

v_m=zeros(i,M); 

for i=1:n 

    v_m(i,1)=T(13,1)*log(eutl(i,1)+eutl(i,2)); 

    v_m(i,2)=T(14,1)*log(eutl(i,3)+eutl(i,4));   

end 

  

 %Menghitung peluang pilihan ada disarang 

 p=zeros(n,K); 

 for i=1:n 

     p(i,1)=eutl(i,1)/exp(i_v(i,1)); 

     p(i,2)=eutl(i,2)/exp(i_v(i,1)); 
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     p(i,3)=eutl(i,3)/exp(i_v(i,2)); 

     p(i,4)=eutl(i,4)/exp(i_v(i,2));      

 end    

 %Menghitung peluang sarang 

 p_m=zeros(n,M); 

 for i=1:n 

     p_m(i,1)=exp(v_m(i,1))/(exp(v_m(i,1))+exp(v_m(i,2))); 

     p_m(i,2)=exp(v_m(i,2))/(exp(v_m(i,1))+exp(v_m(i,2)));   

 end 

  

%Menghitung fungsi G(T) 

 G=zeros(14,1); 

%Pilihan 1 dan 2 

for k=1:2 

 %B0 

 Gs=0; 

 for i=1:n 

     G(3*(k-1)+1,1)=Gs+d(i,k)+(d(i,1)+d(i,2))*(T(13,1)-1)*p(i,k)-T(13,1)*... 

        p_m(i,1)*p(i,k); 

     Gs=G(3*(k-1)+1,1); 

 end  

 %B1 

 Gs=0; 

 for i=1:n 

     G(3*(k-1)+2,1)=Gs+x1(i,k)*(d(i,k)+(d(i,1)+d(i,2))*(T(13,1)-1)*p(i,k)-

T(13,1)*... 

        p_m(i,1)*p(i,k)); 

     Gs=G(3*(k-1)+2,1); 

 end  

 %B2 

 Gs=0; 

 for i=1:n 
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     G(3*(k-1)+3,1)=Gs+x2(i,k)*(d(i,k)+(d(i,1)+d(i,2))*(T(13,1)-1)*p(i,k)-

T(13,1)*... 

        p_m(i,1)*p(i,k)); 

 end  

end 

  

%Pilihan 3 dan 4 

for k=3:4 

 %B0 

 Gs=0; 

 for i=1:n 

     G(3*(k-1)+1,1)=Gs+d(i,k)+(d(i,3)+d(i,4))*(T(14,1)-1)*p(i,k)-T(14,1)*... 

        p_m(i,2)*p(i,k); 

     Gs=G(3*(k-1)+1,1); 

 end  

 %B1 

 Gs=0; 

 for i=1:n 

     G(3*(k-1)+2,1)=Gs+x1(i,k)*(d(i,k)+(d(i,3)+d(i,4))*(T(14,1)-1)*p(i,k)-

T(14,1)*... 

        p_m(i,2)*p(i,k)); 

     Gs=G(3*(k-1)+2,1); 

 end  

 %B2 

 Gs=0; 

 for i=1:n 

     G(3*(k-1)+3,1)=Gs+x2(i,k)*(d(i,k)+(d(i,3)+d(i,4))*(T(14,1)-1)*p(i,k)-

T(14,1)*... 

        p_m(i,2)*p(i,k)); 

     Gs=G(3*(k-1)+3,1); 

 end  

end 
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%Sarang 1 dan 2 

for m=1:M 

Gs=0; 

for i=1:n 

    for k=1:2 

        G(12+m,1)=Gs+d(i,k)*(c(k,m)*i_v(i,1)+i_v(i,m)*p_m(i,m)); 

        Gs=G(12+m,1); 

    end 

    for k=3:4 

        G(12+m,1)=Gs+d(i,k)*(c(k,m)*i_v(i,2)+i_v(i,m)*p_m(i,m)); 

        Gs=G(12+m,1); 

    end 

end 

end 

  

%Menghitung Jacobian J(T) 

J=zeros(14,14); 

for i=1:n 

    %Membentuk J1(B,T) 

    %elemen diagonal terhadap masing-masing pilihan 

    %Pilihan 1 terhadap pilihan 1 baris 1 

    J(1,1)=J(1,1)+(d(i,1)+d(i,2))*p(i,1)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,1))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)*p(i,1)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,1))); 

    J(1,2)=J(1,2)+x1(i,1)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,1)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,1))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)*p(i,1)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,1)))); 

    J(1,3)=J(1,3)+x2(i,1)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,1)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,1))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)*p(i,1)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,1)))); 

    %baris 2 

    J(2,2)=J(1,2)+x1(i,1)*x1(i,1)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,1)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,1))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)*p(i,1)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,1)))); 

    J(2,3)=J(1,2)+x1(i,1)*x2(i,1)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,1)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,1))-... 
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        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)*p(i,1)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,1)))); 

    %baris 3 

    J(3,3)=J(1,2)+x2(i,1)*x2(i,1)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,1)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,1))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)*p(i,1)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,1)))); 

    %Pilihan 2 terhadap pilihan 2 baris 4 

    J(4,4)=J(4,4)+(d(i,1)+d(i,2))*p(i,2)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,2))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)*(T(13,1)*p(i,2)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,2))); 

    J(4,5)=J(4,5)+x1(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,2)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,2))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)*(T(13,1)*p(i,2)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,2)))); 

    J(4,6)=J(4,6)+x2(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,2)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,2))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)*(T(13,1)*p(i,2)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,2)))); 

    %baris 5 

    J(5,5)=J(5,5)+x1(i,2)*x1(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,2)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,2))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)*(T(13,1)*p(i,2)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,2)))); 

    J(5,6)=J(5,6)+x1(i,2)*x2(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,2)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,2))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)*(T(13,1)*p(i,2)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,2)))); 

    %baris 6 

    J(6,6)=J(6,6)+x2(i,2)*x2(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*p(i,2)*(T(13,1)-1)*(1-p(i,2))-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)*(T(13,1)*p(i,2)*(1-p_m(i,1))+(1-p(i,2)))); 

    %Pilihan 3 terhadap pilihan 3 baris 7 

    J(7,7)=J(7,7)+(d(i,3)+d(i,4))*p(i,3)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,3))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)*p(i,3)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,3))); 

    J(7,8)=J(7,8)+x1(i,3)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,3)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,3))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)*p(i,3)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,3)))); 

    J(7,9)=J(7,9)+x2(i,3)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,3)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,3))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)*p(i,3)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,3)))); 

    %baris 8 

    J(8,8)=J(8,8)+x1(i,1)*x1(i,3)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,3)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,3))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)*p(i,3)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,3)))); 

    J(8,9)=J(8,9)+x1(i,3)*x2(i,3)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,3)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,3))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)*p(i,3)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,3)))); 

    %baris 9 
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    J(9,9)=J(9,9)+x2(i,3)*x2(i,3)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,3)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,3))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)*p(i,3)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,3)))); 

    %Pilihan 3 terhadap pilihan 3 baris 10 

    J(10,10)=J(10,10)+(d(i,3)+d(i,4))*p(i,4)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,4))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)*(T(14,1)*p(i,4)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,4))); 

    J(10,11)=J(10,11)+x1(i,1)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,4)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,4))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)*(T(14,1)*p(i,4)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,4)))); 

    J(10,12)=J(10,12)+x2(i,1)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,4)*(T(14,1)-1)*(1-p(i,4))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)*(T(14,1)*p(i,4)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,4)))); 

    %baris 11 

    J(11,11)=J(11,11)+x1(i,1)*x1(i,1)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,4)*(T(14,1)-1)*(1-

p(i,4))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)*(T(14,1)*p(i,4)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,4)))); 

    J(11,12)=J(11,12)+x1(i,1)*x2(i,1)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,4)*(T(14,1)-1)*(1-

p(i,4))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)*(T(14,1)*p(i,4)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,4)))); 

    %baris 12 

    J(12,12)=J(12,12)+x2(i,1)*x2(i,1)*((d(i,3)+d(i,4))*p(i,4)*(T(14,1)-1)*(1-

p(i,4))-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)*(T(14,1)*p(i,4)*(1-p_m(i,2))+(1-p(i,4)))); 

    %terhadap pilihan lain 

    %pilihan 1 terhadap pilihan 2 

    J(1,4)=J(1,4)+(d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2); 

    J(1,5)=J(1,5)+x1(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 

    J(1,6)=J(1,6)+x2(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 

    J(2,4)=J(2,4)+x1(i,1)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 

    J(2,5)=J(2,5)+x1(i,1)*x1(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 
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    J(2,6)=J(2,6)+x1(i,1)*x2(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 

    J(3,4)=J(3,4)+x2(i,1)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 

    J(3,5)=J(3,5)+x2(i,1)*x1(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 

    J(3,6)=J(3,6)+x2(i,1)*x2(i,2)*((d(i,1)+d(i,2))*(1-T(13,1))*p(i,1)*p(i,2)-... 

        T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,1)*(T(13,1)-1)*p(i,2)-T(13,1)*p_m(i,1)*p(i,2)); 

    %pilihan 1 terhadap pilihan 3 

    J(1,7)=J(1,7)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3); 

    J(1,8)=J(1,8)-x1(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(1,9)=J(1,9)-x2(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(2,7)=J(2,7)-x1(i,1)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(2,8)=J(2,8)-x1(i,1)*x1(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(2,9)=J(2,9)-x1(i,1)*x2(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(3,7)=J(3,7)-x2(i,1)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(3,8)=J(3,8)-x2(i,1)*x1(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(3,9)=J(3,9)-x2(i,1)*x2(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    %pilihan4 

    J(1,10)=J(1,10)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4); 

    J(1,11)=J(1,11)-x1(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(1,12)=J(1,12)-x2(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(2,10)=J(2,10)-x1(i,1)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(2,11)=J(2,11)-x1(i,1)*x1(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(2,12)=J(2,12)-x1(i,1)*x2(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(3,10)=J(3,10)-x2(i,1)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(3,11)=J(3,11)-x2(i,1)*x1(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(3,12)=J(3,12)-x2(i,1)*x2(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    %pilihan 2 terhadap pilihan 3 

    J(4,7)=J(4,7)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3); 

    J(4,8)=J(4,8)-x1(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(4,9)=J(4,9)-x2(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 
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    J(5,7)=J(5,7)-x1(i,2)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(5,8)=J(5,8)-x1(i,2)*x1(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(5,9)=J(5,9)-x1(i,2)*x2(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(6,7)=J(6,7)-x2(i,2)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(6,8)=J(6,8)-x2(i,2)*x1(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    J(6,9)=J(6,9)-x2(i,2)*x2(i,3)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)); 

    %pilihan4 

    J(4,10)=J(4,10)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4); 

    J(4,11)=J(4,11)-x1(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(4,12)=J(4,12)-x2(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(5,10)=J(5,10)-x1(i,2)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(5,11)=J(5,11)-x1(i,2)*x1(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(5,12)=J(5,12)-x1(i,2)*x2(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(6,10)=J(6,10)-x2(i,2)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(6,11)=J(6,11)-x2(i,2)*x1(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(6,12)=J(6,12)-x2(i,2)*x2(i,4)*(T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    %pilihan 3 terhadap pilihan 4 

    J(7,10)=J(7,10)+(d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4); 

    J(7,11)=J(7,11)+x1(i,4)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(7,12)=J(7,12)+x2(i,4)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(8,10)=J(8,10)+x1(i,3)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(8,11)=J(8,11)+x1(i,3)*x1(i,4)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(8,12)=J(8,12)+x1(i,3)*x2(i,4)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(9,10)=J(9,10)+x2(i,3)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(9,11)=J(9,11)+x2(i,3)*x1(i,4)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 
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        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

    J(9,12)=J(9,12)+x2(i,3)*x2(i,4)*((d(i,3)+d(i,4))*(1-T(14,1))*p(i,3)*p(i,4)-... 

        T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,3)*(T(14,1)-1)*p(i,4)-T(14,1)*p_m(i,2)*p(i,4)); 

     

    %Membentuk J2(B,T) 

    %pilihan 1 

    J(1,13)=J(1,13)+(c(1,1)*d(i,1)+c(2,1)*d(i,2))*p(i,1)-p(i,1)*p_m(i,1)*... 

        (c(1,1)+T(13,1)*(c(1,1)*i_v(i,1)-p_m(i,1)*i_v(i,1))); 

    J(1,14)=J(1,14)+p(i,1)*p_m(i,1)*T(13,1)*p_m(i,2)*i_v(i,2); 

    J(2,13)=J(2,13)+x1(i,1)*((c(1,1)*d(i,1)+c(2,1)*d(i,2))*p(i,1)-p(i,1)*p_m(i,1)*... 

        (c(1,1)+T(13,1)*(c(1,1)*i_v(i,1)-p_m(i,1)*i_v(i,1)))); 

    J(2,14)=J(2,14)+x1(i,1)*(p(i,1)*p_m(i,1)*T(13,1)*p_m(i,2)*i_v(i,2)); 

    J(3,13)=J(3,13)+x2(i,1)*((c(1,1)*d(i,1)+c(2,1)*d(i,2))*p(i,1)-p(i,1)*p_m(i,1)*... 

        (c(1,1)+T(13,1)*(c(1,1)*i_v(i,1)-p_m(i,1)*i_v(i,1)))); 

    J(3,14)=J(3,14)+x2(i,1)*(p(i,1)*p_m(i,1)*T(13,1)*p_m(i,2)*i_v(i,2)); 

    %pilihan 2 

    J(4,13)=J(4,13)+(c(1,1)*d(i,1)+c(2,1)*d(i,2))*p(i,2)-p(i,2)*p_m(i,1)*... 

        (c(2,1)+T(13,1)*(c(2,1)*i_v(i,1)-p_m(i,1)*i_v(i,1))); 

    J(4,14)=J(4,14)+p(i,2)*p_m(i,1)*T(13,1)*p_m(i,2)*i_v(i,2); 

    J(5,13)=J(5,13)+x1(i,2)*((c(1,1)*d(i,1)+c(2,1)*d(i,2))*p(i,2)-p(i,2)*p_m(i,1)*... 

        (c(2,1)+T(13,1)*(c(2,1)*i_v(i,1)-p_m(i,1)*i_v(i,1)))); 

    J(5,14)=J(5,14)+x1(i,2)*(p(i,2)*p_m(i,1)*T(13,1)*p_m(i,2)*i_v(i,2)); 

    J(6,13)=J(6,13)+x2(i,2)*((c(1,1)*d(i,1)+c(2,1)*d(i,2))*p(i,2)-p(i,2)*p_m(i,1)*... 

        (c(2,1)+T(13,1)*(c(2,1)*i_v(i,1)-p_m(i,1)*i_v(i,1)))); 

    J(6,14)=J(6,14)+x2(i,2)*(p(i,2)*p_m(i,1)*T(13,1)*p_m(i,2)*i_v(i,2)); 

    %pilihan 3 

    J(7,13)=J(7,13)+p(i,3)*p_m(i,2)*T(14,1)*p_m(i,1)*i_v(i,1); 

    J(7,14)=J(7,14)+(c(3,2)*d(i,3)+c(4,2)*d(i,4))*p(i,3)-p(i,3)*p_m(i,2)*... 

        (c(3,2)+T(14,1)*(c(3,2)*i_v(i,2)-p_m(i,2)*i_v(i,2))); 

    J(8,13)=J(8,13)+x1(i,3)*(p(i,3)*p_m(i,2)*T(14,1)*p_m(i,1)*i_v(i,1)); 

    J(8,14)=J(8,14)+x1(i,3)*((c(3,2)*d(i,3)+c(4,2)*d(i,4))*p(i,3)-p(i,3)*p_m(i,2)*... 

        (c(3,2)+T(14,1)*(c(3,2)*i_v(i,2)-p_m(i,2)*i_v(i,2)))); 
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    J(9,13)=J(9,13)+x2(i,3)*(p(i,3)*p_m(i,2)*T(14,1)*p_m(i,1)*i_v(i,1)); 

    J(9,14)=J(9,14)+x2(i,3)*((c(3,2)*d(i,3)+c(4,2)*d(i,4))*p(i,3)-p(i,3)*p_m(i,2)*... 

        (c(3,2)+T(14,1)*(c(3,2)*i_v(i,2)-p_m(i,2)*i_v(i,2)))); 

    %pilihan 2 

    J(10,13)=J(10,13)+p(i,4)*p_m(i,2)*T(14,1)*p_m(i,1)*i_v(i,1); 

    J(10,14)=J(10,14)+(c(3,2)*d(i,3)+c(4,2)*d(i,4))*p(i,4)-p(i,4)*p_m(i,2)*... 

        (c(4,2)+T(14,1)*(c(4,2)*i_v(i,2)-p_m(i,2)*i_v(i,2))); 

    J(11,13)=J(11,13)+x1(i,3)*(p(i,4)*p_m(i,2)*T(14,1)*p_m(i,1)*i_v(i,1)); 

    J(11,14)=J(11,14)+x1(i,3)*((c(3,2)*d(i,3)+c(4,2)*d(i,4))*p(i,4)-

p(i,4)*p_m(i,2)*... 

        (c(4,2)+T(14,1)*(c(4,2)*i_v(i,2)-p_m(i,2)*i_v(i,2)))); 

    J(12,13)=J(12,13)+x2(i,3)*(p(i,4)*p_m(i,2)*T(14,1)*p_m(i,1)*i_v(i,1)); 

    J(12,14)=J(12,14)+x2(i,3)*((c(3,2)*d(i,3)+c(4,2)*d(i,4))*p(i,4)-

p(i,4)*p_m(i,2)*... 

        (c(4,2)+T(14,1)*(c(4,2)*i_v(i,2)-p_m(i,2)*i_v(i,2)))); 

    %Membentuk J4(B,T) 

    J(13,13)=J(13,13)-p_m(i,1)*i_v(i,1)*i_v(i,1)*(1-p_m(i,1)); 

    J(13,14)=J(13,14)+p_m(i,1)*p_m(i,2)*i_v(i,1)*i_v(i,2); 

    J(14,14)=J(14,14)-p_m(i,2)*i_v(i,2)*i_v(i,2)*(1-p_m(i,2)); 

end 

for i=1:14 

for j=14:-1:1 

    J(j,i)=J(i,j); 

end 

end 

J; 

J_inv=inv(J); 

%Menghitung Taksiran baru T_cap=T-(Jinv*G) 

T_cap=T-J_inv*G; 

err=T_cap-T; 

error=abs(err(1)); 

for m=2:14 
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    if error <= abs(err(m)) 

        error=abs(err(m)); 

    end 

end 

error 

    if (error)<=TOL 

        fprintf('Iterasi yang dibutuhkan:%d\n',iter) 

        fprintf('Maka akar persamaannya adalah :  ') 

        T 

        fprintf('error yang diperoleh adalah :  ') 

        error 

        break; 

    end 

iter=iter+1; 

T=T_cap  

end 
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Lampiran 3. Hasil Taksiran dengan Metode Newton-Raphson 

iter =     1 

error =   37.3605 

T =   -9.0420 

    0.5597 

    0.0663 

   37.3605 

   -4.3789 

   -0.7221 

    2.0163 

    0.2206 

   -0.0580 

    0.0773 

   -0.9951 

    0.1662 

   -2.5741 

    0.0340 

_________________________________________________________________ 

iter =     2 

error =   15.0992 

T = -9.2727 

   -0.0489 

    0.1302 

   52.4597 

   -2.6878 

   -1.4469 

   -1.5554 

    0.6858 

    0.0927 

    0.7806 

   -3.5711 

    0.3361 
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   -0.1003 

   -0.0621 

_________________________________________________________________ 

iter =     3 

error =   36.9152 

T =  -46.1879 

    1.0132 

    0.8048 

   70.5894 

    8.9707 

   -3.0845 

   -0.1480 

    0.7109 

    0.0768 

    0.0915 

   -4.8998 

    0.5620 

    0.0245 

    0.3276 

________________________________________________________________ 

iter =     4 

error =   25.6833 

T =  -46.7880 

    3.4855 

    0.6003 

   59.9009 

   34.6540 

   -4.8731 

   -5.1579 

    1.7255 

    0.1156 

   -0.5859 
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  -19.0499 

    1.7354 

    0.0158 

   -1.9938 

_________________________________________________________________ 

iter =     5 

error =  128.1475 

T =  -78.9729 

    1.1281 

    1.6142 

  186.6179 

  -93.4935 

    1.3045 

    0.6864 

    1.7256 

   -0.1359 

   -5.6306 

  -16.6297 

    1.8411 

    0.2427 

   -1.0982 

_____________________________________________________________ 

iter =     6 

error =  2.4259e+004 

T =  1.0e+004 * 

 

    0.0465 

   -0.0210 

    0.0001 

    1.2367 

   -2.4353 

    0.2420 
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    0.5258 

   -0.0028 

   -0.0364 

   -0.0331 

   -0.0132 

    0.0021 

   -0.0027 

   -0.0001 

________________________________________________________________ 

iter =     7 

Warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled. 

         Results may be inaccurate. RCOND = NaN.  

> In coba9 at 335 

error =   NaN 

T =   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

_________________________________________________________________ 

iter =     8 

Warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled. 

         Results may be inaccurate. RCOND = NaN.  
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> In coba9 at 335 

error =   NaN 

T =   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

_________________________________________________________________ 

iter =     9 

Warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled. 

         Results may be inaccurate. RCOND = NaN.  

> In coba9 at 335 

error =   NaN 

T =   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 
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   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

_________________________________________________________________ 

iter =    10 

Warning: Matrix is singular, close to singular or badly scaled. 

         Results may be inaccurate. RCOND = NaN.  

> In coba9 at 335 

error =   NaN 

T =   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

   NaN 

Penaksiran parameter ..., Anggun Haryanto, FMIPA UI, 2011

 
 
 
 
 
 
 

     


	Halaman Judul
	Abstrak
	Daftar Isi
	Bab I
	Bab II
	Bab III
	Bab IV
	Kesimpulan
	Daftar Pustaka
	Lampiran

