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ABSTRAK

Nama : Shobah Salamah

NPM : 0906573351

Program Studi  : Matematika

Judul . Sifat-Sifat Matriks Sudoku

Tesis ini membahas mengenai sifat-sifat matriks yang terdapat pada suatu matriks
Sudoku. Matriks Sudoku merupakan matriks yang memenuhi aturan yang berlaku
pada permainan Sudoku. Jika diberikan suatu matriks Sudoku tertentu, maka dengan
menggunakan operasi elementer, transpos, dan operasi rotasi 90° searah jarum jam,
dapat dibentuk matriks-matriks Sudoku yang lain. Sedangkan sifat-sifat yang dikaji
adalah sifat-sifat umum yang terdapat pada suatu matriks seperti, determinan,

transpos, nilai eigen, simetri atau tidak simetri, normal atau non normal.

Kata Kunci: Matriks Sudoku, Transpos, Determinan, Nilai eigen, Simetri, Non
normal.
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ABSTRACT
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Title : Properties of Sudoku Matrix

This thesis discussed about properties of Sudoku matrix. Sudoku matrix is a matrix
which is verified by a rule of Sudoku game. If a Sudoku matrix is given, then the
other Sudoku matrices can be obtained by using an elementary operation, transpose,
and rotation 90°. This thesis also explored about properties of matrix such as,
determinant, transpose, eigenvalues, symmetric or nonsymmetric, normal or

nonnormal.

Keywords: Sudoku Matrix, Transpose, Determinant, Eigenvalues, Symmetric, Non
normal.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Sudoku merupakan suatu permainan penempatan angka yang berdasar pada
logika kombinatorial. Tujuan dari permainan ini adalah mengisi kotak atau grid
yang biasanya berukuran 9 x 9 dengan suatu angka sehingga setiap kolom, setiap
baris dan setiap kotak atau sub grid yang berukuran 3 x 3 berisi semua angka dari
1 sampai 9. Dalam setiap permainan akan ada beberapa angka yang diberikan,
angka-angka dan posisi angka tersebut yang akan menentukan tingkat kesulitan

dari permainan Sudoku ini.

4 |8
9 4 16 7
S 6 (1 |4
2 |1 6 5
5 |8 7 9 4 |1
8 6 |9
3 |4 |5 9
6 3 |7 2
4 11

Sudoku pertama kali diciptakan oleh Howard Grans pada tahun 1979 dan
diterbitkan dalam Dell Magazine dengan nama Number Place. Tetapi saat itu
permainan tersebut kurang populer. Kemudian permainan tersebut dibeli oleh
perusahaan game dari Jepang pada tahun 1986, dan diberi nama “Sudoku” yang
artinya “ single number”.

Sudoku ini telah dikembangkan hingga ukuran n X n, dimanan = m?,m >
2 , sedemikian hingga setiap kolom, setiap baris dan setiap subgrid ukuran

n'/2 x n'/?2 memuat semua angka dari 1 sampai n. Permainan Sudoku ini telah
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menarik banyak minat dalam kurun waktu 12 tahun hingga sekarang. Sudoku ini
telah banyak dimuat dalam berbagai majalah dan penelitian-penelitian matematika
dengan menambahkan berbagai variasi agar lebih menarik. Permainan ini tersedia
dalam berbagai tingkat kesulitan. Secara matematik, permainan Sudoku ini
menarik, karena baik logika yang sederhana maupun yang rumit dapat diterapkan
dalam menyelesaikan permainan ini. Selain itu, permainan ini juga dapat
dipandang sebagai suatu masalah pewarnaan graf dan tentu memiliki beberapa
aspek kombinatorial.

Dalam tugas akhir ini tidak membahas Sudoku dari sudut teori graf maupun
kombinatorik dan tidak membicarakan mengenai jumlah minimum solusi yang
mungkin. Tetapi tugas akhir ini akan membahas tentang matriks Sudoku, sifat-
sifat determinannya, transpos, hubungannya terhadap nilai eigen, simetri atau

tidak, dan normalitasnya.

1.2 RUMUSAN MASALAH
Sifat-sifat matriks apa sajakah yang terdapat dalam matriks yang

merupakan representasi dari solusi Sudoku ( Matriks Sudoku) ?

1.3 TUJUAN PENULISAN
Menjelaskan sifat-sifat matriks yang merupakan representasi dari solusi
Sudoku ( Matriks Sudoku ) seperti determinan, nilai eigen, transpos,

simetri dan normalitas.

1.4 SISTEMATIKA PENULISAN
Sistematika penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut.
Bab | berisi tentang latar belakang, perumusan masalah, tujuan
penulisan, dan sistematika penulisan.
Bab Il membahas tentang landasan teori ( definisi matriks dan
sifat-sifat yang berlaku pada matriks).
Bab Il membahas sifat-sifat atau karakteristik dari matriks yang
merupakan representasi dari solusi Sudoku.

Bab IV berisi tentang kesimpulan dan saran.
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BAB 2

LANDASAN TEORI

2.1 Matriks

Definisi 2.1
Suatu matriks A berukuran m X n atas suatu lapangan F (C atau R)

adalah suatu susunan elemen-elemen dalam F yang disusun dalam m baris

dan n kolom,
alll a1,2 alln
. a.z_1 az.,2 az.,,1 2.1)
Ami1 Am2 = Amn

Matriks A juga dapat dinotasikan sebagai A = (a;;),1<i<m,1<j<n
(Ortega, 1987).

Ukuran dari suatu matriks disebut sebagai order, misalnya matriks A di
atas dikatakan sebagai matriks berorder m X n. Jika n = m maka A disebut

matriks persegi berorder n (Ortega, 1987).
Definisi 2.2
Submatriks dari A adalah sebarang matriks yang dapat diperoleh

dengan menghapus baris atau kolom tertentu (Ortega, 1987).

Secara umum, matriks A di atas (2.1) dapat dinyatakan dalam beberapa

submatriks.
Contoh :
Perhatikan matriks-matriks berikut,

[1 2 3 4 5 6]

11 4 2 1 6 8]

A=12 4 5 9 1 3|
ls 2 4 3 2 1J
3 7 6 4 1 2
3 Universitas Indonesia
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2 3 4 1
4 2 1 1
B = ,C=12,D=1[3 7 6 4 1 2]
4 5 9 o
2 4 3 5]

Matriks B,C dan D merupakan submatriks dari matriks A. Matriks B
diperoleh dengan menghapus baris pertama, baris kelima, kolom pertama,
kelima dan keenam pada matriks A. Matriks C merupakan kolom pertama

matriks A, dan matriks D merupakan baris kelima matriks A.
Definisi 2.3

Pandang pembagian matriks seperti bentuk berikut,
n @ — 2.2)

dimana setiap 4;;,1<i<m,1<j<n merupakan suatu matriks dan

g7
ordernya harus konsisten, artinya semua matriks yang ada pada baris yang
sama harus mempunyai banyak baris yang sama, dan semua matriks yang ada
pada kolom yang sama harus mempunyai banyak kolom yang sama, 4; ; ini

dinamakan matriks blok (Ortega, 1987).

Contoh :
1 2 3 4 5 6
1 4 2 1 6 8
A=|2 4 5 9 1 3
8 2 4 3 2 1
3 7 6 4 1 2
_ A1 Aqp A13]
A1 Az Azgs
dimana,
2 4 5
_[1 2 _ 3 _[4 5 6 _ B
A1,1—[1 4],/11,2—[2],141,3—[1 6 8]'A2'1_[§ ;’AZ’Z_E]'

Sifat-sifat..., Shobah Salamah, FMIPAUI, 2012 Universitas Indonesia



2.2

Definisi 2.4

Diagonal utama dari suatu matriks A berorder m X n adalah barisan

dari entri-entri a; 1, a, 5, ..., g, dimana k = min {m, n} (Roman, 2008).

Operasi-operasi pada matriks
Definisi 2.5

Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka
jumlah A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-
sama entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks

yang ukurannya berbeda tidak dapat ditambahkan (Anton, 1994).
Definisi 2.6

Jika A adalah suatu matriks dan ¢ adalah suatu skalar, maka hasil kali
(product) cA adalah matriks yang diperolen dengan mengalikan masing-

masing entri dari A dengan ¢ (Anton, 1994).
Definisi 2.7

Jika A adalah suatu matriks m X r dan B adalah matriks r X n maka
hasil kali AB adalah matriks m X n yang entri-entrinya ditentukan sebagai
berikut. Untuk mencari entri-entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilihlah
baris i dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikanlah entri-entri yang
bersesuaian dari baris dan kolom tersebut bersama-sama dan kemudian

tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan.

Definisi perkalian matriks mengharuskan bahwa banyaknya kolom dari

faktor pertama A harus sama seperti banyaknya baris dari faktor kedua B
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supaya membentuk hasil kali AB. Jika kondisi ini tidak dipenuhi maka hasil
kali tersebut tidak dapat didefinisikan (Anton, 1994).

Definisi 2.8 (Operasi baris elementer)
Pada suatu matriks A, dapat dilakukan beberapa operasi, diantaranya :

1. Perkalian suatu baris dengan suatu konstanta tak nol.

2. Pertukaran dua baris.

3. Penjumlahan suatu baris yang dikalikan dengan suatu konstanta terhadap
suatu baris yang lain.

Ketiga operasi di atas dinamakan dengan operasi baris elementer.

Definisi 2.9 (Transpos)

Transpos dari matriks A berukuran m x n (2.1) dinotasikan dengan A"
adalah matriks berukuran n X m, dimana elemen-elemen pada kolomnya
adalah elemen-elemen pada baris matriks A dan elemen-elemen pada barisnya

adalah elemen-elemen pada kolom matriks A.

Ay, 41 0 Ama
A1 QAzp **° OApa

AT =1 . ” . . (2.3)
Ain A2n  ° Amn

(Ortega, 1932).
Definisi 2.10 (Simetri)
Suatu matriks A dikatakan simetri jika A = AT (Ortega, 1987).

2.3 Determinan
Misalkan A adalah matriks persegi. Fungsi determinan dinyatakan dengan
det, dan didefinisikan det (A4) sebagai jumlah semua hasil kali elementer bertanda
dari A. Nilai dari det (A) dinamakan determinan A (Anton, 1994).
Berikut ini adalah sifat-sifat yang berlaku pada determinan :
1. Jika sebarang dua baris atau kolom dari matriks A sama, maka det(A4) =
0.
2. Jika A mempunyai satu baris atau kolom yang semua entrinya 0, maka
det(4) = 0.
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3. Jika A" adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan satu baris di A
dengan konstanta k, maka det(A") = k. det (4).

4. Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan jika dua baris di A dipertukarkan,
maka det(A") = —det (4).

5. Jika AT adalah transpos dari A maka det(A”) = det(4) . (Anton, 1994).

2.4 Nilai eigen
Jika A merupakan suatu matriks berukuran n X n ,maka vektor tak nol x
dalam R™ dinamakan vektor eigen dari A jika memenuhi persamaan,
Ax = Ax
(2.4)
untuk suatu skalar A. Skalar A dinamakan nilai eigen dari A dan x merupakan

vektor eigen yang bersesuaian dengan A.

Persamaan 2.5 dapat ditulis kembali sebagai,
(A—ADx=0
(2.5)
Persamaan tersebut akan mempunyai penyelesaian jika A — AI singular.
atau,
det(A—AI) =0
(2.6)
dan persamaan 2.7 dinamakan sebagai persamaan karakteristik. Secara ekivalen,
vector eigen yang bersesuaian dengan A adalah vektor tak nol dalam ruang
pemecahan dari (A — AI)x = 0. Ruang pemecahan ini dinamakan sebagai ruang

eigen ( eigenspace ) dari A yang bersesuaian dengan A (Anton, 1994).

Suatu nilai eigen mempunyai dua jenis multiplisitas, yaitu multiplisitas
aljabar dan multiplisitas geometri.

Definisi 2. 11

Misal A adalah nilai eigen dari suatu matriks A.

1. Multiplisitas aljabar dari A adalah pengali dari A sebagai akar-akar dari

polynomial karakteristiknya.
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2. Multiplisitas geometri dari A adalah dimensi dari ruang eigennya (Roman,
2008).

Definisi 2.12

Suatu nilai eigen dari matriks A dinamakan nilai eigen dominan dari A
jika nilai mutlaknya lebih besar dari nilai-nilai mutlak dari nilai-nilai eigen
yang lainnya. Sedangkan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen

dominan dinamakan vektor eigen dominan (Anton, 1994).
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BAB 3

Sifat-Sifat Matriks Sudoku

Sudoku secara umum merupakan matriks berukuran 9 x 9, dengan aturan
yang sederhana yaitu, mengisi elemen-elemen matriks dengan suatu angka
sedemikian hingga setiap baris, setiap kolom dan setiap matriks blok yang
berukuran 3 x 3 memuat angka 1 sampai 9 tepat satu kali. Dalam setiap
permainan yang diberikan, terdapat beberapa angka yang sudah diketahui. Angka
dan posisi angka yang diberikan dalam matriks Sudoku menentukan tingkat
kesulitan permainan.

Ide permainan ini dapat dikembangkan dalam ukuran yang lain. Tentu saja
Sudoku dengan ukuran 4 X 4 lebih mudah dibandingkan Sudoku ukuran 16 x 16.

Secara umum, sebarang Sudoku ukuran n X n dapat dibuat dimana
n=m?danm = 2.

Sebelum membahas sifat-sifat matriks Sudoku, terlebih dahulu akan

didefinisikan matriks Sudoku.

3.1. Pengertian matriks Sudoku dan operasinya.
Definisi 3.1

Matriks Sudoku S merupakan suatu matriks persegi yang berorder n = m?,

dimana m > 2 dan memenuhi sifat-sifat berikut :

1. Setiap baris pada S memuat bilangan positif 1 sampai n tepat satu kali.

2. Setiap kolom pada S memuat bilangan positif 1 sampai n tepat satu kali.

3. Setiap matriks blok yang berukuran n'/? x n'/? pada § memuat bilangan
positif 1 sampai n tepat satu kali (definisi matriks blok sesuai dengan
definisi 2.4 di bab 2).

s;j menotasikan elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j pada matriks

Sudoku S,dengan 1 <i<n,1<j<n.

9 Universitas Indonesia
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Perpustakaan
Note


10

S11 " S1in
g = . .
Snt " San
Untuk selanjutnya matriks Sudoku dinotasikan dengan S.
Berikut ini adalah salah satu contoh dari matriks Sudoku.

Perhatikan matriks berikut,

)
Il
TN B W 0O RO
_ O ODN A UT W N
WUl OO BN
CORLDNDNIWHr O
B O ONUTEFL, Nw g om
N0 U N WS O R
OB RO UTNN O W
N WO RS U

N WO O OU1T N B

Matriks S di atas merupakan matriks Sudoku berorder 9, dimana 9 =
32,3 = 2, dan memenuhi sifat-sifat matriks Sudoku yang didefinisikan pada
definisi 3.1. :

1. Setiap baris pada matriks S di atas memuat semua bilangan 1 sampai 9, misal,

perhatikan baris ketiga,

9 4 7 2 5 8 1 3 67
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 5 8 1 9 3 7 2 4
8 9 5 6 4 2 3 71
S=17 6 4 9 3 1 2 5 8
31 2 8 7 5 4 6 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 519 8 4 7
5 71 3 8 4 6 9 2

Entri-entri pada baris tersebut adalah 6,5,8,1,9,3,7,2,4, dimana memuat
bilangan 1 sampai 9 dan tidak ada yang berulang. Begitu pula untuk baris-
baris yang lain.

2. Setiap kolom pada matriks S di atas memuat semua bilangan 1 sampai 9,

misalnya, perhatikan kolom kedua,
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Entri-entri pada baris tersebut adalah 4,2,5,9,6,1,8,3,7, dimana memuat
bilangan 1 sampai 9 dan tidak ada yang berulang. Begitu pula untuk kolom-
kolom yang lain.

3. Setiap matriks blok yang berukuran 3 x 3 pada matriks S di atas memuat

semua bilangan 1 sampai 9, misalnya, perhatikan matriks blok kedua pada S,

9 4 7 2 5 8 1 3 67
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 5 8 1 9 3 7 2 4
8 9 5 6 4 2 3 71
§=17 6 4 9 3 1 2 5 8
312 8 7 5 4 6 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 519 8 4 7
5 7 1 3 8 4 6 9 2

Entri-entri pada matriks blok tersebut adalah 2,5,8,4,6,7,1,9,3, dimana
memuat bilangan 1 sampai 9 dan tidak ada yang berulang. Begitu pula untuk

matriks blok yang lain.

Berdasarkan sifat 1 dan sifat 2 pada definisi matriks Sudoku, maka sesuai
dengan sifat deret aritmetika dengan suku pertama adalah 1 dan beda adalah 1,
didapat bahwa jumlahan entri-entri pada setiap baris dan setiap kolom dalam
matriks Sudoku dapat dituliskan sebagai berikut :

e Untuk baris ke-i
n
ZS n(n+1),1SlSn
j=1

e Untuk kolom ke-j
n
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Definisi 3.2

Pandang matriks S berikut,
S11 7 S1in
o= | : . .
Sni " San
Jika barisan s 1,552, ..., Spn, disebut sebagai diagonal utama dari matriks S,

maka barisan s; 5, S n—1, ..., Sy 1, disebut sebagai diagonal kedua dari matriks S.

Berdasarkan pengertian diagonal utama dan diagonal kedua, berikut ini akan

didefinisikan salah satu jenis matriks Sudoku.

Definisi 3.3

Suatu matriks Sudoku S yang berukuran n X n, dengan entri-entri pada
diagonal utama dan diagonal keduanya memuat semua bilangan 1 sampai n,

dinamakan sebagai matriks Sudoku X.

Berikut ini adalah salah satu contoh dari matriks Sudoku X,

Contoh :
5 4 7 2 1 6 3 9 8
2 1 6 3 9 8 5 4 7
3 9 85 4 7 2 16
4 5 2 7 6 1 9 8 3
X=17 6 9 8 3 4 1 5 2
1 8 3 95 2 6 7 4
8 2 5 6 7 9 4 3 1
9 7 4 1 2 3 8 6 5
6 31 4 8 5 7 2 9

Selain operasi-operasi yang biasa berlaku pada matriks seperti yang telah
didefinisikan di bab 2, di sini juga akan didefinisikan suatu operasi yang dapat

dilakukan pada suatu matriks yaitu operasi rotasi 90° searah jarum jam.
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Definisi 3.4

Diberikan suatu matriks A4,

[ a1 Qdip Ain-1 A1n 1
| Q21 Q22 - Azn-1 Q2n |
A= S : |
[am—l,l An-12 *° Am-1n-1 am—l,nJ

Am,1 Am,2 o Amn-1 Amn

Operasi rotasi 90°searah jarum jam (A®) adalah merotasi posisi entri-entri

pada matriks A sejauh 90°searah jarum jam seperti berikut,

[ a1 Q12 Ain-1 A1n 1
| Q21 Qo - Aypn-1 Qo2n |
A=| S : o
[am—l,l Um-12 " Am-1n-1 am—l,nJ

Am,1 Am,2 N Amn-1 Amn

o

[ Am1 Am-11 a1 Q411 1
| Am2 QGm-12 Az, Q12 |
AR = | : |
lam n-1  Am-1n-1 aryn-1 A1 n—1J

Amn am—l,n Az n Ay n

3.2. Pembentukan matriks Sudoku.

Dengan beberapa operasi yang telah didefinisikan pada matriks, dapat
diperoleh suatu hubungan bahwa suatu matriks Sudoku dapat dibentuk atau
diperoleh dengan melakukan beberapa operasi tertentu terhadap satu matriks yang
diberikan.

Akan ditunjukkan beberapa operasi yang dapat dilakukan terhadap matriks
Sudoku berdasarkan order dan jenis dari matriks Sudoku.

3.2.1. Matriks Sudoku order 4 (bukan Sudoku X).
Dengan melakukan beberapa operasi berikut terhadap suatu matriks
Sudoku order 4 yang diberikan, akan diperoleh matriks Sudoku order 4 yang

lainnya yang berbeda.
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1. Operasi elementer.
Matriks yang dihasilkan dari operasi baris atau operasi kolom terhadap
suatu matriks Sudoku order 4 merupakan matriks Sudoku juga yang
berbeda dengan matriks sebelumnya.
Perhatikan contoh-contoh berikut :
Ambil suatu matriks Sudoku S berikut,

1 2 4 3
_13 4 2 1
5_4312

2 1 3 4

a. Lakukan operasi B; , pada matriks S di atas yaitu, menukar baris ke-1

dengan baris ke-2.

1 2 4 3 3 4 2 1
13 4 2 1]|B2|1 2 4 3
5‘4312‘_’[4312
2 1 3 4 2 1 3 4

b. Lakukan operasi K;, pada matriks S di atas yaitu, menukar kolom

ke-1 dengan baris ke-2.

1 2 4 3 2 1 4 3
s=|3 4 2 1]K12[4 3 21
4 3 1 2 342
2 1 2 3 4

Perhatikan dua matriks hasil operasi B;, dan K;, di atas. Kedua
matriks tersebut merupakan matriks Sudoku yang berbeda dengan
matriks sebelumnya. Dengan melakukan semua operasi baris dan
operasi kolom yang mungkin terhadap matriks S di atas akan

diperoleh 12 matriks Sudoku order 4 yang lain.

2. Transpos.
Transpos dari suatu matriks Sudoku juga merupakan matriks Sudoku.
Perhatikan contoh berikut :

Ambil suatu matriks Sudoku S berikut,

S =

_= RN W

3 4
2 1
4 3
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Lakukan operasi transpos pada matriks tersebut,

1 2

3 4
2 1

4 3

S =

4 3 1 3
1 2|transpos |9 4
3 4 4 1
2 1 3 2

2
1
3

4

15

4
3
2

1

Perhatikan, dari contoh di atas dapat dilihat bahwa transpos dari matriks

Sudoku juga tetap merupakan matriks Sudoku.

3. Operasi rotasi 90° searah jarum jam.

Matriks hasil operasi rotasi 90° searah jarum jam terhadap suatu matriks

Sudoku merupakan matriks Sudoku juga.

Perhatikan contoh :

Ambil suatu matriks Sudoku S berikut,

S =

Lakukan operasi rotasi 90° searah jarum jam pada matriks tersebut,

1 2

3 4
2 1

4 3

S =

4

1
3

2

1 2 4 3
3 4 1 2
2 1 3 4
4 3 2 1
3 4
2 rotasi 90° 3
4‘ 2
1 1

2
1
3
4

3

4
1

2

1

2
4

3

Perhatikan, dari contoh di atas dapat dilihat bahwa matriks hasil operasi

rotasi 90° searah jarum jam juga tetap merupakan matriks Sudoku.

Jadi, secara umum untuk matriks Sudoku order 4, operasi-operasi di atas,

yaitu operasi elementer, operasi rotasi 90°, dan transpos, matriks hasil operasinya

tetap merupakan matriks Sudoku.

3.2.2. Matriks Sudoku X order 4.

Untuk mendapatkan matriks-matriks Sudoku X yang lain dari suatu

matriks Sudoku X yang diberikan, dapat dilakukan beberapa operasi berikut.

1. Operasi elementer (B; ;dan K; ;).

Berbeda dengan matriks Sudoku order 4 yang bukan matriks Sudoku X,

untuk mendapatkan matriks-matriks Sudoku X yang lain yang berbeda
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harus dilakukan sepasang operasi elementer, yaitu operasi baris B;; dan
operasi kolom K; ;.
Ambil matriks Sudoku X berikut,

4
2
1

W N
DN—= W

1
_13
X= 4
2 1 4 3
a. Lakukan operasi baris elementer B; ,dan K ,, yaitu menukar baris ke-

)

1 dengan baris ke-2 dan menukar kolom ke-1 dengan kolom ke-2.
Sehingga diperoleh,

123 4 4 3 1 2
3 4 1 2[Bekz, |2 1 3 4
X=12 3.2 1 =13 4 2 1
2 1 4 3 12 4 3

b. Lakukan operasi baris elementer B; ;dan K 3, Yaitu menukar baris ke-
1 dengan baris ke-3 dan menukar kolom ke-1 dengan kolom ke-3.

Sehingga diperoleh,

1 2 3 4 2 3 4 1
3 4 1 2lmaks, |1 04 3 2
X=14 3 21 =13 21 4
2 1 4 3 4 1.2 3

c. Lakukan operasi baris elementer B; ,dan K; 4, yaitu menukar baris ke-
1 dengan baris ke-4 dan menukar kolom ke-1 dengan kolom ke-4.

Sehingga diperoleh,

1 2 3 4 31 4 2
3 41 2|BweKa, |2 4 1 3
X=13 3 2 1 =11 3 2 %

2 1 4 3 4 2 3 1

d. Lakukan operasi baris elementer B, ;dan Kj 3, yaitu menukar baris ke-
2 dengan baris ke-3 dan menukar kolom ke-2 dengan kolom ke-3.

Sehingga diperoleh,

1 2 3 4 1 3 2 4
13 4 1 2|Bskes, |4 2 3 1
X=13 3 2 1 S R

2 1 4 3 2 4 1 3

e. Lakukan operasi baris elementer B, ,dan K, 4, yaitu menukar baris ke-
2 dengan baris ke-4 dan menukar kolom ke-2 dengan kolom ke-4.

Sehingga diperoleh,
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X =

DN AW =
W N

1

3 4

1 2| B24Kza

2 1 Y5
4 3

1
2
4

3

17

_ 0
_ NS W
B Wk N

2

f.  Lakukan operasi baris elementer B3 ,dan K3 4, yaitu menukar baris ke-

3 dengan baris ke-4 dan menukar kolom ke-3 dengan kolom ke-4.

Sehingga diperoleh,

12
_[3 4
X=14 3

2 1

|

BNk W
w RN D

B3,4,K3,4
—_— Y6 =

BN W -

w RSN
_ W N
NSRRIV O

Berdasarkan contoh-contoh di atas, dapat disimpulkan bahwa pada

satu matrik Sudoku X jika dilakukan pasangan operasi elementer

B; ;dan K; ; akan diperoleh matriks Sudoku X yang berbeda sebanyak

6.
2. Transpos.

Transpos dari matriks Sudoku X juga merupakan matriks Sudoku X.

Berikut ini akan dilakukan transpos pada matriks X dan matriks-

matriks Sudoku X hasil operasi elementer di atas.

1 2 34
13 4.1 2

a X=4 3 5.9
2 1 4 3

4 31 2

2 1 3 4

b. i=13 , 5
1 2 4 3l

2 3 4 1
12 3 2

C. =3 5, 7 4
4 1 2 3l

3 1 4 2
|2 4 1 3

d Ys=[1 3 5 4
4 2 3 1

1 3 2 4
e 2 3 1

e Yu=|3 7 1 3
2 4 1 3

transpos

—= = W

transpos
e

transpos

—_— Y, =

transpos

— V=

transpos

— Y =

- =

g =

B AW N NP W A BN

A NW R O m W

N WD P AWk N NP W

W W RSN

A RPN W R NS W P NDws

N B, W A NW

WNR A WA PR

PRAD 2w
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1 4 3 27 1 2 4

2 3 4 1 transpos _ 4 3 1

BYs=14 1 2 3 M2 =13 4
13 2 1 4 12 1 3

1 2 4 37 1 3 2

_ 3 4 2 1 transpos _ 2 4 1

0 Ys=13 1 3 1 M=y 2 3
4 3 1 2 13 1 4

3. Operasi rotasi 90° searah jarum jam.

SR el

18

Akan dilihat kemungkinan diperolehnya matriks Sudoku X lain

berdasarkan operasi rotasi 90° searah jarum jam. Untuk itu akan

dilakukan operasi rotasi 90° searah jarum jam pada matriks-matriks yang

dihasilkan dari operasi-operasi sebelumnya di atas.

a. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks X di atas,

sehingga diperoleh

1 2 3 4 2

_ 3 4 1 2 rotasi 90° 1
- 4 3 2 1 Yy = 4
2 1 4 3 3

2 4 3 17 3

1 4 2 rotasi 90° 1

Na =1y 3 1 3 M5 =)
13 1 2 4 L4

3 4 1 27 r4

1 2 3 4 rotasi 90° 3
Ms=1 1 4 3 Yo =5
4 3 2 1 L1

_ DN W B

Wh R N WR NS

N =B W

WN R N AW R

4

B WN -

PR W W

b. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y; di atas,

sehingga diperoleh

4 3 1 2 1 3 2

_ 2 1 3 4 rotasi 90° 2 4 1
h= 3 4 2 1 4 2 3
1 2 4 3 3 1 4

4
3
1

[\S}

= Y13.

c. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y, di atas,

sehingga diperoleh

rotasi 90°
— Yy, =

Y2=

AWk N
_ N W
N =W D
W AN -
W NP D

B kLN W

N WO

— R W N
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Yl 8

DO WO W MO

B WR N A RN W

L1

BN RN WS =

3

27 3
3 rotasi 90° 4
T e =
14 1
47 1 2 4
3 rotasi 90° 4 3 1
1 3 4 2
24 2 1 3

19

W AN =
DN =W

2
1
3
4
3
2
1 Yl 2
4

d. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y; di atas,

sehingga diperoleh

3 1
_12 4
3=11 3
4 2
4 1
2 3
Yio = 3 2
1 4
e.
sehingga diperoleh
1 3
_14 2
=13 1
2 4
2.3
4 1
20=11 4
3 2
f.

sehingga diperoleh

1 4

_12 3
s=14 1
3 2

3 4
Ga=|2 )
4 3

4 1
.
2 3

Sifat-sifat...

= s N

4
2
3
1

3
4
2
1
2
3
4
1
2
1
3
4

2
3

rotasi 90°

rotasi 90°
s

3
1
4
2

4 2
1 rotasi 90° 4
2 Y20 = ll
3 3
1 3 1
3 rotasz 90° 2 4
2 1 3
4 4 2

2 3
rotasi 90°
N
4 4
1 4
rotasi 90°
|
2 2
3 1 4
4 rotasi 90° 2 3
2 4 1
1 3 2

2
3
4

1

Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada

1 2 3
3 4 1
2 1 4
4 3 2
4
1
2| = Ya
3

Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y, di atas,

3 4 1
1 2 3
4 3 2|
2 1 4
4 2
13|
I R
3 1

matriks Ys di atas,

4 2 1
1 3 4
2 4 3
3 1 2
1 2 3
2 1 4
4 3 2
3 4 1
3 2
4 1| _
2 3|= b
1 4
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g. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y, di atas,

sehingga diperoleh

1 2
4
Y6:§1
4 3

sehingga diperoleh

o

w

|
N R R W WRN A D WN -
A WN R ANR w NP AW

WAR N R WA DN P Dw s

W

1

3

rotasi 90°
_—

4
2

h. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y, di atas,

rotasi 90°

rotasi 90°

rotasi 90°

N R W

— V3 =

— Y =

— Y5 =

B Wk N

DN W

1

W RN D

WA N N - W

-

1
2
4| = Vs
3

N BAWR AW R PP W
WRNDA WhR N PN
BNRP W R NWs PR

I. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y; di atas,

sehingga diperoleh

4 2
31
Ys=11 3
2 4
2 1
4 3
Y26_12
3 4
3 1
4 2
7=12 4
1 3

N A N R W W

-PUJP—‘[\JHU‘JN"P w A DN -

rotasi 90°

— Y =

rotasi 90°

— ¥

rotasi 90°
_—

1

3
2

4

_A N

3

— NN W W BN

WIN D

1

whN R BDw R

3 4
1 2
4 3
2 1
4 2
31
1 3
2 4

B W
Il
o

2

J. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y, di atas,

sehingga diperoleh
2 1

3 4
Yo=14 3
1 2

NG Y

4
1
2
3

rotasi 90°
_—

1

2
4

3

N~ W S

_ N s W

B Wk N
Il
o
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k. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y;, di atas,

sehingga diperoleh

AW N N AR W

L3

RN R WA N

AW R A W e

2]

rotasi 90°
_—

rotasi 90°
_—

2 4 1 3
131 4 2

2= 2 3 1|
31 4 2

1 4 3 2

3 2 1 4

2 3 4 1|= M

41 2 3

I. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y;; di atas,

sehingga diperoleh

P!
Yi; = ;
L4
(4
Y9 = %
L3

m. Lakukan operasi 90° searah jarum jam

R W N R WN S

sehingga diperoleh

1

Yi, = 3

2

2

43

4
1

RN W N BSRE W

4

4
1
2
3

2

3

g
1

4

WA P WA N

rotasi 90°
B

rotasi 90°
B —

] rotasi 90°

3
4

4
_ |1
29_2
3

_ W N
Bk N W
N WA =

4
§=Y10
1

3
1
4
2

D A NW R

ad

- W s

matriks Y;, di atas,

2 3
1 4
2

N = WD

1

n. Lakukan operasi 90° searah jarum jam pada matriks Y;; di atas,

sehingga diperoleh

1
Y =5
L3
13
1
Y30 - 4
L2
2
= |1
4

N m 0 s P WM R PN W

47
3
1
2
1
3
2
4.
3
4
2
1

3 4 2 17
rotasi 90° _ 1 2 4 3
30714 3 1 2f
2 1 3 4
2 4 1 37
rotasi 90° 1 3 2 4
=13 1 4 2
4 2 3 1
4 3 1 2
rotasi 90° 2 1 3 4 _
13 4 2 1|TN
1 2 4 3
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3.2.3. Matriks Sudoku order 9 (bukan Sudoku X)
1. Operasi elementer.
Matriks yang dihasilkan dari operasi baris atau operasi kolom terhadap
suatu matriks Sudoku order 9 merupakan matriks Sudoku juga yang

berbeda dengan matriks sebelumnya.

Perhatikan matriks Sudoku berikut,

9 4 7 2 5 8 1 3 6]
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 58 1 9 3 7 2 4
8 95 6 4 2 3 71
S=|7 6 4 9 3 1 2 5 8
31 2 8 7 5 4 6 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 51 9 8 4 7
5 7 1 3 8 4 6 9 2
a. Lakukan operasi B; , pada matriks S di atas yaitu, menukar baris ke-
1 dengan baris ke-2.
9 4 7 2 5 8 1 3 6
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 5 8 1 9 3 7 2 4
8 956 4 2 3 71
S=|7 6 4 9 3 1 2 5 8
31 2 8 7 5 4 6 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 51 9 8 4 7
5 7 1 3 8 4 6 9 2
1 2 3 4 6 7 9 8 57
9 4 7 25 8 1 3 6
6 5 8 1 9 3 7 2 4
By, 8 9 56 4 2 3 71
—1|7 6 4 9 3 1 2 5 8
31 2 8 75 46 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 51 9 8 4 7
5 7 1 3 8 4 6 9 2

b. Lakukan operasi K;, pada matriks S di atas yaitu, menukar

kolom ke-1 dengan baris ke-2.
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9 4 7 2 5 8 1 3 6
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 5 8 1 9 3 7 2 4
8 956 4 2 3 71
S=17 6 4 9 3 1 2 5 8
31287 5 46 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 51 9 8 4 7
L5 7 1 3 8 4 6 9 24

4 9 7 2 5 8 1 3 6

21 3 4 6 7 9 85

5 6 81 9 3 7 2 4

K12985642371

—l6 7 4 9 3 1 2 5 8

1 3 2 8 7 5 4 6 9

8 4 9 7 2 6 5 1 3

3 2 6 51 9 8 4 7

L7 51 3 8 4 6 9 2

Perhatikan dua matriks hasil operasi By, dan K;, di atas. Kedua
matriks tersebut merupakan matriks Sudoku yang berbeda dengan
matriks sebelumnya.

2. Transpos.

Transpos dari suatu matriks Sudoku juga merupakan matriks Sudoku.

Perhatikan matriks Sudoku berikut,

9 4 7 2 5 8 1 3 6
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 5 8 1 9 3 7 2 4
8 956 4 2 3 71
S={7 6 4 9 3 1 2 5 8
31287 5 46 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 519 8 4 7
L5 7 1 3 8 4 6 9 2

Lakukan operasi transpos pada matriks tersebut,

Sifat-sifat..., Shobah Salamah, FMIPAUI, 2012 Universitas Indonesia



24

9 4 7 2 5 8 1 3 6
123467985
6 58 19 37 2 4
8 956 4 2371
s=7 6 4 93 125 8
312875469
4897 2651 3
236519 847
5 7 13 8 4 6 9 2

9 1 6 87 3 4 2 5

425961837

7385 429 61

ranspos|2 4 1 6 9 8 7 5 3

——|5 6 9 4 3 7 2 1 8

8 732 15 6 9 4

197 324586

382756 1409

6 54189 3 7 2

Sehingga, dari contoh di atas dapat dilihat bahwa transpos dari

matriks Sudoku juga tetap merupakan matriks Sudoku.

3. Operasi rotasi 90° searah jarum jam.
Matriks hasil operasi rotasi 90° searah jarum jam terhadap suatu matriks

Sudoku merupakan matriks Sudoku juga.

Perhatikan matriks Sudoku berikut,

9 4 7 2 5 8 1 3 6
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 5 8 1 9 3 7 2 4
8 956 4 2 3 71
§$=17 6 4 9 3 1 2 5 8
312 87 5 4 6 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 5198 47
5 7 1 3 8 4 6 9 2

Lakukan operasi rotasi 90° searah jarum jam pada matriks tersebut,
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9 4 7 25 8 1 3 6
123467985
6 58 1937 2 4
8 956 42371
s=l7 6 4 9312538
312875469
4897 26513
2 365198 47
5 7 13 8 4 6 9 2

5 2 4 37 86 1 9

738169524

1.6 9 2 4 48 37

rorasiooe]3 5 7 8 9 6 4 1 2

——l8 1 273 49 6 5

49 6 512378

6 85 423791

9 4 1657 283

2 73981 4 5 6l

Perhatikan contoh di atas, dapat dilihat bahwa matriks hasil operasi rotasi

90° searah jarum jam juga tetap merupakan matriks Sudoku.

3.2.4. Matriks Sudoku X order 9.
1. Operasi elementer.
Berbeda dengan matriks-matriks sebelumnya, untuk matriks Sudoku X
order 9 ini, tidak ada operasi elementer yang dapat menghasilkan matriks

Sudoku X juga.

Perhatikan matriks Sudoku X berikut,

5 4 7 2 1 6 3 9 8
2 1 6 3 9 85 4 7
3985 47 2 16
4 5 2 7 6 1 9 8 3
X=17 6 9 8 3 4 1 5 2
1 8 3 95 2 6 7 4
8 2 5 6 7 9 4 3 1
9 7 4 1 2 3 8 6 5
6 31 4 8 5 7 2 9
a. Lakukan operasi B; , pada matriks X di atas yaitu, menukar baris ke-

1 dengan baris ke-2.
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5 4 7 2 1 6 3 9 8
2 16 3985 4 7
398547 216
4527619 8 3
x=|7 6 9 83 415 2
1839526 7 4
8 2567 9 4 3 1
9 7 412 3 8 65
6 31 485 7 2 o

2 1 6 3 9 85 4 7

5 47 2 16 3 9 8

398547216

g, |45 2 7 6198 3

=517 6 9 83 4 1 5 2

183 95 26 7 4

8 256 7 9 4 3 1

9 7 412 3 8 6 5

6 31 4.8 5 7 2 o

b. Lakukan operasi K;, pada matriks X di atas yaitu, menukar

kolom ke-1 dengan kolom ke-2.

547 216 39 8
2 16 39835 47
398547 216
4527619 8 3
X=|7 6 9 8 3 41 5 2
183 95 2 674
8256 79 431
9 7 41 2 3 8 6 5
6 3 1 4857 209

4 5 7 2 16 3 9 8

12639875 47

93 85 47 216

k|3 427 6 1983

—5l6 7 9 834 15 2

8 1 3 95 2 6 7 4

2 8567 9 431

7 94123865

3 6 1 4 85 7 2 9

Dari dua contoh di atas, disimpulkan bahwa matriks Sudoku hasil
operasi elementer baik B;; maupunK;; tidak lagi merupakan
matriks Sudoku X.

Selanjutnya akan dilihat jika dilakukan sepasang operasi elementer
B;jdan K; ;.
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c. Lakukan operasi B;, dan K;, pada matriks X di atas yaitu,

menukar baris ke-1 dengan baris ke-2 dan menukar kolom ke-1

dengan kolom ke-2.

&
N

OO O N AW N
W NN O UTO —

~

= UTW O N0 O

B1,2K12
9

B = VO 0 NNUTWw N

ONJUTWOO DS O

LN N O\ UT\O W =

U1 W ON B~ P J 00

O 0L, I HsWoul N

o))

N BHAO R O U W

B UTW O N0 O

—_

NOYWN U1 B O

R OVO 0 NNU1T N W

N

O UTRBANWO N ®

ONJUT WO = O

U1lw O PO

0 BHEON R O WU

~

N OYWJ Ul O O »

©

Ul =B N WOy 0 N

Dari contoh di atas, dapat dilihat bahwa meskipun dilakukan

sepasang operasi elementer, matriks hasil operasinya tidak lagi

merupakan matriks Sudoku X.

2. Transpos.

Transpos dari matriks Sudoku X order 9 tetap merupakan matriks

N DNDOO O U0

~

2

_ OVO 00 U1 W

N JUT WO S O =

Sudoku X.
Perhatikan matriks Sudoku X berikut,
B
2
3
4
X=17
1
8
9
L6

w

= UTW O N0 O

4

co

U1WwW ON B FPJ 00

NOO AN ON UTW

Lakukan operasi transpos pada matriks tersebut,

NOYWJ U1 B O

O Ul =B N WO N @
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5 4 7 2 1 6 3 9 8
2 16 3985 47
398547 216
4527619 83
X=|7 6 9 83 4 1 5 2
1839572674
8 2567 9 431
9 7 4123865
6 3 1 485 7 2 9

5 4 3 4 7 1 8 9 6

419568273

7.6 8293541

ranspos|2 35 7 8 9 6 1 4

——|1 9 4 6 3 57 2 8

6 87 1 429 35

352916 487

9 4 1857 3 6 2

8 76 3 2 4 15 9

Perhatikan matriks hasil transpos di atas, dapat dilihat bahwa transpos

dari matriks Sudoku X juga tetap merupakan matriks Sudoku X.

3. Operasi rotasi 90° searah jarum jam.
Suatu matriks Sudoku X order 9, jika dioperasikan dengan operasi rotasi
90° searah jarum jam tetap merupakan matriks Sudoku X.
Perhatikan matriks Sudoku X berikut,

5 4 7 2 1 6 3 9 8
2 1 6 3 9 85 47
3 9 85 47 2 16
45 2 7 6 1 9 8 3
X=17 6 9 8 3 4 1 5 2
1 8 3 95 2 6 7 4
8 2 56 7 9 4 3 1
9 7 4 1 2 3 8 6 5
6 3 1 4 8 5 7 2 O

Lakukan operasi rotasi 90° searah jarum jam pada matriks tersebut,
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5 4 7 2 1 6 3 9 8
2 16 39 85 47
398547216
4527619 83
X=[7 6 983 415 2
1839526 7 4
8 25679 431
9 7 412 3 8 65
6 3 1 4 85 7 2 9

6 9 8 1 7 4 3 2 5

3728659 14

145392867

rorasioo’ |4 1 6 9 8 7 5 3 2

——|l8 2 753 6 4 9 1

539241786

7 846109 253

2 6 3758149

9 51 42 3 6 7 8l

Perhatikan matriks hasil operasi di atas, dapat dilihat bahwa matriks hasil
operasi rotasi 90° searah jarum jam juga tetap merupakan matriks
Sudoku X.

Berdasarkan contoh-contoh di atas dapat disimpulkan bahwa :

1. Untuk matriks Sudoku yang bukan Sudoku X, baik order 4 maupun
order 9, dengan melakukan operasi-operasi di atas (operasi elementer,
transpos, dan rotasi 90° searah jarum jam) pada matriks tersebut akan
dihasilkan matriks Sudoku yang lain yang berbeda dengan matriks
Sudoku sebelumnya.

2. Untuk matriks Sudoku X order 4, untuk menghasilkan matriks Sudoku
X yang lain dapat dilakukan sepasang operasi elementer (B; jdan K; ;),
transpos, dan rotasi 90° searah jarum jam.

3. Untuk matriks Sudoku X order 9, untuk memperoleh matriks Sudoku X
yang lain hanya dapat dilakukan operasi rotasi 90° searah jarum jam dan
transpos, sedangkan operasi elementer tidak dapat menghasilkan matriks
Sudoku X.
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3.3. Determinan Sudoku
Secara umum, karena matriks S merupakan matriks persegi maka dapat
dihitung nilai determinan dari matriks tersebut.
Det(S) akan memenubhi sifat-sifat berikut :
1. Det(S) € Z* ataudet(S) € Z.
Dimana Z adalah himpunan bilangan bulat dan Z* adalah himpunan
bilangan bulat tanpa nol, Z\ {0}. Karena entri dari matriks S adalah
bilangan bulat maka det(S) pasti merupakan bilangan bulat.
2. det(S)(mod 2) =0 vdet(S)(mod 2) = 1.
Karena berdasarkan sifat 1 di atas maka determinan matriks S dapat

berupa bilangan genap atau bilangan ganjil.

Berikut ini akan ditunjukkan kemungkinan diperolehnya det(S) =0

berdasarkan ukuran dari matriks S.

1. Untukn = 4
Akan dilihat pada 2 tipe matriks, yaitu matriks Sudoku X dan matriks bukan
Sudoku X :

I. Matriks Sudoku X.
Untuk setiap matriks Sudoku X, determinannya selalu sama dengan nol.
Perhatikan,
Ambil sebarang matriks Sudoku X,

a b ¢ d
_lc d a b
X_dcba

b a d c

Dengan melakukan operasi B; 4dan K3 4, yaitu menukar baris ke-3 dengan

baris ke-4 dan menukar kolom ke-3 dengan kolom ke-4 didapat
a d

Y =

a QT
ST QAL O

c b
b c
d a

dan Y merupakan matriks Sudoku X.
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Kemudian lakukan operasi B; pdan Kj ,, yaitu menukar baris ke-1 dengan baris

ke-2 dan menukar kolom ke-1 dengan kolom ke-2 didapat,

d ¢ a
b a c
c d b
a b d
dan Z juga merupakan matriks Sudoku X.

7 =

a Q QT

Selanjutnya akan dihitung nilai determinan untuk matriks-matriks di atas,

a b d c

_|c a

Det(Y) = b d
d b

a0 Q.
Q oo

ad — bc). (be — ad)) — ((bc — ad). (ad — bc))

o

Berdasarkan ~sifat determinan (subbab 2.3) maka det(X)= det(Y) =
0, dandet(Z) = det(X) = 0.

Dan karena setiap matriks Sudoku X order 4 yang lain dapat diperoleh dari
hasil operasi-operasi yang telah dijelaskan sebelumnya, maka dapat
disimpulkan bahwa semua determinan dari matriks Sudoku X berorder 4 selalu

sama dengan nol.
ii. Bukan Matriks Sudoku X.

Untuk matriks Sudoku yang bukan merupakan Sudoku X, determinannya

ada yang sama dengan nol dan ada yang tidak sama dengan nol.

Contoh :

AW
_ WA N
W RN S
SN E W

=80

S NNwW -
W RSN
N W= D
RN W
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2. Untukn = 9,

Perhatikan contoh-contoh berikut ini :

32

(1) Matriks Sudoku yang merupakan Sudoku X, dengan

determinan tidak sama dengan nol.

S

[eXNNoRNe ol N L’ I NSO
W N O UTWO -

7

=S UTW O NO Y

1

N

B 2 OVO0 00 NUTWw

(i) Matriks ~ Sudoku

determinan sama dengan nol.

5

O W= 0O

4

(o]

N OYJUT O DWW

6

QO UIN WIS O

1

Uy

ODN U1 WS O

U1lw O AP0

yang

O R, NWS 0O U1 O

(iii))  Matriks Sudoku yang

tidak sama dengan nol.

9 4 Agd
1 2 3 4
6 5 8 1
8 9 5 6
7 6 4 9
31 2 8
4 8 9 7
2 3 6 5
5 7 1 3

O R NI W H O O Ul

B O ONUT Rk, DWW

N0 UTHAE N WY O -

3

U1l J OO N =0 H»

N AN O U1 W

9

= —9484290

N OYW] U1 O
Ul =L B DNDWOY] ©

O

merupakan Sudoku X, dengan

B 00N U1 OO DN -

w

W RS OUTIO 0N
N B0 E WUl O N
I
o

O UTOOO NN Wb

~
Nej

bukan Sudoku X, dengan determinan

O D =)0 UT NI 00 W

N~J WO O RS ULO

= —5361390 # 0

(iv)  Matriks Sudoku yang bukan Sudoku X, dengan determinan

sama dengan nol.
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NP R WN U0 O
WOoUTE R O® NN
DONNUTOR P W
OO, O N WU
N UL B WO o R
O WRUTO NN © &
PN WO U BN

I

o

U1 0O DN Wbk 3O
AN OO, WUl

O
Sehingga tidak ada kondisi khusus yang dapat ditentukan untuk matriks
Sudoku order 9 baik matriks Sudoku X maupun yang bukan matriks
Sudoku X.

Berdasarkan contoh-contoh di atas, maka dapat disimpulkan bahwa:

1. Suatu matriks Sudoku X berorder 4 nilai determinannya selalu sama
dengan nol.

2. Matriks yang bukan Sudoku X order 4 nilai determinannya tidak dapat
dipastikan.

3. Matriks Sudoku berorder 9, baik yang merupakan Sudoku X maupun
yang bukan Sudoku X, nilai determinannya tidak dapat dipastikan.

Dan dapat disimpulkan pula bahwa nilai determinan dari suatu matriks
sebarang tidak dapat dijadikan sebagai syarat cukup untuk menyimpulkan bahwa
matriks tersebut merupakan matriks Sudoku atau bukan.

3.4. Nilai eigen matriks Sudoku
Nilai eigen dari matriks S, dinotasikan dengan A, diperoleh dengan

menyelesaikan persamaan det(S —AI) = 0, yang berupa suatu polinomial

berderajat n sesuai dengan order matriksnya seperti berikut,

det(S —AI) = aA™ + AV L+ -+ 20 =31 o A
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Teorema 3.5 (Teorema Frobenius-Perron)

Misalkan B adalah suatu matriks berukuran nxn dengan entri-entrinya

adalah real nonnegatif. Maka pernyataan-pernyataan berikut berlaku :

1. B mempunyai nilai eigen dominan real nonnegatif.

Jika semua entri matriks B positif, maka nilai eigen dominannya, A(B),

mempunyai multiplisitas 1.

2. Jika entri-entri B positif, maka A(B) positif dan mempunyai multiplisitas

1, serta bersesuaian dengan vektor eigen yang dapat dinormalisasi
sehingga entri-entrinya positif.

3. Jika B mempunyai vektor eigen v yang entri-entrinya positif, maka v
bersesuaian dengan suatu nilai eigen yang merupakan nilai eigen dominan
dari B ( Khim, 2007 ).

Bukti :

Bukti dari teorema ini dapat dibaca pada paper tersendiri yaitu “The

Frobenius-Perron Theorem” yang ditulis oleh Suyeon Khim pada tahun 2007.
Teorema 3.6

Jika sebarang matriks persegi semua entrinya positif dan jumlahan entri-
entri pada setiap baris serta setiap kolomnya sama, maka nilai eigen dari matriks

itu sama dengan jumlah tersebut (Luca, 2011).
Bukti :

Berdasarkan teorema Frobenius-Perron pada butir 3 di atas, jika B
mempunyai vektor eigen v yang entri-entrinya positif, maka v bersesuaian

dengan suatu nilai eigen yang merupakan nilai eigen dominan dari B.

Akan ditunjukkan B mempunyai vektor eigen V Yyang entri-entrinya

positif.

Diketahui B adalah matriks persegi dengan semua entrinya positif.
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Vl
Misal V=| ” |,v; >0,1<i<n,
Vn
v, O o1l
0O v, ... O 1
Maka, V=| . . . . |{.|=C{.| , dan matriks diagonal tersebut
0 0 v, |1 1
vt oo 0
S S |0 v
dinotasikan dengan C , dengan C™ = :
0 O v,
Selanjutnya,
Bv=A4,6Vv
1 il
1
BC,|.|[=4,C.
1 |
1 1
) ds
C .BC|.|=4.
1 1

Entri-entri pada C*.B.C positif dan notasikan C*.B.C sebagai matriks D.
Matriks B dan matriks D similar, dan dua matriks yang similar mempunyai
polinomial karakteristik yang sama sehingga kedua matriks tersebut mempunyai

1

1
nilai eigen yang sama. Jadi dapat diperoleh bahwa v=| | adalah vektor eigen

positif dari B.

Sifat-sifat..., Shobah Salamah, FMIPAUI, 2012 Universitas Indonesia



36

Berdasarkan teorema Frobenius-Perron di atas, maka v bersesuaian
dengan suatu nilai eigen A, yang merupakan nilai eigen dominan, A(B), dari

matriks B.

Selanjutnya, misal B adalah matriks persegi dan semua entrinya positif,
serta jumlahan entri pada baris dan kolomnya sama. Akan ditunjukkan bahwa

A(B) sama dengan jumlahan entri-entri pada baris dan kolom matriks B tersebut.

Maka,
Bv=A4,Vv
a, 4, a ,
PRy a,,
c =4,
anl an2 an.n 1 1
- _
N
j-L A,
n
azyj o //LV
j=1 N\
n ﬂ’v
an'J
L =L _

Karena Zn:alvj :Zn:az,j :---:Zan,j ’
=L = '

n n n
maka A, =Y a,; = a,;=..= > a,,,atau
j=1 j=1 j=1

n
A, =D a;1<i<n
-1
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Akibat 3.7 ( Nilai Eigen S)

Suatu matriks Sudoku S dengan order n selalu memenubhi

n

nn+1) ]
maXI/’II—ZSisz—JSLSn

1<isn 2
A;ER j=1

Untuk tepat satu A;, yang merupakan nilai eigen dominan dari S
Bukti :

Suatu matriks Sudoku S merupakan suatu matriks persegi dengan semua
entrinya merupakan bilangan positif, dan jumlah dari entri-entrinya dalam satu
baris dan satu kolom sama. Berdasarkan teorema 3.5 dan teorema 3.6, didapatkan
bahwa nilai eigen dominan dari matriks Sudoku S sama dengan jumlah elemen

dari entri-entri dalam satu baris dan satu kolom pada S dengan multiplisitas 1.

Karena jumlahan entri-entri pada setiap baris dan setiap kolom dalam matriks
Sudoku dapat dituliskan sebagai berikut :
e Untuk baris ke-i

n
nn+1
ZS ( ),1SlSn

j=1

e Untuk kolom ke-j

Maka

N n(n+1) ]
max | ;| —Zsi,j=—,1SLSn.

1<isn
A;ER j=1
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Contoh :

a. Matriks Sudoku order 4

S =

AN W R
W R A N
N D= W
_WN

>>S=[1234;3412,2143;4321]

S=

AN W P
w P AN
N A BPow
B ow N A

>> eig(S)
ans =

10.0000
-2.8284
-0.0000
2.8284

Dari perhitungan didapatkan nilai eigen dominannya 10 dan ini memenuhi

4

44+ 1
max | ;| =Zsl-,j =¥= 10

1<i<4 2
AiER j=1

Dan sesuai dengan akibat 3.7, multiplisitas dari nilai eigen dominannya
adalah 1.
b. Matriks Sudoku order 9

9 4 7 2 5 8 1 3 6]
1 2 3 4 6 7 9 85
6 58 1 9 3 7 2 4
8 956 4 2 3 71
§=17 6 4 9 3 1 2 5 8
312 87 5 4 6 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 5198 47
5 7 1 3 8 4 6 9 2

Sifat-sifat..., Shobah Salamah, FMIPAUI, 2012 Universitas Indonesia



39

>>85=[947258136;,123467985658193724,895642371,76493 125
8,312875469489726513;236519847571384692]

S=
9 4 7 2 5 8 1 3 6
1 2 3 4 6 7 9 8 5
6 5 8 1 9 3 7 2 4
8 9 5 6 4 2 3 7 1
7 6 4 9 3 1 2 5 8
31 2 8 7 5 4 6 9
4 8 9 7 2 6 5 1 3
2 3 6 5 1 9 8 4 7
5 7 1 3 8 4 6 9 2
>> eig (S)
ans =
45.0000
-8.3258

-1.1715 + 6.9490i
-1.1715 - 6.9490i
6.1429 + 2.5382i
6.1429 - 2.5382i
-2.8875
-1.3738
1.6443

Dari perhitungan didapatkan nilai eigen dominannya 10 dan ini memenuhi

9
99+1
max |4;| =Zsi’j =¥=4

1<i<9 2
A;ER j=1

Dan sesuai dengan akibat 3.7, multiplisitas dari nilai eigen dominannya
adalah 1.

3.5. Transpos matriks Sudoku (bukti umum)
Teorema 3.8 ( Transpos Matriks Sudoku )

Jika S merupakan matriks Sudoku, maka ST juga merupakan matriks
Sudoku dan S = ST,
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Bukti :
S11 S12 " Sin S11 Sz1 ¢ Sna
Misalkan s = |21 522 7 S| ar T2 S22 swa
Sn1 Sn2 " San Sin San " Spn

Karena S adalah matriks Sudoku, maka S memenuhi empat kondisi berikut :
1. Matriksnya berorder n sedemikian hingga n = m?, dimana m sebarang
bilangan positif.
2. Setiap baris dalam S memuat bilangan 1 sampai n tepat satu kali.
3. Setiap kolom dalam S memuat bilangan 1 sampai n tepat satu kali.
4. Setiap matriks blok yang berukuran n'/? x n'/?2 dalam S memuat

bilangan 1 sampai n tepat satu kali.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ST adalah matriks Sudoku.
Perhatikan definisi 3.1.

1. Karena S merupakan matriks persegi yang berorder n maka transpos nya
juga berorder n, sehingga kondisi (1) terpenuhi.

2. Karena ST merupakan transpos dari S, maka setiap elemen pada baris di S
merupakan elemen pada kolom di S7, dan setiap elemen pada kolom di S
merupakan elemen pada baris di ST. Karena S adalah matriks Sudoku
maka elemen pada baris dan kolomnya tidak ada yang berulang ( tepat
satu kali ), akibatnya elemen-elemen pada baris dan kolom di ST juga
pasti tidak berulang. Sehingga kondisi (2) dan (3) terpenuhi.

3. Karena ST merupakan transpos dari S, maka setiap matriks blok pada ST
merupakan transpos dari matriks blok pada S. Karena S adalah matriks
Sudoku, maka setiap matriks bloknya memenuhi aturan Sudoku.
Akibatnya semua transpos dari matriks blok tersebut juga memenuhi

aturan Sudoku. Sehingga kondisi (4) terpenuhi.
Jadi ST adalah matriks Sudoku.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa S = S7.

Andaikan S = S7, sehingga s;; = s;; untuk 1 <i <n,1 <j<n.
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Secara umum, misal

S11 S12  t Sin

S21 S22 Ut S2nm
S = : : . :

Sn1 Sn2 7 San

Dan misalkan S tersebut simetri, maka

S11 S21 7 Sna

S21 S22 0 Spp2
S= : : . :

Sn1 Sn2 T San

Karena S tersebut simetri, maka terdapat paling tidak satu matriks blok yang
memuat elemen yang sama sehingga tidak memenuhi aturan dalam Sudoku,

seperti berikut :
Sn,Z

Sn,n—l

Sn2 "t Snn-1 Snn
Jadi pengandaian salah, haruslah # ST .o
Sesuai dengan sifat-sifat determinan, jika S adalah matriks Sudoku dan ST adalah
transpos dari S, maka, det(S) = det(ST).
3.6. Non Normality

Suatu matriks Sudoku S dikatakan hermitian jika memenuhi S.ST = S7.S.

S11 S12 " Sin S11 S21 7 Sni
. S21 S22 Son S12 S22 t Spp2
Misal S = | . . J |, dan ST = . L ”7 [, maka
Sn1 Sn2 7 San Sin S2n " San
S.ST=8T ¢S
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S1,1 S1.2 S1n] [S11 S21 Sn,1
S21 S22 San| |S1,2 S22 Sn,2
Sn,l Sn,Z Sn,n Sl,n SZ,n Sn,n
S11 S21 Sn,1] [S11
_|S12 S22 Sn,z 52 1
Sl,n Sz,n Sn,n Sn 1
2 2 2
[ Si17 TS ot Sy, 51,1821 t 812522 F T S50,
2 2 2
|52,151,1 t 522512t 52,51, 21 S22 ot sy,
SpaS11 t Sp2Sa2 t ot SpaS1n SpaSz2a t Sp2S22 T SuaSan
2 2 2
[ Si1 F St et sy 51,1512 T 8521522 F -+ Sp15,2
2 2 2
i51,251,1 t 8552821 F 0 2S00 t Sy" et S,
l51,nS1,1 t SonS21 t T SpaSnn SunS12 T SonSz2 Tt S aSho

Persamaan di atas akan terpenuhi jika :

Sehingga agar persamaan di atas terpenuhi maka haruslah S = ST,

Sl,nz = 5n,12
S1,2 = S21
Sn1 = Sin
Son = Sn2

berdasarkan teorema 3.9 jelas bahwa S = S7.

Jadi, matriks Sudoku S tidak normal.

Sifat-sifat...,

S1,2
S22

42

Sl,n
Sa.n

STl,Tl

S1,15p1 T S128p2 Tt S1aSun

21501 F 522502 F 1+ S20S0n |

2 2 2 J
Sp1 Tt Spa t et Sy,

Sllsln+52152n+ +5nlsnn

S1251n t S2250 T Spn

2

|
I
I
|

sl,1 +52n T+t S,

tetapi
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BAB 4

KESIMPULAN

4. 1. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada bab 3, dapat disimpulkan bahwa ;

1. Jika diberikan suatu matriks Sudoku tertentu, maka dapat diperoleh matriks-

matriks Sudoku yang lain dengan melakukan beberapa operasi tertentu

yaitu,

a.

Untuk matriks Sudoku yang bukan Sudoku X, baik order 4 maupun
order 9, dengan melakukan operasi-operasi di atas (operasi elementer,
transpos, dan rotasi 90° searah jarum jam) pada matriks tersebut akan
dihasilkan matriks Sudoku yang lain yang berbeda dengan matriks
Sudoku sebelumnya.

Untuk matriks Sudoku X order 4, untuk menghasilkan matriks Sudoku
X yang lain dapat dilakukan sepasang operasi elementer (B; jdan K; ;),
transpos, dan rotasi 90° searah jarum jam.

Untuk matriks Sudoku X order 9, untuk memperoleh matriks Sudoku X
yang lain hanya dapat dilakukan operasi rotasi 90° searah jarum jam dan
transpos, sedangkan operasi elementer tidak dapat menghasilkan matriks
Sudoku X.

2. Determinan matriks Sudoku X order 4 selalu sama dengan nol. Sedangkan

untuk matiks Sudoku order 4 selain matriks Sudoku X nilai determinannya

tidak dapat ditentukan. Dan untuk matriks Sudoku order 9 baik yang Sudoku

X maupun yang bukan Sudoku X nilai determinannya juga tidak dapat

ditentukan.

3. Nilai eigen dominan dari matriks Sudoku sama dengan jumlahan entri-entri

pada setiap baris atau kolomnya dan multiplisitasnya 1.

4. Matriks Sudoku tidak simetri dan non normal.
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