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Judul Skripsi :  Kuantisasi Dirac pada Sistem Kuantum Terkonstrain

ABSTRAK

Kuantisasi Dirac merupakan suatu prosedur yang digunakan untuk mengkuan-
tisasi sistem terkonstrain. Lagrangian yang akan dikuantisasi adalah Lagrangian
sistem kuantum (fermion) terkonstrain. Namun ada problem yang muncul dalam
proses kuantisasi Lagrangian sistem tersebut. Problem tersebut ialah kerapatan
Hamiltonian sistem mengandung variabel turunan terhadap waktu. Hal terse-
but diakibatkan karena Lagrangian sistem mengandung variabel turunan orde
kedua terhadap waktu. Problem tersebut akan menyulitkan kita dalam perhi-
tungan relasi Poisson braket antara variabel sistem. Untuk mengatasi hal terse-
but dilakukan transformasi medan (pendekatan) pada Lagrangian sistem, agar
Lagrangian sistem tidak mengandung turunan orde kedua terhadap waktu. Se-
hingga, kerapatan Hamiltonian kanonik tidak lagi mengandung variabel turunan
terhadap waktu. Dengan menggunakan prosedur Dirac, kita akan memperoleh

Hamiltonian primer sistem yang siap untuk dikuantisasi.

Kata kunci: kuantisasi Dirac, transformasi medan, Hamiltonian primer.
ix + 62 hlm.: lamp.
Daftar Acuan: 13 (1950-2008)
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Title . Dirac Quantization of Constraint Quantum System

ABSTRACT

Dirac Quantization is a procedure that is used to quantize a constraint system.
Lagrangian that will be quantized is a Lagrangian of constraint quantum system
(fermion system). But there is a problem in quantizaton process of the Lagrangian
of the system. The problem is there are exist first order time derivative variables
in the Hamiltonian density. It is caused by the fact that the Lagrange equation
of the system has the second order derivatives. So, the problem will generate
difficulty in the Poisson brakect relation between variables of the system. To solve
this problem, the field transformation to the system Lagrange equation is used, so
the Lagrange equation now does not consist of second order derivatives variables.
As aresult, the Hamiltonian density is free from the derivatives variables anymore.
By using Dirac procedure, we will get the primary Hamiltonian of the system that

is ready quantized.

Keywords: Dirac quantization, field transformation, primary Hamiltonian.
ix + 62 pp.: appendices.
References: 13 (1950-2008)
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Kuantisasi merupakan suatu prosedur untuk melakukan transisi dari sistem klasik
ke sistem kuantum dengan mengubah variabel dinamik sistem klasik tersebut,
menjadi operator dalam ruang Hilbert. Misalnya, kita akan melakukan transisi
suatu sistem klasik, dengan posisi ¢ dan momentum p, menjadi sistem kuantum
vakni dengan cara mengganti, ¢ — ¢, dan, p — p [1].

Keadaan suatu sistem dapat diperoleh dari persamaan Lagrange. Apabila
kita mengetahui persamaan Lagrange suatu sistem, maka kita dapat mengetahui
keadaan sistem tersebut. Pada umumnya keadaan sistem yang ada di alam berbe-
da - beda, ada sistem yang tidak memiliki konstrain dan ada sistem yang memi-
liki konstrain. Konstrain merupakan sesuatu yang membatasi sistem. Konstrain
terdiri atas dua macam, konstrain kelas pertama ( first-class constraint) dan
konstrain kelas kedua (second-class constraint). Konstrain kelas pertama ialah
konstrain yang mempunyai relasi Poisson braket sebanding dengan nol (weakly
vanishing) dengan semua konstrain yang ada. Konstrain kelas kedua didefinisikan
sebagai konstrain yang mempunyai relasi Poisson braket paling sedikit satu yang
tidak nol dengan semua konstrain lain yang ada [2]. Keberadaan konstrain kelas
pertama berhubungan dengan adanya simetri gauge [3]. Sedangkan keberadaan
konstrain kelas kedua berhubungan dengan reduksi dimensi sistem [4].

Sistem terkonstrain merupakan sistem yang tidak semua varibel dinamiknya
saling bebas (independent). Untuk mengetahui suatu sistem memiliki konstrain

atau tidak, kita dapat memeriksa harga determinan matrik Hessian yang dibentuk

1
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dari persamaan Lagrange sistem tersebut. Determinan matrik Hessian tersebut,
menentukan apakah suatu sistem dikatakan terkonstrain atau tidak. Apabila
hasil determinannya tidak nol, maka sistem tersebut dikatakan tidak memiliki
konstrain. Artinya, sistem tersebut tidak memilki sifat singularitas pada Lag-
rangiannya (non-singular Lagrange). Namun apabila hasil determinannya nol,
sistemn tersebut memiliki konstrain, atau sistem tersebut memiliki sifat singular-
itas pada Lagrangiannya (singular Lagrange).

Akibat dari sifat singularitas tersebut, momentum konjugasi dengan koor-
dinat tidak lagi saling independen dan memenuhi relasi yang disebut konstrain
kelas pertama [5]. Hal tersebut juga berakibat pada perbedaan prosedur un-
tuk mengkuantisasi sistem. Untuk sistem yang tidak terkonstrain, kita dapat
melakukan kuantisasi dengan menggunakan tranformasi Legendre standar dari
Lagrangian ke Hamiltonian. Sedangkan untuk mengkuantisasi sistem terkon-

strain, kita harus menggunakan prosedur Dirac [6].

1.2 Perumusan Masalah

Lagrangian yang digunakan pada penelitian ini ialah Lagrangian sistem kuan-
tum terkonstrain. Lagrangian tersebut merupakan Lagrangian dari suatu sistem
fermion. Penulis akan menggunakan prosedur Dirac untuk mengkuantisasi Lag-

rangian tersebut.

1.3 Metode Penelitian

Penelitian ini bersifat teoritik, dengan menggunakan contoh - contoh kuanti-
sasi pada sistem terkonstrain yang sederhana, kemudian dikembangkan pada
sistem terkonstrain dengan Lagrangian yang lebih kompleks. Penulis menggu-
nakan prosedur kuantisasi Dirac untuk mengkuantisasi Lagrangian sistem kuan-

tum terkonstrain dari suatu sistem fermion.
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1.4 Tujuan Penelitian

Penelitian ini murni akademis yakni untuk mengkaji dan mempelajari kuanti-
sasi sistem Lagrangian terkonstrain. Dari hasil studi ini, penulis mengharapkan
akan lebih mengerti keterbatasan dan problem dari prosedur kuantisasi Dirac.
Kemungkinan aplikasi konkrit dari hasil yang didapat juga akan didiskusikan.
Harapannya, hasil ini dapat digunakan untuk lebih memahami bagaimana cara
mengkuantisasi model nuklir ”point coupling” dengan memasukkan suku retar-
dasi. Model nuklir ”point coupling” standar cukup baik menjelaskan sifat - sifat

"bulk” dari inti dan materi nuklir [7].
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Bab 2

Formalisme Kuantisasi Dirac

2.1 Sistem Terkonstrain dan Tidak Terkonstrain

Kita dapat mengetahui keadaan suatu sistem apabila Lagrangian dari sistem
tersebut diketahui. Misal kita tinjau suatu sistem klasik dengan Lagrangian,
L(qi, ¢;), dengan, i = 1,2,3, ..., N. Kita dapat mendefinisikan momentum konju-
gasi dari sistem tersebut sebagai [2]
Y
=3 . 2.1
- 7 (2.1)

Dari Lagrangian tersebut, kita bisa membentuk suatu matrik yang dikenal dengan

matrik Hessian, yang dinotasikan sebagai [6]

et
Y0045

Pada umumnya, sistem fisis yang ada di alam ada yang memiliki konstrain

(2.2)

dan ada pula yang tidak memiliki konstrain. Untuk mengetahui suatu sistem
terkonstrain atau tidak, kita dapat memeriksa harga determinan matrik Hessian
dari Lagrangian sistem tersebut. Apabila determinan matrik Hessian dari su-
atu sistem adalah nol, detH;; = 0, maka sistem tersebut mempunyai konstrain.
Dengan kata lain, Lagrangian sistem tersebut memiliki sifat singularitas (singu-
lar Lagrange). Sebaliknya, apabila determinan matrik Hessian dari suatu sistem
tidak nol, detH;; # 0, maka sistem tersebut tidak memiliki konstrain. Sistem
seperti ini tidak mempunyai sifat singularitas pada Lagrangiannya (non-singular

Lagrange).

4
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Keberadaan konstrain pada suatu sistem, akan mempengaruhi hubungan an-
tara variabel dinamik (misal posisi ¢ dan momentum p) pada sistem tersebut.
Untuk sistem yang tidak terkonstrain, relasi antara momentum dengan kecepatan
(seperti pada persamaan (2.1)) ialah invertibel. Artinya, Kita dapat menyatakan
kecepatan dalam bentuk momentum dan sebaliknya. Sehingga konfigurasi ruang

untuk sistem yang tidak terkonstrain ialah sebagai berikut [2]

(¢i,4:) <> (q:,P"). (2.3)

Hal ini mengakibatkan transformasi dari formulasi Lagrangian ke Hamiltonian
unik, sehingga tidak menjadi masalah untuk mengkuantisasi sistem dengan prose-
dur standar. Sedangkan untuk sistem yang terkonstrain, kita tidak dapat me-
nyatakan kecepatan dalam bentuk momentum secara unik. Sebab, relasi antara
posisi dan momentum pada sistem tersebut tidak lagi invertibel atau saling bebas.
Sehingga diperlukan prosedur khusus untuk mengkuantisasi sistem ini. Prosedur

tersebut dikenal dengan nama prosedur Dirac.

2.2 Transformasi Legendre

Prosedur kuantisasi antara sistem yang terkonstrain dan sistem yang tidak terkon-
strain berbeda. Untuk mengkuantisasi sistem yang tidak terkonstrain (non-
singular Lagrange), kita menggunakan prosedur standar. Dalam matematika,
prosedur standar tersebut dikenal dengan nama Transformasi Legendre [6, 8.
Pada kasus sistem yang tidak terkonstrain, kita dapat menyatakan ekspresi ke-
cepatan dalam bentuk momentum dan sebaliknya. Sehingga, kita dapat melakukan
transformasi dari Lagrangian ke Hamiltonian secara unik.

Kita tinjau suatu sistem klasik dengan Lagrangian, L(g;, ¢;), dengan momen-
tum konjugasi didefinisikan seperti pada persamaan (2.1). Hamiltonian dari sis-

tem tersebut dapat dituliskan sebagai berikut

H(qi.p") = p'di — L(g: i) - (2.4)
Kita ambil turunan total dari Hamiltonian tersebut (2.4), akan diperoleh per-

samaan berikut
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. : oL oL
dH =dp' ¢; +p' d¢; — —dq; — =—dg; . 2.5
P ity dii — 5 dai = 5o (2.5)
Dengan mensubtitusikan persamaan (2.1) kedalam persamaan (2.5) dan
oL

kita akan memperoleh persamaan

dH = dp' ¢ +p' dg; — p' dg; — p' di; ,
dH = dp' ¢, —p'dg; . (2.6)

Hamiltonian sendiri merupakan fungsi dari posisi dan momentum (g;,p").
Apabila kita ambil turunan total dari Hamiltonian tersebut, kita akan mem-
peroleh persamaan berikut

OH oH | .
dH'= ——dg; + —dp" . 2.7
950 1t 5, 9P (2.7)

Dengan membandingkan hasil pada persamaan (2.6) dengan persamaan (2.7),

kita akan mendapatkan hubungan

e OH
QZ = apz )
- oH
= . . 2.
p 90 (2.8)

Poisson braket dari dua buah variabel dinamik C(g;, p*) dan D(g;, p®) didefinisi-

kan sebagai

(C.Dhen =5 G5 (29)

Variabel dinamik C(q;, p*) dapat kita tuliskan dalam bentuk Poisson braket de-

ngan menggunakan persamaan (2.8)

i aC ., oC
Ezﬁpip+8qiqi’
~ 9C 0  9C OH
O Oq; | g Op
= {C,H}pp, (2.10)
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atau kita dapat notasikan sebagai berikut

Dengan demikian, kita juga dapat menuliskan persamaan (2.8) dalam bentuk

relasi Poisson braket sebagai

¢ = {a, H},
P = {v,H}. (2.12)

Sifat Poisson braket dari koordinat, posisi dan momentum dinyatakan dengan

'’} = {¢.¢;}ps=0,
{Qi7pj}PB = _{pj7Qi}PB = 5? . (2-13)

Untuk mengkuantisasi sistem dinamik yang tidak terkonstrain dengan variabel
C(q;,p*) dan D(g;, p'), kita menggunakan prosedur kuantisasi kanonik standar
[2, 4]

) ;[Cxﬁ] ; (2.14)

7

dimana [(j 5 ﬁ] adalah komutator Heisenberg dari operator C dan D.

2.3 Prosedur Dirac

Suatu prosedur yang digunakan untuk mencari semua konstrain dari formulasi
Hamiltonian sistem terkonstrain disebut Prosedur Dirac [3]. Prosedur tersebut
digunakan untuk mengkuantisasi sistem terkonstrain. Prosedur untuk mengkuan-
tisasi sistem terkonstrain berbeda dengan sistem tidak terkonstrain. Sebab pada
sistem terkonstrain, hubungan antara variabel dinamik pada sistem tersebut tidak
saling bebas (independent).

Lagrangian L(q;, ¢;) dikatakan singular apabila relasi antara momentum de-
ngan kecepatan (persamaan (2.1)) tidak saling bebas [4]. Hal tersebut me-

nunjukkan bahwa tidak semua variabel pada Lagrangian suatu sistem memiliki
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hubungan saling bebas. Ada sejumlah fungsi ¢(¢;, p') yang hilang sebagai kon-
strain [4]. Keberadaan konstrain pada suatu sistem akan mereduksi dimensi dari
ruang konfigurasi sistem tersebut [4]. Disamping mereduksi demensi sistem, ke-
beradaan konstrain juga membuat formulasi Hamiltonian dari Lagrangian sistem
tersebut tidak lagi unik. Prosedur Dirac dimulai dengan mendefinisikan Hamil-

tonian primer sebagai berikut

HP = Hcan B )\ad)a ) (215)

dimana H,, adalah Hamiltonian kanonik dan A, didefinisikan sebagai Lagrange

multipliers. Relasi antara Hamiltonian primer dengan Hamiltonian kanonik ialah

HP ~ Hcan 9 (216)

dimana &~ menunjukkan hubungan kesebandingan lemah (weak equality). Kita
dapat menuliskan relasi Poisson braket antara koordinat pada sistem terkonstrain

dengan Hamiltonian (analog dengan persamaan (2.12)) sebagai

¢ ~ {q Hv},
{p’, Hp} . (2.17)

Q

p

Variabel dinamik sembarang G(¢;, p'), dapat ditulis dalam bentuk Poisson braket

G G HEB=—A G, Fl, g0 . (2.18)

Konstrain harus invarian terhadap turunan waktu, dan dengan menggunakan

persamaan (2.18) akan diperoleh persamaan

0"~ (0" Hean + \s9’} .
= {¢a, Hcan} + )‘B{¢a> ¢B} + {¢a, )‘[3}¢ﬁ 5
{6 Hean} + As{97, QSﬂ} ~0. (2.19)

Q

Dari hasil tersebut (2.19), kita bisa langsung menentukan Lagrange multipliers

atau memperoleh konstrain yang lain yang dikenal dengan konstrain kedua. Kita
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ulangi hal yang sama seperti pada persamaan (2.19) pada konstrain kedua, ki-
ta mungkin bisa menghasilkan Lagrange multiplier atau menghasilkan konstrain
lainnya, yakni konstrain ketiga dan seterusnya. Kita lakukan hal yang sama
seperti pada persamaan (2.19), sampai kita memperoleh semua konstrain yang
ada pada sistem.

Konstrain digolongkan kedalam dua jenis, yaitu konstrain kelas pertama (first-
class constraint) dan konstrain kelas kedua (second-class constraint). Konstrain
kelas pertama didefinisikan sebagai konstrain yang memiliki relasi Poisson braket
sebanding dengan nol (weakly vanishing) dengan semua konstrain yang ada. Kon-
strain kelas kedua didefinisikan sebagai konstrain yang memiliki relasi Poisson
braket, minimal satu yang tidak nol, dengan semua konstrain lain yang ada [2].
Konstrain kelas pertama berhubungan dengan invariansi lokal (local invariances)
atau simetri gauge (gauge symmetries) [3]. Sedangkan konstrain kelas kedua
berhubungan dengan reduksi ruang (dimensi) dari sistem [4].

Setelah kita menemukan semua konstrain, kita kumpulkan konstrain tersebut
dan menuliskannya kedalam bentuk konstrain kelas kedua. Oleh karena itu, kon-
strain kelas pertama memerlukan transformasi gauge untuk bisa diubah kedalam
konstrain kelas kedua. Kemudian, kita kumpulkan semua konstrain menjadi kon-

strain kelas kedua sebagai [2]

ot ~ 0, A'="1,2037.. 2(ny+miz), (2.20)

dimana (ny +ns) merupakan jumlah konstrain kelas pertama dan kedua. Jumlah
tersebut harus lebih kecil dari dimensi sistem.
Kita bisa membentuk suatu matrik dari semua konstrain yang sudah dikumpulkan

menjadi konstrain kelas kedua sebagai

{4 P} ~ P . (2.21)
Matrik tersebut (2.21) memiliki dimensi genap dan bersifat anti-simetrik. Dirac

sudah menunjukkan bahwa matrik tersebut tidak singular, sehingga memiliki

invers matrik [2]

Cup ~ {®4, 05}, (2.22)
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dan memenuhi sifat

CAPCpL = 6 . (2.23)

Kita definisikan Dirac braket untuk sembarang fungsi F(g;,p') dan G(g;,p’) se-
bagai

{F,G}os = {F,G}pp — {F,®"}ps C 5{®",G}ps , (2.24)

yang dapat ditunjukkan mempunyai semua sifat Poisson braket dan memenuhi

{F, CI>A}DB = q)A}PB e, (I)B}PB Cg}a{@D,@A}pB )
~ {F,®%}pp —A{F ®%}py CaiCP4
= {F,&"}pg — {F,®*}pp =0. (2.25)

Untuk mengkuantisasi Dirac braket, kita menggunakan prosedur sebagai berikut

[4]

e TS %[F,G] , (2.26)

i

dimana [F, C;‘} adalah komutator Heisenberg dari operator F dan G.
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Bab 3

Contoh Kuantisasi dengan
Konstrain

3.1 Gerak Partikel di Permukaan Bola

Contoh sistem terkonstrain yang paling sederhana ialah suatu partikel titik yang
bergerak di atas permukaan bola dengan dimensi -m. Kita notasikan koordinat

dari partikel sebagai ¢;,7 = 1,2,...,m, dan koordinat terkonstrain memenuhi

¢igi=1, (3.1)

dimana penjumlahkan berlaku untuk semua 7 yang sama. Kita notasikan Lagra-

ngian sistem dinamik tersebut sebagai

T 4
L 5(%‘% (g L) (3.2)
dimana F'adalah medan Lagrange multiplier. Dengan menggunakan persamaan

Euler - Lagrange

oL 1
aF —5(%% —-1)=0, (3.3)

kita dapat memperoleh konstrain (3.1) pada gerak sistem. Jika kita mengkom-
binasikan variabel ¢;, F' kedalam notasi ¢, = (¢;, F), o = 1,2,...,m + 1, matrik

Hessian dari sistem memiliki bentuk

L (65 0
L _< : 0) | (3.0

11
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Dengan mudah, kita bisa langsung mengetahui bahwa determinan matrik tersebut

adalah nol.

Kita notasikan momentum konjugasi dari sistem sebagai

Z‘ _ aL _ .
p - aql - q’L )
oL
e oF

Sehingga, yang menjadi konstrain utama pada sistem ialah

¢t = p, =0,

Hamiltonian kanonik sistem memiliki bentuk

i . : 1 4
Hean = p'¢; + D’ = 5(1?19 + F(qq; — 1)),

dan Hamiltonian primernya ialah

1 .
Hp = Hepp + Mio' = §(pzpz + F(gigi — 1)) + \ip,. -

Sifat Poisson braket kanonik sistem memenuhi

{6n0;} = W'V} ={F. F}={p,,p,} =0,
(LT =iy, DR} 0> Fie= 10, Tt = 0
{67} =40 ,
{Fopey = 1.

Konstrain harus invarian terhadap turunan waktu yakni

{(pl?HP}
1 ..
= {p;. 5(19’1)’ + F(qiq: — 1)) + \ip,. }

Q

9[51

1
5(4igi = 1)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.10)

Dari hasil (3.10), kita memperoleh konstrain kedua yang dinotasikan sebagai
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1
o' =g —1) = 0. (3.11)

Dengan mengulangi cara yang sama (3.10) pada (3.11), kita akan memperoleh

9[;2 ~ {9027HP}
1 il
= 5@%—M5Wﬁ+F@%—D+Mmﬂ
= gp'{g,p} =ap' =0, (3.12)

vang menghasilkan konstrain baru (konstrain ketiga)

o= gp' =0, (3.13)

Konstrain yang baru juga harus tidak bergantung waktu, sehingga akan didapat

{¢’, Hp}

Z{Mﬂ;ﬂﬁ+F@%—U+MmH

= ' {uiv’} + aFaq{v’. ¢} = v'0’ — Faiai

ppt—F ~ 0, (3.14)

Q

@3

Q

dengan konstrain yang baru, konstrain keempat, yang dinotasikan sebagai

@ S I SN (3.15)

Dengan mengulangi (3.14) pada (3.15), kita akan memperoleh

ot~ {¢' Hp}
ZWﬂ—E;WN+F%%—U+MmH
= 2'Fo{p.,q;} — M{F.p,} = —2Fqp’ — X\
~ —\ 0. (3.16)

Dari (3.16), jelas kita sudah memperoleh Lagrange multiplier dan sudah mem-

peroleh semua konstrain yang ada pada sistem.
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Kita bisa memeriksa semua konstrain yang sudah kita dapatkan dengan meng-

gunakan relasi Poisson braket sebagai berikut

{e' o'y = {p., 00— F}=1

= —{¢*¢'},
{¢*,¢°} = {;(%’Qi 1), 0"} = g {6, P} = g = 1
= —{¢’ ¢},
{©%¢"Y = {an' .0’V — F} =200 {q,p’} = 20'p' = 2p°
= ez (3.17)

dan relasi Poisson braket yang lain adalah nol. Dari hasil (3.17) kita bisa menyim-
pulkan bahwa semua konstrain yang sudah diperoleh tergolong kedalam konstrain
kelas kedua. Kita kumpulkan semua konstrain yang sudah diperoleh kedalam no-
tasi [2] ¢4 = (p', ¥% @3, 1), A = 1,2,3, 4, dan kita bisa membentuk matrik dari
hasil relasi Poisson braket (3.17) sebagai

{84k = G (3.18)
yang memiliki bentuk matrik
0 0 0 1
0 0 1 0
A ' & T, (3.19)
<l 0 B2,

Persamaan (3.19) mempunyai invers matrik sebagai berikut

0 —-2p2 0 -1

-1 21)2 0 -1 0
cu= 1 (3.20)

1 0 0 0

Relasi Dirac braket antara dua variabel sembarang F(g;,p') dan G(g;,p"),

didefinisikan sebagai

{F7 G}DB = {F> G} - {F> ¢A}CXJ!13{¢B> G}7 (3'21)
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dengan C 5 seperti pada persamaan (3.20). Relasi Dirac braket antara variabel

dinamik sistem mempunyai bentuk sebagai berikut

{F,Fios = {p..petos ={Fp,Jos =0,

{gi:pp}on = {P,p}oe =0,

{6 FYos = {ai, F} —{a 0’V = FYC,{p,, F} = 2p",

(0 Fhon_ =40 P} = 0, 505 — DICT- (o, P} = —200°
{gi,qpe = 0,

Wi tos = {907} — {0 ot — DICE law, ')

—{v’, quk}cszl{%((]z(ﬂ - 1),p°}

= =ap’ + 'y,
. ‘ 2 .
{0;,P"} o = {@;, P} — {qi,qkp'“}ngl{i(quz —1),p"}

Dengan menggunakan relasi Dirac braket, kita dapat mendefinisikan konstrain
menjadi nol. Sehingga varibel dinamik sistem yang sesungguhnya adalah (g;, p*)
(kita definisikan F' = p'p’ karena konstrain pada persamaan (3.15)) , dan Hamil-

tonian sistem sesungguhnya adalah

i
Hp = §plp : (3.23)

Hamiltonian ini adalah Hamiltonian yang siap untuk dikuantisasi.

3.2 Medan Dirac Bebas

Persamaan Lagrangian Dirac tanpa interaksi (bebas) dijelaskan dengan kerapatan

Lagrange

L = ippp — mi, (3.24)

dimana adjoin spinornya adalah

G =i, (3.25)
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Variabel dinamik sistem adalah 1,7, dimana a = 1,2,3,4 [2]. Persamaan ke-
rapatan Lagrange (3.24) adalah turunan pertama terhadap waktu, sehingga ma-
trik Hessian kerapatan Lagrange tersebut adalah nol. Artinya, pada persamaan
kerapatan Lagrange tersebut mempunyai sifat singularitas. Kita definisikan mo-

mentum konjugasi sistem sebagai (kita memilih konvensi turunan dari sebelah

kiri) [2]

L = fii = —i(y°)a = —itpl,
" = ;Z = (3.26)
Dari (3.26), kita memperoleh dua buah konstrain utama yakni
¢y = O +i) ~0,
. = BLEo (3.27)

yang berhubungan dengan konstrain sistem fermion ini. Kerapatan Hamiltonian

kanonik sistem adalah

Hcan — _Hlﬂj}a i I/}Iyna L
= Wl a — iWitha — T - VO + mipih
= —ip7- Vi + myrh. (3.28)

Sehingga, kita akan memperoleh Hamiltonian kanonik sistem sebagai

Hean = /d3$ Hean = /d3$ (_ZE’? : 61/1 + m@d)) (329)
Dengan menambahkan konstrain pada Hamiltonian kanonik, kita akan memper-

oleh Hamiltonian primer sistem sebagai

Mo = Mo + / &z (¢h€0 + M\ o), (3.30)

dimana &, dan A, merupakan Lagrange multipliers. Relasi Poisson braket untuk

variabel medan mempunyai bentuk sebagai berikut
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{ta(@), T(y)} = =6as6"(x — y) = {¥L(x), Ms(y)}. (3.31)
Seperti yang kita ketahui, konstrain utama harus tidak bergantung terhadap

waktu, sehingga

(61.(x), He}
~ A9k(@), Hand + [ &y (€(){0} (). 65 ()
M) {ok(), ps (1)} (3.32)

Untuk memudahkan perhitungan, kita melakukan perhitungan untuk tiap kom-

o ()

&

ponen dari persamaan (3.32). Komponen yang pertama dari persamaan (3.32),

relasi Poisson braket antara konstrain dengan Hamiltonian kanonik, adalah

(@), Han} = [ @y {11L(z) + 0} (2), =0 (1) - V(@)
+ m(y)(y)}

= [ @y(BW)T - ¥, = mdy))s (1), a0}

= [ EY@B @7V, = mE0)s(~b0s0 (@ = 1))
= (8VP(z) - 7+ mip(x)) . (3.33)

)
)

]

Hal yang sama pada komponen yang kedua dari persamaan (3.32), kita akan

memperoleh

[ @y & e slmy = [dy &) {1 )
+ il (@), T (y) + ivh(y)}
= 0. (3.34)

Perhitungan komponen yang terakhir dari persamaan (3.32) ialah

— [ @Ak @) )} = — [ @I + il @), ()}

= —/d?’yAIa(y) (—0apd®(x — )
= M (z). (3.35)
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Kita subtitusikan hasil perhitungan yang sudah kita peroleh, yaitu (3.33), (3.34)
dan (3.35), kedalam persamaan (3.32), kita akan mendapatkan hasil sebagi berikut

bi(z) ~ (iVP(2) -7 +mib(x)) +iM(x)=0. (3.36)

Dari persamaan (3.36), kita memperoleh Lagrange multiplier sebagai berikut

A= (~Vi(@) - 7+ imip(z)) (3.37)
Kita lakukan hal yang serupa seperti persamaan (3.32) pada konstrain utama

yang kedua, akan diperoleh

pal®) & {pale), He} = {IL (), Hp)
= [ @yflla(@), b} (7 -V, + m)ly) + i),

Dari persamaan (3.38), kita langsung memperoleh Lagarange multiplier

& = (Y7 -Vt im)y(z)) . (3.39)

Kita subtitusikan hasil (3.37) dan (3.39) kedalam Hamiltonian primer, kita akan

mendapatkan persamaan

Hp = [ d% (=7 Vo +mpp + g\ + Alpa)
= [ & (=07 Yo+ mipe + [+ iwl] [ G-V +im)y]
+ [~V 7+ imi] 1)
- / &a (7 - Vo +imIly + (=Y - 7+ imi)I) | (3.40)

[0}

dimana disini kita menggunakan definisi

=1 . (3.41)
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Kemudian, kita memeriksa konstrain yang sudah kita peroleh dengan menggu-

nakan relasi Poisson braket sebagai berikut

{6L(2),05(»)} = {1IL(x) + vl (2), TT5(y) + ivh(y)} =0,
{ol(@),ps()} = {TTL(2) +ivl (), s(y)}

= —ibap6° (@ — y) = {pa(@), 05 ()},
{pa(), ps(w)} = {a(x),Ts(y)} = 0. (3.42)

Dari hasil tersebut (3.42), ada satu relasi Poisson braket yang tidak nol. Se-
hingga kita bisa menyimpulkan bahwa konstrain yang sudah didapat merupakan
konstrain kelas kedua. Kita kumpulkan semua konstrain kedalam notasi &4 =

(6!, pa), dan dapat membentuk matrik dari relasi Poisson braket pada persamaan
(3.42) yakni

= —z’<]1 . 6% (2 —v). (3.43)

Matrik tersebut (3.43) memiliki invers

£ Py z( i )53(35 R (3.44)

Relasi Dirac braket antara dua variabel dinamik didefinisikan sebagai

{(F(),G)on = {F(2).Gly))

— [ [ a2 {F (@), ()}C(z, )07 (2), Glu)}

= {F@2),GW)
— [ [ dtad®z ({F(@), 6}(2)} (10,602 = 2){05(2), Gw)}
HE (@), py(2)Hida8 (2 = 2)){8}(2), Gw)})

= {F(2),GW)
—i [ ({P (@), T () + ih () HIL (=), G )}
HF (), T () HIT (2) + iw(2), G(y)}) - (3.45)

Kuantisasi dirac...m Syaefudin Jaelani, FMIPA Ul, 2011



20

Dengan menggunakan (3.45), kita dapat melakukan perhitungan Dirac braket

antara variabel medan yakni

{Ya(@), ¥i)}os = {Yal@), ¥l(y)}
—i [ A2 {wa(2), (=) + ] () HIL (). 0} (0)
= —if @288 — 2))(~0,8°(z — 1))
= —ibapd(@ —y), (3.46)

dimana kita mengabaikan suku terakhir karena relasi Poisson braket antara IL,
dengan 1), adalah nol. Kita melakukan hal yang sama untuk perhitungan relasi
Poisson braket antara variabel medan ,(z) dan vs(r) seperti pada persamaan

(3.46), akan diperoleh

{Wa(®@)s9s(y) Yos = 0 = {¥h(@), ¥h(y)}ps- (3.47)

Setelah menggunakan relasi Dirac braket, kita dapat mendefinisikan konstrain

menjadi nol. Sehingga, Hamiltonian sistem akhir yang siap dikuantisasi adalah
oA / ST Vi +mpp). (3.48)

3.3 Teori Medan Maxwell

Untuk mengetahui tentang invariansi gauge (gauge invariance), teori medan Maxwell
merupakan contoh yang tepat. Persamaan Maxwell dapat diperoleh (dengan

menggunakan persamaan Euler - Lagrange) dari kerapatan Lagrange berikut [2]

1
L= Ful™, v =0,1,23, (3.49)

dimana tensor kuat medan didefinisikan sebagai

Fu = 0,A, — 0,A, = —F,,. (3.50)

Tensor kuat medan (3.50) merupakan rotasi (curl) dari potensial vektor empat

dan berisi medan magnet dan medan listrik sebagai komponennya [2], yakni
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FOi = EZ E] = _eijk:Bk; i,j, k = 1, 2, 3 (351)

Seperti yang kita ketahui, teori medan Maxwell invarian terhadap transformasi
gauge

Aulr) — Ay(w) = Au(z) + (), (3.52)

dimana «(x) didefinisikan sebagai parameter lokal transformasi gauge.
Dari hasil transformasi gauge, matrik Hessian medan Maxwell menjadi singu-

lar. Jika kita mendefinisikan momentum konjugasi sistem sebagai

_oc

g W g (3.53)
0A,

maka kita akan memperoleh

II = E=—(A+V4),
B (3.54)

Dari (3.54), sistem jelas memiliki konstrain utama yakni

o (@f= (1Y~ 0, (3.55)

Persamaan kerapatan Hamiltonian kanonik dari sistem mempunyai bentuk seba-

gai berikut

Hean = H“Au—ﬁz—H-A+iFm,F“”
_ - - 1_ 2 2
= —II-(-II VA0)+2( E* + B?)
1
= 5(112+B2)+H-VAO, (3.56)

dimana kita telah mensubtitusikan persamaan (3.54) kedalam persamaan (3.56).

Persamaan Hamiltonian kanonik sistem adalah
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Hcan = /d?).T 7'[can

_ /d3 < (I + B?) — AOV-H>. (3.57)

Hamiltonian primer sistem diperoleh dengan menambahkan konstrain utama ialah

sebagai berikut

HP = Hcan—i_/d?)x /\1901

— < (I1? + B?) — AOV-H+/\1H°>, (3.58)

dimana A, didefinisikan sebagai Lagrange multiplier. Relasi Poisson braket antara

variable medan memenuhi

{Au(2), A (y)} = 0={l"(),11"(y)},
{Au(), ()} = 6:0%(@ —y) = —{II"(y), Au()} . (3.59)

Kita melakukan perhitungan pada konstrain bahwa konstrain harus tidak bergan-

tung terhadap waktu

P2) ~ (M), Hp)
_ /dsy{no ;( y) + B2(y)) — Ao)V - TI(y) + M ()T°()}
v = [ @), Ao(y)} ¥ T(y)
= V-I(z) ~ 0. (3.60)

Dari hasil (3.60), kita memperoleh konstrain kedua yakni

©*(z) =V -TI(z) ~ 0. (3.61)

Kita melakukan hal yang sama (3.60) pada (3.61), akan didapat

p*(x) = {¢* (), Hp} = {V - I(x), Hp} =~ 0. (3.62)
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Kita sudah memperoleh semua konstrain yang ada pada sistem dan bisa dilihat
bahwa konstrain yang diperoleh termasuk kedalam katagori konstrain kelas per-
tama (relasi Poisson braket antara konstrain yang ada sebanding dengan nol)

yakni

o' (z) = 11%(z) =~ 0, ©*(z) =V - II(x) ~ 0. (3.63)

Agar konstrain dapat ditulis dalam bentuk konstrain kelas kedua, konstrain yang
sudah didapat (konstrain kelas pertama) harus diubah terlebih dahulu dengan
menggunakan transformasi gauge. Dalam kasus elektrodinamika, kita meng-
gunakan transformasi tersebut untuk mengatasi konstrain kelas pertama yang

muncul [9]. Kita memilih

X' (z) = Ag(z) ~ 0, (@) =V Az) = 0, (3.64)

sebagai variabel transformasi gauge. Hal ini perlu dilakukan agar kita dapat
mengubah konstrain kelas pertama yang telah diperoleh menjadi konstrain kelas
kedua.

Dengan menggabungkan konstrain kelas pertama dan variabel transformasi
gauge kedalam notasi ¢ = (0%, x%), @ = 1, 2, kita dapat melakukan perhitungan

dengan menggunakan relasi Poisson braket antara konstrain yakni

{v' (@) x W)} = {II°(x), Ao()}
= =0z =y) =~{x'(2).¢' (¥},
{#*(@),x*(v)} = {V-I(z),V-A(y)}
= (Va)i(Vy){Ii(2), (I1);(
= (Vahi(Vy); 058 (z — )]
= —Vii(z —y) = —{xX’(@),¢* (¥} (3.65)

y)}

Dengan hasil tersebut (3.65), kita bisa membentuk matrik sebagai berikut

C*(z,y) = {oM2),0°(v)}
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0o 0 -1 0

o0 o0 —w ],

= 1 0 0 0 3 (z —vy). (3.66)
0 V2 0 0

Matrik pada persamaan (3.66) mempunyai invers

0 0 1 0
B 0 0 0 V2|,
CA113($7 y) - -1 0 0 0 (53(1' - y)7 (367)

¥ B U
dimana bentuk eksplisit dari komponen matrik tersebut (3.67) adalah

1

1
— 255 W B — g~ B
Ve B0 = grtE =0 =S g

=%
Relasi Dirac braket diantara dua variabel dinamik dapat dihitung dengan

(3.68)

(F@),G)os = [Fl),CW))
— [ [ a*2a2{F (2), 64 (2)}Ca 1 {07(2), G (1)} (3.69)

Relasi Dirac braket antara variabel medan adalah sebagai berikut

{Au(@), Av@®)}os = 0={I1"(z),11"(y)}pB,
{Au (@), W (y)}os = {Au(z),I"(y)}
- [ [ 422 ({Aue), @} — H){Au(2), 11 (0)}
+H{Au(x), V. - TNV, 25 (2 = 2){V5+ A(2), " (y)})
= 5053 (@— y) — 000 (=) — / / d*2d*20, 0"
x [(V2)id (@ — )] [V.20% (= — 2)] [(V2)6%(z — v)]
ivlg(vx)f} Ba—y).  (3.70)
Dari hasil (3.70), kita bisa mendefinisikan konstrain (3.63) dan (3.64) menjadi

= [(6Z — 6,00) + 6,07 (V)

nol dan memenuhi relasi Dirac braket untuk medan Maxwell sebagai

{Ai(2), 4(»)}os = 0={II'(x),IF (y)}ps .
(A), TP )on = (6] + (Vi (V2 | 85— 1)
5? (T —Y). (3.71)
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Setelah menggunakan relasi Dirac braket, kita dapat mendefinisikan konstrain
(3.63) menjadi nol. Sehingga, kita akan memperoleh Hamiltonian sistem yang

siap untuk dikuantisasi sebagai berikut

1
Hp = /d3x§(H2 +B?). (3.72)
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Aplikasi Kuantisasi Dirac

Pada Bab ini, penulis akan melakukan kuantisasi suatu sistem kuantum (sistem

fermion). Persamaan Lagrange dari sistem tersebut adalah

£ = (179, — m) ¢ — 220, (00) (), (4.1)

dimana 52—5 sebagai kopling konstan sistem, dan adjoin spinornya adalah

¥ =97 (4.2)

Variabel dinamik sistem adalah ¢/, %}, dengan a: = 1,2, 3, 4. Lagrangian tersebut

(4.1) mempunyai kesamaan seperti Lagrangian medan Dirac bebas (3.24). Perbe-

daan keduanya terletak pada suku kedua, yaitu suku potensial, yang dimiliki oleh
persamaan Lagrange (4.1).

Untuk mengetahui sistem kuantum tersebut mempunyai konstrain atau tidak,

kita bisa memeriksa determinan matrik Hessinnya. Matriks Hessian sistem dino-

tasikan sebagai

0L
Hij = ——,
O 0

dengan ¢ dan j merupakan elemen baris dan kolom. Variabel dinamik sistem v,

(4.3)

dan ¢! mempunyai bentuk matrik yakni

Yn
_ | ¥

w - 1/)3 ’
(o

26
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o= (el el wl el ). (4.4)

Untuk membentuk matrik Hessian dan mempermudah perhitungan, kita hanya
fokus pada suku yang mengandung variabel ¢ dan ¢t dari persamaan Lagrange

sistem, yakni

O () O (i) = Do () Do (V1)) (4.5)

dimana

Bo(Pp)Bo(Up) = (Y + i) (P + )
= @02+ 20)@0) + G (16)
Dari tiga suku pada persamaan (4.6), kita hanya fokus pada suku kedua saja
untuk membentuk matrik Hessian sistem (suku yang mengandung variabel medan

¢ dan wT) Kita akan memperoleh hasil perhitungan dari suku kedua persamaan

(4.6) sebagai berikut

@) = (Pt )@t %)

10 0 0 W1
s N T ¥

=Cal L Al o 15 o bt v
0 00 —1/ \

Pl 0 0.\ [ 9

Ol TSGR0 ¥

(ol bk oF ) -1 o ||
00 0 —1/\ 4,

= (1/'11% + 1/};1?2 - zb;ﬂ/&a - ﬂ%)(ﬂ% + 1/15% - 1/%1/}3 - 1?11/}4)
= (el + v vds — dlvavds — divivls
il + Plaplin — Plailis — il
—ispln — Ofstldhy + Plbstbiis + Plibsibledy
—laplin — Plapiths + Olepaipiihs + Plebailey). (4.7)
Dengan menggunakan persamaan (4.3), kita akan memperoleh (dengan menggu-

nakan konvensi turunan dari kiri)
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0*L 0*L 0*L 0*L

i A S S Sk S
855/; =~ ajaﬁw = —nvl, a@iaﬁw = v, azfizﬁ = oy,
o=l gk e o — vl Sl
o= uith | e d [ SERpal  TE——vwl
(4.8)

Dari hasil (4.8), kita dapat membentuk matrik Hessian yakni

~pp] ol el il

H= [ —tl =t Wyl vyl o (4.9)
S e o
apl | uph  —ahl —pa)]

Matrik Hessian tersebut merupakan matrik dengan ukuran 4 x 4. Determinan
matrik 4 x 4 terdiri atas empat buah determinan matrik 3 x 3. Determinan

matrik H pada persamaan (4.9) adalah

—hotp bt bath) B TV S )

— ot i

L T e A B R A G S R
e vl —va] —ya]

N B B R Y BV BT T (4.10)

sl hshd  —sid) sl hahh  — sl
R R V) S ) R V) S T

Untuk memperoleh determinan matrik (4.9), kita harus mencari empat buah
determinan matrik 3 x 3 pada persamaan (4.10). Determinan empat buah matrik

3 x 3 pada persamaan (4.10) adalah
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A T ST )
sthh =} —uail)
R S R U Y)

x [ (sl (ared) + (0s0]) (ead)] + ol [~ (sud) (a]) + (stsd) (vavsd)]

= — ot} | (Ws}) (at6]) — (50} (u})] — oot}

o LR ) SN
A 1 L 107
T RTAR— Y01 YY)
x [ (sw]) (ath]) + (5] (a])] + ] [~ (0] (Ware]) + (s]) (vad])] |

= o] [(athd) (s bh) — (v500]) (utsd)| — w00}

— o)l =y otp)
el s —waep)
7L R VXA VR Y)

x (= (st]) (bl + W) (ba])] + ool { sl (woash) — (s (wave])]

= o] |~ (¢59d) (u]) + () ()| + o0t}

L T VA YY)
sl sl —yaeh]
bl Pyl —papd

x [ (5] (wasd) + () (ard])] + ] [(Wsw]) (asd) = (0] (vav])]
(4.11)

= il [~ (st (av]) + (Vswod) (wath]) | + ot}

Apabila kita mensubtitusikan (4.11) kedalam (4.10), kita akan mendapatkan hasil
sebagai berikut

H| = iy [0 (stpbpaid] — datbiputsd) + 01l (—abunts] + dalvuisd) — vlv]
x (—wstplatsd + Gsvfad) | + s [—vld (vsvlvs] — gsvlvae]) — viy]
x (—slepats] + wsplny]) + lvl (—wsvlva] + vsyivuy])]
+b1 b =] (—sudeatt] + svlatsh) + 0ol (—gsvlvud] + dsvlvad]) + vlvl
x (slehate] — wstpdvony])| + vavs [Win] (—wswdvuts] + vsvdand) — viyl

x (—aylba] + avdpar]) — elul (Gstivatsd — avliay])]
= 0. (4.12)
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Hasil (4.12) menunjukkan bahwa determinan matrik Hessian sistem nol. Hasil
tersebut merepresentasikan bahwa sistem dengan Lagrangian (4.1) merupakan
sistem terkonstrain. Sehingga untuk mengkuantisasi sistem seperti ini, kita harus
menggunakan prosedur Dirac.

Kita bisa mendefinisikan momentum konjugasi sistem sebagai (kita memilih

konvensi turunan dari sebelah kiri)

m, = ;f = LS 05 . V),
oL _
I — il —65 Y 1pa00(W1h) o (4.13)

Dari persamaan (4.13), kita memperoleh dua buah konstrain utama yakni

ol = L +i(07)a — 35 U, 00(01) = 0,
Pa = a+ 05 1V 1u0o(Yh)a =0, (4.14)

yvang berhubungan dengan konstrain sistem fermion ini. Kerapatan Hamiltonian

kanonik sistem adalah

Hcan - _H];r(ba i %Tana =L
= Zl(@’yo)ad}a —ay %%50@1/))@ —ds Eof‘/)aaO(Edj)a = Z(;”(O)aq/)a - @? ’ 61/)

=

b W e
i+ 5 O0(T)adh (@)a = 5V (1) - V)
55— . odb e Wl e 55 o L
= =S P () = SPRO(EY) = BV + iy — TV () - V().
(4.15)

Ternyata, kerapatan Hamiltonian kanonik yang didapat mengandung variabel tu-
runan terhadap waktu 1/) dan 1/}T. Seharusnya, kerapatan Hamiltonian kanonik
tidak mengandung variabel turunan terhadap waktu. Untuk mengetahui menga-
pa hal tersebut terjadi, kita tinjau potensial sistem pada Lagrangian (4.1). Kita

tinjau bentuk integral berikut
/ do |($1)00($0)] = / 0o () Do (D)) + / () [Bod0(Bw)] (4.16)
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Dengan menggunakan Hukum Gauss, suku pertama persamaan (4.16) nol. Se-

hingga kita akan memperoleh

| 0@02E) = - [ @) [d0dn(v)]
00 ()00 () = — (B0)9n0 (D). (417)

Hasil ini (4.17) merupakan bentuk lain dari potensial sistem yang ada pada per-
samaan Lagrange (4.1). Dari hasil tersebut (4.17), kita bisa menyimpulkan bah-
wa munculnya variabel turunan terhadap waktu pada kerapatan Hamiltonian
kanonik (4.15) diakibatkan karena potensial sistem merupakan turunan orde ke-
dua terhadap waktu. Ketika kita mendefinisikan momentum konjugasi (4.12)
(yang merupakan turunan orde pertama), hasil yang diperoleh masih mengan-
dung variabel turunan orde pertama terhadap waktu. Sehingga, variabel tersebut
juga muncul pada kerapatan Hamiltonian kanonik sistem.

Untuk mengatasi hal tersebut, penulis menggunakan transformasi

¥(t,x) = (). 0= = Filt,2), (4.18)
dengan pendekatan infinitesimalnya adalah
e =~ 1+10. (4.19)

Penulis hanya mengambil dua suku dari ekspansi binomial dengan asumsi kon-
tribusi suku ketiga dan seterusnya sangat kecil. Ini artinya pendekatan ini benar
hanya jika ds << 1. Sehingga transformasi infinitesimal yang digunakan pada

persamaan Lagrange sistem (4.1) ialah

V(t,x) ~ <1+i52$F1(t,x)'yO> W(t, x),

O (tx) = Yt ) (1 — i(;gFl(t,x)’y()) , (4.20)

dimana F)(t,z) merupakan fungsi sembarang yang merupakan fungsi posisi dan

waktu. Tentu saja transformasi tersebut memenuhi
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¢t )t x) Bt a)y (¢ ), (4.21)

dengan asumsi suku (52—5)2 kecil sekali, sehingga tidak memberikan kontribusi.
Tujuan transformasi ini ialah mentransformasi Lagrangian (4.1) yang diharapkan
dapat mengatasi problem suku potensial yang merupakan turunan orde kedua
terhadap waktu, agar variabel turunan terhadap waktu tidak muncul pada kera-
patan Hamiltonian kanonik (4.15).

Kita tinjau bentuk integral berikut

[ 90 = [ Sy + [ 5690, (422)

dimana dengan menggunakan Hukum Gauss

[ @) =0 (123

Sehingga persamaan (4.22) menjadi

[ S = - [ Sutp)
()Y =~ S0(i9)

S0) = — 500 v (1.24)

1
2
W

DO |

Dengan mensubtitusi persamaan (4.24), suku kinetik dari Lagrangian (4.1) bisa

ditulis sebagai

Py = SOl + SH)
S = 596 o) - 570 §)
vy = @(% ). (4.25)

Untuk selanjutnya, penulis tidak menyertakan notasi (¢, z) pada penulisan ¢ dan
Fi. Penulis hanya manuliskan notasi ¥ dan F); pada bahasan selanjutnya, yang
merupakan fungsi posisi dan waktu. Untuk memudahkan perhitungan, penulis

melakukan transformasi pada suku kinetik (4.25) terlebih dahulu yakni
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ey N R L e §><w+z52m ¥)

— 5
= T Do~ iR s P+ 1B BRw)

+ (?E) . (4.26)

Sesuai dengan asumsi yang telah digunakan, kita dapat mengabaikan suku ter-

akhir persamaan (4.26). Sehingga transformasinya menjadi

I D = B D+ SET) § - 5T )
= Bl Do+ SEFCG) =0 o= @F )i
—%S [@(%Fl)v“v% + PFA () — (@ 5)Fw°1/1]
= Yy [RE 3 - @Ry
-2 [a@ W ud Y]
= B Do+ S ARG + BE T - Fo) SEE )
—V B 9= By ) = B (V) - 707’4
= By R S0 = Py ay) — Fu(F) - 720
+F (@Y%) + VY -7 ]
Dengan menggunakan sifat matrik Dirac, 4° 7 = —7 20, transformasinya menjadi
B = B D+ S PR (Vo) - 2F(T8) - aw] - 0 2 (@)

= UG P+ 521: G- ()~ (99) w0 ~ (@), (427)

dimana @ = 7%9. Dengan menggunakan Hukum Gauss pada suku terakhir (4.27),

kita akan memperoleh

J

Do+ SF [da- (Vo) - (V) -av] + TRd(w). (4.28)
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Selanjutnya, kita melakukan transformasi pada Lagrangian (4.1) yakni

g _ 5s _ 55 o L
L= (G G0 =m0’ = 00 )00 W) + SV ) V(@ ). (4.29)

Dengan mensubtitusi hasil (4.28), transformasi Lagrangiannya menjadi

J

L = Z(E 5)¢ + %SFl [@a- (Vo)) — (V) - om,Z)] + SFlao(z ) — mapip

2
—% (B6)0u(T) + %(w) ¥ ()
L Gy — i+ SF [$a- (V) — (V) - —w]+ = ou@y) [Fr - ao(wv)]

V(@) V ($). (4.30)

Il
<
1\318"[\'”

Jika kita memilih F = 0 (1)), kita akan memperoleh

= 9

N | =

L v o) [ G0 <98 w] + SI@) - ¥ 0w,
(431)

Kita melakukan transformasi sekali lagi pada (4.31), akan diperoleh

R

By — D 4 0 ) [~ e + UV ) - )
= B P —mw+ B [ o T a] o Ban(Bv) + 20 )

. [@a V- G @]+ SV T ()
mys + D [ S — V-] + L) [F o+ @ S - 5 w)]

V(@) - V(). (4.32)

L = ¢

[\DIN.

‘%@

= U5

Dengan memilih Fy = —(Ya - Vi) — Vb - ai), transformasi Lagrangian (4.32)

akan menjadi

TI@0) T, (1)

L= §-mp -~ 2 (T Gv - 5w +
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atau kita bisa menuliskannya sebagai

_ Ss L 5 o L
£ = (i 0 —m) = % (Fa- Vo = Vi -av) + TV (@) - V(Gv). (434)

Lagrangian ini (4.34) yang kemudian akan dikuantisasi dengan menggunakan
prosedur Dirac.
Kita definisikan kembali momentum konjugasi sebagai (kita memilih konvensi

turunan dari sebelah kiri)

oL =

HL = 81/'}(1 — —i(leO)(x = —2.7,/1;,
2= a.ﬁ — (4.35)
0y

Dari persamaan (4.35), kita memperoleh dua buah konstrain utama yakni

ol = Wyl ~0,
o SN H = O (4.36)

yang berhubungan dengan konstrain sistem ini. Kerapatan Hamiltonian kanonik

sistem adalah

%can = _Hlﬂba + 1/.}:;Ha .
_ . ] ) k. = 08 /— = SN2
= ifda — e — 00T Vbt mi + 7 (V- (V) = (V) - aw)
08 = —

(4.37)

Sehingga, kita akan memperoleh Hamiltonian kanonik sistem sebagai
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Hcan - /dgx %can - /d3$ <_“/J’7 ’ 61/1 + m&ﬁ =+ 528 (@@ ’ (61/}) - (6$) ) @¢)2
590 I@w)). (439

Dengan menambahkan konstrain pada Hamiltonian kanonik, kita akan memper-

oleh Hamiltonian primer sistem sebagai

He=H, + /d?’:zr (@170 + X 0a), (4.39)

dimana 7, dan x!, merupakan Lagrange multipliers. Relasi Poisson braket untuk

variabel medan sistem mempunyai bentuk sebagai berikut

{ta(@), T (1)} = —0apd*(z —g) = {¥](2), M)} (4.40)

Seperti yang kita ketahui bersama, konstrain utama tidak bergantung terhadap

waktu, sehingga

(k). He)
fph@) Ho}t + [ @y (@)} (=), b (0)}
—xh () (k@) 05 0)})- (441)

Q

ol ()

Q

Seperti biasa untuk memudahkan perhitungan, kita melakukan perhitungan un-
tuk setiap komponen dari persamaan (4.41). Komponen yang pertama dari per-
samaan (4.41), relasi Poisson braket antara konstrain dengan hamiltonian kano-

nik, adalah

{pl(2), Hoan} = / &Py I} (2) + i) (2), =i (y)7 - Vi (y) + md(y)y(y)

2
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+ [y {1 ) + i (o),
— [ @y {11l (2) + i (o),

Persamaan (4.42) mempunyai tiga buah relasi Poisson braket yang harus dise-
lesaikan. Untuk komponen pertama persamaan (4.42), penyelesaian relasi Poisson

braketnya adalah

= (iVi(x) - 7 +my(2)) . (4.43)

Untuk menyelesaikan komponen kedua dari persamaan (4.42), kita uraikan ter-

lebih dahulu persamaan berikut

Sehingga relasi Poisson braket komponen kedua dari persamaan (4.42) adalah

J {HT()W() > (V@) - Vi) = V,00) - @) '}

- / d*y {11} >+wﬂ<><w< Ja - Vo) (Bly)a - V,u(y)
< Bly) - @) (Vy () - @) — 20 w)a - V0 m)(,8() - @)}
- / dy [{Th(@) + i (@), (B)a - V() (Bly
) + ), (9,50 -

(
@( Ja - V() (V,dly) - aly
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(4.45)

Untuk menyelesaikan persamaan (4.42), kita juga harus menghitung tiga buah
relasi Poisson braket pada persamaan (4.45). Relasi Poisson braket komponen

pertama dari persamaan (4.45) yakni

= [dy [- @wE- ) (Pwa- VW) - (Bwa: V) (Gwa- V)],
{11} (@), Us(y)}
= [ay [ (@9
x (—8apd®(x — 1))
W77 BT M) T (Feja, Sy o) =),
@) (Y()a- Vi) . (4.46)

o

ol
<|
g
N——
N
<
N
o
Q
<
<
—~
<
p—
N——
/\\
<
—
<
o —
o
<
<
—~
o —
N—
~/
<
—~
Ned
p—
<1
<
N——
| I
=

=]

Relasi Poisson braket komponen kedua dari persamaan (4.45) yakni

= 2(Vi(2)-a) (Vi(z) - av(x)) . (4.47)
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<{TT} (), ¥s(y)}

e —

= [ &y [~ (Bwa-¥,) (Vi) - av) - (G- Vo) (V,00) )]

x (—0as8°(x — y)

= [~ (Vo) @) (Vi) @) + (P@)a- Vi) (Vo) a)] - (@448)

Dengan mensubtitusikan hasil - hasil yang sudah diperoleh pada (4.46), (4.47)
dan (4.48) kedalam persamaan (4.45), kita akan memperoleh penyelesaian relasi

Poisson braket dari persamaan (4.45) yakni

Dari hasil (4.49), kita telah memperoleh komponen kedua dari persamaan (4.42).
Degan menggunakan Hukum Gauss seperti pada persamaan (4.16) dan (4.17),
kita dapat menuliskan relasi Poisson braket untuk komponen terakhir dari per-

samaan (4.42) sebagai

[ @y )+ e, S8 ([F0)ew) -V, (Bwem))

— —

= [y () ().~ (Fw)e) T, - 9y (Fw)e))
= 2y {m mw*()(wyw(y))vi(@(y)wy))}

- / d*y V2 (D)) - (Pw)vy) Vi)
;{H*() <>/3}

= T [ty [BwVE (5wew) - () Vi)
X (—5a563(a: — y))

= )V (F)p@) + (Faw) V), (450)

g

g
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Sehingga kita memperoleh relasi Poisson braket antara konstrain dengan Hamil-

tonian kanonik pada persamaan (4.42) yakni

{¢h(@), Han} = (ﬁw(m-mmw(x))ﬁ‘f 4= (Vi(x)-a) (¢(z)a- V()

Perhitungan komponen kedua dari persamaan (4.41) adalah

/dsy ne() {0l (@), oh (1)} = /d?’y ng ()AL (2) + il (2), I (y) +ivf(y)}
Nl (4.52)

Perhitungan komponen yang terakhir dari persamaan (4.41) ialah

—/d3y s eh(@),08(y)} = —/d3y X5 @)L (&) + iyl (x), Ts(y)}
= - /d3y X () (=058 (= — v))
= ix! (x). (4.53)

Kita subtitusikan hasil yang telah diperoleh, yaitu (4.51), (4.52) dan (4.53),

kedalam persamaan (4.41), maka akan didapat hasil sebagai berikut

G) =~ (190) 7+ i)+ (4]~ (Vo) @) (B Ful)
+(Vi(2) - @) (Vib(x) -a(@))] + [d(2)V* (d(2)ib(x))
+ (Bw) VB, + @) =0 (1.54)

Dari hasil (4.54), kita memperoleh Lagrange multiplier
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623( [ (ﬁ@( ) *) (@(z)a-ﬁ/}(x))
()] + [#@)¥* (@()e(@)

@(:r)wy)) V%z:)] )a : (4.55)

W= (~Vi)- wma( >)a+
ay(

Konstrain utama yang kedua juga harus tidak bergantung terhadap waktu,

sehingga

Q

{pala), Hy}
{Pa(@), Hon} + [ @y np(0){0a(e), 5 (0)}

= (L), [ @ (-0 Do) + mU) + 5 (B3 Tt

Pa(T)

Q

Untuk mempermudah perhitungan, kita melakukan perhitungan untuk setiap
komponen pada persamaan (4.56). Komponen yang pertama dari persamaan

(4.56) yakni

J {Hau),—z@(m-w(y)+m@<y>w<y>+nﬁ<y> (1) + b (v)}
= [ @y (@) vl )} (=07 V() + me) + inw),
= /d3 —0ap0*(z — y )(70(—2'%%1/)@)+m¢(y))+in(y))ﬁ
= — (27 Vele) + mu(e) + in(a)) (4.57)

(03

Dengan menggunakan persamaan (4.44), kita dapat menuliskan komponen kedua

dari persamaan (4.56) sebagai
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—2{1(@), (b (y)a- Vo (1)) (Vyib(v) - a(y) ) }] - (4.58)

Persamaan (4.58) terdiri atas tiga buah komponen relasi Poisson braket. Perhi-

tungan komponen yang pertama dari persamaan (4.58) yakni

= [y (<00 (@ = 1)) 2 [(@ ¥, 0) (Fwa- Viviw)

+ (V- Vyow) (@ V)],
= (@ Vo) (b@)a - Vi) + (Fa)a- Vi) (@ Vi)
= 2 2(@ V@) (B)a- V)] (4.59)

Perhitungan komponen kedua dari persamaan (4.58) yakni

[ @y AG@), (Vy0) - av(y) (Voo - avw))
= [ &y ). ko) (Y, a0 w) (Vi) - av)
+ (Vo) - aw) (V- avm)],
= [y ( agé =) [(Vy - @) (Vi) - ()

+( o) (Vo o)),
- [(v aw )) (W() aw >)+( Ba) - @) (V- @)
= '[2(V @) (Vo
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Perhitungan komponen terakhir dari persamaan (4.58) yakni

= / &’y {Ma(@), v} [(@- Vo) (V

Dengan mensubtitusikan hasil yang telah didapat, yakni (4.59), (4.60) dan (4.61),

kedalam persamaan (4.58), akan diperoleh

= 2 [y {Ma(@), vh )} [p) V2 (@( W) + (Fvm) V)],
= 2y (e~ ) 2 W) (B ) + (Fw)e) V)],
=~ vV (D)) + ( (W) (y) V()] - (4.63)

Dengan mensubtitusi hasil (4.57), (4.62) dan (4.63) kedalam persamaan (4.56),

kita akan memperoleh
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-5 [vwv? (@<y>w<y>)+(w<y>w<y>) w<y>}a:o. (1.64)

Sehingga dari persamaan (4.64), kita memperoleh Lagrange multiplier sebagai
berikut

(4.65)

Kita subtitusikan Lagrange multipliers yang yang telah diperoleh (persamaan

(4.55) dan (4.65)) kedalam Hamiltonian primer, maka kita akan mendapatkan

—

Hp = /d% [—iwﬁw Ty % (Fa - Vo~ Vi ay)
0s — .
+§(W)V2 (V) + lna+ xl%}
= /d3x [—2’1/)’7 -V + m + % (@m Vi — Vi - w)g
0s — _
+ 2 @)V ) + (T + i) (i0° (=37 - Yo+ me) — i 6s o
x [—(@ Vo) (@a - Vo) — (V- aw) (Vi - ay) + (@- Vi) (V- o)
. 5 _ _
(- V)V @)+ 5o [0V ) + () VY

-

( 7 v+zmw+z‘;[4(—<W-a><wa-w>+<W-a><w-aw>)
+ (V2 (@00) + (@) V*P)]) L]
(4.66)
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Kita memeriksa konstrain yang sudah diperoleh dengan menggunakan relasi

Poisson braket sebagai berikut

{eh(@), oh(y)} = {(x) + gl (x), f(y) +ivh(y)} =0,
{ol(2),05(y)} = {I(2) + iyl (x), Ts(y)}

= —idap6’ (@ —y) = {pa(z), 0} (1)},
{pal2), ps(y)} {Io(2), Ls(y)} = 0. (4.67)

Dari hasil tersebut (4.67), ada satu relasi Poisson braket yang tidak nol. Se-

hingga kita bisa menyimpulkan, konstrain yang sudah didapat merupakan kon-
strain kelas kedua. Kemudian, kita kumpulkan semua konstrain ke dalam notasi

®4 = (¢, ps), dan membentuk matrik dari konstrain tersebut yakni

ey - (@) eb @} {el(@) ea(v)}
me= [ {5 i &7 S i
= ( 3)63 (4.68)

yang mempunyai invers matrik

o < . ) i, (4.69)
T 0
Relasi Dirac braket antara dua variabel, S(g;,p*) dan J(g;,p"), didefinisikan se-
bagai

{S(). Jw)on = {S@).J()}

-/ / a*2d*2{S (@), () Rah (2, 2){F(2), T()}

= {S(). ()}

-/ / A 2({S (), 01 () Hib,00*(2 — 2)){0s(2), T (0)}

H{5(2), 03(2) 00,68 (= = 2){}(2), T ()}

= {S@),T)}
~i [ @2({S(@), 10 (=) + ] () HIL (2), T ()
H{S (@), L () HITL (=) + i (2), T(9)}). (4.70)
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Dengan menggunakan persamaan (4.70), kita dapat melakukan perhitungan Dirac

braket antara variabel medan yakni

{Wa(@) vh}os = {va(@),vi1)}
—i [ @2 {wa(0), (=) + ] () HIL (), 9H(0))

= i @a(—bayd(@ — 2)) (~6,50% (= — )
= —ibasd®(x — ). (4.71)

dimana kita mengabaikan suku terakhir karena relasi Poisson braket antara IL,
dengan 1), adalah nol. Kita melakukan hal yang sama untuk perhitungan relasi

Poisson braket antara variabel medan 1, (x) dan ¥4(y), yakni

{¥a(2), ¥5(@)}os = 0 = {&f(x), ¥}(y) on. (4.72)

Setelah kita menggunakan relasi Dirac braket, kita dapat mendefinisikan kon-

strain menjadi nol. Sehingga, Hamiltonian akhir sistem yang siap dikuantisasi

adalah

Hp = /d% (—M V1) + mabth + %(%- Vi — Vip-an)? + %(ww?(ww) ,
(1.73)

atau bisa kita tulis

Hp = / &’z (—M -V + mai) + %(E/?a VY — V- @) — Z‘SWW) : Wz@) :
(4.74)
Inilah hasil utama dari skripsi ini.
Untuk mengkuantisasi sistem, kita merubah variabel sistem menjadi operator,

Hp — 7:[13 s yakni
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H= /dsx Hz) . (4.76)

Hal tersebut juga berlaku untuk Lagrangian sistem, L — L, yakni

5 - 2 A - 2 A
V@) - V@) . (477)

~ o ~ 0s =~ N - ~
£ = h(in"0, — )b — = (b - Vi — Vi) +

Dengan menggunakan prosedur seperti pada persamaan (2.26), relasi Dirac braket

antara operator pada persamaan (4.75) dan (4.77) memenuhi

B
Ya(@), 9h(y)] . = 0ap8*(z — y) - (4.78)

Relasi anti-komutasi pada persamaan (4.78) terpenuhi, jika dan hanya jika, ben-

tuk eksplisit operator pada persamaan tersebut adalah

w = Zwa($)0a7
a=1

P = STl (4.79)
a=1
dengan relasi anti-komutasi
(o egL = Op (4.80)

dimana ¢ dan ¢é' merupakan operator anihilasi dan kreasi.

Keadaan dasar dari A fermion dinyatakan dengan slater determinan

|®o) = l:[1 ch 10y . (4.81)

Dengan menggunakan slater determinan dan dengan mensubtitusikan persamaan
(4.79), kita akan memperoleh harga ekspektasi (rata - rata) dari kerapatan Hamil-

tonian sistem (4.75)

(®o [He| @0) = <<I>o
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x (@ |ehe,ehes| @) (4.82)
dimana kita menggunakan relasi

(@ |ches|®o) = dap O(a— A),
(@ |cliésehes| @o) = [0a30s5 — Gasbpy] 0(c — A) . (1.83)

Dengan melakukan integrasi terhadap [d*# dan mensubtitusikan relasi (4.83),

persamaan (4.82) akan menjadi

(@ [fo| @) = S Tal@) [i7- 9 +m] @) + 3

+ 20 5 V@a(@)¥s() - V(@y(0)ha(®)) - (4.84)

Dengan menggunakan aturan indeks "dummy”, 8 — «, kita dapat menuliskan

persamaan (4.84) menjadi
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(@0 [He|@0) = 3 yla) [-i7- ¥ +m] vula) + 523 > [Fula) - S

V() @] =G 3 [l $ute) 9 o) wsto)]
x [0s(2)a - Vipa () — Viby(x) - Tfa(x)]

P IEA A CABTNE) B ACETNE)

+3 P9 (P @ip(e) - ¥ (Bp()ala). (1.8

Kita sederhanakan persamaan (4.85) dengan menggunakan definisi berikut

Jo(®) = ;[m )& Vi () = Vi, (2) - @a()]

or zw (Wole),

Jop() =! [Pale)@ Vihp(a) — Va(@) - w5 ()]

Pap (1) = o(@)Us(@). (1.86)

Dengan mensubtitusikan definisi (4.86), persamaan (4.85) menjadi

<<1>0 ‘HP‘ (I)O> 5 C;@a(x) [_W v +m] Ya(2) +52S Ta()
2 Fpuli) - pala) — 5 2 Taala) ()
af=1
+5 3 Frste) Il (4.87)

Dari hasil (4.87), kita memperoleh komponen 00 dari tensor energi momentum

sistemn hasil kuantisasi yakni

A - ds 08 = -

T = 3 a(@) [=i7 ¥+ m] vale) + 5 J2() = 5 Vioa(®) - Voa()
— ; Jag Jﬁa +528 ; 6pa,3($) 'ﬁpga(l’). (488)
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Hasil (4.88) merepresentasikan kerapatan energi rata - rata dari sistem A fermion.
Analog dengan kerapatan Hamiltonian, dengan menggunakan relasi slater de-
terminan pada Lagrangian sistem (4.77), kita akan memperoleh harga ekspektasi

(rata - rata) dari Lagrangian sebagai berikut

a=1 af=1 2
x (@p @)@ V(@) + (Vale) Wa(@)) (Vis(a) - a5(x))
~2 (Vo (@)a - Via(@) (Vip() - @us(c))]

= 2 5 V@a@)is(2)) - V(@(0)a(@)) - (4.89)

Dengan menggunakan aturan indeks ”dummy” dan mensubtitusikan definisi pada

persamaan (4.87), persamaan (4.89) menjadi

(w0 2] 00) = T Tule) 90, = )= G ) + T Foula) - Tl

+528 > Jap()Jpa(®) —(—525 3 Voas(@) - Vpsalz).  (4.90)

ap=1 af=1

Kita masukkan hasil (4.86) ke dalam persamaan Euler - Lagrange berikut, akan

diperoleh

oL - 0L

— -V —
Og(a”)  OVPy(")
0
(178, = m) ba@)6l = 2”50 = 2
Bl =2+ [2R0)- Frle) ~29 - (Fpule) )] o =270

[2Ja(2) (@ Vtba(2)) + 2V - (Ju(e)@ta(2))]
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25 ([(@- Fs(@)) Toal@)d(@ — 27)bas + Jus(@) (@ - Feale)) 3z — 7)o
+V - [Ta(x)atbs(2)0(x — 27)0ap + Jap(x)e(2)d(x — x”)égg])
_578 [( _)wﬂ(ZL’) . 6p5a(x)5(:c — 95”)5(10 —+ 6/)04/3(«%) . 61/}0‘(1_)5(1‘ B 37”)550)

— (¥5(x) Vpsa()d(x — 27)0as + Vpas(@) ta()d(x — 27)35) | = 0. (4.91)

Dengan melakukan integrasi terhadap [d*z pada persamaan (4.91) dan meng-

gunakan aturan indeks ”dummy”, kita akan memperoleh

(i7", = m) tp(x) =35 [Jp(x) (@- Vihy(x)) + V - (Jo(x)an(2))]

—0s ; [0 (@) (@ Vs (2)) + V- (Jgp (@) a5 (2)) ]
+6s; (Vs (x) -« V pso () — 15(x).V pgo(a)]
+65 (V- Vipg(x)) o ()] (4.92)

Kita bisa menuliskan persamaan (4.92) sebagai

i Boe(@) = [=7 -V +m] gle) + 05 [Jo(x) (@- Vb () + V - (Jo(x)atsy(@))]

_53; [p0@) (@ ¥ (@) 5 ¥ - (pal@lain(e))]
mﬁ; [Vs(x) - Vippo(x) = w5(x) Vpso()] + 65 [(V - Vpu(a)) ()] -
(4.93)
Kita kalikan persamaan (4.93) dengan vy, maka akan diperoleh
o 7,/13(:13) = [ (1 + ’L’)/()&S Jg V + Yo (m + 58V2p9 )] @/Jg(:l?)
+70 05 |V - (Jo(x)ahy(x X_: (VW -V pgo(x) — tp(x) 6/)/sa(x))
=32 @) (7 95()) + V- Usnl@@is(a) | (4.94)
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Kita notasikan

I* = —i(1+ivdsJy(z))V,
m* = m+6sVipy(x), (4.95)

persamaan (4.94) akan menjadi

eo Yo(x) = [@T" + yom*]¢hy(x) + %005 | V - (Jo(a)ae(x)) + Z (Vis(x) - Vso(w)

ki
I

~ths(x) Vpso(x)) = X (To(@) (@ - Vabs()) + V- (Jao(2)a5()))

Kita notasikan suku kedua disebelah kanan dan suku selanjutnya dari persamaan

(4.96) sebagai

R(z) = v 0s \va (Jo(z)ombg(x z_: (V¢g ﬁp[gg(x) — () §p59(x))
- ; (Jso() (@ Vog(x)) + ¥ - (Jap(x)ans(x))) | (4.97)

Sehingga kita dapat menuliskan persamaan (4.96) sebagai berikut

g9 Pg(x) = [+ II* + yom*] g(x) + 7 65 R(x). (4.98)

Inilah persamaan keadaan Dirac-Hartree-Fock yang diperoleh dari Lagrangian
sistem kuantum terkonstrain (sistem fermion). Persamaan (4.98) merupakan
persamaan Dirac untuk keadaan satu fermion dengan pendekatan Hartree-Fock.
Persamaan (4.98) dapat diselesaikan dengan cara numerik. Namun dengan keter-
batasan waktu penelitian, penulis tidak melakukan hal tersebut.

Suku potensial pada persamaan Lagrange (4.77) mengakibatkan munculnya

suku tambahan pada persamaan (4.98), dengan Hamiltonian sistem

Hipy = [—ia - (1+ i700s Jo(2))V + yom”| () + 0 65 R(x). (4.99)
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Jika kita membandingkan persamaan (4.99) dengan Hamiltonian Dirac berikut

Hp = —ic- V 4 4 m, (4.100)

keberadaan interaksi pada sistem fermion terkonstrain menyebabkan Hamiltonian

(4.100) menjadi termodifikasi seperti pada persamaan (4.99).
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Pembahasan

Prosedur kuantisasi Dirac merupakan prosedur yang digunakan untuk mengkuan-
tisasi sistem terkonstrain. Prosedur tersebut merupakan prosedur baku yang
dikembangkan oleh Dirac, untuk mengkuantisasi sistem yang memiliki konstrain.
Dengan menggunakan prosedur Dirac pada sistem yang mempunyai konstrain,
kita dapat memperoleh konstrain - konstrain yang ada pada sistem tersebut. Ki-
ta harus menggunakan prosedur tersebut apabila ingin mengkuantisasi sistem
terkonstrain. Namun, untuk mengkuantisasi sistem tersebut bukanlah hal yang
mudah. Kita sering menjumpai problem dalam proses kuantisasi. Salah satu
contohnya adalah kuantisasi sistem kuantum (fermion) dengan Lagrangian (4.1).

Problem dalam mengkuantisasi sistem kuantum terkonstrain dengan persa-
maan Lagrange (4.1) adalah munculnya variabel turunan terhadap waktu pada
persamaan kerapatan Hamiltonian kanonik (4.15). Seharusnya, variabel terse-
but tidak muncul pada persamaan kerapatan Hamiltonian kanonik. Hal tersebut
diakibatkan karena Lagrangian sistem mempunyai variabel turunan orde kedua
terhadap waktu. Dengan munculnya variabel yang tidak diharapkan tersebut,
kita tidak bisa melakukan perhitungan relasi Poisson braket antara variabel sis-
tem. Sehingga, kita tidak bisa melanjutkan proses kuantisasi sebelum mengatasi
problem tersebut.

Untuk mengatasi problem variabel turunan terhadap waktu yang muncul pada
persamaan Hamiltonian kanonik (4.15), ada dua cara yang bisa kita gunakan
untuk mengatasi masalah tersebut, yakni formalisme Ostrogradski (eksak) dan

transformasi medan (pendekatan). Pertama, kita bisa menggunakan formalisme

H4
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Ostrogradski. Formalisme tersebut digunakan untuk mengatasi Lagrangian yang
mempunyai variabel turunan terhadap waktu dengan orde yang besar (higher
order derivatives). Secara umum, Lagrangian yang memiliki variabel turunan

terhadap waktu dengan orde n dapat ditulis [10, 11]

m

L(g,4, G, ... 9). (5.1)

Prinsip variasi dari Lagrangian tersebut (5.1) yang merupakan turunan orde 2m

yakni [10]

OL d oL d™ OL

53_%8_4+"'+(_1)mcu_mg@:0' (5.2)
Persamaan (5.2) merupakan turunan orde ke 2m, dan semua turunan dari orde
ke 2m dapat dinyatakan dalam orde turunan yang lebih kecil jika, dan hanya jika,
matrik Hessian sistem reguler [11]. Kita dapat mendefinisikan momentum sistem

secara umum sebagai

Pm (m)

oL d :
Di S Dt e, , 7 —Hh) (5.3)
dq

Untuk sistem kuantum dengan turunan orde kedua terhadap waktu (sistem
dengan Lagrangian (4.1)), kita dapat mendefinisikan momentum konjugasi seba-

gai

I = g5 =0k
= agi/ﬁa“%'

(5.4)
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Dari persamaan tersebut (5.4), kita akan mempunyai empat buah konstrain. De-
ngan metode Ostrogradski, kita dapat mengatasi masalah munculnya variabel
turunan terhadap waktu pada persamaan kerapatan Hamiltonian kanonik (4.15).
Tetapi dengan empat buah konstrain yang kita dapat dengan formalisme Ostro-
gradski, proses kuantisasi sistem akan menjadi lebih rumit dan perhitungan relasi
Poisson braket antara variabel sistem menjadi kompleks. Di sisi lain, alokasi wak-
tu untuk melakukan penelitian ini terbatas. Sehingga, penulis tidak menggunakan
metode tersebut.

Penulis memilih menggunakan cara yang kedua, yakni dengan melakukan
transformasi medan pada Lagrangian (4.1), untuk mengatasi masalah pada ke-
rapatan Hamiltonian kanonik (4.15). Penulis menset transformasi sedemikian
rupa, sehingga turunan orde kedua terhadap waktu bisa hilang dari Lagrangi-
an. Transformasi yang digunakan adalah transformasi infitesimal yakni (dengan

8s

pendekatan suku (5)2 dan pangkat yang lebih besar sangat kecil)

0s
o (e (1 + i-2~F1(t, x)’yo> W(t, x)

(¢, x) = (L, 1) <1 - i(;SFl(t,x)qr’()) , (5.5)

yang memenuhi syarat transformasi

U (&) (E 1) & bit,z)(t, T). (5.6)

Dengan menggunkan transformasi (5.5) pada Lagrangian (4.1), kita dapat
mengatasi variabel turunan orde kedua terhadap waktu pada Lagrangian. Se-
hingga, kita memperoleh Lagrangian (4.34) yang tidak mengandung variabel tu-
runan orde kedua terhadap waktu dan siap digunakan untuk proses kuantisasi
dengan menggunkan prosedur Dirac. Dengan Lagrangian yang didapat setelah
transformasi (4.34), kita hanya memperoleh dua buah konstrain (4.36). Dengan
dua buah konstrain tersebut, perhitungan relasi Poisson braket antara variabel
sistem dan proses kuantisasinya tidak serumit jika dibandingkan dengan empat

buah konstrain pada metode Ostrogradski yang eksak.
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Dengan melakukan kuantisasi pada Lagrangian (4.34), diperoleh persamaan

keadaan sistem hasil kuantisasi yakni

go Yo(z) = [a - II" + yom™| g(z) + 70 05 R(x). (5.7)
dimana
* = —i(1+ ivdste(z))V,
m* = m+6sV7ipy(x), (5.8)
dan

M@EE%%{§%h®MM@H;:WW@%ﬁm@%%MM§%Wﬂ

—ZQ%@NW6%@»+6¢%WMW@M} (5.9)

p=1

Komponen 00 dari tensor energi momentum sistem hasil kuantisasi adalah

i 05 05 =

T = > Ual®) =47V dm| o (@) + 5 Ja(w) = 2 V() - Vpa(2)
—ES; > Jap(®) J5a(2) +%S 3" Vpas(@) - Vosa(2). (5.10)
af=1 af=1
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Kesimpulan

Prosedur kuantisasi Dirac merupakan suatu prosedur yang harus digunakan un-
tuk mengkuantisasi sistem terkonstrain. Dengan menggunakan prosedur tersebut,
kita dapat menemukan konstrain - konstrain yang ada pada sistem yang mem-
punyai konstrain. Banyaknya konstrain yang diperoleh sebanding dengan jumlah
Lagrange multipliers. Setelah kita memperoleh semua konstrain dan Lagrange
multipliers, kita dapat mengumpulkan semua konstrain kedalam konstrain kelas
kedua dan membentuk matrik dari relasi Poisson braket antara konstrain yang
ada. Apabila konstrain yang diperoleh merupakan konstrain kelas pertama, ma-
ka diperlukan transformasi gauge untuk mengubah konstrain tersebut menjadi
konstrain kelas kedua. Kemudian dengan menggunakan relasi Dirac braket, kita
dapat menset konstrain menjadi nol. Sehingga, kita akan memperoleh Hamilto-
nian sistem yang siap untuk dikuantisasi.

Melakukan kuantisasi pada sistem terkonstrain bukanlah hal yang mudabh.
Kita sering menjumpai problem dalam proses kuantisasi. Problem yang penulis
temukan dalam mengkuantisasi sistem terkonstrain adalah, Larangian sistem
yang akan dikuantisasi memiliki variabel turunan orde kedua terhadap waktu.
Untuk mengatasi hal tersebut, ada dua cara yang penulis kaji yakni Ostrogradski
dan transformasi medan. Dimana pada akhirnya, penulis memilih menggunakan
cara yang kedua, transformasi medan, untuk mengatasi Lagrangian yang mem-
punyai variabel turunan orde kedua terhadap waktu. Penulis menset transformasi
sedemikian rupa, sehingga dapat menghilangkan variabel tersebut dari Lagrangi-

an sistem. Setelah melakukan transformasi pada Lagrangian sistem, kita akan

58
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memperoleh Lagrangian hasil transformasi yang siap digunakan untuk proses

kuantisasi dengan menggunakan prosedur Dirac.

S
>
T Ul

2
=
S

!"F
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Lampiran A

Aljabar Grassman

Misal, C;,i = 1,2, ..., n, didefinisikan sebagai satu set variabel Grassmann yang

memenuhi [12, 13]

[C5, G4, = CiC; +C5C; =0 (A1)

dimana

CiC; = —C;C; . (A.2)

Aljabar Grassmann juga memiliki sifat

Gk N (A.3)

)

Misal suatu fungsi mempunyai bentuk sebagai berikut

f(C1,Cy) = ag+aCh + aCsy + a3C1Cy
= + (1101 =+ (1202 - (l30201 s (A4)

dimana ay, ..., a3 adalah konstanta. Kita definisikan turunan dari kiri, sehingga

akan diperoleh [12]

of B orf B

3701 = 8701 =a; +a3Cy

of ot f

) T . A.

aC, a0, ~ 2wt (4.5)
60
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