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ABSTRAK

Nama : Yossandha Limitha Ramadhani
Program Studi : Matematika
Judul : Potensial Listrik di Suatu Media

Metode resistivitas listrik merupakan salah satu metode eksplorasi sumber daya
alam. Metode ini digunakan untuk menyelidiki kondisi materi di bawah permukaan
bumi dengan cara mengalirkan arus listrik ke dalam tanah melalui sepasang
elektroda listrik kemudian menghitung beda potensial di antara dua elektroda
potensial dengan menggunakan voltmeter. Hasil pengukuran beda potensial ini dapat
digunakan untuk menaksir konduktivitas di dalam bumi. Pada proses penaksiran ini
diperlukan cara menghitung potensial listrik di suatu media. Berkaitan dengan
masalah tersebut, maka pada skripsi ini akan dibahas model potensial listrik di suatu
media dan mencari solusi dari model tersebut.

Kata Kunci : potensial listrik, resistivitas listrik, konduktivitas listrik.
Xi+26 halaman : 3 gambar
Daftar Pustaka : 12 (1962-2005)
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ABSTRACT

Name : Yossandha Limitha Ramadhani
Program Study : Mathematics
Title : Electrical Potential on A Media

Electrical resistivity method is an exploration method which is used to investigate
the nature of the structures below the surface by employing current source. The
current is injected on the surface by using the current electrodes and the electrical
potential differeneces are measured by using voltmeter at the potential electrodes.
The potential difference measurements can be used to estimate the conductivity
in the earth. In the estimation process, the calculated electrical potential in a
medium is needed. So in this skripsi, a model of the electrical potential in a
medium will be discussed and solved.

Key Words : electrical potential, electrical resistivity, electrical conductivity.
Xi+26 pages  : 3 pictures
Bibliography : 12 (1962-2005)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar belakang masalah

Jumlah penduduk dunia yang semakin bertambah, serta pesatnya
perkembangan teknologi, mengakibatkan kebutuhan manusia seperti air bersih,
minyak dan gas bumi, ataupun mineral lainnya akan meningkat. Akibatnya,
peningkatan kuantitas pencarian sumber daya alam harus dilakukan. Tetapi
terbatasnya jumlah sumber daya alam yang ada, disertai pemanfaatan sumber daya
alam secara terus menerus berakibat sulithya menemukan lokasi sumber daya
alam yang baru. Sehingga para ilmuwan diharapkan mengembangkan metode-
metode baru berkaitan dengan eksplorasi dan eksploitasi sumber daya alam untuk
mengatasi hal tersebut.

Untuk sumber daya alam yang berada di bawah permukaan bumi, metode-
metode eksplorasi yang dikembangkan diantaranya adalah metode yang tidak
membutuhkan observasi geologi, melainkan berkaitan dengan pengukuran fisik
pada permukaan bumi yang dapat memberikan informasi mengenai struktur di
bawah permukaan bumi. Salah satunya adalah metode resistivitas listrik.

Metode resistivitas listrik pertama kali dikembangkan oleh Conrad
Schlumberger pada tahun 1912 di Normandy (Sharma, 1997). Metode ini
digunakan untuk menyelidiki kondisi materi di bawah permukaan bumi dengan
cara mengalirkan arus listrik searah ke dalam tanah melalui sepasang elektroda
listrik, kemudian menghitung beda potensial di antara dua elektroda potensial.
Perhitungan beda potensial tersebut dilakukan berulang kali seiring dengan
perubahan jarak dari elektroda potensial ke pusat arus listrik, yang pada
prakteknya menggunakan suatu alat yang disebut voltmeter.

Selain itu, metode resistivitas listrik juga membutuhkan nilai potensial
listrik yang didapat dari penurunan sifat-sifat potensial listrik sebagai data
pembanding. Hal ini memunculkan masalah baru yaitu dapatkah nilai potensial

listrik dihitung secara teoritis berdasarkan sifat-sifat potensial listrik itu sendiri?
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1.2 Perumusan Masalah

Bagaimana cara memperoleh nilai-nilai potensial listrik secara teoritis di

permukaan bumi yang dialiri arus listrik searah?

1.3 Batasan Masalah

Pada tugas akhir ini, diasumsikan bahwa:

1. Media atau bumi bersifat isotropik, yang berarti sifat fisik materi tidak
bergantung pada arah.

2. Media atau bumi bersifat homogen.

3. Media atau bumi dialiri arus listrik searah.

4. Panas yang diakibatkan dari konduksi listrik tidak berpengaruh besar

terhadap resistivitas materi.

1.4 Jenis dan Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah studi literatur.

1.5 Tujuan Penulisan

Penulisan tugas akhir ini bertujuan untuk melihat model potensial listrik

pada suatu media dan menghitung nilai-nilai potensial secara teoritis di suatu

medium yang dialiri arus listrik searah.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Bab ini membahas landasan teori yang akan digunakan untuk menurunkan
fungsi potensial listrik pada media yang homogen yang dialiri arus listrik.
Pembahasan dimulai dengan pengertian Persamaan Diferensial Parsial secara

umum.

Definisi 2.1
Suatu persamaan yang berisi satu atau lebih turunan dari fungsi yang tidak
diketahui disebut persamaan diferensial.
(Boyce dan DiPrima, 1997)

Contoh: % + ty? = 0, adalah persamaan diferensial dengan y fungsi dari t.

Definisi 2.2
Order dari suatu persamaan diferensial adalah order dari turunan tertinggi
pada persamaan diferensial tersebut.
(Boyce dan DiPrima, 1997)

Contoh: % + ty? = 0 adalah persamaan diferensial dengan order 1.

Definisi 2.3
Misalkan y fungsi dari t, persamaan diferensial F(t,y,y,y",...,y™) =0
disebut linier jika F adalah fungsi linier dari variabel y,y’,y", ..., y™ yang
berbentuk:

a,(Oy™ + a; ()P + - + @y ()y = g(b).
(Boyce dan DiPrima, 1997)
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Definisi 2.4
Persamaan diferensial yang berisi fungsi yang bergantung hanya pada satu
variabel disebut persamaan diferensial biasa (PDB). Sedangkan persamaan
diferensial yang berisi fungsi yang bergantung pada dua variabel atau lebih
disebut persamaan diferensial parsial (PDP).
(Boyce dan DiPrima, 1997)

Berikut ini didefinisikan bentuk khusus dari PDP linier order 2 yang dikenal

sebagai Persamaan Laplace.

Definisi 2.5
Misalkan u merupakan fungsi dari X, y, dan z. Persamaan diferensial parsial
linier order 2 yang berbentuk
0’u  9%*u  9d%u
x> 2 dy? + 07> '
disebut persamaan Laplace pada koordinat Cartesius.
(Boyce dan DiPrima, 1997)

Definisi 2.6

=0 (2.1)

Misalkan y merupakan fungsi dari satu peubah x. Persamaan diferensial biasa

linier order 2 yang berbentuk

,d%y dy

x2—=+x—=4+x*—-n?)y =0, (1 = U (2.2)

dx? dx
disebut persamaan diferensial Bessel derajat n.

(Boyce dan DiPrima, 1997)

Jika dilakukan transformasi variabel bebas pada persamaan (2.2), maka hasil

transformasinya juga akan berbentuk persamaan diferensial Bessel.
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Teorema 2.7
Misalkan diberikan persamaan diferensial Bessel derajat n
d*y dy
22 7 — 12) —
xd2+xd + (x2 —n?)y =0.
Jika pada persamaan Bessel (2.2), x diganti dengan Az, dengan A suatu

konstanta, maka diperoleh persamaan berikut:

d? dy
2ES 42+ (P27 = n?)y = O (2.3)
Bukti:

. _ . _ dydx _ dy a (dy\ _ d (dy .\ _
Misalkan x = Az, aklbatnya, - - serta =2 z2 dz( )—dz(dxl) =
d (dy\drg L[d%yqqn "9 8%y
dx(dx) dz}L—deML_/1 dx?’

Pandang persamaan diferensial Bessel berikut,

zz—zy+x2 + (x2=n?)y =0

Substitusi x = Az, & =12 dan &2 = 2L igapat
()LZ)Z/ll2 Zzy + Az %g— + ((12)2=n?)y =0
2?+23 + (A2z2—=n?)y=0m

Suatu solusi dari persamaan diferensial Bessel derajat n disebut fungsi Bessel
derajat n. Berikut ini akan ditunjukkan solusi umum dari persamaan diferensial
Bessel derajat nol, yaitu fungsi-fungsi yang memenuhi persamaan (2.2) untuk n =
0.

Untuk n = 0, persamaan diferensial Bessel (2.2) dapat ditulis sebagai

)

x2y" +xy' + x%y = 0. (2.4)

Untuk mencari solusi dari persamaan (2.4), digunakan metode Frobenius, yaitu
suatu metode yang memisalkan solusi dari persamaan (2.4) berbentuk deret

pangkat
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Yy =agpx" + Z apx™ ", dengan a; € Runtuki =1,2,3,.... (2.5)
n=1

Jika persamaan (2.5) disubstitusi ke persamaan (2.4) akan didapat

o]

a [+ +n—-D+ T +n)]x™" + Z a,x"t2 =,

n=0 n=0
atau
apglrr — D) +7]x" + a;[(r + Dr+ (r+ 1)]x"*1

" Z{an[(r A+ n— 1)+ @+ n)l+a, Jx™" = 0. (2.6)

n=2

Agar persamaan (2.6) dipenuhi, maka bagian

aglr(r —1) +rlx" =0, a;[(r + Dr + (r + D]x"! = 0, dan

Y Aar+n)r+n—1+ T +n)]+a,_,}x"" = 0.

Untuk aq[r(r — 1) + r]x™ = 0, agar didapat solusi yang tidak nol, maka ambil
ag # 0dan r(r — 1) + r = 0, sehingga didapat r; = r, = 0. Sedangkan untuk
a[(r + Dr + (r + 1)]x"*t = 0 ambil a; = 0. Dan untuk Y5> {a,[(r + n)(r +
n—1+ (r+n)]+a,,}x"" =0, ambil a,[(r + N)(r+n—-1 + (T +n)]+
a,_, = 0, sehingga dapat dibentuk relasi rekursifnya seperti berikut ini:

Grs an—z(r) s an—z(r)
r+n@T+n-1D+G@+n)  (+n)?

/] (2.7)

an(r) =

Dari persamaan (2.7), karena a; = 0 dan r = 0, akan diperoleh a; = a5 = a;, =
-+ = 0 sehingga
a,(0) = —a,_,(0)/n?, n=2468,..

Dengan memisalkan n = 2m, didapat
aZm(O) = _a2m_2(0)/<2m)2 , m = 1, 2, 3,

atau didapat barisan berikut:
Qo
26(3-2)%"""

25

27 %0 =

a(0) = —53,a,(0) =
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yang secara umum dapat ditulis sebagai berikut:

(=D™a
a;m(0) = Wm!;- (2.8)

Substitusikan persamaan (2.8) ke persamaan (2.5) dan didapat

had (_1)mx2m
1+ 22m(m|)2 ’
‘ :

y1(x) = ao (2.9)

m=

Fungsi yang berada di dalam tanda kurung dari Persamaan (2.9) disebut fungsi
Bessel jenis pertama derajat nol, dan dinotasikan dengan J,(x). Maka solusi
umum dari persamaan diferensial Bessel derajat nol untuk x > 0 adalah

y = apJo(x),dengan a, € R

Jika diambil ag= 1, maka fungsi Bessel jenis pertama derajat nol, /,(x) juga

merupakan solusi dari persamaan diferensial Bessel derajat nol.
Selanjutnya akan diberikan sifat-sifat dari fungsi Bessel jenis pertama.

Sifat 2.8

Jika Jo(x) adalah fungsi Bessel jenis pertama derajat nol maka

[oe]

f e % J,(bt)dt =

0

—_— 2.10
a’ + b2 ( )

dengan a, b € R.
Integral tak wajar pada ruas Kiri dari persamaan (2.10) biasa disebut integral

Lipschitz.
(Watson, 1962)

Sifat 2.9
Misal diberikan suatu fungsi f(x). Jika F(y) = [,” f (x) xJo (yx)dx, maka

fG) = [ FO) ylo(xy)dy.
(Arfken dan Weber, 1995)
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Sifat 2.10

Jika J,, (x) adalah fungsi Bessel jenis pertama derajat n, maka
1
‘)" ’

n> -1,

Of JuChry dA =

dengan A, r € R.
(Gradshteyn dan Ryzhik, 2000)

Sifat 2.11
Jika J, (x) adalah fungsi Bessel jenis pertama derajat nol dan J; (Ar) adalah

fungsi Bessel jenis pertama derajat 1, maka

= sG] = =A@, 2ER
r

(Boyce dan DiPrima, 1997)

Teorema 2.12
Misalkan f (x, ) kontinu dan memiliki turunan parsial yang kontinu terhadap
auntuk x = bdan a; < a < a, dengan b, a;,dan a; € R . Jika fbwz—idx

konvergen uniform pada @, < a < a, dan btidak bergantung pada «a, maka

d 0 _ rodf
—(f, fraydx) = [, ~-dx.
(Wrede dan Spiegel, 2002)

Proses penurunan fungsi potensial listrik pada media homogen memerlukan
pengertian gradient dari suatu fungsi bernilai riil dari suatu vektor posisi. Berikut

ini akan dibahas definisi gradient dari suatu fungsi.

Definisi 2.13
Misalkan f'(x, y, z) merupakan fungsi bernilai riil dari suatu vektor posisi
pada koordinat Cartesius. Jika f memiliki turunan parsial pertama, maka

gradient dari f pada sistem koordinat Cartesius adalah:

of of . Of -
Vf—al-l-ay]‘l'azk

(Purcell, Varberg, Rigdon, 2000)
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Definisi 2.14
Misalkan A= A, (x,y, 2)i + A,(x,y,2)j + A3(x,y, z)k adalah fungsi bernilai
vektor dari suatu vektor posisi pada koordinat Cartesius. Jika
A1(x,y,2),A,(x,y,2),Asz(x,y, z) memiliki turunan parsial pertama, maka
divergensi A pada sistem koordinat Cartesius didefinisikan sebagai:

(Purcell, Varberg, Rigdon, 2000)

divA=V-A=

Seperti yang terlihat pada Definisi 2.13 di atas, gradient dari suatu fungsi bernilai
riil dari vektor posisi merupakan suatu fungsi bernilai vektor dari suatu vektor
posisi. Sebaliknya, divergensi dari suatu fungsi bernilai vektor dari vektor posisi,

akan merupakan suatu fungsi bernilai riil dari vektor posisi.

Selanjutnya akan dibahas pengertian maupun sifat yang berkaitan dengan

potensial listrik, yang dimulai dengan pengertian arus listrik.

Definisi 2.15
Arus listrik, I, merupakan suatu besaran yang menyatakan muatan listrik AQ
yang mengalir melalui suatu area (cross-sectional area) A per interval waktu
At. Jika arus berubah-ubah selama interval waktu At, interval At diperkecil
hingga arus dapat dipandang sebagai suatu konstanta. Satuan arus listrik

menurut Satuan Internasional adalah ampere.

[ i AQ _dQ
T A0 A dt
(Benenson dkk, 2002)
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Gambar 2. 1 Arus Listrik yang Menembus Suatu Medium
(Benenson dkk, 2002)

Suatu benda yang dapat dialiri arus listrik | disebut konduktor. Kepadatan arus

listrik di suatu konduktor didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.16
Kepadatan arus listrik, J, menyatakan penyebaran arus listrik pada suatu
konduktor. Kepadatan arus listrik merupakan suatu vektor yang searah dengan
arus listrik. Nilai J (magnitude) dihitung dengan membagi arus Al, yang
mengalir pada medium seluas (cross-sectional area) AA secara tegak lurus,
dengan AA. Satuan kepadatan arus listrik yang digunakan yaitu ampere/m?.
A TSl

= 1
J A,lclr—r>loAA dA

(Benenson dkk, 2002)

Jika terdapat suatu objek bermuatan listrik, maka di sekitar objek tersebut akan

timbul medan listrik, yang didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 2.17
Medan listrik, E, yang disebabkan oleh muatan listrik g, didefinisikan sebagai
gaya listrik F yang bekerja pada muatan listrik tersebut, dibagi dengan besaran
muatan listrik g0. Satuan medan listrik yang digunakan adalah
Newton/Coulomb (N/C).
F
D
(Haliday, Resnick, dan Walker, 2005)

E

Karena medan listrik E merupakan suatu vektor, maka untuk penyederhanaan
pembahasan didefinisikan potensial listrik yang berupa skalar dan didefinisikan

seperti berikut ini.

Definisi 2.18
Potensial listrik pada titik A di suatu medan listrik E, yang dinotasikan dengan
®,, merupakan hasil yang disebabkan oleh gaya F = —QE untuk
memindahkan muatan @ dari suatu titik tetap P, yang potensialnya ditetapkan
nol, ke titik A. Titik di tak berhingga dipilih sebagai titik P. ~ Satuan

potensial listrik yang digunakan adalah volt.
A

CDA=_[E'dS

(o]

(Benenson dkk, 2002)

Teorema 2.19
Potensial listrik @ dan medan listrik E memiliki hubungan:
E=-Vod
(Grant dan West, 1965)

Kepadatan arus J dan medan listrik E terbentuk pada suatu konduktor ketika beda
potensial dipertahankan di sepanjang konduktor. Jika beda potensial tidak berubah

maka arus listrik juga demikian.
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Teorema 2.20
Menurut Hukum Ohm, rasio dari kepadatan arus J dengan medan listrik E
pada suatu materi merupakan suatu konstanta ¢ yang tidak bergantung pada
medan listrik E. Dengan kata lain:
] = cE
dengan konstanta ¢ disebut konduktivitas dari suatu materi (¢ > 0).
(Halliday, Resnick, dan Walker, 2005)

Dari persamaan J = oE, terlihat bahwa konduktivitas dari suatu materi merupakan
konstanta pembanding antara kepadatan arus dengan medan listrik, yang
mengukur seberapa baik kemampuan suatu materi untuk mengalirkan arus listrik.
Istilah lain yang sering digunakan untuk mengukur kemampuan suatu materi

dalam mengalirkan arus listrik adalah resistivitas.

Definisi 2.21
Resistivitas dari suatu materi, p, didefinisikan sebagai balikan dari
konduktivitas, yaitu

.
e

(Halliday, Resnick, dan Walker, 2005)

Kepadatan arus listrik pada suatu media yang dialiri arus listrik searah merupakan
fungsi bernilai vektor dari suatu vektor posisi, sehingga dapat dihitung

divergensinya.

Teorema 2.22
Divergensi dari kepadatan arus listrik, J, bernilai nol.
V-]=0
(Grant dan West, 1965)
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BAB 3
POTENSIAL LISTRIK DI SUATU MEDIA

Pada bab ini akan ditunjukkan model matematika untuk potensial listrik di
media dan proses penyelesaiannya.

3.1 Model Matematika Untuk Potensial Listrik di Media

Pada subbab ini akan ditunjukkan bahwa potensial listrik akan memenuhi
suatu persamaan diferensial. Sesuai Teorema 2.19 di Bab 2, potensial listrik ®
pada suatu titik pada media ketika dialiri arus searah memenuhi

E=-Vd (3.1)

dengan E adalah medan listrik.

Berdasarkan hukum Ohm pada Teorema 2.20, diperoleh hubungan kepadatan arus
J dan medan listrik E sebagai berikut
J = oE (3.2)

dengan ¢ merupakan konduktivitas media.

Sedangkan Teorema 2.22 mengatakan bahwa divergensi dari kepadatan arus
bernilai nol, yaitu
V.j=0. (3.3)

Substitusi J di persamaan (3.2) ke persamaan (3.3), didapat
V-cE=0. (3.4)

Kemudian substitusi E persamaan (3.1) ke persamaan (3.4), didapat
V.oVd = 0. (3.5)

Persamaan (3.5) merupakan model matematika untuk potensial listrik @ di media

berkonduktivitas o.
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Sesuai Definisi (2.13) mengenai gradient dan sifat aturan rantai, maka persamaan
(3.5) menjadi
Vo-Vo+o0-V2d =0 (3.6)

Jika media dalam koordinat Cartesius, maka persamaan (3.6) berubah menjadi
do_ do acb 0P 02d 0% 9%
] [ 50t k| +o

6_l+_ 9z . 6x2+6y2+622 =0

666¢+666¢+666¢+ 62d>+62¢+6 o)
@ — . — . — .
dx d0x dy dy 0z 0z dx?  dy?  0z?

(3.7)

Jika diasumsikan konduktivitas o adalah fungsi dari z, maka persamaan (3.7)
menjadi

azdb 0°® do(z 0>
+G( )— @)
dz 0z _

(3.8)

Namun pada batasan masalah di Bab 1, telah disampaikan bahwa media bersifat
homogen, sehingga diasumsikan konduktivitas ¢ adalah konstanta atau o tidak
bergantung pada posisi z, maka persamaan (3.8) menjadi

0o 0td i <>

o o2 +0 3y? +0o 552 0. (3.9)

Sesuai Gambar 2.1, bahwa arus listrik akan mengalir melalui suatu media
berbentuk silinder, sehingga persamaan (3.9) akan diubah menjadi persamaan

dalam koordinat silinder.
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v
-

|

MEDIA

F LN\

z

v
Gambar 3. 1 Arus Listrik Mengalir Menembus Media Berbentuk Silinder

Misal x = rcos 8, y = rsin 6, z = z, maka ®(x, y, z) akan menjadi fungsi
®(r, 6, z). Jika @ diturunkan terhadap r dan & didapat
0P 0dox 0Pdy 0P

. ad
%—aae+@%—E(—rsm6)+@(rcosﬁ). (3.10)

6¢_6¢6x+6¢0y_6d>( 9)+6CI>(. 0) 311
or  Ox dr dyadr = dx 5 dy o (311)

Jika persamaan (3.10) dan (3.11) dinyatakan dalam bentuk perkalian matriks

didapat
od 0D
[—rsinH rcosB] x| _ a6
cos 6 sing 1{0® [ 9P|
ady or
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—rsin@ rcos6 . .
Karena . = —rsin? 6 —rcos? 8 = —r(sin?  + cos? H) =
cosf sin 6

—r # 0,

maka dengan menggunakan aturan Cramer, didapat

g—(g rcosf
ad :
ad 5, sin@ 1/00 ad
9% 1=rsinf rcosd =——<£sm9—grc030). (3.12)
cos 6 sin 6
. ad
—rsinf 70
ad
b | cos®  Fo| 1099 a0 -
dy |-rsinf rcos@ —;(5?7"51n +%COS ) (3.13)
cos 0 sin 6
Turunkan d® /06 pada persamaan (3.10) terhadap &didapat
02 0 [0 . 0P
B oo E(—r51n9)+a(rcost9)]
i _ 96(6<b) 66d>+ 96(649) _ 98d>
=-—rsind =gl reosd——+rcost w r sin 3y
B - Ozcbax_l_ 0%d dy 96619
~ Y857 96 T axayae| T ox
r » %P 0x+6zcl>6y _ 68619
"% [axay a6 " ay2ae| """ 5y
- 2962613 2 4 062613 96<I>+ 5 zgazcb
= 1%sin°0 —— = r"sin 6 cos T rcost——+rcos oy2
. 062613 _ gacb
r“sin6 cos Wy rsin 3y
B 06613 _ 96d>+ - 2062d>+ 5 2662613
= —rcosf-——rsin 3y r7sin“f —— + r°cos 3y7
62
— 272 gj
2r schosHaxay
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1/0d o
= —rcos#f [——(—sin@ — —1rcos 8)]

r \deo Jor
, 6[1(649 , H_I_ad: 6)]+ 5 296243
rsing |-\ o= 7sin 39 °S risin®d——
2 62
2002 92 i
+ r“cos“6 3y 2r sm@cos@axay
d 02d 0%
=—r coszﬁg—rsinzﬁg+r25in29 T + r2cos?6 3y
62
— 2r%sinfcos B
dxdy
62613_ 6CI>+ 5 . 2962¢+ . 2362613 b2 g 662613
59z — T 5, trisin"0 = 5 4 rcos i 2 r“sinf cos oxay
atau bisa ditulis
62d>+ 6d>+22 By, 962613
30z T 5 r“sin 6 cos A
2 2
—rr 2
=7 sm283x7+r cos?6 27 (3.14)
Kemudian turunkan d® /dr pada persamaan (3.11) terhadap r, didapat
9*d 0 adb]( b 0 [OCD (sin8)
arz _ or lox| or Loy P13
o 62C136x+82d> dy — 0%d 0x+62¢6y
— %"\ 9xz ar T axayar) " Y \Gxay or T ay? or
62619_ 2962d>+ - 062¢+ e 662d>+ _2062613
5,2z = c0s" 0 -5+ cosfsin ETia, sin 8 cos Bxdy sin 277"
atau bisa ditulis
2o . 0%d i 1’e 5 0l
57z~ 251n0cosHaxay = cos 6W+sm 0 a2 (3.15)

Dari persamaan (3.14) dan (3.15) bisa dibentuk persamaan dalam bentuk matriks

sebagai berikut
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o az(I)—Zsinﬁcosﬁ 0’
[ cos?§  sin?@ ] ax?| _ or? dxdy |
r2sin20 712cos?2@l|o?® 0%d odb %P
a—yz W+ra—+2r sm9c0508xay
Karena | cos” sin 9 | =12(cos* O — sin* §) = r?(cos? @ —sin? 9) # 0,

r2sin?0 r2cos?@
dengan syarat 8 # m/4,
maka dengan menggunakan aturan Cramer didapat
0% . 0o

W—Zsm@cosem sin? 6
2
920 ggq;+r%?+2r schosHaag; T2 cos? 6
ax? r2(cos? 0 — sin? 0)
%P . 9*p ., 9%D
2 2 5 2 3 _ 2 -
r“cos Harz 2r“ sin 6 cos Haxay sin 0692

2
r sin? 9%;1) — 2r2sin® 60 cosegx—g;

r2(cos? 0 — sin2 0)

2 2 2
s cosZHE;T?—Zrzsinﬁcos(?[ic—g;—sinZBZTCE—rsiHZH%;f L6
ox2 r?(cos? 6 — sin? ) ¥y
dan
24 2
cos? @ % > —25m9c059§x§;
0°d 0P 0°d
R
OZCID: r“sin” 6 Foz 1T 6r+2r schosHaxay
dy? r2%(cos? 0 — sin2 @)
2 2
cos? HgTq; + 1 cos? 6 %g + 2r?sin @ cos® 0 aax(;l; -
0% 2
_ ar? dxdy
- r2(cos? 0 — sin2 0)

0% 0P 0P 0%
2 2 2 6
92p C€OS Hagz+rcos 0 5t 2r sm@cosﬂaxay r? sin 90

.(3.17)

dy? r2(cos? 8 — sin? 9)
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Substltu3|kan pada persamaan (3.16) dan pada persamaan (3.17) ke

x2 2

persamaan (3.9), sehingga didapat

aZc1>+ 1an>+ 109 92
orz " 72902 T oy T 992 T

0 (3.18)

Persamaan (3.18) akan terpenuhi untuk 8 # m/4. Karena konduktivitas ¢ > 0
(sesuai Teorema 2.20), maka persamaan (3.18) bisa dibagi dengan o, dan sesuai

dengan batasan masalah yaitu potensial listrik tidak bergantung pada arah atau 6,

maka dldapat 5 92 = 0. Akibatnya, persamaan (3.18) tidak tergantung pada 6

sehingga dapat ditulis kembali menjadi
0id 109 %P _ (3.19)
or2 " ror  o0z2 '
Sehingga potensial listrik @ dengan konduktivitas ¢ yang konstan di suatu media
akan memenuhi Persamaan (3.19).

Untuk mendapatkan nilai-nilai potensial di suatu titik pada media tertentu, akan
diselesaikan permasalahan syarat batas dengan
Persamaan diferensial parsial
0°d 100 0P
or? +;E 9z -

Dengan syarat batas:

(3.19)

Potensial listrik pada jarak dan kedalaman tak hingga, mendekati nol.

Vr?2+ 2?2 5 00, maka® - 0. (3.20)
(Koefoed, 1979)

3.2 Penyelesaian Permasalahan Syarat Batas

Persamaan (3.11) merupakan persamaan diferensial parsial order 2 dengan
variabel r dan z. Persamaan ini akan diselesaikan dengan menggunakan metode
variabel terpisah (O’Neil, 1999). Misalkan potensial ® memiliki bentuk seperti
berikut

&(r,z) = R(r)Z(2). (3.21)
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Substitusi persamaan (3.21) ke persamaan (3.19), didapat
%R 10R 027

Z(Z)W+Z(Z);E+R(T)ﬁ=0' (3.22)
Bagi persamaan (3.22) dengan R(r)Z(z)
1 0°R 1 OR 1 0%z
= 0. (3.23)

R or TrRm o | Z2(2) 922

Tulis kembali persamaan (3.23) sebagai
1 R 1 O0R_ 1 072
R(r)or?2  rR@)or  Z(z)0z?%

(3.24)

Ruas kiri dari persamaan (3.24) merupakan fungsi dari satu peubah r, sedangkan
ruas kanan dari persamaan (3.24) merupakan fungsi dari satu peubah z. Agar
persamaan (3.24) tidak menghasilkan kontradiksi, maka diasumsikan persamaan
(3.24) sama dengan suatu konstanta A* sembarang, dan didapat dua persamaan
diferensial berikut ini:
T

e W 0
- - e W (3.25)
dan
1 07
i P (3.26)

Tulis kembali persamaan (3.25) sebagali

0°R 10R
——+———+A*R(r) = 0. (3.27)
or?2 r or

Persamaan (3.27) merupakan persamaan diferensial Bessel derajat nol seperti
pada Teorema 2.6, sehingga solusi umum persamaan (3.27) adalah
R(A, 1) = J,(Ar). (3.28)

Universitas Indonesia

Potensial listrik..., Yossandha Limitha Ramadhani, FMIPA Ul, 2011



21

Tulis kembali persamaan (3.26) sebagai

0’2 APZ=0 3.29
622 - Y ( . )

Karena telah dimisalkan ®(r, z) = R(r)Z(z) dan nilai A2 terletak pada interval [0,

o), maka didapatkan solusi umum dari persamaan (3.19) berbentuk
&d(r,z) = f F(DRA,1r)Z(A,2) dA. (3.30)

0

Atau dengan mensubstitusi persamaan (3.28) ke persamaan (3.30), didapat

(o)

d(r,2) = J F(A)Z(A, 2)],(Ar) dA, (3.31)
0

dengan Z (4, z) memenuhi persamaan (3.29).

Kemudian akan dibahas mengenai F(4). Karena semua arus listrik I mengalir ke

permukaan tanah dan melalui silinder vertikal yang sangat jauh, maka

(o]

I= f i 3.32
= 067’ nr dz. (3.32)

0

Turunkan persamaan (3.31) terhadap r, akan didapat:

(o]

L d
—== f F(DZ(4,2) 5 Uo(An)] d2. (3.33)

0

Sesuai dengan Sifat 2.10 fungsi Bessel jenis pertama bahwa % [Jo(Ar)] =

—A[J1(Ar)], maka persamaan (3.33) bisa ditulis sebagai

0P

- = f FD)Z, 2)(=D[J,(Ar)] dA. (3.34)

0
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Substitusikan persamaan (3.34) ke persamaan (3.32), didapat

(o)

I [ee]
o—= f AF (D) [ f 6Z(,2) dz] J.(Ar) dA. (3.35)

0 0

Dengan menggunakan Sifat 2.9 fungsi Bessel jenis pertama yang ada di Bab 2,

yaitu fomjn(lr) dA = 1/r,untuk n > —1. Maka persamaan (3.35) menjadi

[e0] [ee]

%f Ji(Ar)dA = f AF(A) f 0Z(A,z) dz] Ji(Ar)dA
0 0 0
s AF(A)f 0Z(A,z)dz = zl_n
0
- ~1
I
(=4 F(/l) = m[[ Z(A,Z} dZ] ; (3.36)

0

Lihat kembali persamaan (3.29), dan ubah bentuknya menjadi
0%Z 2
9z

o Z,,dz = J A2Z dz

0 0

A7

(o)

= ZZ|3°=f)ldez. (3.37)
0

Dengan menggunakan persamaan (3.20) sesuai syarat batas, ke persamaan (3.37)

akan didapat

#ﬁ'o) = f Z(A, z)dz. (3.38)

0

Substitusikan persamaan (3.38) ke persamaan (3.36) didapat

Al

"= oz

(3.39)
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Substitusikan lagi persamaan (3.39) ke persamaan (3.31) didapat

[}

d(r,z) = f

J - WZ(/L Z)]O(/h") dA.

I Z(A,2)

- 2naof Az oyl (340)

Persamaan (3.40) merupakan solusi formal dari PDP (3.19), dengan Z (4, z)
memenuhi persamaan (3.29) seperti berikut,
0%Z

_ SR 7
Sz = AZ=0.

Solusi umum untuk Z(4, z) adalah: Z(4, z) = C,e** + C,e~*#. Dan sesuai syarat
batas yaitu: V72 + z2 - o, maka ® - 0. Sehingga untuk z - o, agar & — 0
terpenuhi, maka Z (4, o) harus mendekati nol. Oleh karena itu solusi yang dipilih

dari Z(4,z) adalah Z(2,z) = Cye 2.

Jika Z (4, z) diturunkan terhadap z di titik z = 0, didapat Z,(1, 0) = —C,A.
Lalu substitusikan Z(1, z) = C,e~* dan Z,(4, 0) = —C,A ke persamaan (3.40)
didapat

co

I
&(r,z) = _21T0'J A

0

CZ e —-Az
_Czﬂ.

Jo(Ar) dA

3 I [ —Az
= E[ e *J,(Ar) dA (3.41)
0

Dengan menggunakan Sifat 2.7 fungsi Bessel jenis pertama berderajat nol yaitu

fooo e % J,(bt)dt = \/ﬁ, maka persamaan (3.41) dapat ditulis sebagai

I 1
CD(T‘, Z) = %\/TZ—? (3.42)

Persamaan (3.42) merupakan solusi analitik dari PDP (3.19), atau dapat dikatakan
bahwa potensial listrik di suatu titik (r, z) pada suatu media berkonduktivitas o

memenuhi persamaan (3.42).
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Berikut ini diberikan contoh perhitungan potensial listrik di media

berkonduktivitas o = 10™ dengan injeksi arus listrik sebesar | = 1 ampere di titik
(0, 0) untuk

r =1 meter, z= 0 meter = ®(1, 0) = 1.592356688 volt

r =4 meter, z = 3 meter, = ®(4, 3) = 0.318471337 volt

r = 20 meter, z = 21 meter, = ®(20, 21) = 0.054908851 volt

r = 200 meter, z = 210 meter, = ®(200, 210) = 0.005490885 volt

Berdasarkan perhitungan di atas, diperoleh Gambar 3.2.

Gambar 3. 2 Profil Potensial Listrik Terhadap Suatu Titik

Dari Gambar 3.2 terlihat bahwa semakin jauh jarak titik dari sumber arus listrik
(0, 0), nilai potensial listrik akan semakin kecil.
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BAB 4
KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa
potensial listrik pada suatu titik (r, z) di suatu media yang dialiri arus listrik searah
dengan konduktivitas konstan tergantung dari posisi titik dan dapat dihitung

dengan formula:

I 1
P Ve

dimana |, menyatakan besaran arus listrik dan o, menyatakan konduktivitas

media.

Untuk riset selanjutnya, dapat dicari perhitungan potensial listrik di media dengan
mengalirkan arus listrik searah di permukaan media dengan konduktivitas o di

media yang merupakan fungsi dari z.
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