UNIVERSITAS INDONESIA

PENAKSIRAN PARAMETER MODEL MULTINOMIAL
PROBIT BERDASARKAN KONSEP UTILITAS

SKRIPSI

MISDAWITA
0706163123

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
PROGRAM STUDI SARJANA MATEMATIKA
DEPOK
DESEMBER 2011

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



UNIVERSITAS INDONESIA

PENAKSIRAN PARAMETER MODEL MULTINOMIAL
PROBIT BERDASARKAN KONSEP UTILITAS

SKRIPSI

Diajukan sebagai salah satu syarat untuk memperoleh gelar sarjana sains

MISDAWITA
0706163123

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
PROGRAM STUDI SARJANA MATEMATIKA
DEPOK
DESEMBER 2011

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



HALAMAN PERNYATAAN ORISINALITAS

Skripsi ini adalah hasil karya sendiri,
dan semua sumber baik yang dikutip maupun dirujuk

telah saya nyatakan dengan benar.

Nama : Misdawita

NPM : 0706163123
Tanda Tangan : ///‘/
Tangoal : 15 Desember 2011

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



HALAMAN PENGESAHAN

Skripsi ini diajukan oleh

Nama . Misdawita

NPM : 0706163123

Program Studi . Sarjana Matematika

Judul Skripsi . Penaksiran Parameter Model Multinomial Probit

Berdasarkan Konsep Utilitas

Telah berhasil dipertahankan di hadapan Dewan Penguji dan diterima sebagai
bagian persyaratan yang diperlukan untuk memperoleh gelar Sarjana Sains pada
Program Studi S1 Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam
Universitas Indonesia

DEWAN PENGUJI

Pembimbing : Mila Novita, M. Si ( )
Penguji | . Dr. Dian Lestari, DEA ( )
Penguji 1 : Dra. Saskya Mary Soemartojo, M. Si( ’ ‘*34 : h )

Ditetapkan di : Depok
Tanggal : 15 Desember 2011

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



KATA PENGANTAR

Puji syukur kepada Allahu Robbul Izzati, karena atas berkat dan rahmat-
Nya, saya dapat msenyelesaikan skripsi ini. Penulisan skripsi ini dilakukan
dalam rangka memenuhi salah satu syarat untuk mencapai gelar Sarjana
Matematika pada Fakultas Matematika dan Iimu Pengetahuan Alam Universitas
Indonesia.

Saya menyadari bahwa, tanpa bantuan dan bimbingan dari berbagai
pihak, dari masa perkuliahan sampai pada penyusunan skripsi ini, sangatlah sulit
bagi saya untuk menyelesaikan skripsi ini. Oleh karena itu, saya mengucapkan
terima kasih kepada:

(1) Mila Novita, M.Si, selaku dosen pembimbing yang telah bersedia
membimbing, mengarahkan, memotivasi, mengingatkan, membantu
menyelesaikan permasalahan dan memberikan saran terbaik untuk
terselesaikannya tugas akhir ini.

(2) Dra. Ida Fithriani, M.Si, selaku Pembimbing Akademik yang telah
memberikan semangat dan masukan selama saya menjalani masa kuliah.

(3) Dr. Yudi Satria, MT, selaku Ketua Departemen, Rahmi Rusin , S.Si, M.Sc.
Tech, selaku Sekretaris Departemen, dan Dr. Dian Lestari, selaku
Koordinator Pendidikan yang telah banyak membantu proses penyelesaian
tugas akhir ini.

(4) Seluruh staf pengajar di Matematika Ul atas ilmu pengetahuan telah kalian
berikan.

(5) Seluruh karyawan di departemen Matematika Ul atas bantuan yang telah
diberikan.

(6) Ayah dan mama tecinta yang tak pernah lelah mengingatkan, menguatkan
dan memberikan do’a terbaiknya.

(7) Adik-adikku Yulia Vawitrie, Intan Permata Sari, Hafidhatul Faizah terima
kasih atas pengingatan-pengingatan dan kepercayaannya.

(8) Saudara-saudara KIAM 07, Little Stars 07 dan Fathan Mubina 07 selaku

saudara seperjuangan. Terima kasih atas ukhuwah yang telah kalian berikan.

Vv

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



(9) Fadiah Sabila, Rani Afrianti, Amelina, Widya Puspita Sari, teman-teman MP
FMIPA Ul 2010 dan core team akademis profesi 2011 selaku teman-teman
seperjuangan. Terima kasih atas dukungan dan do’a yang telah kalian
berikan.

(10) BPH HMD Matematika 2009 dan BPH CT BEM FMIPA Ul 2010, terima
kasih atas ukiran kenangan perjuangan yang indah yang pernah kalian
ciptakan.

(11) Saudariku Miftahul Jannah, kak ldha, kak Anti, dan Aniatul yang telah
menjadi tempat curhat penulis selama menulis skripsi ini.

(12) Atika Dwi Farini, Yebi Yuriandala, Nurzakiah, dan Muhammad Ihsan
Salahuddin yang telah memberikan bantuannya dalam mencari referensi
selama di Yogyakarta.

(13) Adi, Hikmah, Zul, Siti, Putri, Andi, Siska, Iki, Syahrul, Yos, kak Stefano,
kak Tika, dan Dheny terima kasih atas kebersamaannya selama menyusun
skripsi ini.

(14) Seluruh teman-teman generasi 7 SMAN Plus Provinsi Riau.

(15) Angkatan 2007 matematika Ul Ashari, Arif, Anggun, Adit, Afni, Anjar,
Bowo, Danar, Dian, Dita, Farah, Ferdy, Fauzan, Gamar, Hanif, Isna, Lois,
Manda, Nedia, Nora, Mitha, Putu, Riyanto, Shafira, Shafa, Sisca, Stefi, Widi,
Widya, Winda, Wiwi, Yagozho, yang telah memberikan pengalaman sekolah
dan perkuliahan yang tidak terlupakan.

(16) Saudari-saudariku di “lingkaran surga” yang selalu mengingat dan
menyemangati setiap pekannya. Terima kasih atas perhatiannya.

(17) Kepada semua senior dan adik-adik di Matematika Ul angkatan 2004, 2005,
2006, 2008,2009, dan 2010 terima kasih atas semangat dan dukungannya.

Penulis juga ingin mengucapkan terima kasih kepada seluruh pihak yang
tidak dapat disebutkan satu per satu, yang telah membantu dalam penyusunan
skripsi ini. Penulis berharap semoga skripsi ini bermanfaat bagi pembaca dan

pengembangan ilmu pengetahuan.

Penulis
2011

Vi

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



HALAMAN PERNYATAAN PERSETUJUAN PUBLIKASI
TUGAS AKHIR UNTUK KEPENTINGAN AKADEMIS

Sebagai sivitas akademik Universitas Indonesia, saya yang bertanda tangan di
bawah ini:

Nama . Misdawita

NPM : 0706163123

Program Studi . Sarjana Matematika

Departemen . Matematika

Fakultas : Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Jenis karya : Skripsi

demi pengembangan ilmu pengetahuan, menyetujui untuk memberikan
kepada Universitas Indonesia Hak Bebas Royalti Noneksklusif (Non-exclusive
Royalty Free Right) atas karya ilmiah saya yang berjudul :

Penaksiran Parameter Model Multinomial Probit Berdasarkan Konsep Utilitas

beserta perangkat yang ada (jika diperlukan). Dengan Hak Bebas Royalti
Noneksklusif ini Universitas Indonesia berhak menyimpan,
mengalihmedia/format-kan, mengelola dalam bentuk pangkalan data (database),
merawat, dan memublikasikan tugas akhir saya selama tetap mencantumkan
nama saya sebagai penulis/pencipta dan sebagai pemilik Hak Cipta.

Demikian pernyataan ini saya buat dengan sebenarnya.
Dibuat di : Depok

Pada tanggal : 15 Desember 2011
Yang menyatakan

(Misdawita)

vii

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



ABSTRAK

Nama : Misdawita
Program Studi  : Matematika
Judul : Penaksiran Parameter Model Multinomial Probit Berdasarkan

Konsep Utilitas

Model pilihan diskrit adalah model yang biasa digunakan untuk memodelkan
pilihan. Model pilihan diskrit tersebut dapat diturunkan dari fungsi utilitas. Salah
satu model pilihan diskrit yang sering digunakan adalah model multinomial
probit. Model multinomial probit mengasumsikan bahwa komponen error pada
fungsi utilitas berdistribusi normal standar. Model Multinomial Probit berbentuk
integral lipat (J-1) dengan J adalah banyaknya alternatif pilihan, dan parameter-
parameter yang akan ditaksir berada pada batas-batas integral model tersebut,
oleh karena itu dibutuhkan suatu metode simulasi untuk menghitung nilai dari
taksiran tersebut. Parameter pada model multinomial probit ditaksir dengan
menggunakan metode maximum simulated likelihood estimation (MSLE) yang
berdasarkan pada simulasi GHK.

Kata Kunci : Pilihan diskrit, Utilitas, Multinomial probit, MSLE, Simulasi
GHK.

xiii + 86 halaman ; 3 tabel
Daftar Pustaka  : 16 (1974-2011)

viii

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



ABSTRACT

Name : Misdawita
Study Program : Mathematics
Title : Estimation of Parameters of Multinomial Probit Model Based

Utility Concept

Discrete choice model is a model commonly used to model choice. Discrete
choice model can be derived from utility functions. One model commonly used
discrete choice model is multinomial probit. Multinomial probit model assumes
that the errors component in the utility function of standard normal distribution.
Multinomial probit models shaped folding integral (J-1) with J is the number

of alternative options and the parameters to be estimated to be at the limits of the
integral model, and therefore requires a simulation method to calculate the

value of those estimates. Parameters in the multinomial probit model was
estimated using the method of simulated maximum likelihood estimation
(MSLE) is based on the GHK simulation.

Keywords : Discrete choice, Utility, Multinomial Probit, MSLE, GHK
simulation.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam kehidupan sehari-hari, manusia dihadapkan dengan berbagai
macam pilihan. Sebagai contoh, seorang pelanggan yang memilih suatu barang
dari berbagai macam barang yang ada dalam berbelanja, sebuah perusahaan yang
memilih mesin mana yang harus mereka gunakan dalam produksi, seorang pelajar
memilih jawaban mana yang tepat dalam ujian pilihan berganda, dan masih
banyak lagi jenis-jenis pilihan yang harus dipilih oleh masyarakat. Model pilihan
diskrit dapat digunakan untuk memodelkan pilihan tersebut. Model pilihan diskrit
dapat menjelaskan pilihan mana yang akan dipilih oleh pembuat keputusan dari
berbagai alternatif pilihan yang ada.

Pembuat keputusan dapat berupa perorangan, rumah tangga, perusahaan
atau unit pembuat keputusan yang lain. Sedangkan, alternatif pilihan dapat berupa
barang, alat transportasi, pendidikan, alat-alat produksi, atau alternatif pilihan
yang lain.

Untuk bisa masuk ke dalam kerangka kerja model pilihan diskrit,
sekumpulan alternatif yang disebut choice set, membutuhkan 3 karakteristik yang
harus terpenuhi. Pertama, alternatif tersebut harus mutually exclusive dari
perspektif pembuat keputusan. Artinya, ketika pembuat keputusan telah memilih
salah satu alternatif tertentu berarti pembuat keputusan tersebut tidak akan
memilih alternatif pilihan lain. Jadi, pembuat keputusan hanya dapat memilih satu
alternatif dalam suatu choice set. Kedua, alternatif pilihan tersebut harus
exhaustive, artinya semua alternatif pilihan yang mungkin, masuk ke dalam
choice set. Ketiga, jumlah dari seluruh alternatif pilihan harus berhingga (Train,
2003)

Sebagian besar model pilihan diskrit berdasarkan hipotesis Random Utility
Maximization (RUM). Dimana dalam model yang berdasarkan RUM tersebut,
model multinomial logit telah banyak digunakan. Komponen acak dari utilitas

dengan alternatif yang berbeda dalam model multinomial logit diasumsikan
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Independent Identically Distributed (1.1.D) dengan distribusi nilai ekstrim tipe 1
atau sering disebut dengan distribusi Gumbel. (Train, 2003)

Namun, ternyata model logit memiliki 3 keterbatasan. Pertama, model
logit tidak dapat menerangkan random taste variation. Kedua, model logit
terbatas pada asumsi Independent of Irrelevant Alternatives (I1A). Ketiga, model
logit tidak dapat digunakan untuk data panel ketika faktor yang tidak terobservasi
berkorelasi dari waktu ke waktu untuk setiap pembuat keputusan.

Untuk memperbaiki keterbatasan tersebut dikembangkanlah model
Generalized Extreme Value (GEV) atau biasa dikenal dengan nama model nested
logit. Model nested logit ini dapat menyelesaikan batasan kedua, tetapi untuk
batasan pertama dan ketiga tidak bisa diselesaikan.

Oleh karena itu, dibutuhkan suatu model pilihan diskrit yang lain yang
dapat menghadapi ketiga pembatasan tersebut. Model yang mungkin adalah
model probit, karena model probit dapat menghadapi masalah random taste
variation, model ini juga tidak perlu asumsi Independent of lirrelevant
Alternatives (I1A), dan model probit inipun dapat dipakai untuk data panel dengan
adanya korelasi antar faktor yang tidak terobservasi.

Model pilihan diskrit dapat dibentuk dari suatu fungsi utilitas. Utilitas
adalah kepuasan atau kenikmatan yang diperoleh seseorang dari mengkonsumsi
suatu barang. Fungsi utilitas dinyatakan dalam dua komponen yaitu komponen
deterministik dan komponen stokhastik. Pada model probit, semua komponen

error (stokhastik) pada fungsi utilitas diasumsikan berdistribusi normal standar.

1.2 Perumusan Masalah

Adapun perumusan masalah dalam skripsi ini adalah :
1. Bagaimana pembentukan model probit dengan menggunakan konsep
utilitas?

2. Bagaimana penaksiran parameter model probit?

Universitas Indonesia
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1.3 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah :

1. Menjelaskan pembentukan model probit dengan menggunakan konsep
utilitas.

2. Mencari taksiran parameter dari model probit dengan menggunakan
metode maximum simulated likelihood estimation yang berdasarkan pada
simulasi GHK.

1.4 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah pada skripsi ini adalah:

1. Model probit yang dibahas adalah model multinomial probit.

2. Model multinomial probit diturunkan dengan menggunakan konsep
maksimum utilitas.

3. Metode penaksiran yang digunakan adalah metode maximum simulated
likelihood estimation yang berdasarkan pada simulasi GHK untuk
menyelesaikannya.

4. Pada skripsi ini tidak dibahas tentang uji perbandingan model.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini dibagi menjadi lima bab, yaitu :

BAB 1 Membahas tentang latar belakang, perumusan masalah, tujuan
penulisan, pembatasan masalah dan sistematika penulisan

BAB 2 Membahas teori-teori dasar yang akan digunakan dalam
membentuk dan menaksir parameter pada model multinomial
probit.

BAB 3 Membahas tentang pembentukan model multinomial probit dan
penaksiran parameter dari model tersebut.

BAB 4 Membahas contoh penerapan dari model multinomial probit

BAB 5 Berisi kesimpulan dan saran yang dapat diambil dari penulisan

skripsi ini.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas teori-teori dasar yang akan digunakan dalam

penyusunan skripsi ini.

2.1 Konsep Dasar Dalam Proses Penentuan Pilihan

Dalam kehidupan sehari-hari, setiap orang dihadapkan dengan berbagai
macam alternatif pilihan dengan konteks yang berbeda-beda, baik dalam pilihan
pendidikan, transportasi, investasi, bidang pekerjaan maupun pilihan yang lain.
Dalam memilih suatu alternatif pilihan, setiap orang akan mempertimbangkan
semua alternatif pilihan yang tersedia, kemudian mempertimbangkan sifat-sifat
dari alternatif pilihan tersebut, baik keunggulannya, kelemahannya ataupun
spesifikasi dari pilihan tersebut.

Menurut Koopelman dan Bhat (2006), pada dasarnya terdapat 4 unsur dalam
proses penentuan pilihan antara lain pembuat keputusan, alternatif pilihan, sifat-

sifat dari alternatif pilihan, dan aturan keputusan.

2.1.1 Pembuat Keputusan

Pembuat keputusan bisa berupa individu, kelompok, ataupun institusi,
tergantung dari situasi, tempat ataupun permasalahannya. Pembuat keputusan
yang berupa individu dapat menghadapi pilihan seperti sekolah, pekerjaan, alat
transportasi, atau mobil yang akan dibeli. Pembuat keputusan yang berupa
kelompok atau institusi dapat menghadapi pilihan seperti pilihan kebijakan
financial yang dilakukan oleh bank, jenis kebijakan yang dilakukan pemerintah
dalam menanggulangi kemiskinan, ataupun pilihan lokasi pembangunan kantor
cabang yang dilakukan suatu industri.

Karakteristik umum dalam penelitian tentang pilihan adalah pembuat
keputusan yang berbeda akan menghadapi situasi pilihan yang berbeda dan

memiliki selera atau kesukaan yang berbeda pula. Sebagai contoh dalam pilihan
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jenis mobil yang akan dibeli, kelompok pilihan mobil yang akan dibeli dua orang
yang memiliki penghasilan yang berbeda akan berbeda juga.

2.1.2 Alternatif pilihan

Pembuat keputusan memilih pilihan dari himpunan alternatif pilihan yang
tersedia. Himpunan alternatif pilihan yang tersedia akan berbeda-beda tergantung
dari lingkungannya. Sebagai contoh, pilihan kereta listrik dalam himpunan
alternatif pilihan transportasi hanya ada dalam wilayah Jabodetabek, namun untuk
wilayah Riau pilihan tersebut tidak tersedia.

Himpunan pilihan juga dapat ditentukan oleh keputusan individu atau fokus
penelitian dari pembuat kebijakan. Sebagai contoh, penelitian mengenai tipe

universitas maka pilihannya bisa berupa universitas negeri atau swasta.

2.1.3 Sifat-Sifat Alternatif Pilihan

Alternatif pilihan ditandai oleh sekumpulan sifat-sifat dari alternatif
tersebut. Daya tarik dari suatu alternatif pilihan ditentukan oleh nilai dari
atributnya (sifat-sifatnya). Atribut atau sifat-sifat dari alternatif mungkin berupa
generik (berlaku untuk semua alternatif) atau bisa berupa alternatif-spesifik
(hanya berlaku untuk salah satu atau sebagian alternatif). Sebagai contoh, daya
tarik dari himpunan alternatif pilihan tentang alat transportasi ditentukan oleh
atribut dari alat transportasi. Atribut tersebut meliputi biaya atau tarif, lama
perjalanan, lama tunggu, tingkat kenyamanan, dan lain-lain.

Salah satu alasan penting dari pengembangan model pilihan diskrit adalah
untuk mengevaluasi pengaruh dari tindakan terhadap suatu kebijakan. Untuk
mendapatkan hal tersebut diperlukan identifikasi terhadap atribut yang nilai-
nilainya dapat diubah melalui kebijakan yang pro-aktif. Sebagai contoh, pilihan
mengenai jenis barang yang dijual oleh suatu perusahaan. Salah satu atribut dari
barang yang akan dijual adalah harga barang. Jika harga barang terlalu tinggi
sehingga barang kurang laku maka perusahaan bisa menurunkan harga jualnya,
ataupun sebaliknya.

Himpunan semua pilihan atau alternatif disebut choice set. Choice set

memenuhi 3 sifat. Pertama, semua pilihan harus mutually exclusive dari perspektif
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pembuat keputusan. Artinya, ketika pembuat keputusan telah memilih salah satu
alternatif tertentu berarti pembuat keputusan tersebut tidak akan memilih
alternatif pilihan yang lain. Kedua, alternatif pilihan tersebut harus exhaustive,
artinya semua alternatif pilihan yang mungkin, masuk ke dalam choice set.

Ketiga, jumlah dari seluruh alternatif pilihan harus berhingga.

2.1.4 Aturan Keputusan

Untuk memilih suatu pilihan yang terdiri dari dua alternatif atau lebih,
pembuat keputusan menggunakan suatu aturan keputusan. Aturan tersebut dapat
berupa suatu mekanisme untuk memproses informasi dan mengevaluasi alternatif,
mencari variasi, kebiasaan, ataupun proses lainnya yang dapat berbentuk rasional
(masuk akal) ataupun irasional (tidak masuk akal).

Salah satu contoh aturan keputusan yang tidak masuk akal adalah mengikuti
kehendak pemimpin atau mengikuti kebiasaan dalam memilih. Seorang pembuat
keputusan dikatakan menggunakan suatu aturan keputusan yang masuk akal jika
aturan tersebut memenuhi 2 konsep dasar pembentukan yaitu, konsistensi dan
transitivitas. Yang dimaksud dengan konsep konsistensi adalah pembuat
keputusan akan memilih pilihan yang sama di bawah kondisi yang sama, dan
yang dimaksud dengan konsep transitivitas adalah suatu aturan alternatif
berdasarkan tingkat kesukaan. Misalkan alternatif A lebih disukai daripada
alternatif B, dan alternatif B lebih disukai daripada alternatif C, maka alternatif A
lebih disukai daripada alternatif C.

Salah satu aturan keputusan yang sering digunakan dalam model pilihan
diskrit adalah maksimalisasi utilitas atau utilitas maksimum. Jadi, pembuat
keputusan memilih suatu alternatif pilihan yang memiliki utilitas paling
maksimum. Aturan maksimalisasi utilitas dibentuk berdasarkan dua konsep dasar,
yaitu:

1. Atribut dari masing-masing alternatif pilihan dapat diwakili oleh suatu nilai
skalar.
2. Pembuat keputusan akan memilih alternatif pilihan yang utilitasnya paling

maksimum.
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2.2 Teori Utilitas

Utilitas atau nilai guna didefinisikan sebagai kepuasaan atau kenikmatan
yang diperoleh seseorang dari mengkonsumsi suatu barang. Dalam bahasa
ekonomi, konsep utilitas mengacu pada skor numerik yang mewakili kepuasan
yang diperoleh seorang konsumen dari mengkonsumsi suatu barang. Jika
kepuasan yang diterima seorang semakin tinggi maka makin tinggi nilai gunanya
atau utilitasnya. Sebagai contoh, jika membeli segelas susu membuat seseorang
lebih gembira dibandingkan membeli segelas kopi, maka dapat dikatakan bahwa
segelas susu memiliki utilitas lebih tinggi bagi orang tersebut dibandingkan
segelas kopi.

Utilitas dibedakan menjadi dua yaitu utilitas total dan utilitas marginal.

1. Utilitas total
Utilitas total atau nilai guna total didefinisikan sebagai jumlah seluruh
kepuasan yang diperoleh dari mengkonsumsi sejumiah barang tertentu.
Nilai guna total dari mengkonsumsi 5 buah apel adalah jumlah seluruh
kepuasan yang diperoleh dari memakan semua apel tersebut.

2. Utilitas marginal
Utilitas marginal didefinisikan sebagai penambahan atau pengurangan
kepuasan sebagai akibat dari penambahan (atau pengurangan) penggunaan
satu unit barang. Nilai guna marginal dari apel kelima adalah penambahan

kepuasan yang diperoleh dari memakan buah apel yang kelima.

2.2.1 Hipotesis Utama Utilitas

Hipotesis utama utilitas atau dikenal dengan hukum utilitas marginal yang
semakin menurun, menyatakan bahwa tambahan nilai guna yang akan diperoleh
seseorang dari mengkonsumsi suatu barang akan menjadi semakin sedikit apabila

orang tersebut terus menerus menambah konsumsinya atas barang tersebut.

2.2.2 Pemaksimuman Nilai Guna

Salah satu asumsi penting dalam teori ekonomi adalah setiap orang akan
berusaha untuk memaksimumkan kepuasan yang dapat dinikmatinya. Dengan
kata lain dapat dinyatakan bahwa setiap orang akan memaksimumkan utilitas dari
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barang-barang yang dikonsumsi. Jika barang yang dikonsumsi hanya satu jenis
maka utilitas dari barang tersebut akan mencapai maksimum pada saat utilitas

total dari barang tersebut mencapai tingkat maksimum.

2.2.3 Fungsi Utilitas

Dari definisi utilitas di atas maka utilitas dapat dinyatakan sebagai fungsi
dari atribut alternatif pilihan dan karakteristik pembuat keputusan. Karena nilai
utilitas sulit diketahui maka bentuk dari fungsi utilitas juga sulit dicari.
Mcfadden(1974) memisalkan bentuk fungsi utilitas adalah linear dan
menurunkan model multinomial logit (MNL) dari bentuk utilitas yang linear
tersebut.

Misalkan terdapat n = 1,2,...,N pembuat keputusan yang diobservasi
sebanyak T respon dan j = 1,2,...,J adalah banyaknya pilihan , maka U,
merupakan fungsi utilitas pilihan ke-j untuk pembuat keputusan ke-n pada respon
ke-t. Karena tidak semua atribut dari alternatif pilihan dan karakteristik pembuat
keputusan dapat diobservasi maka fungsi utilitas dinyatakan dalam 2 komponen
yaitu komponen deterministik V,, ;. dan komponen stokhastik ¢, ;, sehingga fungsi
utilitasnya:

Unje=Vnje + €nje (2.1)

dimana, U, ,: utilitas pilihan ke-j untuk pembuat keputusan ke-n pada respon ke-t
Vo je - komponen deterministik yang memuat atribut dari pembuat
keputusan dan atribut dari pilihan yang dapat diobservasi.
&nje - Komponen stokhastik yang memuat atribut dari pembuat keputusan
dan atribut dari pilihan yang tidak dapat diobservasi.

Komponen deterministik V,, ;. dapat dimisalkan linier,

Voje = @je + ﬁ’thn + Yt,ant (2.2)

dimana, ;. : parameter konstanta untuk pilihan ke-j.
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B¢ - vektor parameter untuk atribut pembuat keputusan pada pilihan ke-j
untuk respon ke-t
X, : vektor variabel bebas yang menyatakan atribut pembuat keputusan
ke-n
Y. : vektor parameter untuk atribut pilihan pada respon ke-t.
Z, ;. -vektor variabel bebas untuk atribut pilihan ke-j pada pembuat
keputusan ke-n untuk respon ke-t
Diasumsikan, variabel random U, ;; memiliki sifat:
1. Kontinu, U, ;; € R, (R: real)
2. Completeness, yaitu untuk sembarang U, ;. dan U, dengan j # k, akan
memiliki salah satu sifat U, jz > Uy atau Upje < Uppe
3. Transitivity, disebut juga “rationality”. Jika, Upse < Upje dan Uy < Uy
maka U,.s; < Uyt
Beberapa sifat utilitas yang berkaitan dengan spesifikasi dan estimasi
parameter dalam model pilihan diskrit adalah sifat “Only differences in utility

matter”, penambahan dengan konstanta tertentu terhadap semua U, tidak akan
merubah utilitas tertingginya (peringkat utilitas). Sifat yang lain adalah “The scale
of utility is arbitrary”, dengan mengalikan setiap U,,;, dengan bilangan positif 1
tidak akan merubah peringkat utilitasnya.
Misalkan pilihan i adalah sembarang pilihan dimana (1 < i < ). Jika
U, merupakan fungsi utilitas pilihan ke-i untuk pembuat keputusan ke-n pada
respon ke-t maka probabilitas pembuat keputusan ke-n memilih alternatif pilihan i
pada respon ke-t (Y, = i) yang dinotasikan dengan P,,;; adalah probabilitas U,,;,
merupakan utilitas terbesar dibandingkan U,,¢, Uy, ..., Uy ¢ atau dapat
dinyatakan sebagai
Ppic =Pr (Y, = 1) = Pr(Upir > Upje, Vj 1 j # 1)
=Pr(Voie + €nie > Vije + €njo Vi 1 j # 1)
=Pr(Voie = Vije > €nje — &nie, Vi 1 # 1)

= Pr(ant < Vnit - gnjt + Enitrvj ] + l) (23)

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



10

2.3 Distribusi Normal

Distribusi normal adalah model distribusi kontinu yang paling penting
dalam teori probabilitas. Distribusi normal diterapkan dalam berbagai
permasalahan. Dua parameter yang menentukan distribusi normal adalah rataan
atau mean (i) dan standar deviasi (o). Selanjutnya, variabel acak X berdistribusi
normal dengan mean u dan variansi o2 dinotasikan dengan N (u, o2).

Fungsi kerapatan probabilitas (p.d.f) dari distribusi normal diberikan dalam
rumus berikut :

1 _(x_“)z

207 (2.4)

f&) =

dimana p adalah rata-rata (mean), ¢ adalah standar deviasi dan 7 = 3,14159 ...

e
o\21

Fungsi pembangkit momen (m.g.f) dari distribusi normal adalah sebagai
berikut,

M(t) = exp (,ut + aztz) (2.5)
2
Untuk penghitungan probabilitas Pr(X < x), digunakan standardisasi ke
distribusi normal standar dengan u = 0 dan variansi ¢? = 1 atau Z~ N(0,1),

dengan mendefinisikan,

sehingga
Pr(X <x) = Pr(X;'qu;'u)
:Pr( ZS%)

Fungsi kerapatan probabilitas (p.d.f) dari distribusi normal standar menjadi,

£ = el %)

dan fungsi pembangkit momen (m.g.f) nya adalah,

M(t) = exp <§>
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2.4 Distribusi Uniform

Misalkan X variabel random yang berdistribusi uniform jika dan hanya jika

X mempunyai fungsi densitas seperti berikut:

f(x:a,b):{ﬁ’untUkaSXSb (2.6)
0 , untuk x yang lain

dimana —oo < x < oo,

Distribusi ini dilambangkan dengan X~U(a, b)

Selanjutnya, mean, variansi dan momen dari distribusi tersebut adalah:

a+b

1. Mean=E(X) = 3

_n\2

2. Variansi = Var(x) = %
- ebt_eat

3. Momen= M.,(t) = o

2.5 Metode Maksimum Likelihood

Misalkan terdapat sampel acak Y3, Y,,..., Y, dari suatu distribusi yang
memiliki pdf f(y; 8): 8eQ, dimana 8 merupakan suatu parameter yang tidak
diketahui dan Q adalah ruang parameter.

Karena Y;, Y,,..., Y, adalah sampel acak, maka pdf bersama dari
Y1, Y,,..., Y, adalah:

FOrr e Vi 0) = (31 0) . f (V1 0) (2.7)

Fungsi likelihood didefinisikan sebagai pdf bersama dari Y;, Y5,..., Y, yang
dapat dianggap sebagai fungsi dari 8. Misalkan fungsi likelihood dinotasikan
sebagai L(6; y;, ..., y,) = L(6),maka

L(0) = f(y1, s Yi; 6)
= f(y;6) ... (V15 0)
=M1 f (i 0) (2.8)

Dalam metode penaksiran maksimum likelihood, taksiran dari @ diperoleh
dengan menemukan nilai @ itu sendiri yang memaksimumkan fungsi likelihood.
Misalkan dapat ditemukan suatu fungsi nontrivial dari y;, ..., y, yang disebut

dengan u(y;, ..., y), sedemikian sehingga ketika @ diganti dengan u(y;, ..., Vi)
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fungsi likelihood L(0) akan bernilai maksimum, maka statistik u(Y;, Y»,..., Y%)
merupakan penaksir maksimum likelihood (Maximum Likelihood Estimation
(MLE)) dari 6 dan dinotasikan dengan u(Y;, Y»...., Y,) = 8.

Mencari nilai 8 yang memaksimumkan fungsi L(@) akan memberikan
hasil yang sama dengan mencari nilai 8 yang memaksimumkan fungsi In L(8),
sebut 1(8), sehingga baik L(8) maupun [(@) dapat digunakan untuk mencari nilai

6. Jadi, nilai 8 yang memaksimumkan [(8) dapat diperoleh dengan mencari

. . aL(6 al(e
solusi dari persamaan % = 0 atau % =0.

2.6 Model Multinomial Logit

Model multinomial logit (MNL) merupakan perluasan dari model logit
dikotomi. Pada model logit dikotomi, variabel tak bebas terdiri dari 2 kategori
(biner atau dikotomi). Sedangkan pada model multinomial logit, variabel tak
bebas terdiri dari 3 kategori atau lebih (politomi). Pada model multinomial logit
ini diperlukan beberapa asumsi. Pertama, error dalam komponen utilitas
berdistribusi gumbel. Kedua, error antar alternatif pilihan saling bebas. Ketiga,
error antar individu saling bebas

Model multinomial logit biasa digunakan untuk memodelkan pilihan,
dimana pilihannya tidak terurut dan terdiri dari 3 kategori atau lebih. McFadden
(1974), Jonas A dan Jan U (2010) membuktikan bahwa model multinomial logit
dapat diturunkan dari konsep utilitas, dimana individu pembuat keputusan
diobservasi 1 kali (T=1).

2.6.1 Pembentukan Model Multinomial logit

Misalkan terdapat j = 1,2,...,J pilihan dan n = 1,2,...,N pembuat keputusan
yang diobservasi sebanyak 1 kali (T=1), maka U,,; merupakan fungsi utilitas
pilihan ke-j untuk pembuat keputusan ke-n. Fungsi utilitas dapat dinyatakan
sebagai:

Un = an + Enj

j
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dimana, U,; : utilitas pilihan ke-j untuk individu ke-n
V,.j - komponen deterministik yang memuat atribut dari pembuat
keputusan dan atribut dari pilihan yang dapat diobservasi.
&y komponen stokastik yang memuat atribut dari pembuat keputusan
dan atribut dari pilihan yang tidak dapat diobservasi.

Asumsikan &,; (j = 1,2,...,J) mempunyai distribusi kontinu dan saling bebas antar

individu pembuat keputusan dan antar alternatif.

Jika U,,; merupakan fungsi utilitas pilihan ke-i untuk pembuat keputusan
ke-n, maka probabilitas pembuat keputusan ke-n memilih alternatif pilihan ke-i
(Y, = i) yang dinotasikan dengan P,,; adalah probabilitas U,,; merupakan utilitas
terbesar dibandingkan U4, Uy, ..., Uy, atau dapat dinyatakan sebagai:

Poi=Pr (Y, =i) =Pr(U,; > U,;,Vje]:j#1i)
=Pr(Vy; + &ni > Vaj +&nj, Vj€] i jEd)
SPT Vil ; TRRE oV € ) 1)
= Pren; <Vni —Vj tén, Vje]ij#i) (2.9)
karena &,; (j=1,2,3....,J) variabel random kontinu, dan—oo < ¢,,; < oo sehingga:
Ppi =Pr{(eny < Vi = Vir + &ni )i(Ena < Vi = Viz + &5 ), (83 < Vi — Vigs
+ &ni oo (Engimt) < Vi = Vag=1y * &ni ) (Engieny < Vi — Vagisn

+ gni)a----a (gi] < Vni = Vn] + gni)}

=F{ el T )l RS = oy (Vi — Vingi-1)
+ gni)v (Vni kg Vn(i+1) £ gni)a---: (Vni Ty Vn] - gni)}

— ani_Vn] + &ni ani_Vn(Hl) + Eni ani_Vn(i—l) + &ni

— o -

Vni—Vn1 + éni
f f(Enl, ey gn(i—l)' En(i+1)l . Sn]) dgnlr . dsn(i—l)' dsn(i+1)' ey dgn]
—©0

:ani_Vn] + &ni ani_Vn(Hl) + &ni fvni_vn(i—l) + &ni

— o = J_o — o

Vni—Vni + éni
f_oo 1 {fsnif(gnl’ ...,€n]) dgni} dEnl, ...,dSn(l'_l), dgn(i+1)l ...,dgn]
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karena —co < g,; < oo maka,

_ani_Vn] + &ni ani_Vn(Hl) + &ni fvni_Vn(i—l) + &ni

—© oo —

Vni—Vn1 + &ni oo
f { f f(ents s €n)) d€ni}deny, o d€ngioay, dEn(isnys s dEny

—0oo
karena batas dari &, ..., &,; memuat &,; maka,

=f00 {ani_Vn] + &ni ani_Vn(i+1) + &ni ani_Vn(i—l) + &ni
S O .

) —

Vni—=Vn1 + &ni
[y X ) s AEn(im1) A€ (ip1)s e AEn e,

karena &g, ..., &,; saling bebas maka,

© Vni—Vn1 + &ni Vini—Vngi-1) t €ni
=f_oo{f_;l : mf(gnl)dgnl -"f_; it mf(gn(i—l))dgn(i—l)

f_V;i—Vn(iH) + €nif(€n(i+1)) den(i+1)

JLRI I f () den Y (En) A

=f" (Pr(ens < Vni—Vor + €n0)-Pr(ens < Vi — Viz + €00
Pren; <Vpi —Viz + €ni) e Pr(€n—1y < Vi — Vigio1y t €ni)-
Priengsn) < Vi —Vagery + &ni) = Pr(Eny < Vi —Viy + €10}
f(&ni)den;

= f_oooo H§=1 Pr(gnj < Vni T an + Eni)f(gni)dgni

J#i

= [0 ey Pr(en; < Vo = Voj + %) f(2)dx

JET!

Poi = [ Tt F(Voi = Vj + %) f(x)dx

JE

Untuk menentukan P,,; dapat dilakukan dengan cara mengasumsikan
distribusi dari €. Jika e diasumsikan berdistribusi nilai ekstrim tipe I (distribusi
gumbel) dengan a=0 dan n=1 maka model yang didapatkan adalah model

multinomial logit.
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Jika e diasumsikan berdistribusi nilai ekstrim tipe I (distribusi gumbel)

dengan a=0 dan n=1, maka P,; menjadi:

Poi = 7 Tl ey exp(—exp(—(Vi = Vij + ) exp(—2). exp{— exp(—x)}dx

i
[oe] _ _(Vni_vn'+x) _ P 4
= [ [.,e® T e e T dx
—00 ]—
j#1
—[*® J —enjTtniTX X
=J_ =€ e ¥e~¢ dx

Jj#i
misalkan k= e™*

dk _ _y n U
o€ maka dx = »

dk

x=—-002>k=0

x=0 2>k=0
sehingga,
Ppi= fo(:, H§=1 e=e ™ Mkg—k(Z1)dk
Jj#i
" fooo re H§=1 e~ Mk

Jj#i

— fooo e_k_ e(—evnl_vni)k e(_e"n(i—l)_”ni)ke(_evn(i+1)_’7ni)k

", —(zg:levn/_vni)k
:fo e ke  Jjmi dk

—(+] "Mk

=[] e ji dk

(14X ek

=limew | fye dk

~aaxd_ T bk

li e J#i
=My e Vyi—Vni
—(1+Z§:1€ nj~niy

J#i

0

eIk e
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—(+xd_ e"niTVniyg —(+xd_ "niTVniyg

J=1 J=1

. e Jj=i e Jj#i
—llma_ﬂ)o ] Vo i —Dors - ] Vo —Do:
CEo YR A BT D)

Jj#i Jj#i

1
(4] ")

Jj#i

1
(1+3]_, "7 nh)
J#i
1

= v o) v
e nl+2}.=16

nj
Jj#i
evni
eni

e m+2}.=1e J
J#i

= eVni

F oy U
Z}‘zle J

Jadi, probabilitas pembuat keputusan ke-n memilih alternatif pilihan ke-i (P,,;)

adalah:
e¥ni
e ST (2.10)
Rasio probabilitas untuk sembarang dua pilihan a dan b dapat dinyatakan
sebagai:
Po Pr(¥, =a)
P, Pr(Y, =b)
_ Zleevnil
- enb
Zleevnj
_ eVna
enb
= ¢ (Yna=Vnb) (2.11)
nilai logaritma natural dari rasio ini dinamakan dengan odd ratio, dinotasikan
dengan OR.
OR(a,b) =1n (P”—“) = In(era=nb) = v, — Vpp (2.12)
Pnp

Dalam model multinomial logit, rasio probabilitas untuk sembarang dua

pilihan tidak dipengaruhi oleh keberadaan alternatif pilihan yang lain. Jadi jika
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ada tiga pilihan a, b, dan ¢ maka rasio dari probabilitas a dibanding dengan b
tidak dipengaruhi oleh pilihan c. Asumsi ini dinamakan Independent of Irrelevant
Alternatives (I1A). (Train, 2003)

Asumsi Independent of Irrelevant Alternatives (I11A) berasal dari asumsi
awal yang menyatakan bahwa error antar alternatif pilihan saling bebas, dan
berdistribusi sama. Tetapi, pada prakteknya dalam kehidupan sehari-hari error
antar alternatif pilihan bisa tidak saling bebas sehingga menyebabkan asumsi 1A
tidak terpenuhi.

2.7 Matriks

2.7.1 Notasi Matriks dan terminologi
Definisi 2.1:
Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segiempat. Bilangan-
bilangan dalam susunan itu disebut entri dalam matriks tersebut.
(Anton H, 2000)

Setiap matriks memiliki ukuran, yang dinyatakan dengan banyaknya baris

dan kolom. Matriks berukuran mxn merupakan matriks dengan m baris dan n

kolom. Misalkan matriks A dengan entri-entrinya adalah (a;;).

all a12 aln
azq ass e Aop
Am1  Om2 we Amn

Matriks dengan hanya satu kolom disebut matriks kolom atau vektor
kolom. Matriks dengan hanya satu baris disebut matriks baris, atau vektor baris.

Matriks dengan n baris dan n kolom disebut dengan matriks persegi orde-n.

2.7.2 Matriks definit positif
Definisi 2.2:
Suatu bentuk kuadratik x’Ax disebut definit positif jika x’Ax > 0 untuk

setiap x # 0, dan suatu matriks simetris A disebut matriks definit positif

jika x'Ax merupakan bentuk kuadratik yang definit positif.

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



18

Teorema 2.1:
Suatu matriks simetris A merupakan matriks yang definit positif jika dan
hanya jika semua nilai eigen dari A bernilai positif.

(Anton H, 2000)

2.7.3 Vektor Acak

Definisi 2.3:
Suatu vektor acak adalah vektor dimana entri-entrinya terdiri dari
variabel-variabel acak. Serupa dengan itu, matriks acak adalah matriks di
mana entri-entrinya adalah variabel-variabel acak.

(Johnson dan Wichern, 1998)

Misalkan X = {X;;} adalah matriks acak berukuran n x p. Ekspektasi dari
X dinotasikan dengan E (X), adalah matriks n x p yang beranggotakan bilangan-

bilangan riil (jika nilai dari masing-masing E(X;;) ada)

£ O REE. )
0% e R

pog = P G e ECHa) 14
EXn)  EGnp) v EKnp)

dimana E(X;;) adalah ekspektasi dari variabel acak X;; dengan pdf terkait (dapat

berupa variabel acak bertipe diskrit atau kontinu).

Definisi 2.4:
Misalkan X = (X3 X5, ..., X,,)" adalah vektor acak berukuran p x 1. Maka
setiap anggota dari X merupakan variabel acak dengan distribusi
probabilitas marginal tertentu. VVektor mean, matriks kovariansi, dan
matriks korelasi dinyatakan sebagai,

Vektor mean:

E(Xy) Hq
E(X3) Uy

w=E@=| - |=|" (215
E(X, iy
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Matriks kovariansi:

X =Cov(X)
L=E[X-p& -

19

011 O12 O1p
021 022 O2p
r=| - : (2.16)
Op1  Op2 Opp
dengan 0 = O'iz = Var(Xl') dan O-ij = COU(Xi,Xj) untuk l:],z,p
Matriks korelasi:
1 012 NS T/
Vo12Vo22 Voi1,/opp
012 1 . _ %p]
p=| Vv @z {epp (2.17)
o1p G2p -
Vor1Jopp  Voza\opp 1
dengan p;; = —Y— untuk ij=1,2,....p adalah koefisien-koefisien korelasi dari
e W

variabel-variabel acak X; dan X;.

(Johnson dan Wichern, 1998)

2.7.4 Turunan terhadap setiap entri-entri pada vektor

Pada bagian ini akan dibahas mengenai turunan dari entri-entri suatu
vektor terhadap entri-entri vektor yang lain. Berikut ini diberikan definisi
mengenai turunan terhadap vektor.

Definisi 2.5:
Misalkan terdapat suatu vektor u = (u4, U5, ... U,,)" berukuran m x 1, dan

vektor v = (v4, V5, ... 1)’ berukuran n x 1, dan u merupakan fungsi dari

v. Turunan dari vektor u terhadap vektor v dinyatakan dengan

aul 3u2 aum
dvy Ovq ovq
aul 3u2 aum
du P Py
92 _ | 9v, 9w, dv, 2.18
v . . . ( )
duq; Odu, dum
dv, Ovp, vy,

Penaksiran parameter
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Definisi 2.6:
Misalkan terdapat suatu vektor u = (uy, U, ... u,,)" berukuran mx 1, dan
vektor v = (v4, Uy, ... v,)" berukuran n x 1. Turunan vektor u terhadap

vektor v’ diturunkan kembali terhadap vektor v dinyatakan oleh

aul auZ aum
avlz v dv, | v dvy
aul auZ aum
aZu a2 e
— | dvy0v,q ov; 0v,0vy 219
dv1dv . . . ( )
duq du, ' dum
dvpdv, 0Ovndv, LN Y4

(Johnson dan Wichern, 1998)

2.8 Faktorisasi Matriks

Faktorisasi atau dekomposisi matriks adalah pemecahan atau penguraian
suatu matriks menjadi matriks-matriks “sederhana”. Contoh matriks sederhana
adalah matriks triangular (segitiga atas, segitiga bawah, diagonal) atau matriks
orthogonal. Matriks-matriks ini dikategorikan “sederhana’ sebab ada beberapa
operasi matriks yang menjadi sederhana prosesnya karena matriksnya berbentuk
seperti itu. Misal, nilai determinan dari suatu matriks triangular adalah hasil kali
nilai-nilai pada diagonal utamanya.

Selanjutnya, terdapat berbagai macam tipe matriks berdasarkan
pengamatan ukuran maupun karakteristik dari entri matriks tersebut. Dengan
adanya berbagai macam tipe matriks menimbulkan pula berbagai macam cara
untuk memfaktorkan suatu matriks, diantaranya dikenal sebagai: faktorisasi LU,
faktorisasi QR, faktorisasi Cholesky. Penggunaan masing-masing faktorisasi
tersebut tergantung pada tipe matriks yang difaktorkan.

Beberapa faktorisasi atau dekomposisi yang sering digunakan antara lain:
a. Faktorisasi LU
Definisi 2.7:

Faktorisasi LU adalah faktorisasi yang menguraikan suatu matriks A

berukuran nxn menjadi dua buah matriks, yaitu matriks segitiga bawah(L.)

dan matriks segitiga atas (U) yang dinyatakan sebagai hubungan A = LU.
(Golub dan Van Loan, 1996)
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metode Eliminasi Gauss. Metode Eliminasi Gauss yaitu metode mereduksi suatu

matriks menjadi bentuk baris eselon tereduksi. Faktorisasi LU disebut sebagai
deskripsi high-level dari metode Eliminasi Gauss karena faktorisasi LU
menyimpan matriks hasil dari Eliminasi Gauss (matriks segitiga atas-U) dan
menyimpan faktor-faktor pengalinya (matriks segitiga bawah-L).

Secara umum, faktorisasi LU dapat dijelaskan sebagai berikut:

1. Matriks segitiga atas (U) merupakan matriks yang dihasilkan oleh metode

Eliminasi Gauss.

2. Matriks segitiga bawah (L) merupakan matriks dimana diagonal utamanya

bernilai 1, sementara nilai yang lainnya merupakan negatif dari faktor pengali

yang bersesuaian.
Secara khusus, misalkan matriks A matriks simetris berukuran 3x3, yaitu:

a1 Q12 Qg3
A =0z Qz Qa3 | makahubungan pada faktorisasi LU menjadi:
Az A3z (0433

a1 Q2 Qg3 liy, 0 0y /U1p Uz Ugs
Az1 Qz2 A3 |=|ly; L, O 0 up U
azq A3z O3z l31 l32 l33 0 0 U3z3

I,y 0 O Ur Uz Uss
dimana, L = (lm l,, 0 > dan U = ( 0 uy u23>. Persamaan diatas
0 0 uj;

l31 13 33
menyebabkan,
Ay = LUy, Gip = Lqugp, dan agg = Ly

Ay = lauyy,  Gp = LyjUyy + bppttny, dan apg = L 1ug3 + [russ

A3q = l31uy1,  A3p = l31Ugp + 35U, 0an agz = 31143 + [35U53 + [33Us3

b. Faktorisasi QR
Definisi 2.8:

Faktorisasi QR yaitu faktorisasi yang menguraikan suatu matriks B

berukuran mxn menjadi dua buah matriks, yaitu matriks orthogonal (Q)

dan matriks segitiga atas (R) yang dinyatakan sebagai hubungan B = QR.

(Golub dan Van Loan, 1996)
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Secara khusus, misalkan matriks B matriks berukuran 4x3, yaitu:

by b1z Dy3
b b b . -
B=|*" ?* % | makahubungan pada faktorisasi QR menjadi:
b3y b3y bss
byr  bax bz
b
11 bz b3 i1 Gz Q13N . L 7
byr bz bas | _ (421 Q22 Qa3 0
= T22 T23
by; by, bss 431 432 (33
0 0 133
byy by, bys Q41 qa2 Qa3
911 12 413 T Tz Tis
dimana, Q = 221 Zii Z;: danR:(O T22 7‘23). Persamaan diatas
a1 Yqa2 Qa3 A e
menyebabkan,

b1 = q11711, b1z = QuiTi2 T Quz722, daN by3 = 4T3 + Gi2723 + Gr3T33
by1 = qa1T11,b22 = Q21712 + Q22722 daN by3 = qa1713 + G22723 + G23733
b3 = q31711, b3z = 31712 + q32722, 0aN b33 = q31733 + G32723 + G33T33

ba1 = QaaT11,baz = Qa1T12 + QazT22, 08N byz = qu1713 + GazT23 + Gaztsz

c. Faktorisasi Cholesky

Definisi 2.9:
Faktorisasi Cholesky yaitu faktorisasi yang menguraikan suatu matriks A
yang symmetric definite positive menjadi dua buah matriks, yaitu matriks
segitiga bawah ( C ) dan €T yang dinyatakan sebagai hubungan A = €CT.

(Golub dan Van Loan, 1996)

Sebagai ilustrasi, misalkan matriks H sebagai berikut,

hll hlz ann hln
hyr hyy o hop
H=| - . ' * |dengan h;; =hy; (i=1,..,ndanj =1,..,n)
hnl hnz hnn
C11 0 . 0 €11 C12 = Cin
Co1 Cyo . 0 0 Coo e Cop
AmbilC =] - " |makacT = o
Cnl an Cnn 0 0 Cnn
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Bentuk faktorisasi Cholesky dari matriks H berukuran nxn adalah:

hi1 hiz o hap ci1 0 w0 €11 C12 = Cin
h21 h22 e hzn C21 C22 e 0 0 C22 e C27’l
hnl hnz as hnn Cnl an T Cn_n_ 0 0 T Cnn

Dengan menyelesaikan persamaan di atas, maka diperoleh:
hy = Yoyl dan hy; = Z;;“ii‘j CipCjp, dengan i# j.
2.8.1. Faktorisasi Cholesky

Selanjutnya, secara khusus akan dibahas mengenai pembentukan
faktorisasi Cholesky. Proses pembentukan faktorisasi Cholesky ada 2 cara, yaitu
dengan menggunakan Eliminasi Gauss dan menghitung secara langsung, berikut

akan dibahas 2 cara tersebut.

a.. Menggunakan Eliminasi Gauss
Langkah-langkah menghitung faktorisasi Cholesky menggunakan

Eliminasi Gauss adalah sebagai berikut:

1. Bentuk faktorisasi LDMT yang didapat dari faktorisasi LU ( faktorisasi LU
didapat dari Eliminasi Gauss).
Teorema 2.2:

Misalkan terdapat matriks A berukuran n x n. Jika semua submatriks

utama dari A e R™"™ adalah tidak singular, maka ada secara unik matriks

segitiga bawah L dan M dan suatu matriks diagonal D sedemikian
sehingga A = LDM? dan disebut faktorisasi LDMT.

(Golub dan Van Loan, 1996)

Bukti:

Matriks A dapat difaktorisasi menjadi A = LU dengan menggunakan hasil
yang didapat dari Eliminasi Gauss. Pada faktorisasi LU, matriks L adalah matriks
segitiga bawah yang merupakan matriks yang menyimpan faktor-faktor pengali
yang didapat dari Eliminasi Gauss, sehingga matriks L yang dihasilkan adalah
unik. Kemudian bentuk matriks diagonal D = diag(d4, d,, ...d,;) dengan
d; = u;;, i = 1:n. Sehingga didapat matriks D adalah sebagai berikut,
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u;; 0O 0

0 uy 0

D=| 0 0 0
. . . 0

0 0 = Upn

Karena submatriks utama dari A € R™" adalah tidak singular, maka matriks D
adalah tidak singular. Selanjutnya definisikan suatu matriks M, dengan

MT = D~'U adalah matriks segitiga atas, karena matriks U adalah matriks hasil
dari Eliminasi Gauss maka matriks U adalah unik sehingga matriks D unik dan
matriks M pun unik. Kemudian matriks A dapat difaktorisasi menjadi A = LU =
LDD™'U = LD(D~'U) = LDMT.

Contoh:
4 6 7

Misal A = (3 10 3 )dan memiliki faktorisasi LU sebagai berikut:
2 00

1 0 0 4 6 7
LS <0.75 1 0) ,U = <0 5.5 —2.25), maka Kita dapat membentuk
05 036 1 0 0 6.32

faktorisasi LDMT, yaitu A = LDMT, dimana:

1 0 0 4 0 0
L=1075 1 0}, D=|0 55 0
05 036 1 t w s

1 15 175
M T=DW=|0 1 -045
0 0 i

2. Bentuk faktorisasi LDLT yang didapat dari faktorisasi LDMT pada langkah 1.
Teorema 2.3:
Jika A = LDMT adalah faktorisasi LDMT dari matriks simetri tidak
singular A, maka L = M dan disebut faktorisasi LDL.
(Golub dan Van Loan, 1996)
Bukti:
Matrik M~1AM™T = M~1LDM™M~" = M~*LDI = M~'LD adalah
matriks yang simetrik, segitiga bawah dan diagonal. Karena D tidak singular, ini

mengimplikasikan bahwa matriks M~1L adalah matriks diagonal juga. Dari bukti
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pada teorema 2.2 diketahui bahwa M~ adalah matriks segitiga atas dan diagonal

dari matriks segitiga bawah L adalah bernilai 1 maka M~1L =] atau M = L.

Contoh:

30 -—-20 -10
Misal A = —20 55 —10 |dan memiliki faktorisasi LU sebagai berikut:

-10 -10 50
1 0 0 30 -20 -10
L=1|-0.67 1 0], U=(0 4167 -16.67 |, makaKkita
-033 —-04 1 0 0 40

Dapat membentuk faktorisasi LDMT, yaitu A = LDMT, dimana:

1 0 0 30 0 0
L=1|-0.67 1 0 ,D=(0 4167 O

-033 -04 1 0 0 40

1 -0.67 -0.33
MT=Dlu=1|0 1 —0.4
0 0 !

Terlihat bahwa M = L, sehingga faktorisasi LDMT pada matriks simetri menjadi
faktorisasi LDLT .

3. Bentuk faktorisasi Cholesky (€CT) yang didapat dari faktorisasi LDL" pada
langkah 2.
Teorema 2.4:

Jika A € R™" adalah matriks simetri definit positif, maka ada matriks

segitiga bawah € € R™" dengan nilai pada diagonal positif sedemikian

sehingga A = €CT dan disebut faktorisasi Cholesky.
(Golub dan Van Loan, 1996)
Bukti.

Dari faktorisasi LDLT, terdapat matriks segitiga bawah L dan matriks
diagonal D = diag(d,, d,, ... d,) sedemikian sehingga A = LDLT. Karena d;
positif untuk setiap i=1,2,...n, maka dapat didefinisikan suatu matriks segitiga
bawah C, dimana € = LD"/?. Sehingga A = LDLT = LDY/?>D'/2LT =

1
LDz(LD'?)T = ¢cC".
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Contoh:
Dari contoh nomor 2, matriks A adalah simetri definit positif, maka kita bisa
membentuk faktorisasi Cholesky, yaitu A = €CT, dimana:

5.48 0 0
C=LDY? =|-365 6.46 0
—-1.83 —-2.58 6.32

b. Menghitung secara langsung
Pada metode langsung, untuk mencari faktorisasi Cholesky adalah dengan

cara menyamakan persamaan A = CC”.

Contoh:
1 4 5 C11 0 0
Misalkan terdapat matriks A={4 20 32 |danC =|cy; €3 O ) adalah
3

5 32 64
Faktorisasi Cholesky dari A, maka:

Cyr B SE0) €11 C21 (3 el 35
(CZ] Cyo 0 )( 0 Ca2 C31> = <4 20 32)
€33 € €3/ \0 0 c3 5 32 64

C11C11 = Q41 = C11 = (all)l/z o (1)1/2 —=q

C31 C32 C3

Kolom 1

€21C11 = Az > €1 = Ay /1y =4/1=4
C31C11 = @31 = €39 = A31/cy =5/1=5
Kolom 2
C21C21 F C22C2p = App > Cpp = (A — 5'21021)1/2 = (20— 16)1/2 =2
C31C21 F C32C2p = A3z > €33 = (A33 — C31C21)/C22 = (32 —-20)/2 =6
Kolom 3
C31C31 T C32C3p + C33C33 = Q33
= C33 = (@33 — C31C31 — C32C32)"/? = (64— 25— 36)"/? = 1.73
1 0 0
Sehingga, C=(4 2 0

5 6 173
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BAB 3
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan bagaimana pembentukan model multinomial
probit dengan menggunakan teori utilitas dan menentukan taksiran parameter dari
model multinomial probit dengan menggunakan metode maximum simulated

likelihood yang berdasarkan pada metode simulasi GHK.

3.1 Model Pilihan Diskrit

Model pilihan diskrit adalah pemodelan dengan mengasumsikan bahwa
pembuat keputusan menentukan pilihan diantara sekumpulan pilihan yang
tersedia. Dalam memilih suatu alternatif pilihan, setiap orang akan
mempertimbangkan semua alternatif pilihan yang tersedia, kemudian
mempertimbangkan sifat-sifat dari alternatif pilihan tersebut, baik keunggulannya,
kelemahannya ataupun spesifikasi dari pilihan tersebut.

Untuk memilih suatu pilihan yang terdiri dari dua alternatif atau lebih,
pembuat keputusan menggunakan suatu aturan keputusan. Salah satu aturan
keputusan yang sering digunakan dalam model pilihan diskrit adalah
maksimalisasi utilitas atau utilitas maksimum. Dimana utilitas atau nilai guna
didefinisikan sebagai kepuasaan atau kenikmatan yang diperoleh seseorang dari
mengkonsumsi suatu barang. Jadi, pembuat keputusan memilih suatu alternatif
pilihan yang memiliki utilitas paling maksimum.

Misalkan terdapat N individu pembuat keputusan, yang masing-masing
diobservasi sebanyak T respon, dan misalkan terdapat J alternatif pilihan. Maka,
secara umum utilitas pembuat keputusan ke-n memilih alternatif ke-j pada respon
ke-t dapat dituliskan sebagai,

Unje = Vije + €nje (3.2)
untukn =1,2,...,N;j=1.2,...,Jdant =1,2,....,T
dimana, V,,;.: komponen deterministik yang memuat atribut dari pembuat

keputusan dan atribut dari pilihan yang dapat diobservasi.
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&nje + kKomponen stokastik yang memuat atribut dari pembuat keputusan
dan atribut dari pilihan yang tidak dapat diobservasi.

Berdasarkan utilitasnya, probabilitas pembuat keputusan ke-n memilih
alternatif ke-i pada respon ke-t adalah,

Pyie = Pr(Upie > Uyjp) Untuk Vj # i dan vt

= Pr(Voie + €nie > Voje + €nje) UNtUK Vj # i dan Vt

= Pr(Voie — Vije > &nje — €nie) UNtUK Vj # i dan Vt (3.2)
dengan,

D= e, T

Jika T=1 maka persamaan (3.2) menjadi model univariat. Jika J=2 maka
persamaan (3.2) merupakan model biner (binomial), dan untuk J yang lebih dari
dua persamaan (3.2) merupakan model multinomial. Dan jika pembuat keputusan
membuat keputusan sebanyak lebih dari satu (T>1) maka persamaan (3.2)
menjadi model multivariat.

Secara ringkas dapat dilihat pada tabel di bawah ini,

Tabel 3.1 Jenis-Jenis Model Pilihan Diskrit

Alternatif pilihan = (J) J=2 J>2
Banyak respon (T)

T=1 Model biner univariat | Model multinomial univariat

(Model multinomial)

T>1 Model biner Model multinomial

multivariat multivariat

Beberapa model pilihan diskrit yang banyak digunakan adalah model
logit, model Generalized Extreme Value (GEV), dan model probit. Selanjutnya,
yang akan dibahas lebih lanjut adalah model multinomial univariat probit (model

multinomial probit).
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3.2 Model Probit

Model probit adalah salah satu model yang dapat digunakan untuk
memodelkan pilihan, dimana pilihannya tidak terurut. Model probit memerlukan
asumsi distribusi normal untuk komponen error pada utilitas di persamaan (3.1),
yaitu ¢, ;, berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi 62, maka pdf dari ¢,

adalah :

1 _Enjp)?

Q)(gnjt) 2 (2ma2)1/2 e 20° (3.3)

Tujuan analisis dari model probit adalah menghitung probabilitas pembuat

keputusan dalam memilih sebuah pilihan.

3.2.1 Model Multinomial Probit

Model multinomial probit adalah model yang mengasumsikan bahwa
pembuat keputusan dalam memilih alternatif pilihan hanya diobservasi satu kali
(T=1), sehingga model utilitas untuk pembuat keputusan ke-n memilih alternatif
pilihan ke-j menjadi,

USES VB ; (3.4)

untukn=1,2,...,Ndanj =12, ....,J.
dimana, V;,;: komponen deterministik yang memuat atribut dari pembuat

keputusan dan atribut dari pilihan yang dapat diobservasi.

&y + komponen stokastik yang memuat atribut dari pembuat keputusan

dan atribut dari pilihan yang tidak dapat diobservasi.

Komponen deterministik V,,; dapat dimisalkan linear, yaitu
Voj =aj+B'i X, +V'Zy; (3.5)

dimana «; : parameter konstanta untuk pilihan ke-j

B : vektor parameter untuk atribut pembuat keputusan pada pilihan ke-j

X,, : vektor variabel bebas yang menyatakan atribut pembuat keputusan

ke-n

Y : vektor parameter untuk atribut pilihan.
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Z,; . vektor variabel bebas untuk atribut pilihan ke-j pada pembuat

keputusan ke-n

Selain itu, asumsi penting dari model multinomial probit adalah vektor
£, = (&n1, Eng, -+, £y;)" berdistribusi normal multivariat dengan mean vektor 0

dan matriks kovariansi Q.
Probabilitas dari pembuat keputusan ke-n memilih pilihan ke-i adalah:
Poi = Pr(Up; > Uy, V) #0) (3.6)
=Pr(Vy; + € > Vyj + €55, Vj # 1)
=Pr (Vi — Vaj +&ni > €y, V) # 1)
=Pr(en; <Vpi —Vj + €00, VJ # 0)
karena &,; (j = 1,2,3....,J) variabel random kontinu, dan—oo < &,; < co sehingga:
Ppi =Pr{( &ns < Vi = Var + i )i( Ena < Vo= Vaz + €43)i( Ens < Vi — Vi
o TR (o 1) < Vil Pt t Spi ), Comerrn sl — Vit

i gni)a----a (gn] < Vni o Vn] + eni)}

:F{(Vni i an r gni)v (Vni = Vnz + eni):( Vni =¥ Vn3 15 gni)s---a( Vni =) Vn(i—l)
R — VIR R | )

Vipi=Vnj + eni ani_Vn(Hl) + &ni fvni_vn(i-l) ¥ Eni
b o L

Vni=Vn1 + eni
f f(gnl' e g gn(i—l)l En(i+1)' Tae'y Snj) dgnlr sy dgn(i—l)' dgn(i+1)' . den]
—©

:fvni"vn] + &ni ani_Vn(i+1) + &ni fvni_vn(i—l) + &ni

I
—Co —0o — 0

Vni—=Vn1 + eni
f { f f(ents s €np) d€ni}dens, oo, dengioay, dEp(iprys s dEny
€ni

— 00

karena —oo < g,; < oo maka,

:ani_Vn] + &ni ani_Vn(i+1) + &ni ani_Vn(i—l) + &ni

— oo —0

Vni—Vn1 + &nip @
Jo R T [ f(€n1s s €ny) Eni3dens, v, AEn(im1y Aen(isnys wor Ay
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karena batas dari &,, ..., £&,; memuat &,; maka,

0 ~Vpi=Vnj+éni Vni=Van(i+1) + €ni (Vai—Vn@-1) t ni Vni=Vn1 + €ni
P, = f {f f f f f(anl,...,en])
—00 —00 _ —

(o] —00 [o0)

denqy oor AEn(i—1) AEn(is1) v Ap }dep; (3.7)
En1, -, Eny diasumsikan berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi 1.
Integral pada persamaan (3.7) tidak dapat diselesaikan secara analitik, oleh karena
itu diperlukan simulasi numerik untuk menyelesaikannya.
Persamaan (3.7) adalah integral dimensi J atas error ,,;, j=1,2,...,J. Untuk
menyederhanakan pengintegralan, dapat dilakukan modifikasi pada fungsi utilitas,
yaitu dengan cara melakukan pengurangan pada setiap utilitas U,,; dengan U,,;,

Vj # i. Maka, probabilitas pilihan dapat dinyatakan sebagai intergral berdimensi
(J-1) atas selisih diantara errornya. Misal diambil selisih terhadap alternatif i,
maka dapat didefinisikan :

Unji = Unj — Unis Vojii = Vaj — Vi, dan &, = €nj — &ni (3.8)

Definisikan VeKtor &,; = (€n1,4, €nzis - En(ic1),ir En(it1)is =+» Enj,i ) Yang
berdimensi J-1. Karena selisih dua distribusi normal adalah berdistribusi normal,
maka &,; ~N(0, Q;).

Maka, probabilitas pembuat keputusan ke-n memilih alternatif ke-i
menjadi:

Pni =Pr(Un;; <0,Vj #1i)

=Pr(Vyj; + €, <0,Vj #1i)

= Pr(enj; < —Vpju Vj # 1) (3.9)
Karena &,;; (j = 1,2,3....,J) variabel random kontinu, dan—co < ¢,,;; <
sehingga :
Pri = Pr{( €n1,i < Vo1 )i( &n2i < —Vazi Ji( €nzi < —Vazi oo Engimyi <

—Vati-n,i) Encirn)i < Vs, o Engi < —Vay i)}

=F{(—Vo1,1), (Vaz, ), (—Vaz)se o =Vigio1),0)s (=Vacir1),)s-- s (Vg )}
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Vi “Vai+n,i ~Vng-1),i —Vnai
= f .[ f f f(gnl,il ey gn(i—l),il gn(i+1),il ey gn],i)
— 00 — 00 — 00

—0o

dgnl,if . dgn(i—l),i' den(i+1),i' ey den},i

N A I e B (G

den1,is - r AEn(iz1),i> AEn(iv1),ir -+ AEnyi (3.10)

dimana,

~ 1/2

1 1)
f(&ni) = am-orae XPl=5Eni & En,l (3.11)

P,,; pada persamaan (3.10) merupakan integral berdimensi (J-1).
dimana,
Vaji =Voj —Vi=a; + B';X,, +V'Zy; —a; + B' X, + V' Zy;
= (aj —a;)+ (ﬁ'j - GF) X, LagtZ. — 2N
=i+ p i Xy +V' Znj—Zy) (3.12)
dan persamaan (3.10) disebut sebagai model multinomial probit.
Untuk menghitung P,,;, memerlukan matriks kovariansi dari &, ; yang di
dapat dari selisih error antar alternatif. Matriks kovariansi dari &, ; dapat
diturunkan secara langsung dari €.

Misalkan,

U, = (Upy, .. ' & B0 0 - B ... - )
dan Uy = (Unais oors Ungiz1y, Uncieyio = Unj i)

dimana,

Un1,i =Up1 — Unis UnZ,L' = Upz — Upis..., Un],i = Uny — Uni.

Sehingga U, ; bisa diperoleh dari persamaan matriks berikut,
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Kolom ke-i

10 -1 o\ /U,
o1 .. -1 .. 0 ]
Uni = (Unspp oo Ungi) = | . = o = || Ung
00 o -1 .. 1/\Uny
Un,i = MiUn

= Mi(Vn ity En)

= MiVn =+ Mign

= Vn,i - En'l' (313)

M; adalah matriks berukuran (J-1) x J yang diperoleh dari menambahkan
1 kolom yang bernilai “-1”” pada kolom ke-i matriks identitas yang berukuran

(J-1). Sehingga matriks kovariansi untuk &, ; adalah,

Kov(U,;) = Kov(M;V, + M;&,) = Kov(M;g,) = M; O M'; = Q,

3.2.1.1 Maximum Likelihood Estimator (MLE) untuk model multinomial probit

Selanjutnya akan dicari taksiran parameter model multinomial probit

dengan menggunakan metode Maksimum Likelihood Estimator (MLE).

Misalkan variabel dependen Y memiliki J kategori, yaitu j = 1,2, ... /.
Untuk membentuk fungsi likelihood, bentuk terlebih dahulu J variabel biner yaitu
Yn1»Yn2s - Yoy dimana, jika Y, =i;1<i </ maka y,; =1 untukj = i, yaitu
Jika pembuat keputusan ke-n memilih alternatif ke-i, dan y,,; = 0 untuk j # i,
yaitu jika pembuat keputusan ke-n memilih alternatif selain i, sehingga
X1 Vnj = L.

Misalkan parameter-parameter yang ditaksir pada P,; dikumpulkan dalam

suatu vektor @, maka fungsi likelihood untuk parameter 8 adalah,

L) =TI, [P2r R .. P (3.14)
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Fungsi log likelihoodnya adalah,

N
n n In
InL(6) = In (H P2 Py . )
n=1

— \'N Yn1 pYn2 Inj
=S¥ In|P2M PR LB

=Zg=1(1n[13nyfl] + In[P%2] + -+ In P
Z PJ’n}

=Zn=1 Z,-=1 J’njln[Pnj] (3.15)
6 adalah nilai 8 yang memaksimumkan In L(8). Selanjutnya akan dicari
turunan pertama dari fungsi log-likelihood (3.15) yaitu,
dinL(6) % a(Zﬁ:l j= 1ynjln[Pn}])
0 06
6ln[Pnj]

1 aPnj

h YR I L (3.16)

Untuk titik maksimum, turunan pertama dari suatu fungsi bernilai O sehingga

1 0Py
o W Che 5, =0 (3.17)

3.2.1.2 Maximum Simulated Likelihood Estimator (MSLE) untuk model

multinomial probit

Pada model multinomial probit, P,,; berbentuk persamaan yang melibatkan
integral rangkap yang tidak dapat dihitung secara analitik sehingga diperlukan
metode simulasi untuk menghitung parameter-parameternya. Beberapa metode
taksiran parameter pada model pilihan diskrit yang berdasarkan simulasi terhadap
fungsi probabilitasnya antara lain metode Maximum Simulated Likelihood (MSL),
metode Simulated Score (MSS), dan metode Simulated Moment (MSM). Metode
yang sifat-sifatnya sama dengan MLE yaitu konsisten, normal asimtotis dan
efisien adalah MSL (Gourieroux dan monfort, 1993). Oleh karena itu, metode

yang akan digunakan adalah metode Maximum Simulated Likelihood (MSL).
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Misalkan P, ; adalah nilai P,,; pada MLE yang dihitung menggunakan
metode simulasi. Fungsi simulated likelihood diperoleh dengan mensubstitusi

nilai P,; dalam fungsi log-likelihood pada persamaan (3.16) dengan nilai simulasi

ﬁnj. Sehingga fungsi simulated log-likelihood nya adalah,

simInL(8) = sim (TN_, 3’ i= njin[Paj]) = N Y- I Yniin[Py;]  (3.18)

Misalkan 8, adalah nilai 8 yang memaksimumkan simln L(8).
Turunan pertama fungsi simulated log-likelihood nya adalah,

dsiminL(0) B G(ZL Z§=1 ynjln[f)nj])

00 B 00
r aln[Py;]
_Z IZ] 1 n] aaj
i Ynj OPnj
SN (3.19)

Untuk titik maksimum, turunan pertama dari suatu fungsi bernilai O sehingga

OSLmlnL(B) z z yn} aPn,
n=1 ]1 nj

3.2.1.3 Metode Simulasi GHK untuk model multinomial probit

Pada subbab sebelumnya, telah dibahas bahwa untuk mencari parameter
dengan bentuk persamaan probabilitas yang tidak sederhana yang melibatkan
integral rangkap dibutuhkan suatu metode simulasi. Oleh karena itu, digunakanlah
metode MSL untuk mencari taksiran parameternya. Walaupun nilai parameternya
telah dapat ditentukan dengan menggunakan MSL, persamaan probabilitas model
multinomial probit tetap masih berbentuk integral rangkap yang tidak dapat
ditentukan nilainya secara analitik. Maka, diperlukan metode simulasi lagi untuk
mencari nilai dari probabilitasnya. Simulasi yang akan digunakan adalah simulasi
GHK (Geweke Hajivassiliou Keane).

Pada subbab ini akan dijelaskan bagaimana menghitung probabilitas
dengan menggunakan simulasi GHK, yang mana hasilnya berupa simulasi
probabilitas. Pada simulasi GHK ini, akan digunakan faktorisasi atau dekomposisi

matriks, dan faktorisasi matriks yang digunakan adalah faktorisasi Cholesky.
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Faktorisasi Cholesky digunakan karena metode ini lebih efisien dari segi
waktu iterasi bila dibandingkan dengan metode iteratif penyelesaian SPL (Sistem
Persamaan Linear) yang lain, karena SPL yang dicari bujur sangkar dan memiliki

struktur symmetric definite positive.

Misalkan C; adalah faktor cholesky dari €;, yaitu memenuhi persamaan
Q,; = C;C’; , maka dengan mengambil &, = C;n, maka persamaan (3.13)
menjadi,

Un,i = Vn,i + Cinn (320)

dimana C; adalah matriks berukuran (J-1)x(J-1), dan 1, ; = (M1, -+ 1(j=1)n)
dengan n,,~N(0,1) Vj (bukti pada lampiran 1)
Faktor Cholesky C; pada persamaan (3.20) di atas adalah :

c;; O o B 0
P | S O Rl - Ldimana T Ll
Cm1 Cm2 Cm3 . Cmm

Maka persamaan (3.20) dapat dituliskan secara eksplisit menjadi:
Un],i = ni,i + C11M1n
Unzi = Vnzi + C21Min + €22M2n

Unzi = Vazi + C31M1n + C32M2n + C3373n

Uni-1),i = Va@-1),i T Ci—n1Min + Cli—1)2M2n + = + €1y i) Mi-1)n

Un(i+1),i = Vaqen)i T Caflin + Ci2lzn + - + Ciflin

Un],i = Vn],i + Cmilin i Cm2M2n o Cm3lan + ot CrnmMmi
Probabilitas pembuat keputusan ke- n memilih alternatif ke-i adalah sebagai
berikut:

Pni = Pr(Un;; <0,Vj #1i)

= Pr(Unl,i < 0, Unz'i < 0; ey Un],i < 0)
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= Pr (nln < _:nl,i) Pr (n2n < _(Vnz,i+C21Tl1n) |771n < _an,i).

11 C22 C11

_an,i

1M <—"— 72n <
11

—(Vna,itCz1Min+Ca2M2n)

Pr (n3n <

—(Vna,i+c21m1n) —Variteminint - +emm-1)"m-1)n)
—) P e < Ini: <

Cmm

C33

C22

Vi —(Vn(]—l),i+C(m—1)1Thn+“‘+C(m—1)(m_2)77(m—z)n)
_, ""r](m—l)n < (321)

C11 ¢(m-1)(m—-1)

Simulator GHK dihitung menggunakan langkah-langkah sebagai berikut :

1. Menghitung Pr (i, < =) = @ (—211)
dengan & (.) adalah cdf distribusi normal.
2. Mengambil sebuah nilai 1, yang diberi label 7" dari distribusi normal

terbatas di atas pada — % Pengambilan dapat dilakukan dengan cara:
11

a. Mengambil sebuah nilai " dari distribusi uniform standar.
F ) —g-1{,,@) _ Vi ; :
b. Menghitung n, " = ®~ " { p; P F (penjelasan pada lampiran 2)
11

3. Menghitung :

()
—(VnZ,i + Czﬂhn) 3 (r)> " _(Vnz,i T Czlnlr )

Pr(’?z < 1 =M

Cyo C22

4. Mengambil sebuah nilai n, yang diberi label ng” dari distribusi normal

S (r)
standar yang terbatas di atas pada sl i’ il Pengambilan ini dapat

C22

dilakukan dengan cara :

a. Mengambil sebuah nilai ug” dari uniform standar.

X (r)
b. Menghitung n{” = &~ (Mgr)fb <_M>>

C22

5. Menghitung:

- 3,i T C317M1 + C3272
Pr (ns < Iy =", = né”)
33
— & _(Vns,i + szir) + C32U§r)
C33

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Misdawita, FMIPA Ul, 2011



38

6. dan seterusnya untuk semua alternatif kecuali alternatif ke-i

7. Probabilitas simulasi pada pengambilan ke-r dari n,, 15, ...n,, adalah:

Pnl

C11 Ca2 C33

(r)
~ (T) _ (I) (_an,i) (I) _(Vnz,i + C21771 ) q) <_(Vn3,i -+ C31n§r) + C32ngr)>

D (_(Vn],i‘*'cmlngr) +C(m—1)2n§r)+'“+Cm(m—1)77£rrz)) (322)

Cmm

8. Mengulangi langkah 1-7 untuk r=1,2,...,R.

9. Probabilitas simulasinya adalah

B =<3k, By (3.23)

3.2.1.3 Simulasi GHK dalam MSLE

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa untuk menghitung taksiran
parameter pada model multinomial probit digunakan metode maximum simulated
likelihood estimator (MSLE) dan juga dijelaskan bagaimana menghitung simulasi
probabilitas dengan menggunakan simulasi GHK. Oleh karena itu pada bab ini
akan dibahas bagaimana mencari taksiran parameter 8,,5, berdasarkan simulasi
GHK, karena dalam mencari taksiran parameter 8,,, simulasi probabilitas yang
akan digunakan adalah simulasi probabilitas pada simulasi GHK.

Dalam model multinomial probit pada persamaan (3.10), parameter yang
akan ditaksir berada pada batas-batas dari integral dalam persamaan tersebut,
yaitu Vg iy eoos Vingio1),i0 Vngiwa),ir -+ Vg ,i- Dimana,

Vaji =Vnj = Vai =+ B ;X0 +V'Zy; — (a; + B' Xy + V' Zy;)
=(aj—a;) + (B, = B')Xn + V' (Znj — Zni)
=aj;+ B i Xn+V Znj — Zy)

Sehingga parameter yang akan ditaksir adalah

A1, s Ay P11, ""ﬁpl,i' ---,,31(1'—1),1': '"r,Bp(i—l),iuBI(Hl),i' -"lﬁp(i+1),i' o

ﬁu,i: ---:ﬁp},i:]/p T
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Selain itu, karena komponen stokastik &, ; pada model multinomial probit
berdistribusi normal dengan mean 0 dan matriks kovariansi €;, maka matriks
kovariansi Q; perlu ditaksir juga. Pada bab sebelumnya Q; telah didekomposisi
dengan menggunakan faktorisasi Cholesky, sehingga yang perlu ditaksir adalah
komponen-komponen pada faktor Cholesky C.

Misalkan parameter-parameter yang akan ditaksir tersebut disusun dalam
satu vektor @ = (B, c) dengan B = (q i, «oer Q1 i, Pr1is s Pp,is oo Bi(im1)ir oo
Bp(i=1),ir Bi(i+1),ir = » Bp(i+1),ir =1 Baf,is s Pp i Vir o ¥Vq) daN € = (€11, C21, wovy
Cm1r C225 +» Cams -, Cn) Yang dapat diestimasi menggunakan fungsi log-
likelihood simulated.
simInL(8) = sim (XN_, Z§=1ynj m[P,;])=3N_, Z§=1ynjln[13ni] (3.24)

Substitusi persamaan (3.23), maka fungsi log-likelihood simulated menjadi,

: RN 1 T
simInL(0) = Z z Y aigiile —Z P,;
n=1 j=1 R =1

Untuk mendapatkan taksiran dari 8, akan dicari turunan dari fungsi log-

likelihood simulated model multinomial probit. Misalkan setiap batas dari
persamaan (3.21) dinotasikan sebagai a;,™, a,, ..., a,,, ™ dimana,

.. e —Vn1,i
in i

0 _(Vnz,i + Czﬂ?ir))

a
2n Car
" _(Vn3,i +cgmy” + Cszngr))
A3pn~ 7 =
C22
a... T = _(Vn],i + Cmﬂ?Y) + szngr) +oet Cm(m—l)nr(r?;)
mn Cmm

dimana, m=J —1
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Sehingga secara ringkas dapat dinyatakan dalam bentuk,

- [Z;(L;%zk_hnhk(r) + %], k>1
kk

Vi

Akn ™ = k=1

C11

Dengan begitu persamaan (3.22) menjadi,

untuk k = 1,2, ...

40

,m (3.25)

Q)
ﬁn ) cp( Va1, i) @ _(V"Z'i t Caaly ) o —(Vas,i + C2177§ + C3277(T)
C11 C22 C33
® _(Vn],i + lenir) + C(m—l)zngr) + ot Cm(m—l)nglﬂ)
Cmm
5 (M
P = o(ai))@(al)) .. @(al,
— ™ H5@ (r)
0l cbln : cI)Zn cbmn
SR 329
Sehingga,
~ 1
e Y 3 VG Y 4 (3.27)
Maka, turunan pertama fungsi simulated log-likelihood nya adalah,
r )
2% _ 1 @) gm Pk ()
551m1nL(9) = 121 I—WR <P Z d)]((rr? 20 (328)
dengan,
™ (r)
o k—1 Ckh M(r) Q(ahrn) a(ahrn) e A ]
0y _ "=Lew "M o(n) 8 e O (3.29)
B 1 aani
L o
c11 OB
dan
f k— 1Ckh () @(af[,z)a( (r))
,untuki <j <k
h=1g,  Hhn @(’7;(12) acj; J
P &) n(r)
YUen _ - untuki<j =k (3.30)
aC]'i
a(r)
——k2 untuki=j =k
k
\ 0,

lainnya

Penaksiran parameter...

Universitas Indonesia

, Misdawita, FMIPA Ul, 2011



41

Bukti:
a R
5 (1)
aBszmlnL(G) —Zn 121 1yn] %0 l _1P
F] ~ ()
:Z 121 112r lﬁm(r)[ Zr 160 ni ]
o B T o [ 2 g (i @) (3:31)
Dari sifat bahwa,
2 dlnd
oI @ =17, @ XiL, gak (3.32)
(bukti di lampiran 3)
maka,
R m )
0 N J Vi 1 o) alndbk
—simInL(@) —z Z —J——Z 1_[ z 1
_ ] ~
99 oy e Pm-(r)Rr=1 =1 =1 g0
F] = 1 (r) alnd>(r)
551mlnL(6) = 121 ]m( (p nym —e)) (3.33)
Dengan menggunakan sifat
oo o) aal) 234
0 o' 26 (3.34)
(bukti di lampiran 4)
dimana ") = @(a\")
Maka,
5T gm  0f; 9(ain)
£51mlnL(9) = Y= 121 lﬁR <Pn] Y1 dngl) ag

Selanjutnya akan dicari turunan a(r) terhadap 6@ = (B, c).

Karena a adalah fungsi dari ’7kn :

’7;((:1) (Oh ( )tb(a(r)))

maka,

(i) = (u;ﬂr)q)(az(&)))
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o 2 o(n)) = - (uD o (o)

) )
o o(n) (1) _ ) ( (r))a(“kn)

kn 00 - nuknm Apen 00
sehingga,
o(min) _ o oain) 2(ein)
00 kng(ne) 08 (3:35)
dengan ,u,(cg menyatakan suatu nilai yang diambil secara random dari distribusi

uniform pada interval yang ditentukan. Selanjutnya a,(:n) diturunkan terhadap

parameter B adalah,

1-1
Ckh 577;(;1) 1 Wi .
) i O >1
N G T B cu 9B
op LoV, "
cii 9B
) )
o (= phoram 0 0em) o) 1 ovma gy
0y _ P o g @(7722) B ke OB (3.36)
aB _iavnll k — 1
i1 OB ’
dan a,((rn)diturunkan terhadap parameter c adalah,
9 (r)
=y untuk j > k
aC]'i

karena a,(;l) tidak mengandung c;; jika j > k.

Sehingga penurunan a,(;l) terhadap c;; dapat dibagi ke dalam beberapa interval:

1. Untuk interval i < j < k, turunan a,(c';l) terhadap c;; adalah:

k-1 Con 6(17,(;3)
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2. Untuk interval i < j = k. Pada persamaan a(r) yang mengandung c;; ketika

D]
Jj = k adalah —”ﬂ , sehingga turunan a;’ (r) terhadap c;; pada interval i <j =k
i
Ckk.

adalah —

3. Untuk interval i = j = k. Ketika [ = j = k, persamaan a,({’;l) diturunkan

terhadap penyebutnya, sehingga turunan a(r) terhadap c;; pada interval

()
i =j = k adalah — -2
Ckk
4. Untuk interval i > j, turunannya adalah 0, karena pada persamaan a,(;l) tidak

mengandung nilai c; yang i > j.

Secara ringkas, turunan a,({ ) terhadap c;; dapat ditulis menjadi :

k— n(r)
k
ZC_h n ,untuki < j <k
0 () ()
9%n _ | —Jin ,untuki < j =k
acj; Ckk
(r)
itk =gie=k
Ckk
N 0, lainnya

Berdasarkan persamaan (3.35) diperoleh,

o) _ o 2eicn) 9(aicn)

oc;i  Fkn o™ ac; (3.37)
sehingga,
@) 5( @
Zk 1Ckh ;;l) ZE:%% agcﬂ) untuki <j <k
3“_;((2 — nf,? ,untuk i < j =k (3.38)
acj; C’(‘rk)
;;—:,untuki =j=k
\ 0, lainnya
Jadi,
aa—esimlnL(O) = 121 IW; R < S,)Z ((Tri %g’”) (3.39)
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9 ()] a(")
dengan ;;" dan 2 C"” masing-masing seperti pada persamaan (3.35) dan (3.38).
Jji

Taksiran parameter pada fungsi log simulated-likelihood di atas dapat

diperoleh dengan cara mencari nilai taksiran yang membuat ;—esimlnL(e) = 0.

Namun, karena bentuk dari ;—esimlnL(B) = 0 tidak linear maka dibutuhkan suatu

metode iterasi numerik untuk menyelesaikannya.

3.2.1.4. Metode lterasi untuk mencari taksiran 6

Misalkan taksiran parameter i, ..., @ i, B11,i> s Bp1,is -+ P1(i=1),ir ++
Bp(i-1),is Ba(i+1),ir s Bpi+1)ir os Bijis w5 Bpj,is Var -2 Vg 08N €11, €24, -.., C1,
C225 wes Comys ey Cyy @0AIAN @y, ..., @), o :épl,i’ s ,BAl(i—l),i' ey Bp(i—l),i:
.3A1(i+1),i: ""ﬁp(i+1),ir "'rﬁlj,i' "'Jﬁp},il?l! s Vgodan €13, 6515w, Emay €22, o5 Comy
.., Cmm Taksiran tersebut akan diperoleh dengan cara mencari nilai

i Mo 7R oevpe G N B AT difey W Ncand LR

» T . . . A 4 . ? . _
., RN, C 1 |, 1 MG , CUUNSESICEN. . , S sehlnggaﬁsunlnL(ﬁ) =0

dan %simlnL(C) = 0. Karena fungsi :—ﬁsimlnL(ﬁ) dan %simlnL(C)

bentuknya tidak linear maka untuk mencari solusi tersebut akan digunakan
metode numerik. Metode numerik yang sering digunakan adalah metode Newton-
Raphson. Penaksir @ yang dihitung dengan menggunakan metode Newton-
Raphson memerlukan turunan pertama dan turunan kedua dari fungsi log-
likelihood simulated pada persamaan (3.25). Untuk menghindari turunan kedua
dari fungsi log-likelihood simulated dapat digunakan metode iterasi BHHH
(Berndt, Hall, Hall, Hausman).

a. Metode Newton-Rapshon
Optimisasi fungsi log-likelihood LL(0) dapat menggunakan deret Taylor’s

orde kedua yaitu mengabaikan nilai pada suku orde ketiga atau lebih. Nilai
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pendekatan terbaik dari 8+ (pada iterasi ke k+1) dengan deret Taylor’s orde
kedua, yaitu mendekati LL(8%*1) disekitar LL(8%)),

LL(8%+D) = LL(6®) + (6%+D) — g(k))'g(k) +
1 :
—(g%+D) — g} g (gk+1) _ g)) 4 o(10%k+D — glk)|2
~( ) HO( )+0(] 2)
Dimana H adalah matrik Hessian yaitu matrik yang mampunyai elemen

5 GLLa(Z) dan g adalah vektor yang mempunyai elemen 222 ( ) H* dan gk adalah H
h }

dan g yang terevaluasi pada 8 = 8.

Selanjutnya untuk mencari nilai 8%+1 yang memaksimumkan persamaan
LL(8%+1) adalah dengan cara menurunkan LL(8%+1) terhadap 8(+1) yang
menjadi,

aLL(e%+D)

i WL B LG —g

Sehingga persamaan Newton-Raphsonnya menjadi,

tk+1) = glk) — (k)1 gk (3.40)

Selanjutnya, metode Newton-Rapshon akan dimodifikasi menjadi metode
Fisher Scoring. Pada metode Fisher Scoring matriks Hessian pada metode
Newton-Rapshon diganti menjadi pendekatan ke-k untuk matriks informasi
Fisher, sehingga persamaan iterasi untuk Fisher Scoring adalah,
0+ = 9k) 1 (Infl)~1 gk (3.41)

atau

Inflglk+l) = [pftigk) + gk (3.42)
dimana Inf®) adalah pendekatan ke-k untuk matriks informasi Fisher, Inf(

9%LL(8)
90,00

mempunyai elemen —F ( ) yang terevaluasi pada 8.

Untuk mengurangi banyaknya iterasi, dapat dilakukan pembobot skalar A
pada setiap langkah iterasi. Persamaan (3.41) menjadi,
0k+1) = () 4 } (Inf)~1g* (3.43)
Pendekatan dengan deret Taylor’s orde pertama untuk LL(8%*") adalah,
LL(8%*D) = LL(6%™) + A (Inf*)~" g*
Langkah-langkah pengambilan nilai A pada iterasi ke-k adalah sebagai berkut:
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1. Diawali dengan pengambilan nilai 1 = G)t dengan t=0 dan menghitung
gUk+1).

2. Membandingkan nilai LL( 8%*1) terhadap LL(8")). Jika LL( 8%+1) >
LL(8%)) maka ke langkah @¢*1 (persamaan 3.40) dan mulai iterasi baru.

Jika LL( 8%+1) < LL(8%)) maka ke-langkah ke-3.
t,
3. Mengambil 1 = G) dengan t=(t+1) dan kembali ke langkah 2. Langkah ke-3

ini dilakukan sampai diperoleh nilai A sangat kecil (mendekati nol).

b. Metode BHHH
Pada metode iterasi Newton-Rapshon kita membutuhkan turunan pertama

dan turunan kedua dari fungsi log simulated likelihood. Oleh karena itu untuk
menghindari turunan kedua, maka dapat digunakan metode iterasi BHHH
(Berndt, Hall, Hall, Hausman).
Iterasi pada prosedur ini adalah,
6+ = 9 + (B¥)~' gk (3.44)
Dimana A merupakan pembobot skalar pada setiap langkah iterasi yang berguna
untuk mengurangi banyaknya iterasi. B* merupakan pendekatan dari matrik

Hessian yang dirumuskan dengan,

Bf = 1> 5,(69)15,(69)

dan
J J
(0 = dInP,(0) o z dlnP,;(0) B z 1 0InP,;(8)
WU T T80 |, il 26 = LiP,(8) 06
g=gk J=1 o=k
Jika 0 adalah vektor parameter berdimensi (K x 1) maka,
ssh o sisE .. shsk
8182 8282 SZSK
5, (09)[s,(8)] = " T nr
SaSn  SuSn Sn Sn

dengan s,{ adalah elemen ke-j dari s,,(8%).
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Terdapat 2 keunggulan prosedur BHHH dibanding prosedur Newton-

Raphson (Train,2003):

1. Menghitung B* adalah lebih mudah dan lebih cepat dibandingkan menghitung
H*. B¥ hanya membutuhkan turunan pertama dari fungsi likelihood
sedangkan H* membutuhkan turunan kedua dari fungsi likelihood.

2. Dalam BHHH dijamin bahwa setiap langkah iterasi akan menghasilkan nilai

log-likelihood yang selalu lebih besar dibanding tahap sebelumnya.
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Flow Chart Penaksiran Parameter Model Multinomial Probit

Unjt = ant + <C:njtf

Y

Utilitas secara umum Utilitas untuk model multinomial Selisih utilitas

Unj = an + Enj

A 4

Unji = Vnji T €nji

v

—00

denq, over AEn(i—1), AEn(igr) = An}den;

0 ~Vni=Vnj+éni Vni=Va(i+1) + €ni Vni—Va@-1)+ ni Vni=Vn1 + éni
Pni = { f(gn)
—00 —00 —00 —00

P,; dicari &, berdistribusi normal multivariate dengan
menggunakan mean 0 dan matriks kovariansi €} |
simulasi GHK

-V -V . : -V i . _V .
sehingga menjadi [ Pri= Lo | o™ L L F () dennis s Doty o dengirnyi o deny

~ 1 ~ (1)
Py = EZE:ani

A

v

£, berdistribusi normal multivariate dengan

mean 0 dan matriks kovariansi Q;
|

Vaji =Vnj = Vai =+ B X +V'Zyj—a; + B' X +V'Zy
= (@ — @)+ (B, = B')Xn+ ¥ Znj — Zni)

=a;; +B'; Xp +V' (Znj — Zy)

A 4 A 4 A 4

\ 4

Q; didekomposisi menjadi

Q; = C;¢’; dimana

C11 0 0 0
CG=( @ 0 -0
Crrl Cm2 Cm3 Cmm

Parameter yang ditaksir menggunakan metode maximum simulated likelihood estimation

(MSLE) yang berdasarkan pada simulasi GHK.

A

Karena turunan dari fungsi maximum likelihood tidak analitik maka perlu digunakan
suatu metode numerik yaitu metode BHHH (Berndt, Hall, Hall, Hausman), yang

merupakan modifikasi dari metode Newton-Raphson
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BAB 4
CONTOH PENERAPAN

Pada bab ini, akan dibahas tentang aplikasi model multinomial probit pada

kehidupan sehari-hari dengan menggunakan software STATA.

4.1 Permasalahan

Dalam kehidupan sehari-hari, setiap individu dihadapkan dengan
berbagai macam pilihan alat transportasi yang berbeda-beda. Masing-masing alat
transportasi mempunyai kelemahan dan keunggulan masing-masing. Pesawat
udara memiliki keunggulan dalam segi waktu tempuh yang relatif singkat dan
nyaman, tetapi mempunyai kelemahan dalam hal harga yang cukup mahal.
Sedangkan kereta api mempunyai keungulan dalam segi waktu tempuh yang
relatif singkat dan harga yang relatif murah, tetapi mempunyai kelemahan dalam
hal kenyamanan yang masih kurang dan waktu tunggu yang lama.

Setiap individu akan mempunyai pilihan alat transportasi yang berbeda-
beda. Berdasarkan teori utilitas, setiap individu akan memaksimumkan kepuasan
yang dapat dinikmatinya. Dengan kata lain dapat dinyatakan bahwa setiap
individu akan memaksimumkan utilitas dari barang-barang yang dikonsumsi.
Sehingga dalam kasus mengenai pilihan alat transportasi, setiap individu akan
memilih alat transportasi yang dapat memaksimukan kepuasan mereka, atau
dengan kata lain setiap individu akan memilih alat transportasi yang sesuai

dengan kebutuhan dan kemampuan mereka.

4.2. Data

Data yang digunakan dalam bab ini merupakan data yang diambil dari
http://www.stata-press.com/data/r12/travel yang merupakan data dari 210
individu mengenai pilihan alat transportasi yang mereka pilih dalam perjalanan
dari Sydney ke Melbourne. Pilihan (mode) alat transportasi tersebut terdiri dari

pesawat udara, kereta api, bus dan mobil pribadi. Data yang didapat dari 210
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orang tersebut adalah data yang meliputi biaya perjalanan (travelcost), lama

waktu berhenti (termtime) dan pendapatan (income) dari tiap individu yang

diobservasi. Data tersebut ditampilkan pada lampiran 5.

Misalkan :

Y,, adalah variabel respon yang menyatakan pilihan individu ke-n

X, adalah variabel penjelas yang menyatakan pendapatan untuk individu ke-n.

Z1n; adalah variabel penjelas yang menyatakan biaya perjalanan individu ke-n
dan pilihan ke-j

Z,y; adalah variabel penjelas yang menyatakan lama waktu berhenti untuk

individu ke-n dan pilihan ke-j.

4.3 Tujuan

Tujuan dari analisis data dalam contoh ini adalah mencari model

probabilitas untuk masing-masing pilihan.

4.4 Pengolahan Data

Definisikan utilitas individu ke-n memilih alternatif pilihan alat
transportasi ke-j adalah sebagai berikut,
Unj = & + B1jXn + ViZinj + Valonj + &nj (4.2)
dimana, U,;: utilitas individu ke-n memilih alternatif pilihan alat transportasi ke-
j-
a; : parameter konstanta untuk pilihan ke-j.
f1 ;. parameter untuk variabel bebas pendapatan pembuat keputusan pada
pilihan ke-j
y: . parameter untuk variabel bebas biaya perjalanan.
¥, . parameter untuk variabel bebas lama waktu berhenti.
dengan , pilihan-1: pesawat udara
pilihan-2: kereta api
pilihan-3: bus
pilihan-4 :Mobil
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Selanjutnya, model multinomial probit untuk setiap pilihannya adalah
sebagai berikut:

1. Probabilitas orang ke-n memilih alternatif pertama adalah

Va1 ~Vnz1 ~Vn21
Py = f f f f(€n4,1; €n3, 1/ Enz,l)d€n4,1d€n3,1d€n2,1
— 00 — 00 — Q0

dimana, Vys1 = Qg1 + Pra1Xn + V1i(Zina — Z1n1) +V2(Zona — Z2n1)
Visp = a3 + ﬁ13,1Xn +V1(Z1ns — Z1n1) T V2(Zonz — Z2n1)

Vizn = Q21 + B121%n + V1(Zinz — Z1n1) +V2(Z2n2 — Z2n1)
sehingga parameter yang akan ditaksir adalah

U1, A3 1, Ay 1, ﬁ12,1: ,313,1'314,1' Y1, Y2

2. Probabilitas orang ke-n memilih alternatif kedua adalah,

“Vnaz r~Vnzz2 —Vnip2
Pnz = f f f f(€n4,2; &n3,2; gnl,Z)dSn4,2d8n3,2d5n1,2
— 00 — 00 —00

dimana, Vyso = @yp + Pra2Xn + ViZina = Z1n2) +V2(Zona = Zon2)
Vaz2 = @33 + Bi32Xn + V1i(Zins — Z1n2) + V2 (Z2ns — Z2n2)

Vo2 = Q12 + Bra28n + V1(Zin1 — Z1n2) + V2 (Z2n1 — Z2na)
sehingga parameter yang akan ditaksir adalah

A1,2, A32, a2, P11,25 P13,20 P142: V1, V2

3. Probabilitas orang ke-n memilih alternatif ketiga adalah,

—Vnaz V23 —Vnia
Pps = f f f f(Enazr Enz3r En1,3)AEna3AEn2 3dEn 3
—o0 —0o0 —0

dimana, Vi s = @43 + Bra3&n + V1 (Zina — Z1nz) +V2(Z2na — Z2n3)
Viaz = Qa3 + B123Xn + V1(Z1n2 = Z1nz) +V2(Z2nz2 — Z2n3)
Viiz = Q13 + B11,3Xn +V1(Z1n1 — Z1nz) T V2(Z2n1 — Z2n3)
sehingga parameter yang akan ditaksir adalah

01,3, A2 3, Ay 3, ﬂ11,3: ,312,3: ,314,3: Y1, V2

4. Probabilitas orang ke-n memilih alternatif keempat adalah,

“Vnza r—Vn2a —Vnia
Ppy = f f f f(5n3,4: En2,4 5n1,4)d5n3,4d5n2,4d5n1,4
—0o0 —00 —00
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dimana, Vi34 = a34 + B134Xn + V1(Z1ns — Z1na) +V2(Z2n3 — Z2na)
Vnza = Qo4+ B124Xn + V1(Z1nz — Z1na) +V2(Z2n2 — Z2na)
Vaia = Q1+ Br1aXn ¥ V1(Zan1 — Z1na) + V2(Z2n1 — Z2na)

sehingga parameter yang akan ditaksir adalah

A34, A2 4, X140 P11,4 Pr2,4 B13,40 V1, V2

Pada model multinomial probit di atas, untuk menghitung nilai dari P,;
dibutuhkan matriks kovariansi Q; yang merupakan matriks kovariansi dari vektor
Eni = (Envir wor En(i=1),i» En(i+1),ir Enji)» UNtuk i=1,2,3,4.

Sehingga matriks kovariansi Q; perlu ditaksir juga. Pada software STATA
untuk mengurangi jumlah taksiran parameter dari matrik kovariansi, dilakukan
normalisasi pada matriks kovariansi tersebut, yaitu dengan membuat kolom ke-1
dan baris ke-1 pada matriks kovariansi bernilai 1, sehingga parameter yang
ditaksir jumlahnya menjadi [J(J-1)/2 ]- 1 = [4(3)/2]-1=5.

Matriks kovariansi yang sudah dinormalisasi menjadi,

1 6*’12 LR e*’lm

s 0, . O
Ql = . ! .

e*mm

Dan faktorisasi cholesky untuk ﬁ, adalah C; sehingga ﬁ, = C;C;', dimana,

1. 0 OB .. =0}
C:‘ — C;l C;Z 0 e 0
* * "y
le Cm2 Cm3 v Cmm

Maka dengan J=4 faktorisasi cholesky nya menjadi,

1 0 0
* * *
C31 C32 C33

dan parameter yang akan ditaksir adalah c;,, c;,, ¢34, €35, €33
Sehingga pada masalah ini semua parameter yang akan ditaksir adalah
U21, 31, Aa1Qy2) 32, Ay, Ay 3, 0o 3, A3, Az 4 A240 A1, P12,15 B13,15 Brajy Br1,2: P13z Brazs

B11,3- B12,3 B14,3, Br1,4r Bi2,ar B13,a Y1, V2 0aN €34, €35, €31, €3, C33-
Selanjutnya, untuk mendapatkan nilai log-simulated likelihood, nilai

taksiran parameter, dan nilai probabilitas untuk setiap individu memilih dalam
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setiap pilihan, dapat digunakan software STATA, dan pada skripsi ini software
STATA yang digunakan adalah STATA 10.

a. Menghitung log-simulated likelihood dan taksiran parameter.

Untuk menghitung log-simulated likelihood dan taksiran parameter pada
STATA digunakan syntax

asmprobit choice travelcost termtime, case(id) alternatives(mode)casevars(income)

sehingga didapat ouputnya sebagai berikut:

Tabel 4.1 Ouput taksiran parameter model multinomial probit dengan software

wlternative-specific multinomial probit Number of obs = 840
Case variable: id Number of cases = 210
wlternative variable: mode Alts per case: min = 4
avg = 4.0
max = 4
Integration sequence: Hammersley
Integration points: 200 wald chiz(5) = 32.06
Log simulated-Tikelihood = -190.09419 prob = chi2 = 0. 0000
choice coef. std. Err. z P>|z| [95% conf. Interval]
mode
travelcost —. 0097707 . 0027835 —3.51 0. 000 —. 0152261 —. 0043152
termtime —. 0377034 . 0094046 —-4.01 0. 000 —.0561361 —. 0192708
air (base alternatiwve)
train
income —-. 0291886 . 0089232 -3.27 0. 001 — 0466778 —.0116995
_cons . 5615485 .394619 1.42 0.155 —. 2118906 1.334988
bus
income —. 0127473 . 0079269 -1.61 0.108 —. 0282839 . 0027892
_cons —-. 0572738 . 4791635 -0.12 0.905 —. 9964169 . 8818693
car
income —. 0049067 . 0077481 -0.63 0.527 —. 0200927 . 0102792
_cons -1.833159 -B1842 —2.24 0.025 —3.437233 —. 2290856
/inlz2_2 —. 5499745 . 3903368 -1.41 0.159 —1.315021 2150717
JInl3_3 —. 6008993 .3354232 -1.79 0.073 -1.258317 . 056518
/12_1 1.131589 . 2125186 5.32 0. 000 . 7150604 1.548118
/131 . 9720683 . 2352248 4.13 0. 000 . 5110362 1.4331
/13_2 . 5196988 . 2860692 1.82 0. 069 —. 0409865 1.080384
(mode=air is the alternative normalizing location)
(mode=train is the alternative normalizing scale)

Dari output di atas dapat dilihat bahwa,

e Nilai dari log simulated likelihoodnya adalah -190.09419
e Taksiran parameternya adalah
;1 = 0.5615485,a5, = —0.0572738,a,,; = —1.833159

312,1 = _00291886: ﬁ13,1 = _0-0127473;,814’1 = —0.0049067
v, = —0.0097707,y, = —0.037703
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¢, = 1.131589, &5, = —0.5499745, %, = 0.9720683,
%, = 0.5196988, ¢, = —0.6008993
Untuk mendapatkan taksiran yang lain dapat digunakan operasi aljabar
sederhana,
Misalkan, taksiran yang akan dicari adalah a; 5, @35, @y 5.
- a,, didapat dengan cara mengalikan a, ; dengan (-), sehingga a; , =
—0.5615485
- a3, didapat dengan cara melakukan proses eliminasi antara a3 ; dan a; 4,
yaitu:
azq = a3 —aq; = —0.0572738
a1 = a, — ay = 0.5615485

Az, = a3 —a, = —0.6224223
- ay, didapat dengan cara melakukan proses eliminasi antara @, ; dan a;, 4,
yaitu
g1 = a, —0p = —1.833159
a1 = ay — a; = 0.5615485

a3‘2 — 0[3 - 0(2 == _2-3983075

Dengan cara yang sama dapat dihitung aq 3, @ 3, &4 3, &1 4, @5 4, @3 4 SENINGQA
didapat,
a3 = 0.0572738, @, ; = 0.6224223,a,5 = —= 1.7758852
a4 = 1.833159,a,, = 2.3983075, a5, = 1.7758852
Kemudian, dengan cara yang sama kita dapatkan nilai dari
Bi1,2: B13,2: B1a2: B11,3 B12,3 B14,3) B11,4 B12,4» P13,4 adalah,
Bi112 = 0.0291886, 5,5, = 0.01644413, B,,, = 0.0242819
Bi1s = 0.0127473,B;,5 = —0.0164413, 8,5 = —0.0078406
Bi14 = 0.0049067, B, , = —0.0242819, 8,5, = 0.0078406
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b. Menghitung nilai probabilitas setiap individu memilih setiap pilihan.

Untuk menghitung probabilitas setiap individu memilih setiap pilihan,

dapat digunakan software STATA dengan syntax sebagai berikut,

Sehingga, didapat probabilitas orang pertama memilih setiap pilihan adalah

predict prob

sebagai berikut,

Tabel. 4.2 Probabilitas orang pertama memilih setiap pilihan

55

Choice Termtime Travelcost income Id mode prob
0 69 70 35 1| air 0.149437
0 34 71 35 1 | train 0.329231
0 35 70 35 1| bus 0.131985
1 0 30 35 1| car 0.389814
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BAB 5
PENUTUP

5.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari skripsi ini adalah:
Model multinomial probit dapat digunakan untuk memodelkan pilihan (lebih
dari 2 pilihan dengan respon sebanyak 1 kali), dimana antar alternatif bisa
saling berpengaruh.
Model multinomial probit adalah model pilihan diskrit dengan
mengasumsikan errornya berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi 1.
Untuk mencari taksiran parameter model multinomial probit dapat digunakan
metode maximum simulated likelihood estimation (MSLE) yang berdasarkan
pada simulasi GHK.
Untuk mencari taksiran parameter model multinomial probit digunakan
metode numerik, karena bentuk turunan fungsi log simulated likelihood dari
model multinomial probit tidak linier, sehingga untuk mencari taksiran
parameternya tidak dapat dilakukan secara langsung.
Metode numerik yang digunakan adalah metode BHHH ((Berndt, Hall, Hall,
Hausman) yang merupakan modifikasi dari metode Newton-Raphson. Metode
ini digunakan karena untuk menghindari turunan kedua dari fungsi log

simulated likelihood pada model multinomial probit.

5.2 Saran

Saran dari penulis mengenai skripsi ini antara lain perlu dibahas

mengenai:

1.

Alternatif model lain untuk memodelkan pilihan, yaitu model biner
multivariat probit, model multinomial multivariat probit, model mixed logit

dan model lainnya.
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2. Uji perbandingan model untuk model multinomial probit.
3. Menentukan taksiran parameter menggunakan metode Simulated Score (MSS),
dan metode Simulated Moment (MSM).
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LAMPIRAN

Lampiran 1
£,i~N(0,Q;) dimana &', ; = (€n1,ir -+» En(iz1),ir En(141),ir ~» Enj,i)- Matriks
kovarians Q; di dekomposisi menggunakan faktorisasi cholesky sehingga menjadi
Q; = C;C’; dan &,,; dapat ditulis menjadi &,,; = Cif}m.n
C11 0 0O ... 0
dimana, ', . = (un Nans oo M) dan €; = | €22 €22 0 o O
Cm1i Cmz2 Cm3z .. Cmm
untuk m = 1,2,...,(j — 1). Sehingga n;,~N(0,1) untuk j=1,2,...m
Bukti:
Diketahui &1, &p2) ) €ny~N(0,1) dan &,;; = &, — &p;
Karena selisih dua distribusi normal adalah berdistribusi normal, maka

Enj’iNN(O,l).

i = (gnl,i' o En(i-1),ir En(1+1),ir ---:Enj,i) dan &,; = €Ny, pn, Maka

gnl,i
Min
gn(i—l),i C11 0 0 4 @ n2n
Enren) | = | & 22 ...O O... - funtuk m=1,..,(J - 1)
Cm1 Cm2 Cm3 ... Cmm :
Nmn
Enji
Sehingga,
€n1i = C11M1n ————» c,, adalah konstanta, karena ¢, ;~N(0,1)

maka c;1m1,~N(0,1) sehingga
N1n~N(0,1)

Enzi = C21Man T C22M2n ——— Karena &,, ;~N(0,1) maka (cz172, +
C22M25) Karena c,;dan c,, konstanta maka
N1n~N(0,1) dan ,,~N(0,1)

En(i-1)i = Ci-»1MMn T+ Cli—1) (- (i-D)n

En(i+1),i = Citllin + -+ CiiMin
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Enji = Cmallin + =+ ComMllmn. —— > Karena &,;,;~N(0,1) maka

(lenln + -t Cmmnmn) karena

Cm1» -» Cmm KONStanta maka
Nin~N(0,1) ..... 1, ~N(0,1).
Dari proses di atas terbukti bahwa 7;,~N(0,1) untuk j=1,2,...m

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa ketika Q; = C;C’; maka £, ; bisa menjadi
&,; = CiN,, , atau variansi dari C;1,, ,, adalah Q; juga.
Bukti:

ﬁi = Val’(sn‘i) = var (CLC) = Cizvar (nm,n): Cl-C'l-. 1= Cl-C'l- = ﬁi
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Lampiran 2
Penjelasan untuk penggunaan distribusi uniform pada simulasi GHK.
1. Invers CDF untuk PDF univariat

Misalkan suatu variabel random ¢ dengan pdf f(¢) dan cdf F(¢). Jika F
invertible (F~* dapat dihitung), maka e dapat diperoleh dari uniform standar.
Menurut definisi, F(&) = k artinya bahwa probabilitas untuk mendapatkan suatu
variabel random yang sama dengan atau lebih kecil dari ¢ adalah k, dimana k
antara 0 dan 1. Ambil sebuah nilai x dari uniform standar yang bernilai antara 0
dan 1, maka dapat dibentuk F(e) = u dan mendapatkan nilai € menjadi ¢ =
F=1(w.

Jika e diambil dengan cara di atas, maka CDF yang diambil adalah sama

dengan F.ilustrasi dapat dilihat dari gambar di bawah ini:

f(e

Gambar 1. llustrasi 1
Dari ilustrasi di atas dapat dilihat bahwa dengan mengambil u! dari uniform

standar bisa diterjemahkan ke dalam nilai dari & yang diberi label €', yang mana

F(et) = ut.

2. Invers CDF untuk PDF univariat yang terbatas
Misalkan sebuah variabel random yang berada pada interval antara a dan

b dengan pdf nya adalah
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1
Ef(e),untuka <e<b
0, untuk yang lainnya

dimana k adalah konstanta yang menjamin integral dari pdf bernilai 1: k =

ff f(e)de = F(b) — F(a). Pdf di atas dapat diperoleh dengan cara menerapkan
prosedur di bagian sebelumnya untuk menjamin bahwa pdf yang diambil berada
dalam kisaran yang tepat.

Ambil u dari uniform standar. Hitung bobot rata-rata dari F(a)dan F(b)
sebagai, i = (1 — wF(a) + uF (b). Kemudian hitung ¢ = F~1(ji) karena i
antara F(a)dan F(b), maka & tentunya berada antara a dan b. llustrasinya dapat

dilihat pada gambar di bawah ini,

F(g)

a & b =

Gambar 2. llustrasi 2

Maka, dapat disimpulkan bahwa,
1. Jika pdf dari variebel random terbatas di atas, maka i = uF(b), sehingga

e = F~1(uF (b)).
2. Jika pdf dari variabel random terbatas di bawah, maka i = (1 — w)F(a),

sehingga e = F~1((1 — wF ().
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3. Dan jika pdf dari variabel random terbatas di atas dan di bawah, maka
fi = (1= p)F(a) + pF (b), sehingga & = F~1((1 = w)F (@) + pF (b)).
Pada simulasi GHK, variiabel random nnya terbatas di atas, maka yang
_an,i

digunakan adalah prosedur no.2 dengan batas atasnya adalah ——=.

C11
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Lampiran 3
Sifat

Bukti:

J-
o
00
J:

||
ﬂM
D
Q) O
|2

e Pembuktian akan dilakukan dari Kiri,
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Penaksiran parameter...

- —10ln® aml=lo
5055 5, =50 ——e— 1=1,2,...,(J-1)
_1 . om[ lo .
=[5 0 —5— j=1,2,...,(J-1)
J-1 .
i l_[q) iLJE T g
i, J /-1
B l_[1‘=1(I)1' 28
J=1
al—[1=1
00
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Lampiran 4
Sifat
oy o) oal))
00 _(Dfr?' 00
Bukti:

Diketahui @\ = ®(a("), maka
oln®y)  dlnd(a)
06 20
1 00(a)
" o@’) 09

(1)
1 )0a,

—(I)(al(;)) In 00

(r) (r)
Q)ln aaln

D(al)) 00
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Lampiran 5
Data
Choice Termtime Travelcost Income id mode
0 69 70 35 1 | air
0 34 71 35 1 train
0 35 70 35 1 | bus
1 0 30 35 1 car
0 64 68 30 2 | air
0 44 84 30 2 train
0 53 85 30 2 | bus
1 0 50 30 2 car
0 69 129 40 3 | air
0 34 195 40 3 | train
0 35 149 40 3 | bus
1 0 101 40 3 | car
0 64 59 70 4 | air
0 44 79 70 4 | train
0 53 81 70 4 | bus
1 0 32 70 4 car
0 64 82 45 5 | air
0 44 93 45 5 | train
0 53 94 45 5 | bus
1 0 99 45 5 car
0 69 70 20 6 | air
1 40 57 20 6 | train
0 35 58 20 6 | bus
0 0 43 20 6 car
1 45 160 45 7 air
0 34 213 45 7 | train
0 35 167 45 7 bus
0 0 125 45 ¥ car
0 69 137 12 8 | air
0 34 149 12 8 train
0 35 146 12 8 | bus
1 0 135 12 8 car
0 69 70 40 9 | air
0 34 71 40 9 train
0 35 70 40 9 | bus
1 0 40 40 9 car
0 69 65 70 10 air
0 34 69 70 10 train
0 35 68 70 10 bus
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0 30 70 10 car
64 68 15 11 air
44 70 15 11 train
53 73 15 11 | bus

0 36 15 11 car
64 79 35 12 air
44 90 35 12 train
53 91 35 12 | bus

0 44 35 12 car
64 63 50 13 | air
44 81 50 13 | train
53 83 50 13 | bus

0 41 50 13 car
64 72 40 14 | air
44 85 40 14 | train
68 86 40 14 | bus

0 58 40 14 car
64 109 26 15 | air
44 214 26 15 | train
53 189 26 15 | bus

0 199 26 15 | car
69 73 26 16 | air
20 55 26 16 | train
35 72 26 16 | bus

0 52 26 16 car
69 69 26 17 | air
15 66 26 17 train
35 68 26 17 | bus

0 47 26 17 car
69 76 6 18 | air
20 54 6 18 train
35 63 6 18 | bus

0 53 6 18 car
69 75 20 19 | air
45 51 20 19 train
35 63 20 19 | bus

0 62 20 19 car
64 72 72 20 | air
10 75 72 20 train
53 78 72 20 | bus

0 57 72 20 car
69 69 6 21 air
20 54 6 21 train
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35 58 6 21 bus
0 47 6 21 car
64 98 10 22 air
45 116 10 22 train
53 111 10 22 bus
0 98 10 22 car
90 153 50 23 | air
34 136 50 23 | train
35 96 50 23 | bus
0 96 50 23 car
50 132 50 24 | air
34 135 50 24 | train
35 95 50 24 | bus
0 96 50 24 car
15 92 18 25 | air
34 55 18 25 | train
35 56 18 25 | bus
0 41 18 25 car
30 106 60 26 | air
44 231 60 26 | train
53 185 60 26 | bus
0 223 60 26 | car
80 87 45 27 | air
34 140 45 27 | train
35 100 45 27 | bus
0 102 45 27 car
45 106 18 28 | air
44 139 18 28 | train
53 135 18 28 | bus
0 109 18 28 car
64 101 8 29 | air
60 91 8 29 train
53 74 8 29 bus
0 58 8 29 car
69 70 6 30 | air
2 42 6 30 train
35 58 6 30 | bus
0 44 6 30 car
69 70 20 31 | air
5 50 20 31 train
35 70 20 31 bus
0 45 20 31 car
69 73 45 32 air
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15 67 45 32 train
35 73 45 32 bus
0 54 45 32 car
64 70 70 33 | air
45 73 70 33 train
53 86 70 33 | bus
0 57 70 33 car
69 70 4 34 air
10 63 4 34 train
35 62 4 34 | bus
0 50 4 34 car
69 75 40 35 | air
15 50 40 35 | train
35 67 40 35 | bus
0 46 40 35 car
69 73 85 36 | air
10 58 35 36 | train
35 71 35 36 | bus
0 50 35 36 car
64 90 40 37 | air
45 79 40 37 | train
53 98 40 37 | bus
0 76 40 37 car
64 60 4 38 | air
30 71 4 38 | train
53 73 4 38 | bus
0 53 4 38 car
64 71 15 39 | air
55 80 15 39 train
53 84 15 39 bus
0 57 15 39 car
30 158 26 40 | air
34 169 26 40 train
35 130 26 40 | bus
0 96 26 40 car
75 137 26 41 air
34 135 26 41 train
35 95 26 41 bus
0 87 26 41 car
40 162 70 42 | air
34 138 70 42 train
35 98 70 42 bus
0 88 70 42 car
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30 136 70 43 air
34 142 70 43 train
35 102 70 43 bus
0 97 70 43 car
40 116 45 44 air
44 165 45 44 train
53 125 45 44 | bus
0 105 45 44 car
45 122 8 45 air
44 130 8 45 train
53 125 8 45 | bus
0 100 8 45 car
20 127 70 46 air
34 143 70 46 | train
35 104 70 46 | bus
0 108 70 46 | car
60 105 26 47 | air
44 160 26 47 | train
58 120 26 47 | bus
0 101 26 A7 | car
40 60 50 48 | air
34 70 50 48 | train
35 69 50 48 | bus
0 49 50 48 car
50 82 10 49 | air
44 68 10 49 train
53 72 10 49 | bus
0 52 10 49 car
75 114 30 50 | air
34 169 30 50 train
35 130 30 50 | bus
0 97 30 50 car
90 88 60 51 | air
44 177 60 51 train
53 137 60 51 bus
0 115 60 51 car
85 118 30 52 | air
44 156 30 52 train
53 135 30 52 | bus
0 97 30 52 car
69 73 30 53 air
15 64 30 53 train
35 71 30 53 bus
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0 49 30 53 car
64 72 50 54 air
30 74 50 54 train
53 88 50 54 | bus

0 60 50 54 car
64 56 6 55 | air
15 66 6 55 | train
53 73 6 55 | bus

0 53 6 55 car
69 126 30 56 | air
30 126 30 56 | train
35 140 30 56 | bus

0 146 30 56 | car
69 137 12 57 | air
45 119 12 57 | train
35 151 12 57 | bus

0 146 12 57 | car
64 136 36 58 | air
10 170 36 58 | train
53 182 36 58 | bus

0 149 36 58 | car
69 133 30 59 | air
40 145 30 59 | train
35 144 30 59 | bus

0 134 30 59 car
64 106 35 60 | air
50 196 35 60 | train
53 170 35 60 | bus

0 146 35 60 car
69 126 6 61 | air
40 140 6 61 train
35 144 6 61 bus

0 152 6 61 car
64 170 6 62 | air
25 160 6 62 train
53 187 6 62 | bus

0 178 6 62 car
64 125 8 63 | air
25 169 8 63 train
53 186 8 63 | bus

0 154 8 63 car
69 118 6 64 air

5 109 6 64 train
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35 132 6 64 bus
0 128 6 64 car
64 141 12 65 air
75 193 12 65 train
53 180 12 65 | bus
0 152 12 65 car
69 117 30 66 | air
34 189 30 66 | train
10 116 30 66 | bus
0 146 30 66 | car
64 144 35 67 air
44 269 35 67 train
53 222 35 67 | bus
0 172 85 67 | car
69 127 85 68 | air
34 191 85 68 | train
45 131 35 68 | bus
0 146 35 68 | car
64 117 60 69 | air
40 193 60 69 | train
53 186 60 69 | bus
0 151 60 69 | car
64 143 60 70 | air
45 191 60 70 | train
53 182 60 70 | bus
0 155 60 70 car
64 138 12 71 | air
40 85 12 71 | train
53 190 12 71 | bus
0 163 12 71 car
69 122 10 72 | air
30 113 10 72 train
35 144 10 72 bus
0 139 10 72 car
69 131 10 73 | air
25 113 10 73 train
35 161 10 73 bus
0 147 10 73 car
69 126 15 74 air
75 114 15 74 train
35 135 15 74 bus
0 141 15 74 car
64 148 10 75 air
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30 211 10 75 train
53 189 10 75 bus
0 153 10 75 car
64 125 8 76 air
50 200 8 76 train
53 178 8 76 | bus
0 186 8 76 car
69 116 30 77 | air
30 167 30 77 | train
35 134 30 77 | bus
0 132 30 7 car
64 137 20 78 air
44 195 20 78 train
53 191 20 78 | bus
0 135 20 78 | car
64 98 70 79 | air
44 203 70 79 | train
53 182 70 79 | bus
0 228 70 79 | car
69 125 20 80 | air
34 187 20 80 | train
30 128 20 80 | bus
0 130 20 80 | car
69 148 60 81 | air
34 205 60 81 | train
60 163 60 81 | bus
0 147 60 81 car
64 59 70 82 | air
44 78 70 82 train
53 75 70 82 bus
0 32 70 82 car
69 69 8 83 | air
1 46 8 83 train
35 57 8 83 bus
0 53 8 83 car
69 72 30 84 | air
25 97 30 84 train
35 71 30 84 bus
0 44 30 84 car
25 86 70 85 | air
44 160 70 85 train
53 120 70 85 bus
0 104 70 85 car
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69 67 60 86 air
10 68 60 86 train
35 72 60 86 bus
0 49 60 86 car
64 7 20 87 air
44 70 20 87 train
53 68 20 87 | bus
0 41 20 87 car
69 69 15 88 | air
10 51 15 88 | train
35 70 15 88 | bus
0 48 15 88 car
64 7 30 89 air
44 85 30 89 | train
53 80 30 89 | bus
0 46 30 89 car
64 71 26 90 | air
20 80 26 90 | train
58 85 26 90 | bus
0 58 26 90 car
64 58 35 91 | air
20 74 35 91 | train
53 72 35 91 | bus
0 52 35 91 car
69 71 12 92 | air
10 67 12 92 train
35 71 12 92 | hus
0 54 12 92 car
64 100 70 93 | air
44 160 70 93 train
53 120 70 93 | bus
0 70 70 93 car
30 158 50 94 | air
44 83 50 94 train
53 84 50 94 bus
0 58 50 94 car
45 136 40 95 air
44 233 40 95 train
53 186 40 95 | bus
0 154 40 95 car
30 103 70 96 air
34 149 70 96 train
35 109 70 96 bus
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0 94 70 96 car
69 7 10 97 air
34 61 10 97 train

5 64 10 97 | bus

0 51 10 97 car
45 197 26 98 air
34 196 26 98 | train
35 150 26 98 | bus

0 136 26 98 | car
64 129 50 99 | air
44 223 50 99 train
40 201 50 99 | bus

0 156 50 99 | car
64 123 70 100 | air
44 223 70 100 | train
58 190 70 100 | bus

0 185 70 100 | car
69 71 30 101 | air
34 72 30 101 | train
15 64 30 101 | bus

0 61 30 101 | car
64 99 50 102 | air
44 201 50 102 | train
53 180 50 102 | bus

0 122 50 102 | car
69 68 20 103 | air
34 55 20 103 | train
35 57 20 103 | bus

0 46 20 103 car
64 133 32 104 | air
44 223 32 104 train
53 177 32 104 bus

0 167 32 104 car
64 136 27 105 | air
44 231 27 105 train
53 185 27 105 bus

0 238 27 105 car
69 123 30 106 | air
34 195 30 106 train
30 114 30 106 | bus

0 138 30 106 car
69 128 35 107 air
34 187 35 107 train
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35 141 35 107 bus
0 112 35 107 car
64 100 40 108 air
44 203 40 108 train
53 178 40 108 | bus
0 143 40 108 | car
64 82 60 109 | air
44 93 60 109 train
53 94 60 109 | bus
0 49 60 109 | car
64 105 40 110 | air
44 208 40 110 train
53 183 40 110 | bus
0 121 40 110 | car
69 79 70 111 | air
34 78 70 111 | train
35 77 70 111 | bus
0 38 70 111 | car
64 139 70 112 | air
44 234 70 112 | train
53 187 70 112 | bus
0 128 70 112 | car
60 120 30 113 | air
44 84 30 113 | train
53 85 30 113 | bus
0 55 30 113 car
30 72 35 114 | air
44 109 35 114 | train
53 110 35 114 | bus
0 69 35 114 car
55 81 60 115 air
34 85 60 115 train
35 84 60 115 bus
0 42 60 115 car
40 7 45 116 air
34 71 45 116 train
35 70 45 116 bus
0 54 45 116 car
69 65 45 117 air
34 69 45 117 train
40 45 45 117 bus
0 48 45 117 car
69 149 6 118 air
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34 168 6 118 train
20 143 6 118 bus
0 135 6 118 car
90 161 36 119 | air
34 193 36 119 train
35 147 36 119 | bus
0 127 36 119 car
10 80 20 120 | air
34 72 20 120 train
35 71 20 120 | bus
0 55 20 120 | car
25 90 20 121 air
44 68 20 121 train
53 72 20 121 | bus
0 51 20 121 | car
99 138 26 122 | air
34 193 26 122 | train
35 147 26 122 | bus
0 134 26 122 | car
30 115 29 123 | air
34 191 29 123 | train
35 145 29 123 | bus
0 157 29 123 | car
35 119 8 124 | air
44 186 8 124 train
53 183 8 124 | bus
0 153 8 124 car
69 123 32 125 | air
34 197 32 125 | train
15 111 32 125 bus
0 137 32 125 car
64 129 45 126 | air
44 222 45 126 train
30 152 45 126 | bus
0 155 45 126 car
64 112 45 127 air
44 222 45 127 train
53 190 45 127 bus
0 145 45 127 car
64 129 26 128 | air
44 220 26 128 train
30 154 26 128 bus
0 151 26 128 car
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69 71 60 129 air
34 71 60 129 train
35 70 60 129 bus
0 46 60 129 | car
64 7 10 130 air
10 92 10 130 train
53 78 10 130 | bus
0 63 10 130 | car
64 131 45 131 air
44 222 45 131 train
53 176 45 131 | bus
0 102 45 131 car
64 108 60 132 | air
44 207 60 132 | train
53 175 60 132 | bus
0 116 60 132 | car
69 129 60 133 | air
34 196 60 133 | train
15 136 60 133 | bus
0 136 60 133 | car
69 119 8 134 | air
34 142 8 134 | train
25 104 8 134 | bus
0 133 8 134 | car
64 127 60 135 | air
44 239 60 135 train
53 192 60 135 | bus
0 134 60 135 car
64 138 12 136 | air
44 217 12 136 train
53 213 12 136 | bus
0 128 12 136 car
69 123 45 137 | air
34 190 45 137 train
35 144 45 137 bus
0 117 45 137 car
69 132 50 138 | air
34 194 50 138 train
5 157 50 138 bus
0 157 50 138 car
69 113 26 139 air
34 182 26 139 train
45 122 26 139 bus
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0 125 26 139 car
64 101 35 140 air
44 205 35 140 train
53 173 35 140 | bus

0 103 35 140 | car
69 125 12 141 air
30 146 12 141 train
35 143 12 141 | bus

0 147 12 141 car
69 140 15 142 | air
30 158 15 142 train
35 146 15 142 | bus

0 141 15 142 car
64 117 12 143 | air
99 171 12 143 | train
68 193 12 143 | bus

0 150 12 143 | car
64 119 35 144 | air
25 183 35 144 | train
53 183 35 144 | bus

0 149 35 144 | car
69 129 26 145 | air
15 108 26 145 | ftrain
35 140 26 145 | bus

0 140 26 145 car
69 121 6 146 | air
45 109 6 146 train
35 134 6 146 | bus

0 131 6 146 car
69 124 4 147 air
30 115 4 147 train
35 140 4 147 bus

0 140 4 147 car
64 128 40 148 | air
10 152 40 148 train
53 183 40 148 | bus

0 155 40 148 car
64 168 40 149 | air
10 208 40 149 train
53 206 40 149 | bus

0 188 40 149 car
45 123 60 150 air
34 190 60 150 train
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35 144 60 150 bus
0 144 60 150 car
45 150 4 151 air
34 156 4 151 train
35 153 4 151 | bus
0 143 4 151 car
60 129 50 152 | air
34 220 50 152 train
35 170 50 152 | bus
0 148 50 152 | car
60 190 60 153 | air
44 234 60 153 train
53 187 60 153 | bus
0 166 60 153 | car
60 133 70 154 | air
34 193 70 154 | train
35 147 70 154 | bus
0 142 70 154 | car
60 93 40 155 | air
44 85 40 155 | train
53 86 40 155 | bus
0 58 40 155 | car
45 85 35 156 | air
44 81 35 156 | train
53 82 35 156 | bus
0 52 35 156 car
75 192 60 157 | air
44 245 60 157 | train
53 193 60 157 | bus
0 170 60 157 car
30 112 60 158 | air
34 208 60 158 | train
35 162 60 158 | bus
0 159 60 158 car
90 89 50 159 | air
44 89 50 159 train
53 90 50 159 | bus
0 57 50 159 car
45 96 40 160 | air
44 96 40 160 train
53 98 40 160 bus
0 49 40 160 car
60 89 60 161 air
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34 69 60 161 train
35 68 60 161 bus
0 46 60 161 car
75 104 20 162 air
34 73 20 162 train
35 72 20 162 | bus
0 48 20 162 car
64 93 50 163 | air
44 179 50 163 train
53 151 50 163 | bus
0 82 50 163 | car
64 87 70 164 air
44 156 70 164 train
53 135 70 164 | bus
0 93 70 164 | car
64 91 50 165 | air
44 153 50 165 | train
53 126 50 165 | bus
0 85 50 165 | car
69 96 26 166 | air
34 147 26 166 | train
35 107 26 166 | bus
0 98 26 166 | car
64 89 45 167 | air
44 147 45 167 train
53 125 45 167 | bus
0 90 45 167 car
64 80 45 168 | air
44 145 45 168 train
53 129 45 168 | bus
0 76 45 168 car
69 91 30 169 | air
34 136 30 169 | train
35 96 30 169 | bus
0 78 30 169 car
64 93 40 170 | air
44 159 40 170 train
53 131 40 170 bus
0 100 40 170 car
64 106 50 171 air
44 187 50 171 train
53 147 50 171 bus
0 87 50 171 car
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69 69 35 172 air
34 71 35 172 train
50 51 35 172 bus
0 48 35 172 car
69 74 34 173 air
34 74 34 173 train
15 47 34 173 bus
0 52 34 173 car
64 101 8 174 air
44 138 8 174 train
15 117 8 174 bus
0 101 8 174 car
69 72 30 175 | air
34 75 30 175 | train
35 74 30 175 | bus
0 37 30 175 | car
69 141 32 176 | air
34 207 32 176 | train
30 128 32 176 | bus
0 151 32 176 | car
69 68 26 177 | air
34 70 26 177 | train
15 63 26 177 | bus
0 45 26 177 | car
69 71 42 178 | air
34 73 42 178 train
15 47 42 178 | bus
0 49 42 178 car
90 72 50 179 | air
44 163 50 179 train
53 123 50 179 | bus
0 113 50 179 car
15 104 70 180 air
44 84 70 180 train
53 85 70 180 | bus
0 56 70 180 car
69 71 30 181 | air
34 80 30 181 train
35 79 30 181 | bus
0 45 30 181 car
69 72 26 182 air
34 73 26 182 train
35 72 26 182 bus
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0 43 26 182 car
64 64 26 183 air
20 114 26 183 train
53 83 26 183 | bus

0 56 26 183 | car
64 97 18 184 air
50 104 18 184 train
53 73 18 184 | bus

0 58 18 184 | car
64 69 35 185 | air
30 66 35 185 | train
53 83 35 185 | bus

0 55 35 185 | car
64 89 50 186 | air
44 152 50 186 | train
15 128 50 186 | bus

0 100 50 186 | car
15 58 4 187 | air
34 55 4 187 | train
35 56 4 187 | bus

0 47 4 187 car
10 73 30 188 | air
44 7 30 188 | train
53 79 30 188 | bus

0 52 30 188 car
69 70 45 189 | air
34 71 45 189 | train
35 70 45 189 | bus

0 36 45 189 car
69 66 60 190 | air
34 66 60 190 | train
35 61 60 190 | bus

0 44 60 190 car
69 82 4 191 | air
34 68 4 191 train
35 66 4 191 bus

0 42 4 191 car
30 102 30 192 | air
34 72 30 192 train
35 71 30 192 | bus

0 46 30 192 car
20 86 60 193 air
34 70 60 193 train

84
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35 69 60 193 bus
0 47 60 193 car
64 129 4 194 air
44 152 4 194 train
30 113 4 194 | bus
0 109 4 194 car
64 58 18 195 | air
10 60 18 195 train
53 73 18 195 | bus
0 53 18 195 | car
64 72 15 196 air
10 78 15 196 train
53 65 15 196 | bus
0 54 15 196 | car
69 69 26 197 | air
34 70 26 197 | train
35 68 26 197 | bus
0 39 26 197 | car
30 122 40 198 | air
34 136 40 198 | train
35 96 40 198 | bus
0 90 40 198 | car
5 76 70 199 | air
44 83 70 199 | train
53 84 70 199 | bus
0 51 70 199 car
5 73 45 200 | air
44 81 45 200 | train
53 83 45 200 | bus
0 54 45 200 car
64 125 26 201 | air
44 201 26 201 train
16 161 26 201 | bus
0 137 26 201 car
69 104 35 202 | air
34 145 35 202 train
35 106 35 202 | bus
0 88 35 202 car
69 72 4 203 | air
34 57 4 203 train
5 54 4 203 bus
0 53 4 203 car
69 67 20 204 air
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34 72 20 204 train
10 64 20 204 bus
0 46 20 204 car
69 123 45 205 | air
34 184 45 205 train
30 119 45 205 | bus
0 131 45 205 | car
69 94 40 206 | air
34 135 40 206 | train
35 95 40 206 | bus
0 108 40 206 | car
45 141 40 207 air
34 135 40 207 train
35 95 40 207 | bus
0 95 40 207 | car
69 68 2 208 | air
34 54 2 208 | train
50 57 2 208 | bus
0 46 2 208 car
69 94 20 209 | air
34 100 20 209 | train
35 96 20 209 | bus
0 82 20 209 | car
64 87 70 210 | air
44 156 70 210 | train
53 134 70 210 | bus
0 94 70 210 car
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