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ABSTRAK

Nama : Hikmatiarahmah K
Program Studi : Matematika
Judul . Algoritma Konstruksi Graf Terhubung dengan Banyak Busur

Minimal dan Nilai Total Ketakteraturan Simpul Sama dengan Dua

Misalkan G = G(V, E) adalah pasangan himpunan (V, E), dengan V adalah
himpunan tak kosong simpul dan E adalah himpunan pasangan tak terurut dari
simpul-simpul yang disebut busur. Graf yang dibahas pada skripsi ini adalah graf
sederhana, berhingga dan terhubung dengan |V| simpul dan [E| busur. Nilai total
ketakteraturan simpul (total vertex irregularity strength) atau tvs dari graf ¢
adalah suatu bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga f merupakan
suatu pemetaan dari gabungan himpunan simpul dan busur ke subhimpunan bila-
ngan asli {1, 2, ..., k} dengan bobot setiap simpul pada graf G berbeda dimana
bobot simpul adalah penjumlahan dari label simpul dan label busur yang hadir
pada simpul tersebut. Berdasarkan hasil-hasil penelitian sebelumnya telah

dibuktikan bahwa tvs(C,) = [nT”] dan tvs(K,) = 2,n = 2. Terlihat bahwa

tvs(C,,) bergantung pada n, sedangkan tvs(K,) tidak bergantung pada n, yaitu
dua, artinya ketika suatu graf dengan banyak simpul n memiliki jumlah busur
lebih sedikit maka tvs(G) dapat lebih besar. Dalam skripsi ini akan dikonstruk-
sikan algoritma untuk memperoleh graf terhubung G dengan tvs(G) sama dengan
dua dan banyak busur minimal dengan cara mengurangi busur-busur dari graf
lengkap. Kemudian akan diberikan banyak busur minimal pada graf G dengan n
simpul yang terbentuk dari algoritma.

Kata Kunci . Nilai total ketakteraturan simpul, graf lengkap, algoritma.
xii + 53 halaman : 29 gambar ; 11 tabel
Daftar Pustaka  : 6 (1990-2010)
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ABSTRACT

Name : Hikmatiarahmah K

Study Program : Mathematics

Title . Algorithm of Construction of Connected Graph that has
Minimum Edges with Total Vertex Irregularity Strength Equal
to Two

Let G = G(V,E) be an ordered pair set (V, E) with V is a nonempty set of
vertices dan E is a set of unordered pairs of distinct elements of V. A graph G
which is considered in this skripsi is a simple, finite, and connected graph with |V|
vertices and |E| edges. Total vertex irregularity strength (tvs) of G is the
minimum value of positive integer k such that f is a mapping from the union of
vertex set and edge set of G to a subset of natural number {1, 2, ..., k} and the
weight of every vertex is different. The weight of a vertex is the sum of label of
the vertex and labels of edges that incident to the vertex. It has been proved that

tvs(Cp) = [n%z] and tvs(K,) = 2,n = 2. This results imply that tvs(C,,)

depends on n, while tvs(K,,) does not. It means for graphs with n vertices, there
is a possibility that a graph with less edges has larger tvs. In this skripsi, we
construct an algorithm to find a connected graph G with tvs(G) = 2 and has
minimum number of edges, by deleting some edges from complete graph, K,,. We
also find the minimum number of edges on graph G with n vertices which
obtained from the algorithm.

Keywords : Total vertex irregularity strength, complete graph, algorithm.
xii + 53 pages : 29 pictures ; 11 tables
Bibliography : 6 (1990-2010)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu bidang matematika yang diperkenalkan
pertama kali oleh ahli matematika asal Swiss, Leonardo Euler pada tahun 1736.
Ide cemerlang ini muncul sebagai upaya menyelesaikan persoalan jembatan
Konigsberg. Salah satu bagian dari graf yang menarik untuk diteliti lebih lanjut
adalah pelabelan graf. Dewasa ini, penelitian tentang pelabelan graf sedang
berkembang, hal ini ditandai dengan banyaknya artikel mengenai pelabelan graf
yang terbit atau bermunculan. Survey mengenai hasil-hasil penelitian pada
pelabelan graf dapat dilihat pada (Gallian, 2010).

Suatu graf G = G (V, E) didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E),
dengan V adalah himpunan tak kosong simpul dan E adalah himpunan pasangan
tak terurut dari simpul-simpul yang disebut busur. Banyaknya simpul pada G
dinotasikan dengan |V| dan banyaknya busur dinotasikan dengan |E|. Secara
umum graf direpresentasikan dengan gambar yang merupakan kombinasi dari
sejumlah titik dan kurva yang menghubungkan titik-titik tersebut. Satu simpul
direpresentasikan dengan satu titik dan satu busur direpresentasikan dengan satu
kurva yang menghubungkan dua simpul (boleh sama).

Graf yang akan dibahas dalam skripsi ini secara khusus adalah graf
lingkaran dan graf lengkap. Graf lintasan, P,, adalah graf dengan n simpul
{v,, vy, ..., v, } dengan v, adalah simpul awal dan v,, adalah simpul akhir yang
mempunyai busur-busur v, v,, v,v3, .., V,_1 v, atau juga dapat ditulis
e, ey, ..., ey. Sementara graf lingkaran adalah graf yang dibentuk dari graf
lintasan dengan penambahan busur antara v,,v,. Graf lengkap, K,,, adalah graf
sederhana yang mempunyai tepat satu busur antara setiap pasangan simpul yang
berbeda.

Suatu pelabelan pada graf G didefinisikan sebagai suatu pemetaan dari
unsur-unsur graf, yaitu himpunan simpul V, himpunan busur E, atau V U E ke

suatu himpunan bilangan bulat positif. Apabila daerah asal dari pemetaan hanya
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himpunan simpul V (atau himpunan busur E), maka pelabelannya disebut pelabe-
lan simpul (atau pelabelan busur). Apabila daerah asal merupakan gabungan dari
himpunan simpul V dan busur E, maka pelabelannya disebut pelabelan total (Baca
dkk., 2007).

Misalkan G adalah graf sederhana berhingga tak berarah dengan |V |
simpul dan |E| busur, maka jumlah dari semua label yang terkait dengan elemen
graf, yaitu simpul V dan busur E pada pelabelan total disebut bobot. Bobot dapat
dihitung untuk simpul maupun untuk busur.

Pelabelan total untuk graf G merupakan pemetaan dari semua unsur graf,
yaitu simpul dan busur ke suatu bilangan bulat positif yang dimulai dari satu
sampai dengan k, biasa disebut pelabelan-k total (total k-labelling). Kemudian
timbul permasalahan, berapa nilai bilangan bulat positif terkecil k dari label pada
suatu graf sehingga bobot untuk setiap simpul berbeda? Bilangan positif terkecil
inilah yang dijadikan parameter suatu graf G yang dikenal dengan nilai ketaktera-
turan simpul (total vertex irregularity strength) atau tvs(G). Selain dapat diketa-
hui nilai ketakteraturan simpul pada suatu graf, dapat pula ditentukan nilai ketak-
teraturan busur (total edge irregularity strength) pada suatu graf, yaitu bilangan
positif terkecil k yang terdapat pada pelabelan-k busur tak beraturan (edge
irregular total k-labelling) dari graf G, dilambangkan dengan tes(G).

Secara sederhana tes(G) adalah suatu bilangan bulat positif terkecil k
sedemikiansehingga f : VU E — {1, 2, ..., k} dengan w(v,vy) # w(v,,vy),
Uy Uy F V¥ UNtUK setiap v, vy, v, v, € G dimana w(v,vy) = f(v,) +
f(vevy) + f(vy). Sedangkan tvs(G) adalah suatu bilangan bulat positif terkecil
k sedemikian sehingga f : VU E - {1,2, ..., k} dengan w(v,) # w(v),

Uy # Uy Untuk setiap vy, vy, € G dimanaw(vy) = f () + Xo,vp e £ f (VaVy)
(Baca dkk., 2007).

Hasil-hasil penelitian untuk tes(G) dan tvs(G) banyak yang telah dipubli-

kasikan. Misalnya, untuk graf lingkaran (C,), Baca dkk. (2007) membuktikan

bahwa tes(C,) = tvs(C,) adalah [%2] Masih dalam penemuan Baca dkk.

n?-n+4
6

(2007), diduga (conjecture) bahwa tes(K.,) = | |, n = 6 dan dibuktikan

bahwa tvs(K,,) = 2, n = 2. Dari hasil penemuan di atas terlihat bahwa untuk graf
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dengan banyak simpul n ketika memiliki jumlah busur lebih sedikit, maka tvs(G)
dapat lebih besar. Hal ini menimbulkan pertanyaan, berapa banyak busur mak-
simal yang dapat dihapus dari suatu graf dengan tetap mempertahankan tvs graf
tersebut? Untuk itu, dalam skripsi ini akan dibahas bagaimana mencari suatu graf
terhubung G yang memiliki banyak busur lebih sedikit dari graf lengkap K, tetapi
tvs(G) tetap dua. Graf tersebut dibentuk dengan cara mengurangi busur-busur
pada graf lengkap, K,,, dengan mengikuti algoritma yang dibangun. Selama proses

penghapusan busur, tvs(G) tetap dua.

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup

Dalam skripsi ini, yang menjadi permasalahan adalah sebagai berikut.
a) Bagaimana membangun algoritma penghapusan busur pada graf lengkap agar
diperoleh suatu graf terhubung G yang banyak busurnya minimal dengan
mempertahankan nilai total ketakteraturan simpul dari G tetap dua?

b) Berapa banyak busur minimal yang ada pada graf yang dihasilkan tersebut?

Ruang lingkup pembahasan masalah dalam skripsi ini dibatasi mencari
nilai ketakteraturan simpul dari suatu graf dengan menghapus busur-busur dari

graf lengkap.

1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan

Penelitian dilakukan dengan studi pustaka yang dikembangkan untuk
menganalisa dan membangun algoritma pembentukan graf terhubung G dengan

nilai total ketakteraturan simpul dari G adalah dua.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.
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a) Membangun algoritma penghapusan busur dari graf lengkap, K,,, untuk
menghasilkan graf terhubung G dengan banyak busur minimal dan
mempertahankan nilai total ketakteraturan simpul dari G tetap dua.

b) Menemukan banyak busur minimal pada graf yang dihasilkan setelah proses

penghapusan busur dari K.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dari teori
graf, jenis-jenis graf yang digunakan pada bab selanjutnya, pelabelan graf, nilai
total ketakteraturan simpul (total vertex irregularity strength) dari suatu graf,
tvs(G), dan hasil-hasil penelitian sebelumnya mengenai nilai total ketakteraturan

simpul.

2.1 Definisi dan Istilah dalam Teori Graf

Suatu graf G = (V, E) terdiri atas suatu himpunan tak-kosong V yang
anggotanya disebut simpul (vertices), dan suatu himpunan berhingga E yang
berisi pasangan-pasangan tak terurut dari simpul-simpul yang disebut busur
(edges) (Hartsfield & Ringel, 1990). Untuk penyederhanaan, ¢ = (V,E)
selanjutnya akan dinotasikan dengan G. Banyaknya simpul pada G dinyatakan
dengan |V| dan banyaknya busur dinyatakan dengan |E|.

Graf G dikatakan graf berhingga (finite graph) jika banyaknya simpul
dan banyaknya busur berhingga. Jika graf G terdiri dari n simpul, maka order dari
G adalah n. Gelung (loop) adalah busur yang memiliki titik ujung yang sama, atau
dengan kata lain busur yang menghubungkan suatu simpul ke simpul itu sendiri.
Busur ganda (multiple edges) adalah busur-busur yang memiliki pasangan
simpul ujung yang sama. Dua buah simpul (boleh sama) yang dihubungkan oleh
suatu busur pada graf, simpul tersebut disebut simpul ujung (endpoint) dari
busur. Graf sederhana (simple graph) adalah suatu graf yang tidak memiliki
gelung dan busur ganda (West, 2002).

Dua simpul, u dan v, pada graf G dikatakan bertetangga (adjacent) di G
jika uv adalah suatu busur pada graf G. Jika e = uv, maka busur e dikatakan hadir
(incident) pada simpul u dan v. Derajat (degree) dari suatu simpul adalah banyak-

nya busur yang hadir pada simpul tersebut (kecuali pada gelung, memberi derajat
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dua pada simpul tersebut). Derajat dari suatu simpul v dinotasikan dengan d(v).
Simpul dengan derajat nol (d(v)=0) disebut simpul terpencil (isolated vertex) dan
simpul dengan derajat satu (d(v)=1) disebut anting-anting (pendant) (Rosen,
2003). Derajat simpul terkecil dan terbesar pada suatu graf G masing-masing
dinyatakan sebagai 6= &G) = minyey d(v) dan A = A(G) = maxyey d(v). Graf G
disebut graf teratur berderajat r (r-regular graph) apabila 6=A =r (West,
2002).

es Vi € Vo

€4 €y e;

€3
\Z V3

€6 €s

Vs

Gambar 2.1 Contoh graf G

Secara umum graf dapat direpresentasikan dalam bentuk gambar. Simpul-
simpul pada graf direpresentasikan sebagai titik dan busur-busur pada graf
direpresentasikan sebagai kurva yang menghubungkan titik-titik tersebut (West,
2002). Pada Gambar 2.1 diberikan contoh graf G dengan himpunan simpul V =
{V1, Vo, V3, V4, V5} dan himpunan busur E = {es, e, €3, €4, €s, €5 ,€7, €g} = {V1V2,
VaV3, V3Va, V1Va, VaVs, VaVs, Vo3, ViV }. Banyaknya simpul dan busur pada graf ¢
adalah |[VV| =5 dan |E| = 8. Simpul v; dan v, bertetangga karena keduanya dihu-
bungkan oleh busur e;. Busur e, hadir pada simpul v, dan vs. Busur eg merupakan
gelung dan {e,, e;} merupakan busur ganda dari graf G. Karena graf G memiliki
gelung dan busur berganda maka graf G bukan graf sederhana. Derajat tiap simpul
pada Gambar 2.1 adalah d(v;) = d(vs) =4, d(v2) =d(v4) =3, d(vs) = 2. Karena 6=
2 dan A =4, maka graf G bukan graf teratur. Pada Gambar 2.2 diberikan contoh

gambar graf sederhana.
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Vi € )
[
84 ez
[ €s
Va V3
€6 €5
Vs

Gambar 2.2 Contoh graf sederhana G,

Sebuah isomorfisma dari graf sederhana G ke graf sederhana H adalah
pemetaan bijektif f dari V' (G) ke V (H) sedemikian sehingga uv € E(G) jika dan
hanya jika f(u)f(v) € E(H). Dapat juga dikatakan jika terdapat isomorfisma
dari G ke H maka G isomorfik terhadap H (West, 2002). Pada Gambar 2.3

diberikan contoh graf yang isomorfik.

Vi \Z%

Ve vz'/

S

Vs V3 Ve / Vs
7%

Va
G H

Gambar 2.3 Contoh graf isomorfik

Graf G’ adalah subgraf dari graf G (ditulis G’ < G) jikaV(G") € V(G) dan
E(G") < E(G) (Rosen, 2003). Setiap subgraf dari G dapat diperoleh dengan cara
menghapus simpul-simpul dan busur-busur yang ada pada graf G. Pada Gambar
2.4 diberikan contoh subgraf G’ dari suatu graf G, dimana himpunan simpul pada
G adalah V(G) = {v1, V2, V3, V4, Vs, Vs}, dan himpunan busur pada G adalah E(G) =
{e1, €2, €3, €4, €5, €5, €7, €3, 9, €10, €11, €12, €13, €14, €15}. Sementara himpunan

simpul pada G’ adalah V(G") = {v1, Vs, V4, V5,V6}, dan himpunan busur pada G’
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adalah E(G") ={ey, €3, €4, €10, €11, €13}. Karena V(G") < V(G) dan E(G) <
E(G) maka G’ adalah subgraf dari G.

Vi
e es
e
Ve o
€3
7\ 8 e
9
€15
€11
Vs 3 V3
€1 €12
Vy
G G’

Gambar 2.4 Contoh graf (G) dan subgraf (G’)

Misalkan u dan v adalah simpul-simpul (tidak perlu berbeda) pada graf G.
Jalan (walk) u-v pada G adalah suatu barisan berhingga di G yang terdiri dari
simpul dan busur secara berselingan, u = uo, €1, U1, €2, ..., Un-1, €y, Uy =V, Yang
diawali dengan simpul u dan diakhiri dengan simpul v, sedemikian sehingga e; =
Uiquiuntuk i=1, 2, ..., n. Jejak (trail) u-v adalah suatu jalan u-v dimana tidak ada
busur yang berulang. Lintasan (path) u-v adalah suatu jalan u-v dimana tidak ada

simpul yang berulang.

Vi Ve
Ve Ry /\\/7
o —————0
\Z V3 Vg Vg
G S

Gambar 2.5 Contoh graf terhubung (G) dan graf tak terhubung (S)

Suatu graf G dikatakan terhubung (connected) jika terdapat suatu lintasan
u-v untuk setiap simpul u, v € V. Apabila syarat ini tidak terpenuhi, maka graf G
dikatakan tak terhubung (disconnected) (West, 2002). Pada Gambar 2.5 diberi-
kan contoh graf terhubung G dan graf tidak terhubung S. Graf G terhubung karena
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untuk setiap pasang simpul di dalam graf tersebut terdapat lintasan yang menghu-
bungkan keduanya. Graf S tak terhubung karena tidak ada lintasan yang
menghubungkan simpul vq dan v, serta v, dan vg. Graf yang dibahas dalam
skripsi ini adalah graf berhingga, sederhana dan terhubung. Pada subbab
berikutnya diberikan beberapa definisi dan contoh dari jenis-jenis graf yang

terkait dengan bab selanjutnya.

2.2 Jenis-Jenis Graf

Dalam teori graf terdapat beberapa jenis graf yang mempunyai ciri khas
masing-masing. Jenis-jenis graf yang akan dijelaskan berikut ini adalah jenis-jenis

graf yang berkaitan dengan bab selanjutnya.

Vi Vy V3 A Vs

Gambar 2.6 Contoh graf lintasan Ps

Graf lintasan (path graph), P, adalah graf dengan n simpul (n > 2)
dengan busur viVy, VoV, ..., Va1Vn. Semua simpul berderajat dua kecuali untuk
simpul awal dan simpul akhir berderajat satu. Simpul v; disebut simpul awal dan
simpul v, adalah simpul akhir (Hartsfield & Ringel, 1990). Dalam graf lintasan
berlaku |V| = |E|+ 1. Pada Gambar 2.6 diberikan contoh graf lintasan dengan n =5
(Ps).

Graf lingkaran (cycle graph), C,, adalah graf dengan n simpul (n > 3), vy,
Vo, ..., Vp, dan busur-busur viva, Vovs, ..., VaaVi Vavi (Hartsfield & Ringel, 1990),
atau dengan kata lain, graf lingkaran adalah graf yang diperoleh dari graf lintasan
Pn yang diberi tambahan busur antara simpul awal dan simpul akhir (busur v,v;).
Semua simpul pada graf C,, memiliki derajat dua. Dalam graf lingkaran berlaku

|V| = |E|. Pada Gambar 2.7 diberikan contoh graf lingkaran dengan n =5 (Cs).

Universitas Indonesia

Algoritma konstruksi..., Hikmatiarahmah Kekaleniate, FMIPA Ul, 2011



10

Vi

Vs \ZJ

\Z V3

Gambar 2.7 Contoh graf lingkaran Cs

Graf lengkap (complete graph), K,,, adalah graf sederhana yang

mempunyai tepat satu busur antara pasangan simpul-simpul yang berbeda (Rosen,
2003). Banyaknya busur pada graf lengkap adalah |E1<n| = @ Gambar 2.8

merupa-kan contoh dari graf lengkap dengan n = 5 (Ks) dan banyak busur pada

5(4)

K5 adalah i 10. Pada subbab selanjutnya akan diberikan pemba-hasan

tentang pelabelan dari suatu graf.

Vi

Vs Vo

Vg V3

Gambar 2.8 Contoh graf lengkap K-

2.3 Pelabelan Graf

Suatu pelabelan f pada graf G merupakan suatu pemetaan dari himpunan
simpul V, himpunan busur E, ataupun V U E ke suatu subhimpunan bilangan asli.

Bilangan asli tersebut disebut label. Apabila daerah asal dari pemetaan adalah
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himpunan simpul (atau himpunan busur), maka pelabelannya disebut pelabelan
simpul (atau pelabelan busur). Apabila daerah asalnya merupakan gabungan dari
himpunan simpul dan busur (V U E), maka pelabelannya disebut pelabelan total
(Baca dkk., 2007). Pada Gambar 2.9 diberikan contoh pelabelan simpul (a),
pelabelan busur (b), dan pelabelan total (c) dari graf lintasan Ps.

(b)
1 1 1 2
1 1 2 2 2
(c)

Gambar 2.9 Contoh pelabelan pada graf lintasan Ps

Jumlah dari semua label yang terkait dengan elemen graf pada pelabelan
total disebut bobot. Bobot dapat dihitung untuk simpul dan busur. Jumlah dari
label suatu simpul (f(v)) dan label semua busur (f (vw)) yang hadir pada simpul
tersebut disebut bobot simpul (weight of vertex), w(v), yaitu w(v) = f(v) +
Zouer f(0U).

Bobot busur (weight of edge) vu, yang dinyatakan sebagai w(vu) adalah
jumlah dari label dua simpul, f (v) dan f(u), yang dihubungkan oleh busur vu
dan label busur vu, f(vu), itu sendiri, yaitu w(vu) = f(v) + f(vu) + f(u)
(Baca dkk., 2007). Pada Gambar 2.10 diberikan contoh pelabelan total pada graf
lengkap, K;,, dengan n = 5 beserta bobot simpulnya. Terlihat pada Gambar 2.10
bahwa setiap simpul diberi label 1 dan 2 dengan bobot simpul (diberikan pada
bulatan kecil) pada setiap simpul berbeda. Pelabelan seperti ini disebut pelabelan-

k total tak teratur simpul (vertex irregular total k-labelling). Pembahasan lebih
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lengkap mengenai pelabelan-k total tak teratur (Irregular total k-labelling)
diberikan pada subbab selanjutnya.

ECARN
N

B,

@

Gambar 2.10 Contoh pelabelan total serta bobot simpul pada graf K5

2.4 Nilai Total Ketakteraturan Simpul

Istilah bahasa Indonesia tentang total vertex irregularity strength yang
digunakan pada skripsi ini mengacu pada (Nurdin, 2010). Pelabelan pada suatu
graf G dengan himpunan simpul V dan himpunan busur E, disebut pelabelan-k
total (total k-labelling) jika terdapat pemetaan f : VU E - {1, 2, ..., k}.
Pelabelan-k total, f, disebut pelabelan-k total tak teratur busur (edge irregular
total k-labelling) pada graf G jika setiap dua busur yang berbeda di G, v;v; dan
vm Uy, Mmemiliki bobot yang berbeda, atau w(v;v;) # w(vy,v,), dimana
w(vv;) = f(v)) + f(wv;) + f(v;). Sedangkan £ disebut pelabelan-k total tak
teratur simpul (vertex irregular total k-labelling) pada graf G jika untuk setiap dua
simpul yang berbeda di G, v; dan v;, maka w(v;) # w(v;), dimana w(v;) =
f) + Xow, e 5 f(ivp).

Nilai ketakteraturan (irregularity strength) dari G, dilambangkan dengan
s(G), adalah bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga G mempunyai
suatu pelabelan k-tak teratur. Nilai total ketakteraturan busur (total edge
irregularity strength) dari suatu graf G, dilambangkan dengan tes(G), adalah

bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga G mempunyai suatu
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pelabelan-k total tak teratur busur. Nilai total ketakteraturan simpul (total vertex
irregularity strength) dari suatu graf G, dilambangkan dengan tvs(G) adalah
bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga G mempunyai suatu
pelabelan-k total tak teratur simpul (Baca dkk., 2007).

Secara sederhana tes(G) adalah suatu bilangan bulat positif terkecil k
sedemikian sehingga f : VU E - {1,2, ..., k} dengan w(v;v;) # w(vpvy),
ViVj # Uy UNtuK setiap v;v;, vy, vy, € G dimanaw(vyv;) = f(v) + f(viv) +
f (vj). Sedangkan tvs(G) adalah suatu bilangan bulat positif terkecil k sedemi-
kian sehingga f : V UE —{1,2, ..., k} dengan w(v;) = w(v;), v; # v; untuk
setiap v;, v; € G dimanaw(v;) = f(v;) + Zvivj e e f(viv)).

Pada subbab selanjutnya diberikan hasil-hasil penelitian tentang nilai total

ketakteraturan simpul, tvs(G) yang berkaitan dengan bab selanjutnya.

2.5 Hasil-Hasil yang Telah Diketahui

Berdasarkan (Gallian, 2010), telah terdapat hasil-hasil penelitian yang

membuktikan nilai total ketakteraturan simpul, tvs(G). Diantaranya tvs (C,) =

n+2

. ]n > 1 dan tvs(K,) = 2,n = 2. Untuk kelengkapan skripsi, berikut ini

diberikan teorema dan bukti untuk tvs(K,). Bukti yang diberikan pada Teorema

2.1 berbeda dengan yang diberikan oleh Baca dkk.

Teorema 2.1 (Baca dkk., 2007)
tus(K,) = 2, untukn > 2.

Bukti.

Pertama-tama akan dibuktikan bahwa tvs(K,,) < 2.
Misalkan V(K,,) = {vy, vy, ..., v, } dan

E(Ky) = {v1Vy, oo, V1Vp, Vo V3, oo, Vg Upy oo, Vp1 VUn }

Label simpul-simpul dan busur-busur dari K,, didefinisikan sebagai berikut.
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1 untukl1<i < [E]
fw) = L2

2 untuk [g] <i<n

(1 untukl<j<sn—-i+1 i#j
f(”i”f)_{z untukn —i+2<j<n, i#j

Telah diketahui bahwa bobot simpul dari v; pada K,, adalah
w(vy) = f(v) + Yoy jui f (0i)).

Untuki=1,2, ..., E]

wv) = fw) + X3 1+ 20,2
=l+1ln—i+1-1)+2n—-(n-i+1))
=1+n—i+2(—-1)
=n+i—1

Jadi bobot simpul dari v; untuk 1 <'i < E] adalahw(v;,)) =n+i—1.
Jika nilai i disubstitusikan ke w(v;) maka diperoleh

{W(‘Ui)|1 <i< E]} = {n,n Al S E] - 1} (2.1)

Untuk i = E] +1, E] +2,..,10

w(y) = f(v) + X1 1+ Y0Th, 2
=24 1(n — 11 + 2(n — 1=t — i +1))
=2+n—i+1+2@(—2)
=n+i-—1
Jadi bobot simpul dari v;untuk E] <i<nadalahw(v) =n+i-1.
Jika nilai i disubstitusikan ke w(v;) maka diperoleh

{W(vi)l E] <i< n} = {n + E] ,n+ E] +1,..,2n— 1} (2.2)

Dari persamaan (2.1) dan (2.2), terlihat bahwa bobot simpul pada setiap simpul i

berurutan dan berbeda. Sehingga terbukti bahwa tvs(K,,) < 2.
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa tvs(K,) = 2.

Andaikan label dari semua simpul dan busur dari K,, adalah 1, maka semua bobot
simpul pada simpul-simpul graf K, akan sama. Hal ini melanggar definisi dari
tvs. Sehingga terbukti bahwa tvs(K,,) = 2.Karena berlaku tvs(K,) < 2 dan
tvs(K,) = 2. Jadi dapat disimpulkan tvs(K,) = 2. |

Selanjutnya akan diberikan contoh pelabelan-2 total tak teratur simpul
pada graf lengkap, K,,, dengan n = 8 sesuai dengan aturan pada pembuktian
Teorema 2.1. Dengan pelabelan ini dihasilkan label tebesar (nilai k) pada
pelabelan-k total adalah 2 (pelabelan-2 total) dengan semua bobot simpul pada
graf K,, berbeda, sehingga tvs(Kg) = 2. Pada Gambar 2.11 diberikan pelabelan-k

total tak teratur pada Kg.

Gambar 2.11 Contoh pelabelan-2 total tak teratur pada graf Kg

Baca dkk. (2007) juga telah membuktikan hubungan antara tvs(G) dengan
banyaknya simpul dan derajat pada graf G.

Teorema 2.2 (Baca dkk., 2007)

V] +6
A+1

lstvs(G)s|V|+A—26+1

dimana A adalah derajat tertinggi dari graf G dan 6 adalah derajat terkecil dari

graf G.
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BAB 3
ALGORITMA KONSTRUKSI GRAF TERHUBUNG DENGAN BANYAK
BUSUR MINIMAL DAN NILAI TOTAL KETAKTERATURAN SIMPUL
SAMA DENGAN DUA

Pada bab ini akan dibahas cara mengkontruksi graf terhubung G dengan
banyak busur minimal yang diperoleh dengan penghapusan busur dari graf
lengkap, K,,, dan mempertahankan tvs dari graf lengkap, K,,, yaitu dua. Pengkon-
struksian ini dilakukan dengan menggunakan suatu algoritma. Selanjutnya akan
diberikan banyak busur minimal pada graf yang dihasilkan dari proses pengha-

pusan busur.

3.1 Algoritma Konstruksi Graf G

Secara garis besar algoritma ini ditujukan untuk mencari graf G yang
memiliki tvs(G) = 2 namun memiliki banyak busur lebih sedikit dari K,, dengan
cara menghapus atau mengurangi busur-busur dari graf lengkap, K,,. Algoritma ini

dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk n ganjil dan n genap.

3.1.1 Algoritma Konstruksi Graf G untuk n Ganjil

Algoritma penghapusan busur ini terdiri dari 3 tahap: tahap awal, tahap
penghapusan, dan tahap penyelesaian. Tahap awal adalah tahap dilakukannya
pelabelan-k total pada graf lengkap, K,,, kemudian diberikan nama simpul pada
graf K,. Tahap penghapusan adalah tahap dihapusnya busur-busur pada graf K,,,
tahap penghapusan terdiri dari 3 langkah. Tahap terakhir adalah tahap penye-
lesaian, yaitu tahap dimana bobot simpul dibuat berurutan dengan cara mengganti

label simpul. Algoritma secara lengkap diberikan pada Algoritma 3.1.
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Algoritma 3.1 (n ganjil, n > 5)

Tahap Awal

1. Label K,, dengan pelabelan-k total, f, seperti yang diberikan pada
bukti Teorema 2.1.

2. Beri nama simpul pada K,,, yaitu v4, v,, ..., v, Sesuai dengan
urutan bobot simpul yang dimulai dari bobot terkecil, v,, sampai
dengan simpul berbobot terbesar, v,,.

Tahap Penghapusan

3. Untukj=23,..,n—1

Hapus v, v;
w(vy) = w(vy) — f(vlvj) (e
w(v;) = w(v;) — f(v1v))

n-1

4, Untuki=2,3,..., =
Untukj=i+1,i+2,..,n—(@{—1)
Hapus v;v;
w(v;) = wy) — f(viv))
w(v;) = w(v) = fFwiv)
5. Untuki==—=,"2+1,..,n—1
Untukj=i+1,i+2,..,n
Hapus v;v;
w(vy) =w(v;) - f(vivj)
w() = w(v) = f (v
Tahap penyelesaian

6. fryp)=1 (perubahan npui vy,)
w(vy,) =w(v,) —1

Untuk lebih menjelaskan Algoritma 3.1, akan diperlihatkan contoh

penggunaan algoritma pada graf K.

Tahap Awal

1. Label K, dengan pelabelan-k total, f, seperti yang diberikan pada bukti
Teorema 2.1. Pada Gambar 3.1 diberikan pelabelan-2 total pada K. Terlihat
pada Gambar 3.1 label simpul dan busur pada K, adalah 1 dan 2, artinya label
terbesar pada graf K, adalah 2, sehingga disebut pelabelan-2 total dan

mempunyai tvs(K,) = 2.
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Gambar 3.1 Pelabelan-2 total pada K-,

2. Beri nama simpul pada K5, yaitu vy, v,, ..., v; Sesuai dengan urutan bobot
simpul yang dimulai dari bobot terkecil, v;, sampai dengan simpul berbobot

terbesar, v,. (Gambar 3.2)

Gambar 3.2 Penamaan untuk tiap simpul pada K,

Tahap Penghapusan
3. Untukj = 2,3, ..., 6, hapus busur v, v; kemudian perbaharui

w(vy) =w(vy) — f(vlvj) dan w(vj) = w(vj) — f(v1v)).
Pada Gambar 3.3 diberikan proses penghapusan pada Langkah 3.

Universitas Indonesia

Algoritma konstruksi..., Hikmatiarahmah Kekaleniate, FMIPA Ul, 2011



19

(d) (e)

Gambar 3.3 Penerapan Langkah 3 Algoritma 3.1 pada K-,

Untuk j = 2, hapus busur v, v, kemudian perbaharui w(v;) =7 -1 =6,
w(v,) = 7 — 1 = 6 sehingga diperoleh graf seperti pada Gambar 3.3.a. Untuk
j = 3, hapus busur v, vs, perbaharui w(v;) =6 —-1=5w(r;) =9—-1 =
8, diperoleh graf seperti pada Gambar 3.3.b. Selanjutnya, untuk j = 4 akan
diperoleh graf pada Gambar 3.3.c, untuk j = 5 akan diperoleh graf pada
Gambar 3.3.d, dan busur terakhir yang dihapus pada langkah ini adalah busur
11 V6 (j = 6), kemudian perbaharui bobot simpul pada v;dan v, menjadi
w(v;) =3 —-1=2danw(ve) = 12 — 1 = 11 sehingga diperoleh graf pada
Gambar 3.3.e. Dalam langkah ini tetap dipertahankan tvs dari tiap graf hasil

penghapusan sama dengan 2.

. Untuki =2,3danuntukj =i+ 1,i + 2,..8 — i, hapus busur v;v; kemudian
perbaharui w(v;) = w(v;) — f(v;v;) dan w(v;) = w(v;) — f(v;v;). Pengha-

pusan pada Langkah 4 dimulai dari i = 2 sampai i = 3. Pada saat i = 2,
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Tabel 3.1 Penerapan Langkah 4 Algoritma 3.1 pada K

Jj = 3,4, 5, 6 sehingga akan dihapus busur v,vs, v,v,, v,vs, dan v,ve.
Kemudian untuk i = 3,j = 4,5 sehingga akan dihapus busur vsv, dan v;vs.
Sama seperti langkah penghapusan lainnya, jika ada penghapusan busur maka
bobot pada simpul yang berkaitan dengan busur yang dihapus akan diperbaha-
rui. Hasil akhir pada langkah ini ditunjukkan pada gambar yang ada pada baris
3 kolom 4 dari Tabel 3.1. Setiap graf hasil penghapusan pada langkah ini tetap

dipertahankan tvs dari graf tersebut sama dengan 2.

. Untuk i = 5,6 dan untuk j =i + 1,7, hapus busur v;v; kemudian perbaharui
w(;) = w(v) — f(vv;) dan w(v;) = w(v;) — f(v;v;). Langkah pengha-
pusan terakhir ini adalah dihapusnya busur vsvg (i =5, = 6), vsv, (i =

5,j = 7), dan terakhir adalah busur vgv, (i = 6,j = 7). Sama seperti langkah
penghapusan lainnya, jika ada penghapusan busur maka bobot pada simpul
yang berkaitan dengan busur yang dihapus akan diperbaharui. Graf yang
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dihasilkan pada langkah ini adalah suatu graf terhubung dengan tvs sama
dengan dua dan mempunyai banyak busur lebih sedikit dari graf lengkap yang
ditunjukkan pada gambar pada baris 3 kolom 3 dari Tabel 3.2. Untuk
mengindikasikan apakah banyak busur sudah minimal atau belum (atau
apakah masih dapat dilakukan penghapusan busur lebih lanjut) adalah dengan
cara mengurutkan bobot simpul pada tiap simpul dimulai dari bobot terkecil
yang mungkin, yaitu 2. Karena hasil akhir graf pada tahap ini belum memiliki

bobot yang berurutan, maka diperlukan tahap penyelesaian.

Tabel 3.2 Penerapan Langkah 5 Algoritma 3.1 pada K

Tahap Penyelesaian

6. Lakukan perubahan label pada simpul v, yaitu f(v,) = 1 (perubahan label
pada simpul) dan bobot pada simpul v, juga mengalami perubahan menjadi
w(v,) =9 — 1 = 8. Terlihat pada Gambar 3.4 label dari simpul v, pada
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Gambar 3.4 Tahap penyelesaian Algoritma 3.1 pada K,

graf G yang dihasilkan dalam tahap penyelesaian, berubah menjadi 1 sehingga
menyebabkan bobot simpul pada v, berubah menjadi 8 dan mengakibatkan
bobot dari setiap simpul menjadi berurutan dimulai dari bobot terkecil yang
mungkin, yaitu 2. Hal ini mengindikasikan bahwa banyak busur untuk graf
yang mempunyai tvs sama dengan dua, yang diperoleh dengan menerapkan
Algoritma 3.1 sudah minimal, yaitu 7. Pada subbab selanjutnya akan diberikan

algoritma untuk n genap.

3.1.2 Algoritma Konstruksi Graf G untuk n Genap

Algoritma ini dibagi menjadi dua bagian, yaitu untuk n = 2 (mod 4) dan
n = 0 (mod 4). Algoritma penghapusan busur untuk n = 2 (mod 4) terdiri dari 2
tahap, yaitu tahap awal dan tahap penghapusan, sedangkan untuk n = 0 (mod 4)
memiliki 3 tahap seperti pada ganjil, yaitu tahap awal, tahap penghapusan dan
tahap penyelesaian. Tahap awal untuk kasus n genap sama dengan kasus untuk n
ganjil, yaitu tahap dilakukannya pelabelan-k total pada graf lengkap, K,,, kemu-
dian diberikan nama simpul pada graf K,,. Tahap penghapusan adalah tahap
dihapusnya busur-busur pada graf K,,, untuk n = 2 (mod 4) dan n = 0 (mod 4)
tahap ini terdiri dari 5 langkah penghapusan. Tahap penyelesaian untuk n =
0 (mod 4) serupa seperti untuk n ganjil, yaitu tahap mengganti label agar bobot

simpul berurutan. Namun, untuk n = 0 (mod 4) pergantian label dilakukan pada
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simpul dan busur. Algoritma lengkap untuk n = 2 (mod 4) diberikan pada

Algoritma 3.2.

Algoritma 3.2 (n = 2 (mod 4),n > 5)

Tahap Awal

1. Label K,, dengan pelabelan-k total, f, seperti yang diberikan pada
bukti Teorema 2.1.

2. Beri nama simpul pada K,,, yaitu v4, v,, ..., v, Sesuai dengan
urutan bobot simpul yang dimulai dari bobot terkecil, v;, sampai
dengan simpul berbobot terbesar, v,.

Tahap Penghapusan

3. Untukj=23,..,.n—1

Hapus v, v;
w(v;) = w(wy) — f(v1v)) (perubahan bobot si
w(v;) = w(y) - f(n1v))
4. Untuki=23,..,2=
Untukj=i+1,i+2,..,n=({—1)
Hapus v;v;
w(v;) =w(v;) — f(vivj)
w(v;) = w(vy) — f ()

5. Hapus ”§”§+1

w (vg) =w <v§) — f <v§vg+1)
2 2 2 2
w (vzH) =w (UEH) = f(vnvn, )
2 2 2 7
6. Untuk i =§+ 1,§+ S =
Untuk j=i+2,i+3,..,n
HapUS UiVj
w@) =w,) — f(viv;)
w(v;) = w(v) — f(viv)
7. Untuk i =§+ 2,§+ . N
Untukj =i+ 1,i+2,..,n
Hapus v;v;
w() =w(;) — f(vivj)
w(v;) = w(v;) — f(wiv))

Untuk lebih menjelaskan Algoritma 3.2, akan diperlihatkan contoh

penggunaan algoritma pada graf K.
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Tahap Awal
1. Label K;, dengan pelabelan-k total, f, seperti yang diberikan pada bukti

Teorema 2.1. Pada Gambar 3.5 diberikan pelabelan-2 total pada K;,. Terlihat
pada Gambar 3.5 label simpul dan busur pada K;, adalah 1 dan 2, artinya label
terbesar pada graf K, adalah 2, sehingga disebut pelabelan-2 total dan

mempunyai tvs(K;) = 2.

)
®, YA @
o 5 * @

> 2 : 1

v

Gambar 3.5 Pelabelan-2 total pada K

2. Beri nama simpul pada graf K, yaitu vy, v, ..., v, Sesuai dengan urutan
bobot simpul yang dimulai dari bobot terkecil, v,, sampai dengan simpul

berbobot terbesar, v;, (Gambar 3.6).

Gambar 3.6 Penamaan untuk tiap simpul pada K
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Tahap Penghapusan

3. Untukj = 2,3,...,9, hapus busur v;v; kemudian perbaharui w(v;) =
w(v,) — f(vyv;) dan w(v;) = w(v;) — f(v,v;). Pada Gambar 3.7 diberikan
proses penghapusan pada langkah ini. Untuk j = 2, hapus busur v, v, kemu-
dian perbaharui bobot simpul menjadi w(v;) =10 -1 =9, w(v,) = 11 —
1 = 10 sehingga diperoleh graf seperti pada Gambar 3.7.a. Untuk j = 3,
hapus busur v, v; kemudian perbaharui bobot simpul menjadi w(v;) =9 —
1 =8, w(v;) = 12 — 1 = 11 sehingga diperoleh graf seperti pada Gambar
3.7.b. Selanjutnya, untuk j = 4 diperoleh graf seperti pada Gambar 3.7.c,
untuk j = 5 diperoleh graf seperti pada Gambar 3.7.d, untuk j = 6 diperoleh
graf seperti pada Gambar 3.7.e, untuk j = 7 diperoleh graf seperti pada
Gambar 3.7.f, untuk j = 8 diperoleh graf seperti pada Gambar 3.7.9, dan
busur terakhir yang dihapus pada langkah ini adalah busur v;v4 (untuk j = 9)
kemudian perbaharui bobot simpul pada v;dan vg menjadi w(v,) =3 -1 =
2 danw(vy) = 18 — 1 = 17 sehingga diperoleh graf pada Gambar 3.7.h.
Dalam langkah ini tetap dipertahankan tvs sama dengan dua dari tiap graf

hasil penghapusan.

4. Untuki = 2,3,4 danuntuk j =i+ 1,i + 2,...11 — i, hapus busur v;v;
kemudian perbaharui bobot simpul w(v;) = w(v;) — f(v;v;) dan
w(v;) = w(v;) — f (v;v;). Penghapusan pada langkah ini dapat dilihat pada
Tabel 3.3. Pada Tabel 3.3 diberikan gambar-gambar untuk i = 2 maka j =
3,...,9,untuk i =3 makaj =4,..,8danuntuk i = 4 makaj =5, ...,7.
Berikut merupakan busur-busur yang dihapus pada penerapan Langkah 4
Algoritma 3.2, untuk
e i = 2, busur yang dihapus adalah

VU3, Uy Uy, U Vs, Uy Vg, Ua U7, U Vg, Uy Vg

e i = 3, busur yang dihapus adalah v;v,, v3vs, v3v,, V3V, V304

e i =4, busur yang dihapus adalah v,vs, v,v¢, V4V
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Gambar 3.7 Penerapan Langkah 3 Algoritma 3.2 pada K;,

5. Hapus busur vsve kemudian perbaharui bobot simpul w(vs) =10—-1=9

dan w(vg) = 11 — 1 = 10 sehingga diperoleh graf pada Gambar 3.8.
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Tabel 3.3 Penerapan Langkah 4 Algoritma 3.2 pada K;,

Universitas Indonesia

Algoritma konstruksi..., Hikmatiarahmah Kekaleniate, FMIPA Ul, 2011



28
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Gambar 3.8 Penerapan Langkah 5 Algoritma 3.2 pada K;,

6. Untuki = 6,8danuntuk j =i+ 2,i+ 3,...,10, hapus busur v;v; kemudian
perbaharui bobot simpul w(v;) = w(v;) — f(v;v;) dan w(v;) = w(v;) —
f (v;v;). Proses penghapusan pada Langkah 6 dapat dilihat pada Tabel 3.4.

Pada Tabel 3.4 diberikan penjelasan tentang penghapusan busur dimulai untuk

i = 6, maka j bergerak dari 8 sampai dengan 10, sehingga akan dihapus busur

VgVg, VgV, VgV10-

Tabel 3.4 Penerapan Langkah 6 Algoritma 3.2 pada K7

i\'{ 8 9 10

Lo Q= | ®
= :
6 I c
@\ 2§\ Nl €S o
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Kemudian untuk i = 8, maka j = 10, sehingga akan dihapus busur vgv,.
Sama seperti langkah penghapusan lainnya, jika ada penghapusan busur maka
bobot pada simpul yang berkaitan dengan busur yang dihapus, akan
diperbaharui. Hasil akhir pada Langkah 6 ditunjukkan pada gambar yang ada
pada baris 3 kolom 4 dari Tabel 3.4. Pada langkah ini, dihasilkan suatu graf
yang memiliki simpul dengan bobot yang sama (sehingga tvs dari graf
tersebut tidak dua). Akan tetapi label dari graf tersebut dengan mudah bisa

diubah agar tvs dari graf tersebut menjadi dua.
7. Untuki=7,9 danuntuk j =i+ 1,i + 2,...,10, hapus busur v;v; perbaharui
bobot SimpUI W(Ui) = W(vi) 5 f(vivj) dan W(v]) = W(v]) = f(vivj).

Langkah penghapusan dapat dilihat pada Tabel 3.5. Pada Tabel 3.5 diberikan

Tabel 3.5 Penerapan Langkah 7 Algoritma 3.2 pada K;

J 8 9 10

7N
Vi

® @ ® |/ gz:@
®
o

2,
Vol V3 Vol V3 Vg
7 2| 2| 2|
; @ @
8 Vg N Vg
2 Vol 2 Vol 2 Vo
®
Vs Vs Vs
2 2
sz.v,g ) V7 g Vo 7 @V\V @
2 2

@, W
v;r,z/ VZIU

®
2 2 @

vyt

Z\'/M.\/B Y5
® D) O)

penjelasan tentang penghapusan busur untuk i = 7, maka j bergerak dari 8
sampai dengan 10, sehingga akan dihapus busur v,vg, v,v,, v,v;,. Kemudian
untuk i = 9, maka j = 10, sehingga akan dihapus busur vqv,,. Sama seperti
langkah penghapusan lainnya, jika ada penghapusan busur maka bobot pada
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simpul yang berkaitan dengan busur yang dihapus, akan diperbaharui. Pada
langkah ini dihasikan suatu graf yang memiliki simpul dengan bobot yang
sama (sehingga tvs dari graf tersebut tidak dua). Akan tetapi label dari graf
tersebut dengan mudah bisa diubah agar tvs dari graf tersebut menjadi dua.
Hasil akhir pada langkah ini ditunjukkan pada gambar yang ada pada baris 3
kolom 4 dari Tabel 3.5. Terlihat pada graf yang dihasilkan sudah memiliki tvs
sama dengan dua dengan banyak busur minimal, yaitu 13 (indikasinya adalah
bobot yang berurutan dimulai dari bobot terkecil yang mungkin, yaitu 2
sampai 11) (Gambar 3.9). Sehingga pada algoritma ini sudah tidak diperlukan

lagi tahap penyelesaian.

P o

.‘D . \
2 — 1

Vy V3

Vgl @
2 vyt

2

V5
1
" A B>
2

G

Gambar 3.9 Graf G hasil algoritma 3.2

Algoritma selanjutnya yang akan diberikan adalah algoritma untuk n =
0 (mod 4). Algoritma lengkap diberikan pada Algoritma 3.3. Untuk memperjelas

Algoritma 3.3, akan diperlihatkan contoh penerapan algoritma pada graf Kg.

Tahap Awal

1. Label Kg dengan pelabelan-k total, f, seperti yang diberikan pada bukti
Teorema 2.1. Pada Gambar 3.10 diberikan pelabelan-2 total pada Kg. Terlihat
pada Gambar 3.10 label simpul dan busur pada Kg adalah 1 dan 2 sehingga

disebut pelabelan-2 total dan mempunyai tvs(Kg) = 2.
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Algoritma 3.3 (n =0 (mod 4),n > 5)

Tahap Awal

1. Label K,, dengan pelabelan-k total, f, seperti yang diberikan pada
bukti Teorema 2.1.

2. Beri nama simpul pada K,,, yaitu vy, v,, ..., v, sesuai dengan
urutan bobot simpul yang dimulai dari bobot terkecil, v,, sampai
dengan simpul berbobot terbesar, v;,.

Tahap Penghapusan

3. Untukj=23..,n—1

Hapus v, v;

w(vy) = w(vy) — f(v1vj)

w(v;) = w(v;) = f(v1v))

4. Untuki=23,..,2

Untukj=i+1,i+2,..,n—({—1)
Hapus v;v;
w(;) = w(vy) — f(vvy)
w(v;) = w(v;) = f(viv))

5. Hapus v§v§+1

wlen) =w(v) — (2o
wlons) =w (e ) -/ (oarns)

6. Untuki=>+1>+3,..,n—3
uUntukj=i+2,i4+3,..,n
Hapus v;v;
w(vy) =w@y) — f(vv;)
w(v;) = w(v;) = f(vivy)
7. Untuki=242,>+4,..,n-2
Untukj=i+1,i42,..,n
Hapus v;v;
w(;) = wy) — f(viv))
w(y;) = w(y;) - f(vivy)

Tahap penyelesaian

8. f(yvy) =1 (perubahan label pada busur v, v,)
fvy) =2 (perubahan label pada simpul v,)
W(vn) = W(Un) -1

9. flvw=1

w(,) =w(y,) -1

31
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Gambar 3.10 Pelabelan-2 total pada Kg

2. Beri nama simpul pada graf K, yaitu v,, v,, ..., vg Sesuai dengan urutan bobot
simpul yang dimulai dari bobot terkecil, v;, sampai dengan simpul berbobot

terbesar, vg (Gambar 3.11).

Gambar 3.11 Penamaan untuk tiap simpul pada Kg

Tahap Penghapusan

3. Untukj = 2,3, ...,7, hapus busur v;v; kemudian perbaharui w(v,) =
w(vy) — f(vyv;) dan w(v;) = w(v;) — f(v,v;). Pada Gambar 3.12
diberikan proses penghapusan pada Langkah 3. Untuk j = 2, hapus busur
v, U, kemudian perbaharui bobot simpul w(v;) =8 -1 =7 danw(v,) =
9 — 1 = 8 sehingga diperoleh graf seperti pada Gambar 3.12.a. Untuk j = 3,
hapus busur v, v; kemudian perbaharui w(v;) =7 —1 = 6 dan w(v3) =
10 — 1 = 9 sehingga diperoleh graf pada Gambar 3.12.b. Selanjutnya untuk
Jj = 4 diperoleh graf pada Gambar 3.12.c, untuk j = 5 diperoleh graf pada
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Gambar 3.12.d, untuk j = 6 diperoleh graf pada Gambar 3.12.e. Busur
terakhir yang dihapus pada Langkah 3 adalah busur v; v, (untuk j = 7)
kemudian perbaharui bobot simpul pada v; dan v; menjadi w(v,) =3 -1 =
2 dan w(v;) = 14 — 1 = 13 sehingga diperoleh graf pada Gambar 3.12.f.
Dalam langkah ini tetap dipertahankan tvs dari tiap graf hasil penghapusan

sama dengan dua.

Gambar 3.12 Penerapan Langkah 3 Algoritma 3.3 pada Kg

4. Untuk i = 2,3 danuntukj =1i+1,i +2,..,9 — i, hapus busur v;v;
kemudian perbaharui w(v;) = w(v;) — f(v;v;) dan w(v;) = w(v;) —
f (v;v;). Proses penghapusan pada Langkah 4 dapat dilihat pada Tabel 3.6.
Pada Tabel 3.6 diberikan gambar-gambar untuk i = 2 makaj = 3,...,7 dan
untuk i = 3 maka j = 4, ..., 6. Berikut merupakan busur-busur yang dihapus
pada penerapan Langkah 4 Algoritma 3.2, untuk
e i = 2, busur yang dihapus adalah v, v, v,v,, VU5, Vo V6, Vo v5
e i = 3, busur yang dihapus adalah v;v,, v3vs, v3v4
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5. Hapus busur v,vs kemudian perbaharui bobot simpul w(v,) =8 — 1 = 7 dan

w(vg) = 9 — 1 = 8 sehingga diperoleh graf pada Gambar 3.13.

Gambar 3.13 Penerapan Langkah 5 Algoritma 3.3 pada Kg

6. Untuk i = 5 danuntuk j = 7, 8, hapus busur v;v; kemudian perbaharui bobot

simpul w(v;) = w(v) — f(v;v;) dan w(v;) = w(v;) — f (v;v;). Langkah

penghapusan dapat dilihat pada Tabel 3.7.

Tabel 3.7 Penerapan Langkah 6 Algoritma 3.3 pada Kg

i ] 7!
®V1 V; @ @\/
®: SO @ 2 o @
. 2
- e "
= R 6 ©

Pada Tabel 3.7 diberikan penjelasan tentang proses penghapusan busur pada

Langkah 6, untuk i = 5 maka j bergerak dari 7 sampai dengan 8, sehingga

akan dihapus busur vsv,, vsvg. Sama seperti langkah penghapusan sebelum-

nya, jika ada penghapusan busur maka bobot pada simpul yang berkaitan

dengan busur yang dihapus, akan diperbaharui. Hasil akhir pada Langkah 6
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ditunjukkan pada gambar yang ada pada baris 2 kolom 3 dari Tabel 3.7. Pada
langkah ini, dihasilkan suatu graf yang memiliki simpul dengan bobot yang
sama (sehingga tvs dari graf tersebut tidak sama dengan dua). Akan tetapi
label dari graf tersebut dengan mudah bisa diubah agar tvs dari graf tersebut

menjadi dua.
. Untuk { = 6 dan untuk j = 7,8, hapus busur v;v; kemudian perbaharui bobot
simpul w(v;) = w(v;) — f(vivj) dan W(v]-) = W(v]-) - f(vivy).

Langkah penghapusan dapat dilihat pada Tabel 3.8.

Tabel 3.8 Penerapan Langkah 7 Algoritma 3.3 pada Kg

: J 7 8

Pada Tabel 3.8 diberikan penjelasan tentang proses penghapusan pada
Langkah 7, untuk i = 6, maka j bergerak dari 7 sampai dengan 8, sehingga
akan dihapus busur vev,, v,vg. Sama seperti langkah penghapusan lainnya,
jika ada penghapusan busur maka bobot pada simpul yang berkaitan dengan
busur yang dihapus, akan diperbaharui. Pada Langkah 7, dihasilkan suatu graf
yang memiliki simpul dengan bobot sama (sehingga tvs dari graf tersebut
tidak sama dengan dua). Akan tetapi label dari graf tersebut dengan mudah
bisa diubah agar tvs dari graf tersebut menjadi dua. Graf yang dihasilkan pada
akhir langkah ini ditunjukkan pada gambar yang ada pada baris 2 kolom 3 dari
Tabel 3.8. Terlihat pada graf yang dihasilkan sudah memiliki tvs sama dengan
dua dengan banyak busur lebih sedikit dari graf K,,, yaitu 9. Untuk mengindi-

kasikan apakah banyak busur sudah minimal atau belum (atau apakah masih
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dapat dilakukan penghapusan busur lebih lanjut), yaitu dengan cara mengurut-
kan bobot simpul pada tiap simpul dimulai dari bobot terkecil yang mungkin,
yaitu 2. Karena hasil akhir graf pada tahap ini belum memiliki bobot yang

berurutan, maka diperlukan tahap penyelesaian.

Tahap penyelesaian

8. Lakukan perubahan label pada busur vgv,, yaitu f(vgv,) = 1 (perubahan
label pada busur) dan label pada simpul v,, yaitu f(v,) = 2 (perubahan label
pada simpul) kemudian perbaharui bobot pada simpul vg yang mengalami
perubahan menjadi w(vg) = 11 — 1 = 10. Pada Langkah 8 pergantian label
pada busur vgv, dan simpul v, tidak merubah bobot dari simpul v,.

Perubahan label ini terlihat pada Gambar 3.14.

Gambar 3.14 Penerapan Langkah 8 Algoritma 3.3 pada Ky

9. Lakukan perubahan label pada simpul vg, yaitu f(vg) = 1 (perubahan label
pada simpul) kemudian perbaharui bobot pada simpul vg yang mengalami
perubahan menjadi w(vg) = 10 — 1 = 9. Graf yang dihasilkan dari peruba-
han label ini terlihat pada Gambar 3.15. Terlihat pada graf G yang dihasilkan
dalam tahap penyelesaian, bobot simpul pada vg berubah menjadi 9 sehingga
bobot dari setiap simpul menjadi berurutan dimulai dari bobot terkecil yang
mungkin, yaitu 2. Hal ini mengindikasikan bahwa banyak busur untuk graf
dengan memiliki tvs sama dengan dua yang diperoleh dengan menerapkan

Algoritma 3.3 sudah minimal, yaitu 9.
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Gambar 3.15 Graf G hasil Algoritma 3.3

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa tvs graf yang diperoleh dari
Algoritma 3.1, atau Algoritma 3.2, atau Algoritma 3.3 adalah dua. Untuk
menunjukkan hal itu, terlebih dahulu diberikan Observasi 3.1

Observasi 3.1
Derajat terendah (&) dan derajat tertinggi (A) dari graf G yang diperoleh dari
Algoritma 3.1 atau Algoritma 3.2 atau Algoritma 3.3 adalah sebagai berikut.

Algoritma () A
3.1 (n ganjil) 1 n-2|-1
n
3.2 (n = 2 (mod 4)) 1 >
n
3.3(n =0 (mod4)) 1 0 i

Penjelasan.
Derajat terendah (&) pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.1 (n ganjil,

n > 5) berada pada simpul v; dan vn+s. Tahap penghapusan busur yang hadir

pada simpul v, ada pada Langkah 3, yaitu menghapus (n — 2) busur, sehingga
ada n—1— (n—2) =1 busur yang hadir pada simpul v, atau simpul v,

disebut berderajat satu, dimana n — 1 adalah banyak busur yang hadir untuk
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setiap simpul pada graf lengkap, K,,. Tahap penghapusan busur yang hadir pada
simpul vn+s ada pada Langkah 3, 4, dan 5.
2

Pada Langkah 3 dihapus 1 busur, yaitu busur v; vn+s.

n—-1
Pada Langkah 4 dihapus 3,2, 1 = "T_l — 1 =22 pusur.
| n _,_m3 _n=3
Pada Langkah 5 dihapus 2i=”7+3+1 1=n =

n-3

Jadi total busur yang dihapus adalah 1 + (nT_‘?) + (T) = n — 2, sehingga busur
yang hadir pada simpul vr+s adalahn —1 — (n— 2) = 1.
2

Derajat tertinggi (A) pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.1 berada pada

simpul v,,.. Tahap penghapusan busur yang hadir pada simpul v,, ada di Langkah

5, yaitu menghapus sebanyak Z;:ﬁ 1=n-—-1- nT“ = nT_g busur. Sehingga ada
2

n S ("7_3) = (nT“) busur yang hadir pada simpul v,,, atau dengan kata lain

. . +1
simpul v, berderajat nT

Derajat terendah (&) pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.2 (n =

2 (mod 4), n > 5) berada pada simpul v; dan vn+2. Penjelasan banyaknya busur
2

yang hadir pada simpul v, pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.2 sama
seperti untuk n ganjil (Algoritma 3.1). Tahap penghapusan busur yang hadir pada
simpul vn+2 ada pada Langkah 3, 4, 5 dan 6.

Pada Langkah 3 dihapus 1 busur (v117n_+z>.

n-2
Pada Langkah 4 dihapus 3,2, 1 = nT_Z —1= "7_4 busur.

Pada Langkah 5 dihapus 1 busur (vgvn_n).
2

2

Pada Langkah 6 dihapus Z’l?zn_ﬂﬂ 1=n =—
2

Jadi banyak busur yang dihapus adalah 1 + (%4) +1+ (’%4) = n — 2, sehingga

busur yang hadir pada simpul v, ,, adalahn —1 — (n —2) = 1.
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Derajat tertinggi (A) pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.2 berada pada
simpul v,,. Tahap penghapusan busur yang hadir pada simpul v,, ada di Langkah 6

dan 7, yaitu menghapus sebanyak

Y-z 1+ Y0 1=3" 1=n—-1- g = g — 1, sehingga
2

l=g+1,i=genap —§+2,i=ganjil
adan—1-— (g - 1) = g busur yang hadir pada simpul v, atau dengan kata lain

simpul v, berderajat ~.

Derajat terendah (&) pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.3 (n =

0 (mod 4), n = 5) berada pada simpul v; dan vn+2. Penjelasan banyaknya busur

yang hadir pada simpul v; pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.3 sama
seperti untuk n ganjil (Algoritma 3.1), sedangkan penjelasan banyaknya busur

yang hadir pada simpul vn+2 sama seperti untuk n = 2 (mod 4) (Algoritma 3.2).
2

Derajat tertinggi (A) pada graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.3 berada pada
simpul v,,. Tahap penghapusan busur yang hadir pada simpul v,, ada di Langkah 6

dan 7, yaitu menghapus sebanyak

n-3 n—2 _ yn-2 B > _
i=%+1,i=ganjil 1+ ZL'=§+2,i=genap %= Zi=g+1 l=n-2 2 g 2 busur,

sehinggaadan — 1 — (g = 2) = g + 1 busur yang hadir pada simpul v,,, atau

dengan Kkata lain simpul v,, berderajat %"‘ 1.

Teorema 3.1

Misalkan graf G dengan n simpul (n > 5) adalah graf yang diperoleh dengan
menerapkan Algoritma 3.1 atau Algoritma 3.2 atau Algoritma 3.3 maka tvs(G)
adalah 2

Bukti.

Pembuktian akan diberikan untuk 3 kasus, yaitu untuk n ganjil, n = 2 (mod 4),
dan untuk n = 0 (mod 4).

Kasus 1. (n ganjil)

Berdasarkan Algoritma 3.1 didapatkan tvs(G) < 2.
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Berdasarkan Observasi 3.1 didapatkan § = 1 dan A= nT“ sehingga berdasarkan

Teorema 2.2 didapatkan

ts(G) > V(I +6] |n—1+1 [
T oA+1 || nEt S n+ 3

!

Karena berlaku tvs(G) < 2 dan tvs(G) = 2 maka tvs(G) = 2.
Kasus 2. (n = 2 (mod 4)

Berdasarkan Algoritma 3.2 didapatkan tvs(G) < 2.
Berdasarkan Observasi 3.1 didapatkan 6 = 1 dan A= g sehingga berdasarkan

-|el- e -2

Karena berlaku tvs(G) < 2 dan tvs(G) = 2 maka tvs(G) = 2.

Teorema 2.2 didapatkan

n—1+1
Z4+1
2

tvs(G) = [W(G)I o 6] =

el

Kasus 3. (n = 0 (mod 4))
Berdasarkan Algoritma 3.3 didapatkan tvs(G) < 2.
Berdasarkan Observasi 3.1 didapatkan § = 1 dan A= g + 1, sehingga berdasarkan

1=

Karena berlaku tvs(G) < 2 dan tvs(G) = 2 jadi tvs(G) = 2.

Teorema 2.2 didapatkan

V(&) +6]
A+1 l_

n—14+1
itk

tvs(G) = [

Dari ketiga kasus di atas terbukti bahwa tvs dari graf yang dihasilkan dengan

menerapkan Algoritma 3.1 atau Algoritma 3.2 atau Algoritma 3.3 adalah 2. [

Pembahasan subbab selanjutnya adalah tentang banyak busur pada graf G yang

dihasilkan dengan menerapkan algoritma yang ada di subbab 3.1.
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3.2 Banyak Busur pada Graf Hasil Konstruksi

Sebagaimana algoritma yang dibagi dalam 3 bagian, yaitu ketika n ganijil,
n = 2 (mod 4) dan n = 0 (mod 4), banyak busur pada graf G inipun terbagi
menjadi tiga. Banyak busur pada graf G yang didapatkan ini, berdasarkan tahap

penghapusan pada algoritma yang diberikan pada Subbab sebelumnya.

Akibat 3.1

Banyak busur pada graf G dengan n simpul (n = 5) yang diperoleh dengan

n?+47
=t

Algoritma 3.1 adalah

Bukti.
Banyak busur pada graf lengkap adalah n(nT_l) Kemudian akan dihitung banyak

busur yang dihapus sesuai dengan langkah-langkah pada Algoritma 3.1.

Pada Langkah 3, busur yang dihapus adalah vyv;, j = 2,3, ...,n — 1 sehingga
banyak busur yang dihapus adalah

-1

1=(n—-1)—-1=n-2

S

~
I
N

Pada Langkah 4, busur yang dihapus adalah v;v;, untuk i = 2,3, "T_l dan untuk

j=i+1,i+2,..,n— (i—1) sehingga banyak busur yang dihapus adalah

[y

S
|

[

i=2 j=i+1 =2

n-1
2

= )Mm+1-2i)
=2
n-1 n-1
2 2

= Z(n +1)-—2 Z i
i=2 i=2
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-1

A BT (vl )

—( +1)(n—3> (n—1>(n+1)+2
- 2 2 2
_n2—2n—3 n¢—1 _n2—4n+3

— 2 =
2 4-+ 4

Pada Langkah 5, busur yang dihapus adalah v;v;, untuk

i = "TH "—+3+ 1,..,n—1danuntuk j = i + 1,i + 2, ..., n sehingga banyak

busur yang dihapus adalah

n-1 n n-1
E i S E (n—1)
(=13 j=i+1 RS
2 2
n-1 n—-1
= n— l
P =+
T2 T2

=il

N s

i

3

Th
=

:n(n—3)_(n—1)n+(n7+1) (nTH)

2 2 2
_n(n—3)_(n—1)n+(n+1)(n+3)
2 - 8

n?—4n +3
- g

Ringkasan banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.1 dapat dilihat pada
Tabel. 3.9. Terlihat dari Tabel 3.9 total busur yang dihapus pada Algoritma 3.1

adalah 3"2_'#, sehingga banyak busur pada graf G adalah banyak busur pada K,

dikurangi banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.1, yaitu

n(n-1) 3n?-4n-7 _ n?+7
2 8 -8
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Kemudian akan diperlihatkan contoh untuk n = 7. Banyak busur pada

7(7-1)
2

graf K, adalah = 21 (terlihat pada Gambar 3.16.a). Banyak busur setelah

proses penghapusan adalah % = 7. Graf G yang diperoleh dari Algoritma 3.1

terlihat pada Gambar 3.16.b.

Tabel 3.9 Banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.1

Langkah Algoritma Banyak busur yang dihapus
Untukj =2,3,..,n—1
3 n—2
Hapus v, v;
Untuk i = 2,3,..., 2=
4 , 3 , n®>—4n+3
j=i+1,i+2,.,.n—(—1) R
Hapus v;v;
Untuki =22 25349 . on—1
5 A n®—4n+3
Jj=i+L1i+2 ..,n T
Hapus v;v;
2 _4n—
Total busur yang dihapus w
//‘
- .
h\\\\ e
G
(@) (b)

Gambar 3.16 Graf K, (a) Graf G dengan Algoritma 3.1 (b)

Akibat 3.2

Banyak busur pada graf G dengan n simpul (n = 5) yang diperoleh dengan

2n%48

Algoritma 3.2 adalah o
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Bukti.

n(n-1)
2

Banyak busur pada graf lengkap adalah . Kemudian akan dihitung banyak

busur yang dihapus sesuai dengan langkah-langkah pada Algoritma 3.2,

Pada Langkah 3, busur yang dihapus adalah adalah v, v;,

= 2,3,...,n — 1 sehingga banyak busur yang dihapus adalah
-1
1=n-1)—-1=n-2

~

S

~
Il
N

Pada Langkah 4, busur yang dihapus adalah v;v;, untuk i = 2, 3, "T_Z dan untuk

=i+1,i+2,..,n— (i — 1) sehingga banyak busur yang dihapus adalah

n-2 n-2
= n-(i-1) o
1=)Mm—-(>(-1)=1i)
i=2 Tj=i+1 =2
n-2
2
= '+ 1 —2i)
=2
n-2 n-2
2 i
—Z(n+ 1)—221
=2 =2

_(n+1)(n—4)_n(n—2)+

2 4 &
=n2—3n—4_n2—2n+2

2 4
_n®—4n

4

Pada Langkah 5, busur yang dihapus adalah busur vrnvn | sehingga hanya ada 1

busur yang dihapus.
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Pada Langkah 6, busur yang dihapus adalah v;v;, untuk i = 2 + 1,% +3,.,n—2

danuntuk j =i+ 2,i + 3, ...,n sehingga banyak busur yang dihapus adalah

n-—2

MRS

i=§+1j=genapj=i+2

n-2

> -G+
i=g+1j=genap

L)

n =

z (n—l—(E+L)>
i=1,i=ganjil
n-2

“|

(n—l—(g+2i—1)>

=1
n—2 n—-2
"4 7

E—2 i

2
=1 i=1

n—2 n-—-2

z<n—2)_2(7)(7+1)
2 4 2
n? =2n Bt 4

8 16
n® —4n + 4

16

Pada Langkah 7, busur yang dihapus adalah v;v;, untuk i = 2 + 2,% +4,.,n—-1

danuntukj =i+ 1,7+ 2, ..., n sehingga banyak busur yang dihapus adalah

i=2-+2,i=ganjil J=i+1

n—1
R
i=2+2,i=ganjil
n_
2
2. =G+
n—\z—rlt
2
i=2,i=genap
n-2
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Ringkasan banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.2 dapat dilihat pada
Tabel. 3.10. Terlihat dari Tabel 3.10 total busur yang dihapus pada Algoritma 3.2

adalah 6’12;#, sehingga banyak busur pada graf G adalah banyak busur pada K,

dikurangi banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.2, yaitu

n(n-1) 6n’-8n—8 _ 2n%+8

2

16 16

Tabel 3.10 Banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.2

Langkah Algoritma Banyak busur yang dihapus
Untukj =2,3,..,n—1
3 n—2
Hapus v, v;
Untuk i = 2,3,...,22
2 n? —4n
4 j=i+1,i+2,..,n—((—-1) 7
Hapus v;v;
5 Hapus v;vgﬂ 1
. n n
Untuki==-+1,-4+3,...,n—2
o2z n®—4n+4
6 j=i+2i+3,..,n —
16
HapUS vivj
Untuki==+42,-+4,..,n—1
oz 2 n?—4n+4
7 ]=l+1,l+2,...,n —
16
Hapus v;v;
Z_g8gn—
Total busur yang dihapus W
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Kemudian akan diperlihatkan contoh untuk n = 10. Banyak busur pada

10(10-1)
2

graf K, , adalah = 45 (terlihat pada Gambar 3.17.a). Banyak busur

200+8
16

Algoritma 3.2 terlihat pada Gambar 3.17.b.

setelah proses penghapusan adalah

= 13. Graf G yang diperoleh dari

(@) (b)
Gambar 3.17 Graf K, (a) Graf G dengan Algoritma 3.2 (b)

Akibat 3.3

Banyak busur pada graf G dengan n simpul (n = 5) yang diperoleh dengan

2
Algoritma 3.3 adalah 2”1216.

Bukti.

Banyak busur pada graf lengkap adalah n-D Kemudian akan dihitung banyak

n(n
2

busur yang dihapus sesuai dengan langkah-langkah pada Algoritma 3.3.

Banyak busur yang dihapus di Langkah 3, 4, dan 5 pada Algoritma 3.3 sama
dengan Langkah 3, 4, dan 5 pada Algoritma 3.2.

Pada Langkah 6, busur yang dihapus adalah busur v;v;, untuk i = 2 + 1,2 +

3,..,n—3danuntukj =i+ 2,i + 3,...,n sehingga banyak busur yang dihapus
adalah
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n n-3

EDACED)

i=§+1,i=ganjilj=i+2 i=§+1,i=ganjil

n—-(0+1)

n
>3

-y (n_l_(gﬂ-))

i=1,i=ganjil

- <n—1—(g+2i—1)>
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Pada Langkah 7, busur yang dihapus adalah busur v;v;, untuk i = 2 + 2,% +

4,..,n—2danuntuk j =i+ 1,i + 2, ..., n sehingga banyak busur yang dihapus

adalah

n n—-2

DI e

i=§+2,i=genapj=i+1 i=%+2,i=genap
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Ringkasan banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.3 dapat dilihat pada
Tabel. 3.11. Terlihat dari Tabel 3.11 total busur yang dihapus pada Algoritma 3.2

adalah &

n?-8n—16

T sehingga banyak busur pada graf G adalah banyak busur pada

1

K,, dikurangi banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.3, yaitu

n(n-1) 6n%-8n-16 _ 2n?+16

2

16 16

Tabel 3.11 Banyak busur yang dihapus pada Algoritma 3.3

Langkah Algoritma banyak busur yang dihapus
Untukj =2,3,..,n—1
3 n—2
Hapus v, v;
Untuk i = 2,3,..., 22
% n? —4n
4 j L. Jns (=) 7
Hapus v;v;
5 Hapus v;vgﬂ 1
. n n
Untuki==-+1,-+3,..,n—3
6 B n? —4n
j=i+2,i+3,..,n 16
HapUS vivj
=1 n —
UntUkl.—2j|-2,2.+4,...,n 2 12 an
7 j=i+1,i+2,..,n 16
Hapus v;v;
2_gn—
Total busur yang dihapus 6n 186" 16
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o1

Kemudian akan diperlihatkan contoh untuk n = 8. Banyak busur pada

8(8-1)
2

graf Kg adalah = 28 (terlihat pada Gambar 3.18.a). Banyak busur setelah

128+16

proses penghapusan pada Algoritma 3.3 adalah = 9. Graf G yang dipero-

leh dari Algoritma 3.3 terlihat pada Gambar 3.18.b.

1 1

G

(@) (b)
Gambar 3.18 Graf K3 (a) Graf G dengan Algoritma 3.3 (b)

Pada Bab 3 telah dikonstruksi suatu graf G dengan Algoritma 3.1 atau Algoritma
3.2 atau Algoritma 3.3 dengan banyak busur pada graf G minimal dan mempunyai

tvs(G) = 2. Kesimpulan menyeluruh dari skripsi ini dirangkum pada Bab 4.
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BAB 4
KESIMPULAN

Dari pembahasan pada bab sebelumnya, telah dibuktikan terdapat graf
terhubung G dengan tvs(G) = 2 yang memiliki banyak busur lebih sedikit dari
graf lengkap, K,,. Graf ini dapat dicari dengan menggunakan Algoritma 3.1 atau
Algoritma 3.2 atau Algoritma 3.3, bergantung pada nilai n (n = 5). Ide dari
algoritma ini adalah mengurangi busur-busur dari K,, dengan tetap mempertahan-
kan tvs(K,,) = 2 di setiap langkah pada algoritma, sehingga mendapatkan suatu
graf terhubung G dengan n simpul tetapi banyak busur lebih sedikit dari busur
graf lengkap, K.

Derajat terendah dan tertinggi pada graf G yang terbentuk dari algoritma
juga dapat ditentukan. Berikut merupakan derajat tertinggi dan terendah pada graf
G.

Algoritma 6 A
3.1 (n ganjil) 1 ”; !
n
3.2(n =2 (mod 4)) 1 >
n
3.3(n =0 (mod 4)) 1 3 +1

Banyak pada graf G, yang terbentuk dari algoritma, dengan n simpul
(n = 5) berdasarkan langkah-langkah penghapusan pada algoritma adalah sebagai
berikut.

Algoritma Banyak Busur |E,|
2
3.1 (n ganiil) 7
8
2
3.2 (n = 2 (mod 4)) 2n” +8
16
2
3.3 (n = 0 (mod 4)) en” +16
16
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