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ABSTRAK 

Nurry Widya Hesty (0397010362) 

METODE STAIRCASE UNTUK MENDAPATKAN BENTUK KANONIK 

JORDAN DENGAN KARAKTERISTIK WEYR 

 iii + 47 halaman (2003) 

 Bibl. 5 ( 1989-1999 ) 

 

Tugas akhir ini membahas suatu metode untuk mendapatkan bentuk 

kanonik Jordan, yang bernama metode ‘staircase’ . Ide dasar metode ini yaiu 

menggunakan transformasi  uniter untuk mentransformasi suatu matriks  n x n  ke 

dalam bentuk blok segitiga atas, atau bentuk ‘staircase’ , kemudian menggunakan 

karakteristik Weyr untuk mendapatkan bentuk kanonik Jordan.  Hasil yang 

didapat  dengan menggunakan metode ini dibandingkan dengan hasil yang 

didapat dengan menggunakan program  untuk mendapatkan kanonik Jordan yang 

sudah ada di Matlab.  Untuk membuktikan kestabilan kedua metode, entri pada 

matrks input diberi gangguan atau perubahan.  Hasil perbandingan kedua metode 

menunjukkan bahwa bentuk kanonik Jordan yang didapat melalui metode 

karakteristik Weyr lebih stabil dibadingkan dengan bentuk kanonk Jordan yang 

didapat melalui program untuk mendapatkan kanonik Jordan di Matlab. 
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BAB I 
 
 

PENDAHULUAN 
 
 
1.1.  LATAR BELAKANG 
 
 
 

Setiap matriks n x n yang mempunyai n buah nilai eigen real yang 

berbeda similar dengan matriks diagonal.  Beberapa matriks berukuran n x n 

dengan nilai eigen yang berbeda kurang dari n buah tidak dapat 

didiagonalkan.  Jika suatu matriks berukuran n x n dengan nilai eigen yang 

berbeda kurang dari n buah, maka banyaknya vektor eigen yang saling bebas 

linier dari matriks itu kurang dari n buah. Untuk mendapatkan vektor eigen 

yang bebas linier agar jumlahnya n buah diperlukan generalisasi vektor 

eigen.  

Bentuk similar lain yang mendekati bentuk diagonal adalah bentuk 

kanonik Jordan.  Pada bentuk kanonik Jordan, nilai eigen  berada pada 

diagonalnya, tetapi beberapa elemen pada super diagonalnya adalah 1 atau 

0.  

Bentuk kanonik Jordan dari suatu matriks yang didapatkan secara 

numerik biasanya kurang stabil.  Suatu perubahan kecil pada entri matriks 

awal akan merubah secara drastis bentuk kanonik Jordan. Ketidakstabilan 

tersebut bisa disebabkan oleh penghitungan invers dari matriks yang hampir 

singular, atau menerapkan relasi kesimilaritasan terhadap matriks yang 
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hampir singular.  Untuk menghindari ketidakstabilan tersebut lebih baik 

digunakan algoritma yang hanya melibatkan transformasi uniter. 

Ada suatu  algoritma untuk mendapatkan bentuk kanonik Jordan 

dengan lebih stabil dibuat oleh Vera Kublanovskaya (1966), yaitu 

menggunakan transformasi  uniter untuk mentransformasi suatu matriks ke 

dalam bentuk blok segitiga atas, atau bentuk ‘staircase’.  Algoritma ini 

biasanya  digambarkan dalam bentuk dekomposisi Schur.  Ukuran blok-blok 

dalam matriks blok segitiga tersebut akan berkorespondensi dengan 

karakteristik Weyr, Dual partisi dari karekteristik Weyr akan menghasilkan 

karakteristik Segre. Karakteristik segre ini merupakan ukuran blok-blok 

matriks pada bentuk kanonik Joran. 

 
 
 

1.2.  TUJUAN 
 
 
 

Ada beberapa tujuan yang hendak dicapai dalam penulisan tugas akhir 

ini. Tujuan tersebut adalah : 

1. Membahas teorema-teorema yang mendasari metode ‘staircase’ untuk 

mendapatkan  bentuk kanonik Jordan. 

2. Melihat kegunaan karakteristik Weyr yang mendasari metode 

‘staircase’ untuk mendapatkan bentuk kanonik Jordan. 
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3. Membandingkan metode ‘staircase’ dengan metode yang umum 

dipakai yaitu program untuk mendapatkan bentuk kanonik Jordan yang 

sudah ada di Matlab.  

 

1.3.  BATASAN MASALAH 
 
 
 

Yang akan dibahas pada penulisan ini adalah teori dasar Weyr dan 

bukti-bukti yang memotivasi metode ‘staircase’ dalam algoritma numerik.   

 
 
 

1.4. METODE PENULISAN 
 
 
 

 Studi yang digunakan untuk mempelajari karakteristik Weyr ini 

merupakan studi literatur berdasarkan penelitian terdahulu.  

 
 
 

1.5. SISTEMATIKA PENULISAN  
 
 
 

Tugas akhir ini disusun dalam 5 bab.  Adapun  isi dari masing-masing 

bab secara garis besarnya adalah sebagai berikut : 

Bab I  Berisi latar belakang, tujuan penulisan, batasan masalah, metode 

penulisan, dan sistematika penulisan. 
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Bab II  Berisi landasan teori yang menerangkan pengertian dari 

similaritas, similaritas uniter, bentuk kanonik Jordan, karakteristik 

Weyr, dan beberapa contoh yang berkaitan dengan hal tersebut. 

Bab III  Berisi pembahasan teori dasar Weyr dan bukti-bukti yang 

memotivasi metode ‘staircase’ untuk mentransforamsi matriks 

kebentuk kanonik Jordan. 

Bab IV  Berisi perbandingan antara metode metode ‘staircase’ dengan 

metode yang umum dipakai 

Bab V  Berisi kesimpulan dari perbandingan 
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BAB II 

DASAR TEORI 
 
 
 

 Pada bab ini akan diberikan beberapa pengertian dasar yang 

digunakan dalam pembahasan bab selanjutnya.  Beberapa pengertian yang 

akan dibahas yaitu blok-blok matriks, generalisasi vektor eigen , similaritas, 

bentuk kanonik Jordan, matriks nilpotent, karakteristik Weyr, dan beberapa 

contoh yang berkaitan dengan hal tersebut. 

 
 

2.1. Blok-blok Matriks 
 
 
 
Definisi 2.1.1 ( Blok-blok matriks ) 

A adalah sebuah matriks n x n. Baris dari A dapat dipartisi kedalam t 

himpunan yang berisi n1 baris pertama, n2 baris kedua, dan seterusnya, 

sampai nt  baris terakhir, dengan n1 + n2 + …+ nt = n. 

Jika kolom dari A juga dipartisi dengan cara yang sama, maka matriks A telah 

dipecah menjadi t2 blok. 

Aij menotasikan blok berukuran ni x nj, dan Ai merupakan matriks blok 

diagonal yang ke-i (Aii) berukuran ni x ni. 

 























=

tttt

t

t

t

AAAA

AAAA
AAAA
AAAA

A











311

333231

223221

113121
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Definisi 2.1.2 (Matriks blok segitiga atas / staircase form) 

A adalah matriks nxn. Matriks A dikatakan matriks blok segitiga atas jika 

semua blok dibawah blok diagonal adalah nol. 

Matriks A dinyatakan sebagai   T ( )tAAA ,..., 21 , atau dapat ditulis sebagai                

A = T  ( )tAAA ,..., 21 ,dimana iA  menyatakan blok diagonal yang ke-i (Aii). 

                       A = T ( )tAAA ,..., 21  = 























t

t

t

t

A

AA
AAA
AAAA

0000

00

0

33

2232

113121









 

Matriks B adalah matriks dengan ukuran yang sama dengan matriks A. Jika 

Ai dan Bi mempunyai ukuran yang sama untuk setiap i, maka perkalian                                

A = T ( )tAAA ,..., 21 ,dengan B = T ( )tBBB ,..., 21 ,mempunyai bentuk  

A B = 























t

t

t

t

A

AA
AAA
AAAA

0000

00

0

33

2232

113121









 























t

t

t

t

B

BB
BBB
BBBB

0000

00

0

33

2232

113121









 

       = 























tt

t

t

t

BA

CBA
CCBA
CCCBA

0000

00

0

333

22322

1131211









    

        = T  ( )tt BABABA ,..., 2211  
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Definisi 2.1.3 (Matriks blok diagonal) 

Jika semua blok selain blok diagonal adalah nol ( jiuntukAij ≠= ,0 ), maka A 

dikatakan sebagai blok diagonal, atau ditulis A = D ( )t21 A,,A,A … .  

A = D ( )t21 A,,A,A … .= 























tA

A
A

A

0000

000

000

000

3

2

1









 

 

Definisi 2.1.4 ( Blok matriks identitas ) 

Ik menotasikan matriks identitas berukuran k x k. Untuk r > s, notasi Ir,s berarti 

matriks dengan baris r dan kolom k, dimana s bar is pertama adalah Is dan 

r−s baris sisanya berelemen nol. 

 

Contoh 2.1.5: 

I5,3 = 























000

000

100

010

001

 

 

Definisi 2.1.6 ( Rank  kolom penuh ) 

Suatu matriks dikatakan matriks dengan rank  kolom penuh jika kolom-

kolomnya saling bebas linier. 

Matriks I5,3 adalah contoh matriks dengan rank  kolom penuh. 
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2.2. Generalized Eigen Vektor 
 
 
  
Definisi 2.2.1 (Generalized eigen vektor ) 

Suatu vektor v nC∈  dikatakan Generalized eigen vektor untuk matriks A (n x 

n) dengan nilai eigen λi jika  

          ( A−λiI)kv = 0                                                                                           

untuk suatu integer positive k.  

 

Definisi 2.2.2 (Multiplisitas Aljabar dan Multiplisitas geometri) 

Multiplisitas Aljabar dari λi untuk A adalah banyaknya λi sebagai akar yang 

sama dari persamaan karakteristik  matriks A. 

Multiplisitas geometri adalah banyaknya vektor eigen yang saling bebas linier 

dari suatu nilai eigen λi.   

 

Misalkan A matriks n x n, maka untuk setiap nilai eigen iλ  dari A terdapat 2 

kemungkinan : 

1. Multiplisitas Aljabar = Multiplisitas geometri  

Jika hal ini terjadi, maka matris A dapat didiagonalkan. 

Teorema ( Kriteria untuk diagonalisasi ) [4] : 

Suatu matriks  A (n x n) dapat didiagonalkan jika dan hanya jika  

multiplisitas aljabar dari setiap nilai eigennya sama dengan multiplisitas 

geometri. 
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2. Multiplisitas Aljabar ≠ Multiplisitas geometri   

Jika hal ini terjadi, maka matris A tidak dapat didiagonalkan.  Bentuk 

similar yang mendekati bentuk diagonal adalah bentuk kanonik Jordan. 

 
 
 

2.3. Similaritas  
 
 
 
Definisi 2.3.1 (Similaritas) 

Jika A dan B adalah dua matriks berukuran n x n, maka matriks A dikatakan 

similar dengan B jika terdapat suatu matriks nonsingular P sedemikian 

sehingga  

                             B = P-1 AP              

1. Jika P adalah matriks uniter (P-1=P*), maka dikatakan A similar uniter 

dengan B  

2. Jika  B berbentuk matriks segitiga atas, maka dikatakan A similar 

dengan matriks segitiga atas B 

3. Jika  B berbentuk kanonik Jordan, maka dikatakan A similar dengan 

kanonik Jordan  B 

 

Contoh 2.3.2 ( Contoh Similar Uniter ) : 

















−
−−

−−
=

14

424

41

ii
i
i

A  
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Nilai eigen(A) = {0,6,-6} 

Vektor eigen : u1 = 
















1

0

i
, u2 = 















−

1

i
i

, u3 = 
















−1

2i
i

 

Unit norm vektor eigen : u1 = 





















2

1
0
2

i

, u2 = 























 −

3

1
3

3
i

i

, u3 = 

























−
6

1
6

2
6
i

i

 

 























−

−

=

6

1

3

1

2

1
6

2

3
0

632
ii

iii

P       , 























−−−

−

−

=−

6

1

6

2

6

3

1

33

2

1
0

2
1

ii

ii

i

P  

 

















−
== −

600

060

000
1APPB  

A similar uniter dengan B karena P matriks uniter ( P-1 = P*) 

 

Definisi 2.3.3 (Blok Jordan) 

Blok Jordan ( )λnJ  adalah suatu matriks segitiga atas n x n yang mempunyai 

nilai eigen λ  muncul n kali pada diagonal utama, angka 1 muncul n−1 kali 

pada superdiagonal, sedangkan entri-entri lainnya nol.  
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Maka ( )λnJ  disebut blok Jordan jika dan hanya jika : 

                      Entri i,i ( )λnJ  =λ   , 

                    Entri i,i+1 ( )λnJ  =  1 

                      Entri i,j ( )λnJ  =  0 , jika j ≠ i, i+1 

( )























=

λ

λ
λ

λ

λ











000

000

010

001

nJ  

Definisi 2.3.4 (Bentuk kanonik Jordan ) 

Suatu matriks J (n x n) adalah bentuk kanonik Jordan jika berisi blok-blok 

Jordan, ditempatkan sepanjang diagonal, dengan entri-entri lainnya adalah 

nol 

J  =D { })(),...,(),(),( 321 321 tnnnn t
JJJJ λλλλ  

. = 























)(000

0)(00

00)(0

000)(

3

2

1

3

2

1

tn

n

n

n

t
J

J
J

J

λ

λ
λ

λ










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Contoh 2.3.5 ( Similar Dengan Kanonik Jordan ) : 























−
−

−=

10000

01000

00100

00020

00052

A  

Nilai eigen :  

1

2

543

21

−===
==
λλλ

λλ
 

Generalisasi vektor eigen : 

A−λ1I = A−2I = 























−
−

−

30000

03000

00300

00000

10050

 , rank (A−2I) = 4, null (A−2I) = 1 

 (A−2I)2 = 





















 −

90000

09000

00900

00000

30000

 ,  rank (A−2I)2 = 3, null (A−2I)2 = 2 

 (A−2I)3 = 























−
−

−

270000

027000

002700

00000

90000

 ,  rank (A−2I)3 = 3, null (A−2I)3 = 2 

karena rank (A−2I)2 = rank (A−2I)3, maka generalized eigen vector dicari dari 

(A−2I)2. 
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(A−2I)2b2 = 0  

            b2 = 























0

0

0

1

0

 

 b1 = (A−2I)b2 = 























0

0

0

0

5

 

A−λ3I = A+I = 























00000

00000

00000

00030

10053

 , rank (A+I) = 2, null (A+I) = 3 

 (A+I) 2 = 























00000

00000

00000

00090

300309

 , rank (A+I) 2 = 2, null (A+I) 2 = 3 

karena rank (A+I)2 = rank (A+I), maka eigen vektor dicari dari (A−2I), yaitu 

hanya mengambil basis dari nullspace (A+I). 

      (A + I)b = 0 

                 b3 = 























0

0

1

0

0

 , b4 = 























0

1

0

0

0

 , b5 = 





















−

3

0

0

0

1
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matriks Q berisi b1, b2, b3, b4, b5 





















 −

=

30000

01000

00100

00010

10005

Q   























−
−

−== −

10000

01000

00100

00020

00012

1 AQQJ  

Maka matriks A dikatakan similar dengan  J, dengan J adalah bentuk kanonik 

Jordan. 

 
 
2.4. Matriks Nilpotent 
 
 
 
Definisi 2.4.1 (Matriks nilpotent ) 

Suatu matriks A ∈ Fn dikatakan matriks nilpotent jika An = 0 untuk integer 

positif n, dan dikatakan berindeks k jika Ak = 0 tetapi Ak-1 ≠ 0.   

 

Contoh 2.4.2 : 

















−
−
−

=
363

121

251

A   
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














=

















−
−
−

=
000

000

000

390

130

130
32 AA  

A adalah matriks nilpotent dengan indeks k = 3, karena A3 = 0 

 

 

Definisi 2.4.3 (Partisi) 

Suatu partisi dari integer positif n adalah barisan bilangan integer positif tidak 

naik π yang jumlahnya sama dengan n, yaitu  

 π  )n…,n,(n m21=  

dimana  

 n1 ≥ n2 ≥…≥ nm ≥1 

dan  

 n1 + n2 +…+ nm = n 

Partisi π = )n…,n,(n m21  dapat digunakan untuk membuat diagram bintang 

yang disebut diagram Ferrers.  Diagram Ferrers ini mengandung n bintang 

yang disusun dalam m baris dengan baris ke-k mempuyai nk bintang. 

Bintang-bintang tersebut disusun rata kiri sehingga kolom ke-j rata / lurus.  

Dual partisi π* dari π adalah konjugat partisi,  didapat dengan mentranspose 

diagram Ferrers ini.  
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Contoh 2.4.4: 

π = (5,5,4,3,3,3,1 ) 

maka diagram Ferrers adalah : 

*   *   *   *   * 

*   *   *   *   * 

*   *   *   * 

*   *   * 

*   *   * 

*   *   * 

* 

dan dual partisinya adalah  

π* = (7,6,6,3,2 ). 

Dual dari dual partisi adalah partisi awal  

π* * = π 

 

Definisi 2.4.5 (Karakteristik Weyr) 

Misalkan A adalah sebuah matriks nilpotent dan  k adalah indeks nilpotent 

dari A.  

)()()( 1−−= ii
i AnullAnullAω .   Untuk i = 1,2,…,k, null ( A  ) adalah nulitas dari 

A 

Barisan ( ))(),...,(),( 21 AAA pωωω  disebut karakteristik Weyr dari A, dan 

dinotasikan dengan ω(A).  
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Definisi 2.4.6 ( Karakteristik Segre ) 

Karateristik Segre dari matris nilpotent adalah dual partisi dari karakteristik 

Weyr  

σ = ω * 

 

Contoh 2.4.7 : 

Dengan matriks yang sama seperti pada contoh 2.4.2. 

A adalah matriks nilpotent dengan indeks k = 3. 

i = 1 ⇒ ω1(A) = null (A1) − null (A0) = 1−0=1 

i = 2 ⇒ ω2(A) = null (A2) − null (A1) = 2−1=1 

i = 3 ⇒ ω3(A) = null (A3) − null (A2) = 3−2 =1 

karakteristik Weyr untuk matriks A : ω(A)=(ω1,ω2,ω3)=(1,1,1) 

karekteristik Segre untuk matriks A : σ (A) = (3)  

 

2.4.8. Hubungan karakteristik Weyr,  karakteristik Segre dan bentuk kanonik 

Jordan  

A adalah matriks nilpotent dengan karakteristik Weyr ω(A) =(ω1,ω2,…ωk) dan  

karakteristik Segre σ(A)=(σ1,σ2,…,σt). Maka bentuk kanonik Jordan dari A 

adalah  J = D (Sσ1,Sσ2,…,Sσt). 

Sσi adalah matriks berukuran  σI x σI dengan elemen 1 pada superdiagonal 

dan elemen-elemen lainnya adalah 0. 
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Sσi 























=

00

1

0

0100

0010







 

 

Contoh 2.4.9 : 

Jika ω(A) = (4,3,3,2,2,2,1), maka karakteristik Segre dari A adalah (7,6,3,1). 

Dan bentuk Jordan J = D ( S7, S6, S3, S1 ) 

 

 

 

Metode staircase ..., Nurry Widya Hesty, FMIPA UI, 2003

 
 
 
 
 
 
 

     



19 

BAB III 

METODE STAIRCASE UNTUK MENDAPATKAN  

BENTUK KANONIK JORDAN DENGAN MENGGUNAKAN  

KARAKTERISTIK WEYR 
 
 
 

Masalah ini akan dibagi dalam dua bagian, yaitu untuk kasus matriks 

nilpotent dan untuk kasus bukan matriks nilpotent. 

 
 
 

3.1. KARAKTERISTIK WEYR UNTUK MATRIKS NILPOTENT 
 
 
 

Misalkan A adalah matriks nilpotent berukuran n x n. Bilangan integer 

positif terkecil k sedemikian sehingga Ak = 0 disebut indeks dari A.  

)()( 1−−= ii
i AnullAnullω  , untuk i = 1,2,…,k,             

Barisan bilangan positif ω1,ω2,…,ωk disebut karakteristik Weyr  dari A, 

ditulis dengan ω(A) = )21 κωωω ,,( .  Akan dibuktikan nanti bahwa ω(A) 

merupakan barisan yang tidak naik. 

Pertama akan dibahas bagaimana cara menghitung ω(A) melalui 

proses rekursif yang menghindari penghitungan pangkat A. Jika k = 1, maka 

A adalah matriks nol.  Dengan demikian dapat diasumsikan k ≥ 2. Karena ω1 

= null (A), maka matriks A dapat diasumsikan berbentuk blok yang kolom 

pertama ω1 nya adalah nol, sebagai berikut  
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








2

12

0

0

A
A

 

dengan A12 berukuran ω1 x (n−ω1) dan A2 bujur sangkar berukuran n−ω1. 

Karena  rank (A) = n−ω1, maka matriks  










2

12

A
A

 

mempunyai kolom-kolom yang saling bebas linear. 

 

Lemma 3.1.1 

Misalkan A adalah matriks berukuran n x n yang berbentuk T ), 21
Aω(0 , 

dimana   ω1 = null(A). Partisi X dalam Fn seperti  









=

2

1

X
X

X  

dengan 1
1

ω

FX ∈ dan 1
2

ω−

∈
n

FX . Maka untuk setiap positif integer r, didapat  

0=XAr jika dan hanya jika 02
1

2 =− XAr . 

Bukti : 









=








=









=

−

r

rr
r

A
AA

A
A

A

A
A

A

2

1
212

2

12

2

12

0

0

0

0

0

0

 

(⇒) 

Misalkan ArX = 0, akan dibuktikan 2
1

2 XAr− =0 
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Karena  

( ) 0
0

0

0

0
2

1
2

2

12

2

1

2

1
212

2

1
212 =








=
















=








= −

−−

XA
A
A

X
X

A
AAX

A
AAXA r

r

r

r

r
r  

dan karena rank (A) = n − ω1, maka matriks  








2

12

A
A

 

mempunyai kolom-kolom yang saling bebas linier, sehingga   

0
2

12 =







Y

A
A

  

mengakibatkan 02
1

2 == − XAY r   

(⇐) 

misalkan 02
1

2 == − XAY r   akan dibuktikan ArX = 0 

           0
2

12 =







Y

A
A

  

( ) 0
0

0

2

1

2

1
212

2
1

2
2

12 ==















=







 −
− XA

X
X

A
AA

XA
A
A r

r

r
r  

                                                                       ( Terbukti )                                                   

Lemma 3.1.2 

Misalkan A = T ), 21
Aω(0  adalah matriks n x n, tidak nol, matriks nilpotent 

dengan karakteristik Weyr  ω(A) = )21 κωωω ,,( . Maka  ω(A2) = 

),,, κωωω 32( , dan ω1 ≥ ω2 ≥ ω3 ≥… ≥ ωk. 
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Bukti: 

Lemma 3.1.1 menjelaskan bahwa )()( 1
21

−+= ii AnullAnull ω                                    

(bukti dilampiran 1).  Jadi untuk setiap i ≥ 2 didapat 

i
iiii AnullAnullAnullAnull ω=−=− −−− )()()()( 12

2
1

2 . Sehingga ω(A2) = 

).,,, κωωω 32(   

Untuk membuktikan ωi+1 ≤ ωi digunakan induksi pada k, dimulai dengan k = 2.  

 Untuk k = 2 

rank (A) ≤ rank (A12) + rank (A2) 

n−ω1        ≤ rank (A12) + (n−ω1)−null(A2) 

null(A2) ≤ rank (A12) 

karena ω2 = null (A2) dan rank (A12) ≤ ω1, maka  

ω2  ≤ ω1 

 Hipotesis Induksi : asumsikan benar untuk k = n 

rank (An−1) ≤ rank (A n−1,n) + rank (An) 

n−ω1 −ω2−…−ωn−1       ≤ rank (A n−1,n)+ (n−ω1 −ω2−…−ωn−1 )−null(An) 

null(An) ≤ rank (A n−1,n) 

karena ωn = null (An) dan rank (A n−1,n) ≤ ωn-1, maka  

ωn  ≤ ωn-1 

 Akan dibuktikan untuk k = n+1 

     rank (An) ≤ rank (A n,n+1) + rank (An+1) 
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n−ω1 −ω2−…−ωn−1−null(  An) ≤ rank (A n,n+1) + n−ω1 −ω2−…−ωn−1−null(  An)   

−null(An+1) 

null(An+1) ≤ rank (A n,n+1) 

karena ωn = null (An) dan rank (A n−1,n) ≤ ωn-1, maka  

ωn+1  ≤ ωn 

                                                                        ( Terbukti )                                                       

 

Lemma 3.1.2 menunjukkan proses rekursif untuk menghitung 

karakteristik Weyr dari sebuah matriks nilpotent. Kita telah mereduksi 

masalah untuk mencari karakteristik Weyr dari matriks yang berukuran lebih 

kecil yaitu A2.  Dengan mengaplikasikan lemma tersebut berulangkali akan 

mengubah matriks A manjadi bentuk blok segitiga dimana blok diagonalnya 

adalah blok nol berukuran ω1,ω2,…,ωk. 

Kita gunakan Lemma 3.1.2 untuk mendapatkan bentuk blok segitiga                    

T )
~

,0,0(
21

Aωω  dan menunjukkan bahwa blok-blok super diagonalnya 

mempunya rank kolom penuh. 

 

Lemma 3.1.3 

Misalkan T adalah operator linear nilpotent pada ruang vektor V dengan          

ω(T) =(ω1,ω2,…,ωk).  Maka T dapat direpresentasikan dengan suatu matriks        

A = T )
~

,0,0(
21

Aωω , dimana rank (A12) = ω2 dan A12 mempunyai rank kolom 

penuh.  
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Bukti : 

Karena ω1 = null (T),  T dapat direpresantasikan dengan matriks B, yaitu 

B= T  (0ω1,B2) 







=

2

12

0

0
1

B
Bω  

Berdasarkan Lemma 3.1.2 didapat ω2 = null (B2) sehingga terdapat matriks 

nonsingular Q berukuran (n−ω1)  x (n−ω1) sedemikian sehingga  

Q-1B2Q = T )
~

,0(
2

Aω 







=

A
A
~

0

`0 232ω   

Definisikan P = D ),
1

Qω(I , maka  
















=

























== −

−

A
A
AAo

Q
I

B
B

Q
I

BPPA

~
00

00

0

0

20

0

0

0

23

1312

12

1
1

2

1

111

ω

ω

ωωω

  

                  =  T )
~

,0,0(
21

Aωω  

sehingga A = T )
~

,0,0(
21

Aωω adalah matriks representasi untuk T 

Karena A mempunyai rank n−ω1, maka n−ω1 kolom terakhir dari A bebas  

linier, dengan demikian blok A12 (berukuran ω1 x ω2 ) mempunyai rank kolom 

penuh. 

                                                                             ( Terbukti )                                             
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Jika k = 2, lemma 3.1.3 menerangkan bahwa T dapat 

direpresentasikan dengan matriks blok segitiga T )0,0(
21 ωω , dimana blok 

matriks A12 (ω1 x ω2 )mempunyai kolom rank penuh, yaitu rank (A12) = ω2. 

 

Teorema 3.1.4 

Misalkan T adalah operator linier nilpotent di ruang vektor V. Maka                     

ω(T) =(ω1,ω2,…,ωk) jika dan hanya jika T dapat direpresentasikan oleh 

matriks blok segitiga A = T )(0
κωωω ,0,,0

21
  dimana setiap blok superdiagonal 

Ai,i+1 mempunyai rank kolom penuh, yaitu rank (Ai,i+1) = ωi+1. 

Bukti : 

(⇒) 

ω(T) =(ω1,ω2,…,ωk). akan dibuktikan T dapat direpresentasikan oleh matriks 

blok segitiga A = T )(0
κωωω ,0,,0

21
  dimana setiap blok superdiagonal Ai,i+1 

mempunyai rank kolom penuh, yaitu rank (Ai,i+1) = ωi+1. 

Kita gunakan induksi pada k. 

 Untuk  k = 1 

ω(T) = (ω1) = null(T),  maka T adalah matriks nol.  

 Untuk  k = 2, maka lemma 3 memberikan hasil. 

 Hipotesis Induksi : asumsikan benar untuk k = n 
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ω(T) =(ω2, ω3,…,ωn). maka T dapat direpresentasikan oleh matriks blok 

segitiga A = T ),(
3 nωωω ,0,00

2
  dimana setiap blok superdiagonal Ai,i+1 

mempunyai rank kolom penuh, yaitu rank (Ai,i+1) = ωi+1. 

 Akan dibuktikan benar untuk k = n+1 

Dengan  menggunakan lemma 3.1.3 bahwa T dapat direpresentasikan 

oleh matriks B = T )
~

,0,0(
21

Bωω  dan B12 mempunyai rank kolom penuh.  

Misalkan B2 menotasikan submatriks persegi pada (n−ω1) baris dan kolom 

terakhir, maka B2 adalah T )
~

,0(
2

Bω  Lemma 3.1.2 mengatakan bahwa ω(B2) 

= )κωωω ,,( 32 . Menurut hipotesis induksi B2 dapat direpresentasikan 

oleh matriks blok segitiga T, )(0
32 kωωω ,0,,0   artinya terdapat matriks 

nonsingular Q berukuran n−ω1, sedemikian sehingga   Q-1B2Q = T 

)(0
32 kωωω ,0,,0  dengan setiap blok superdiagonal mempunyai rank kolom 

penuh.  

Bentuk matriks P = D  ),
1

Qω(I , maka dengan menggunakan relasi 

kesimilaritasan P pada B didapat  





















=
















































== −−

k

k

k

A
AA

Q
B

B
BB

QBPPA

ω

ω

ω

ω

ω

ωω

0

0

0

0

00

~
0

0

0

00

2

112

232

1312
11

2

1

111



  
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                 = T )(0
κωωω ,0,,0

21
  

(⇐) 

Adib : matriks A = T )(0
κωωω ,0,,0

21
  dengan blok superdiagonal yang 

mempunyai rank kolom penuh maka karakteristik Weyr ),...,,()( 21 kA ωωωω =  

Bukti : 

Karena blok supediagonal mempunyai kolom rank penuh maka kolom ke-

n−ω1 terakhir dari matriks tersebut bebas linier, sehingga null(A) = ω1. 

 Untuk  k  = 1, maka A adalah matriks nol. 

 Untuk k > 1  

A mempunyai bentuk T )Α, 21ω(0  seperti yang diberikan di lemma 3.1.1, 

dan lemma 3.1.2 mengatakan bahwa adalah ),...,,()( 21 kA ωωωω =  dengan  

),...,,()( 322 kA ωωωω = . Maka karakteristik Weyr matriks A adalah  

),...,,()( 21 kA ωωωω =  

                                                                          ( Terbukti )                                                

 

Dari uraian diatas, dapat diambil kesimpulan bahwa setiap matriks 

nilpotent dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks blok segitiga                                 

A = T )(0
κωωω ,0,,0

21
 , dimana setiap blok superdiagonal Ai,i+1 mempunyai 

rank kolom penuh, yaitu rank (Ai,i+1) = ωi+1. 
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A mempunyai karakteristik Weyr ω(A) = )21 κωωω ,,( . Dengan dual 

partisi dari karakteristik Weyr didapat karakteristik Segre, yaitu σ(A) = 

(σ1,σ2,…,σt).  Dengan demikian bentuk kanonik Jordannya bisa langsung 

didapat, yaitu  J = D (Sσ1,Sσ2,…,Sσt). Sσi adalah blok matriks berukuran σi x σi 

dengan elemen 1 pada superdiagonal dan elemen-elemen lainnya adalah 

nol.  Sekarang akan dibahas jika matriks A bukan matriks nilpotent. 

 

3.2. Karakteristik Weyr Untuk Matriks Bukan Nilpotent 
 
 
 

Misalkan A matriks berukuran n x n yang bukan matriks nilpotent, 

maka A dapat dirubah menjadi matriks nilpotent.  Langkah pertama adalah 

menggunakan similaritas uniter yang mengubah A menjadi matriks segitiga 

atas T (A1,A2,…,At).  

 
 
 

3.2.1. MENDAPATKAN KARAKTERISTIK WEYR DENGAN SIMILARITAS 
UNITER 

 
 
 

Dua buah matriks kompleks berukuran n x n, A dan B , adalah similar 

uniter jika terdapat matriks uniter U sedemikan sehingga B = U*AU. 

Prosesnya dimulai dengan hasil dari Teorema Schur yang mengatakan 

bahwa matriks kompleks persegi dapat dijadikan matriks segitiga atas 

dengan similaritas uniter. 
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Teorema 3.2.1 

Jika A adalah matriks berukuran n x n, maka terdapat matriks uniter U 

sedemikian sehingga U*AU segitiga atas. 

Bukti : 

Akan dibuktikan dengan induksi matematika pada n 

 Untuk n = 1, maka A similar uniter dengan matriks A 

 Asumsikan benar untuk n = k 

terdapat matriks uniter Q sedemikian sehingga Q*AQ segitiga atas. 

 Akan dibuktikan untuk n = k + 1 

Misalkan A matriks berukuran (k+1) x (k+1). Misalkan λ =r1 adalah salah 

satu nilai eigen dari A dan u1 adalah vektor eigen yang bersesuaian 

dengan r1, maka terdapat u2, u3, …,uk+1sedemikian sehingga u1, u2, u3, 

…,uk+1 membentuk basis untuk ℝk+1.Dengan menggunakan proses Gram-

Schmidt pada basis tersebut, didapat basis ortonormal v1, v2, …, vk+1, 

dengan            v1 =
1

1

u
u  juga menjadi vektor eigen yang bersesuaian 

dengan nilai eigen r1. 

Misalkan P1 adalah matriks uniter P1= ( )1321 +kvvvv  . Partisi P1 

menjadi P1 = ( )Vv ˆ
1  dengan ( )1k32 vvv. ˆ

+= V . 

P1
-1AP1= P1

*AP1 = 










V

v

ˆ

1
 A ( )Vv ˆ

1  = 










AV

Av

ˆ

1 ( )Vv ˆ
1  = 











VAVAvV
VAvAvv
ˆˆˆ

ˆ

1

111  
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v1 adalah vektor eigen untuk λ1=r, maka Av1 = rv1. Menurut definisi basis 

(v1, v2, …, vk+1) untuk ℝk+1 ortonormal jika 1==• iiii vvvv   dan vi•vj = 0, 

untuk i≠j. Maka   1111111111111 1 rxrvvrvvrvrvAvv ==•=== dan  

00ˆˆˆˆ
11111111 ==•=== xrVvrvVrvrVAvV  

P1
*AP1 = 











VAVvAV
VAvvAv
ˆˆˆ

ˆ

1

111 = 








11

1

AO
Cr

kx

 dengan C adalah matriks 1 x k, dan 

A1 matriks berukuran k x k.  

Berdasarkan asumsi terdapat matriks uniter Q sedemikian sehingga 

Q*A1Q adalah matriks segitiga atas. 

Misalkan P2 matriks berukuran (k+1) x (k+1) 









=

Q
P

kx

xk

1

1
2 0

01
 

karena Q matriks uniter maka P2 juga matriks uniter 

Selanjutnya harus dibuktikan U=P1P2 matriks uniter dan U*AU adalah 

matriks segitiga atas. 

- Pertama dibuktikan U=P1P2 matriks uniter, dengan P1 dan P2 diketahui  

matriks uniter. 

Untuk membuktikan U matriks uniter harus dibuktikan U*U = UU* = I 

U*U = (P1P2)*( P1P2)=P2*(P1*P1)P2 = I 

UU* = (P1P2)( P1P2)*= P1(P2P2*)P1* = I 

Terbukti U matriks uniter 

- Kedua dibuktikan U*AU adalah matriks segitiga atas. 
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   U*APU= (P1P2)*A( P1P2) = P2*(P1*AP1)P2  

   Terbukti  U*AU adalah matriks segitiga atas. 

                                                                                          ( Terbukti )                                

 

Contoh : 

















−
−

−
=

232

126

012

A  

nilai eigen λ1=0 dan λ2=λ3=3 

vektor eigen yang bersesuaian dengan λ1=0 adalah 















=

2

2

1

1u  

ambil 















−
−

=
2

1

2

2u  dan 
















−

−
=

1

2

2

3u  , maka u1,u2,u3 membentuk basis di ℝ3 

dengan menggunakan proses Gram-Schmidt yaitu ∑
−

=

>•<−=
1

1

j

i
iijjj uuuuw , 

dan 
1

1

w
wvi =  

didapatkan basis ortonormal matriks P1 



















−

−

−−

=

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

1P  
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














−==
630

300

030

11 APPA T  








 −
=

63

30
1B  

nilai eigen untuk B1 adalah λ2 =3 

vektor eigen yang bersesuaian dengan λ2=3 adalah 







−

=
1

1
1u dan ambil 









=

1

1
2u  

dengan menggunakan proses Gram-Schmidt didapatkan basis ortonormal 

matriks Q 

















−
=

2
1

2
1

2
1

2
1

Q  

dan 








 −
=

30

63
1QBQT  

dengan 





















−

=

2
1

2
10

2
1

2
10

001

2P  

dan 
















−
−

==
1322

1322

402

23

1
21PPU  
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didapat 



















−==
300

630
2

3
2

30

AUUB T  

 

Kita dapatkan segitiga atas untuk A dengan nilai eigennya berada 

pada diagonal utamanya.  Sehingga, jika spec (A) = {α1, α2,…, αt}, dimana αi 

berjumlah ni, A menjadi berbentuk T (A1,A2,…,At) dimana Ai matriks segitiga 

berukuran ni x ni dengan αi pada diagonalnya. 

Langkah selanjutnya adalah menunjukkan bahwa T (A1,A2,…,At) 

similar dengan D (A1,A2,…,At).  Definisikan Ni=Ai-αiI, maka Ni adalah matriks 

nilpotent ( bukti di lampiran2 ).  Dengan demikian karakteristik Weyr dari A, 

terhadap nilai eigen αi dapat dicari melalui karakteristik Weyr untuk matriks 

nilpotent Ni=Ai-αiI.  

Untuk menunjukkan bahwa T (A1,A2,…,At) similar dengan D 

(A1,A2,…,At), digunakan teorema Sylvester. 

 

Teorema 3.2.2 ( Teorema Sylvester ) [5] 

Misalkan A matriks berukuran m x m dan B matriks berukuran n x n. maka 

persamaan matriks AX−XB = C mempunyai solusi unik untuk setiap matriks C   

m x n jika spec(A) ∩ spec(B) =  ∅ 
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Lemma 3.2.3 

Jika A = T (A1,A2 ) dan spec (A) ∩ spec (B) = ∅, maka A similar dengan              

D (A1,A2 ). 

Bukti: 

Misalkan Ai matriks berukuran ni x ni untuk i = 1,2.  Misalkan X matriks unik 

berukuran n1 x n2 yang memenuhi A1X−XA2=−A12. 

Misalkan S matriks berbentuk T (In1,In2) dengan X berada diblok ke 1,2 









=

2

1

0 n

n

I
XI

S   








 −
=−

2

11

0 n

n

I
XI

S   , maka  









=
























 −
=
























 −
=−

2

1

2

1

2

211

2

1

2

1

2

121

2

11

0

0

0
 

A0

)XA-X(A-A

0

0
 

A0

AA

0

A
A

I
XI

I
XI

I
XI

I
XI

ASS

n

n

n

n

n

n

n

n

 

                                                                               ( Terbukti )                                           

 

Lemma 3.2.3 dapat diperumum untuk A = T  (A1,A2,…,Ak) yaitu seperti 

dibuktikan dalam teorema 3.2 4 
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Teorema 3.2.4 

Jika A = T  (A1,A2,…,Ak), dimana setiap spec(Ai)={αi} dan αi ≠ αj dengan i  ≠ j, 

maka A similar dengan B=D (A1,A2,…,Ak) 

Bukti : 

Dengan induksi : 

 Untuk k = 1 

T (A1)=D (A1) 

 Untuk k = 2 

Lemma 3.2.3 sudah membuktikannya 

 Hipotesis induksi : asumsikan benar untuk k = p 

Jika A = T  (A2,A3…,Ap), dimana setiap spec(Ai)={αi} dan αi ≠ αj dengan i  

≠ j, maka A similar dengan B 

 Akan dibuktikan  benar untuk k = p +1 

Misalkan A = T ( A1,C), dengan C = T ( A2,A3,…,Ak), maka sesuai hipotesis 

induksi C similar dengan D, artinya terdapat matriks nonsingular Q 

sedemikian sehingga Q-1CQ=D. 

Bentuk matriks S = D ),Ι(
1

Qω , maka       

C = S-1AS = D  ), −1
1

AQω(I D ),Ι(
1

Qω  
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

























=





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











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




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












































=

−

−−

−

k

k

k

kkk

k

k

A
A

A
A

A

Q

I

A
AA

AAA
AAAA
AAAAA

Q

I

C

0

0

0

0

0

1

0

0

1

3

2

1

)1(1

343

224232

1141321

1

11









 ωω

  

   = D (A1,A2,…,Ak) = B 

                                                                   ( Terbukti )                                                 

 

Jadi, jika kita sudah mendapatkan A dalam bentuk segitiga T (A1,A2,…,At), 

maka karakteristik Weyr setiap nilai eigen dari A dapat dicari dengan mencari 

karakteristik Weyr setiap blok nilpotent Ni =  Ai-αiI .  

Ni adalah blok matriks segitiga atas, yaitu Ni = T )(0
κωωω ,0,,0

21
 maka            

ω(Ni) = )21 κωωω ,,( dan σ(Ni) = (σ1, σ2, … , σt ).  Kanonik Jordan untuk Ni 

adalah Jni = D ( Sσ1,Sσ2,…, Sσt ).  Dengan demikian Kanonik Jordan untuk Ai 

adalah Jni(λi) = D (λiI+ Sσ1,λiI+ Sσ2,…, λiI+ Sσt ). 

Kanonik Jordan untuk A berisi kanonik Jordan untuk Ai, ditempatakan 

sepanjang diagonalnya. 

J = D ( Jn1(λ1), Jn2(λ2),…, Jnt(λt) ) 
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BAB IV 
 

PERBANDINGAN METODE STAIRCASE  
DENGAN METODE YANG UMUM DIPAKAI 

 
 
 
 

Pada bab ini akan diberikan beberapa permasalahan lalu 

penyelesaian masalah tersebut dengan metode staircase dan metode yang 

umum dipakai, yaitu program yang sudah ada di Matlab.  Kemudian hasil-

hasil perhitungan tersebut dibandingkan, untuk menentukan metode mana 

yang memberikan hasil yang lebih baik. Perhitungan untuk menghasilkan 

bentuk kanonik Jordan menggunakan algoritma sebagai berikut : 

 

1.  Algoritma Mencari Bentuk Kanonik Jordan Dengan Teknik Staircase dan 

Menggunakan Karakteristik Weyr 

Langkah 1   Input matriks A 

Langkah 2   Tentukan matriks blok segitiga atas B yang similar dengan 

matriks A 

B = U* A U 

Langkah 3   Tentukan blok-blok matriks segitiga atasnya, lalu urutkan 

ukuran blok segitiga mulai dari yang terbesar hingga yang 

terkecil untuk setiap nilai eigen  
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Langkah 4 Ubah blok matriks menjadi blok nilpotent ( Ni= Ai-λiI), dan 

tentukan karakteristik Weyr untuk setiap blok nilpotent 

Langkah 5 Tentukan karakteristik Segre dan bentuk blok Jordan  

Langkah 6 Tentukan matriks kanonik Jordan  

 

2.  Algoritma Mencari Bentuk Kanonik Jordan Dengan Cara Umum ( Program 

yang sudah ada di Matlab, yaitu : Jordan (A) ) 

Langkah 1   Input matriks A 

Langkah 2   Tentukan nilai eigen A  

Langkah 3   Untuk setiap nilai eigen tentukan generalisasi vektor eigen 

Langkah 4   Tentukan matriks P dari generalisasi vektor eigen  

Langkah 5   Tentukan invers matriks P 

Langkah 6   Tentukan matriks kanonik Jordan dengan 

 J = P-1 A P 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

Metode staircase ..., Nurry Widya Hesty, FMIPA UI, 2003

 
 
 
 
 
 
 

     



 

39 
 

TABEL PERBANDINGAN HASIL ANTARA METODE STAIRCASE  

DENGAN PROGRAM MATLAB 

 
 

CONTOH MATRIKS PROGRAM MATLAB 
 

METODE STAIRCASE 
 

 

1. 
















−

−
=

3001000

20000

100100100

A  

 

  

 Bentuk kanonik Jordan  

Jordan(A) = 
















10000

11000

00200

 

 

 

1.  Matriks segitiga atas yang similar dengan A adalah : 















 −
=

0000.20000

0000.3000000.1000

1641.1347214.440000.100

B  

2.  Blok segitiganya adalah : 

( )0000.200
0000.1000

7214.440000.100
21 =







 −
= AA  

3. Blok Nilpotent ( Ai−λiI) 

A1 = 






 −
00

7214.440
, Indeks nilpotent = 2 

A2 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

Karakteristik Weyr untuk λ =100 adalah (1,1)  

Karakteristik Weyr untuk λ =200 adalah (1) 

4. Karakteristik Segre untuk λ =100 adalah (2) 

Karakteristik Segre untuk λ =200 adalah (1) 
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sehingga bentuk blok Jordan : 

( )200,
1000

1100








 

5.  Bentuk kanonik Jordannya : 

( )















=⊕









20000

01000

01100

200
1000

1100
 

 
 

Jika data pada A diubah menjadi  

















−

−
=

3001010

20000

100100100

A  

 

 

Bentuk kanonik Jordan  

Jordan(A) = 

















0417.10200

09583.1970

00000.100

 

 

 

1.   Matriks segitiga atas yang similar dengan A adalah : 















 −
=

9583.19700

0000.3010417.1020

3234.1346287.430000.100

B  

2.  Blok segitiganya adalah : 

( ) ( ) ( )9583.1970417.102000.100 321 === AAA  

3. Blok Nilpotent ( Ai−λiI) 

A1 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

A2 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

A3 = ( )0 ,Indeks nilpotent = 1 

Karakteristik Weyr untuk λ =100 adalah (1)  

Karakteristik Weyr untuk λ = 102.0417 adalah (1) 

Karakteristik Weyr untuk λ =197.9583 adalah (1)  
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4. Karakteristik Segre untuk λ =100 adalah (1)  

Karakteristik Segre untuk λ = 102.0417 adalah (1) 

Karakteristik Segre untuk λ =197.9583 adalah (1)  

sehingga bentuk blok Jordan : 

( ) ( ) ( )9583.197,0417.102,000.100  

5.  Bentuk kanonik Jordannya : 
















=

⊕⊕

9583.19700

00417.1020

000000.100

 

(197.9583)(102.0417)(100.0000)

 

 

2. 



















−−−−

−−−−

=

56276122169

2063279448621

1992271432604

48866106147

A  

 

 

Bentuk kanonik Jordan : 

Jordan(A) = 



















−
5000

0300

0000

0010

 

 

 

 

 

 

 

1. Matriks segitiga atas yang similar dengan A adalah : 



















−

−−−

=

3000

12.0000

04.032.000

05.29056.13187.95

B  

2. Blok segitiganya adalah : 

( ) ( )3,
00

32.00
,5 −








 

Urutan blok segitiga mulai yang terbesar hingga yang terkecil : 
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( ) ( )53
00

32.00
321 =−=








= AAA  

 

3. Blok Nilpotent ( Ai−λiI) 

A1 = 







00

32.00
, Indeks nilpotent = 2 

A2 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

A3 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

Karakteristik Weyr untuk λ =0 adalah (1,1)  

Karakteristik Weyr untuk λ =−3 adalah (1) 

Karakteristik Weyr untuk λ = 5 adalah (1) 

4. Karakteristik Segre untuk λ =0 adalah (2)  

Karakteristik Segre untuk λ =−3 adalah (1) 

Karakteristik Segre untuk λ = 5 adalah (1) 

sehingga bentuk blok Jordan : 

( ) ( )5,3,
00

10
−








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5. Bentuk kanonik Jordannya : 

( ) ( )



















−

=⊕−⊕








5000

0300

0000

0010

53
00

10

 

 
 

Jika data pada A diubah menjadi  

 



















−−−−

−−−−

=

56176122169

2063279448621

1992271432604

48866106147

A  

 

Bentuk kanonik Jordan : 

Jordan(A) =  



























+

    24.8914         0              0            0      

   0.2093i                                

0      0.3345-        0            0      

       0.2093i                 

0               0     -0.3345-       0      

0              0              0      23.224-

 

 

1. Matriks segitiga atas yang similar dengan A adalah : 



















−
−−
−

−

=

2.0000

4.35.000

5.65.22.230

8.9929.33130099.24

B  

2. Blok segitiganya adalah : 

( ) ( ) ( ) ( )2.05.02.239.24 4321 −=−=== AAAA  

3. Blok Nilpotent ( Ai−λiI) 

A1 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

A2 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

A3 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 

A4 = ( )0 , Indeks nilpotent = 1 
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Karakteristik Weyr untuk λ =24.9 adalah (1)  

Karakteristik Weyr untuk λ =23.2 adalah (1) 

Karakteristik Weyr untuk λ = -0.5 adalah (1) 

Karakteristik Weyr untuk λ = -0.2 adalah (1) 

4. Karakteristik Segre untuk λ =24.9 adalah (1)  

Karakteristik Segre untuk λ =23.2 adalah (1) 

Karakteristik Segre untuk λ = -0.5 adalah (1) 

Karakteristik Segre untuk λ = -0.2 adalah (1) 

sehingga bentuk blok Jordan : 

( ) ( ) ( ) ( )2.0,5.0,2.23,9.24 −−  

4. Bentuk kanonik Jordan : 

( ) ( ) ( ) ( )



















−
−

=−⊕−⊕⊕

2.0000

05.000

002.230

00090.24

2.05.02.239.24
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Dari tabel perbandingan tersebut didapatkan bahwa pada matriks A 

berukuran 3 x 3 dengan menggunakan  program mendapatkan kanonik Jordan 

yang sudah ada di Matlab maupun metode staircase menghasilkan  bentuk 

kanonik Jordan yang sama. Tetapi bila entri pada matriks A tersebut diubah, 

yaitu pada a3,2  ternyata bentuk kanonik Jordan yang dihasilkan dari program 

yang sudah ada di Matlab mengalami perubahan yang sangat besar .  

Begitu juga yang terjadi pada contoh kedua.  Entri pada matriks A 

berukuran 4 x 4 diubah, yaitu pada a4,4. Bentuk kanonik Jordan yang dihasilkan 

dari program yang ada di Matlab mengalami perubahan yang sangat besar, 

bahkan terdapat entri yang imajiner. Sedangkan bentuk kanonik Jordan yang 

dihasilkan metode staircase lebih stabil. 
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BAB V 
 
 

KESIMPULAN 
 
 
 

Beberapa kesimpulan yang dapat diambil dari penjelasan bab sebelumnya 

adalah : 

1. Metode untuk mendapatkan bentuk kanonik Jordan secara umum biasanya 

kurang stabil, artinya suatu gangguan kecil pada input akan merubah 

secara drastis bentuk kanonik Jordan. Untuk mengatasinya dapat 

digunakan metode staircase. 

2. Metode staircase dengan dekomposisi Schur menghasilkan blok matriks 

segitiga atas yang ternyata berkorespondensi dengan karakteristik Weyr. 

3. Untuk A matriks nilpotent dekomposisi Schur menghasilkan                          

T )(0
κωωω ,0,,0

21
 dengan karakteristik Weyr ω(A) =(ω1,ω2,…,ωk).  Dual 

partisi dari karakteristik Weyr adalah karakteristik Segre σ(A) = (σ1, σ2, … , 

σt ), dan bentuk kanonik Jordannya adalah J = D ( Sσ1,Sσ2,…, Sσt )  

4. Untuk A bukan matriks nilpotent dekomposisi Schur menghasilkan             

T  (A1,A2,…,Ak) yang similar dengan D (A1,A2,…,Ak). Karakteristik Weyr 

didapat dari blok matriks nilpotent Ni =  Ai − αiI.  Dengan langkah yang 

sama seperti pada matriks nilpotent didapat blok Jordan untuk setiap i.  

Bentuk kanonik Jordannya berisi blok-blok Jordan untuk setiap i. 
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Lampiran (1) 
 

Pembuktian )()( 1
21
−+= rr AnullAnull ω  ( Hal : 22 ) 

 





























=

−

−

−

−

0000

0000
000

00

00

)1(2

)1(112

)1(12,11,1

)1(11211













ω

ω

ωωωω

ω

n

n

n

n

b
bb
aaa

aaa

A  

A2 =AA =





























−

−

−

−

0000

0000
000

00

00

)1(2

)1(112

)1(12,11,1

)1(11211













ω

ω

ωωωω

ω

n

n

n

n

b
bb
aaa

aaa

 





























−

−

−

−

0000

0000
000

00

00

)1(2

)1(112

)1(12,11,1

)1(11211













ω

ω

ωωωω

ω

n

n

n

n

b
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aaa

aaa

 

             = 



































−

−

−

−

−

00000
0

0
000
130000

000

000
000

)1(2

)1(1

)1(13,12,1

)1(22322

)1(11312

















ω

ω

ωωωω

ω

ω

n

n

n

n

n

d
dd
ccc

ccc
ccc
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A3 = A2A = 







































−−

−

−

−

−

0000
0
00

00
000

00000
0000

0000

)(,3

)1(114

)1(14,13,1

)1(22423

)1(11413

11



















ωω

ω

ωωωω

ω

ω

n

n

n

n

n

f

ff
eee

eee
eee

  

Ar  =   







































−−

−+

−+

−+

−+

0000

00
00
000

0000
0000

0000

)(,

)1(1)1(1

)1(1)1(,1,1

)1(2)1(22

)1(1)1(11

11



















ωω

ω

ωωωω

ω

ω

nr

nr

nrr

nrr

nrr

z

zz
yyy

yyy
yyy

 

Dengan  reduksi baris didapat  : 

 

Ar = 







































0000

00
100

000
010000
0000000

000
0010000




















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Dengan pertukaran baris 1 dan baris ke (n−r) didapat 

Ar = 







































0000

001
100

000
010000
0000000

000
0000000



















 

Maka didapat )()( 1
21
−+= rr AnullAnull ω . 

 

( Terbukti ) 
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Lampiran (2) 
 

Pembuktian Ni = Ai−λiI adalah matriks nilpotent ( hal : 33 ) 

 

Ai = 



















i

ni

ni

a
aa

λ

λ
λ

0

2

112





 

Ni = Ai−λiI = 
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




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Ni
3 = Ni

2Ni = 
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Maka Ni adalah matriks nilpotent berindeks n 

( Terbukti ) 
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