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ABSTRAK 

 

 

Nama  : Andi Kurniawan Prihartomo 

Program Studi  : Matematika 

Judul   : Pelabelan Total Ketakteraturan Simpul Pada Graf Sirkulan 

Cn(1,2,3) 

 

Misalkan   adalah graf dengan himpunan simpul    himpunan busur 

 dimana   dan   berturut-turut adalah banyaknya simpul dan busur pada G. Nilai 

total ketakteraturan simpul (total vertex irregularity strength) dari graf  atau 

tvs(G) adalah bilangan terkecil k sedemikian sehingga 𝑓 memetakan himpunan V 

dan E  ke bilangan bulat positif  {1,2, … , 𝑘} dan bobot setiap simpulnya berbeda 

dimana bobot simpul adalah penjumlahan dari label simpul dan busur yang hadir 

pada simpul tersebut. Pada skripsi ini akan diberikan kontruksi pelabelan-k total 

tak teratur simpul dari graf sirkulan     1,2,3   untuk menunjukkan 

       1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 

 

 

Kata Kunci : Pelabelan graf, nilai total ketakteraturan simpul, graf sirkulan. 
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Suppose   is a graph with set of vertices   and set of edges   where |  | is 

the number of vertices and |   | is the number of edge on G. A total vertex 

irregularity strength of graf G or tvs(G) are the smallest value of k such that 𝑓 is a 

function from    ∪   to aset of positive integer {1,2, … , 𝑘} such  that the weight 

of every two distinct vertices are different,where the  weight of vertex is sum of a 

vertex label and all its incident edges labels. In this skripsi  the construction of  

total-k labelling vertex irregularity strength of graf    1,2,3  is given with 

       1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 
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xii+31 pages : 12 pictures 

Bibliography : 9(1988-2011) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pelabelan total..., Andi Kurniawan Prihartomo, FMIPA UI, 2011



 

 xi  Universitas Indonesia 

 

DAFTAR ISI 

HALAMAN JUDUL ………………………………………………………………………………… ii 

HALAMAN  PERNYATAAN ORISINALITAS .................................................. iii 

HALAMAN  PENGESAHAN ............................................................................... iv 

KATA PENGANTAR ............................................................................................ v 

HALAMAN PERNYATAAN PERSETUJUAN PUBLIKASI ........................... viii 

ABSTRAK ............................................................................................................. ix 

ABSTRACT ............................................................................................................ x 

DAFTAR GAMBAR ............................................................................................ xii 

 

1. PENDAHULUAN .............................................................................................. 1 

1.1 Latar Belakang ......................................................................................... 1 

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup ................................................. 2 

1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang digunakan ........................................... 3 

1.4 Tujuan Penelitian ...................................................................................... 3 

 

2. LANDASAN TEORI ......................................................................................... 4 

2.1 Definisi dan Istilah dalam Teori Graf ........................................................... 4 

2.2 Jenis-Jenis Graf............................................................................................. 5 

2.3 Pelabelan Graf .............................................................................................. 8 

2.4 Nilai Total Ketakteraturan Simpul ............................................................... 9 

2.5 Hasil-hasil yang telah diketahui ................................................................. 10 

 

3. NILAI TOTAL KETAKTERATURAN SIMPUL PADA GRAF 

SIRKULAN BERDERAJAT ENAM (Cn(1,2,3)) ......................................... 12 

   

4. KESIMPULAN ................................................................................................ 30 

 

DAFTAR PUSTAKA ........................................................................................... 31 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pelabelan total..., Andi Kurniawan Prihartomo, FMIPA UI, 2011



 

 xii  Universitas Indonesia 

 

 

DAFTAR GAMBAR 

 

 

Gambar 2.1 Graf    (b) yang merupakan Subgraf dari    (a) ................................ 5 

Gambar 2.2  Graf lintasan    .................................................................................. 6 

Gambar 2.3 Graf lingkaran    ................................................................................ 6 

Gambar 2.4 Graf sirkulan    1  (a),  graf sirkulan    1,2  (b), ............................. 7 

Gambar 2.5 Pelabelan tak teratur pada    1,2,3  ................................................. 10 

Gambar 3.1 Penamaan simpul   1,2,3 ................................................................. 14 

Gambar 3.2 Pelabelan total takteratur simpul  pada    1,2,3 dengan 

        1,2,3   3 (a) dan    1,2,3 dengan         1,2,3   3 

(b)....................................................................................................... 24 

Gambar 3.3 Pelabelan total tak teratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

        1,2,3   4 .......................................................................... 25 

Gambar 3.4 Pelabelan total tak teratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

        1,2,3   4 .......................................................................... 26 

Gambar 3.5 Pelabelan total takteratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

        1,2,3   4 .......................................................................... 27 

Gambar 3.6 Pelabelan total tak teratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

        1,2,3   4 .......................................................................... 28 

Gambar 3.7 Pelabelan total tak teratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

        1,2,3   4 .......................................................................... 29 

 

 

 

Pelabelan total..., Andi Kurniawan Prihartomo, FMIPA UI, 2011



 

 

 1 Universitas Indonesia 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

 

Teori graf adalah salah satu cabang matematika yang masih sangat muda 

bila dibandingkan dengan cabang matematika lain. Oleh karena itu saat-saat ini 

banyak peneliti yang sangat tertarik untuk mendalaminya untuk menemukan hal 

baru. Salah satu bagian dari teori graf yang membuat para peneliti tertarik adalah 

pelabelan graf. 

Secara matematis suatu graf      ,    didefinisikan sebagai pasangan 

himpunan   ,   , dengan   adalah himpunan tak kosong simpul dan   adalah 

himpunan pasangan tak terurut dari simpul-simpul yang disebut busur. Banyaknya 

simpul pada G dinotasikan dengan     dan banyaknya busur dinotasikan dengan 

   . Secara umum graf direpresentasikan dengan gambar yang merupakan 

kombinasi dari sejumlah titik dan kurva yang menghubungkan titik-titik tersebut. 

Satu simpul direpresentasikan dengan satu titik dan satu busur direpresentasikan 

dengan satu kurva yang menghubungkan dua simpul (boleh sama).  

Graf yang akan dibahas dalam skripsi ini secara khusus adalah graf 

sirkulan    1,2  dan     1,2,3 , yaitu graf yang dikembangkan dari graf 

lingkaran. Graf lingkaran adalah suatu graf terhubung dimana setiap simpulnya 

memiliki derajat dua. Graf sirkulan,    1,2 , adalah graf yang dapat dibangun 

dari graf lingkaran dengan n simpul (dinamai v1, v2, .. , vn secara terurut) dan 

menambahkan busur-busur pada setiap dua simpul dengan jarak dua. Graf 

   1,2,3  adalah graf    1,2  yang diberikan penambahan busur-busur pada 

setiap simpul dengan jarak tiga. 

Suatu pelabelan dari graf    ,    didefinisikan sebagai suatu pemetaan 

dari unsur-unsur graf, yaitu simpul, busur, atau gabungan keduanya ke suatu 

himpunan bilangan (biasanya bulat positif). Apabila daerah asal dari pemetaan 

hanya himpunan simpul maka pelabelannya disebut pelabelan simpul. Apabila 

daerah asal dari pemetaan hanya himpunan busur maka pelabelannya disebut 
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pelabelan busur. Kemudian apabila daerah asal merupakan gabungan dari 

keduanya maka pelabelannya disebut pelabelan total. 

Pada tahun 1988 Chartrand dkk. telah memperkenalkan irregularity 

strength of a graph dan berbagai jenis pelabelan total lainnya. Irregularity 

strength of graph (nilai ketakteraturan) G atau      adalah suatu bilangan bulat 

positif terkecil k, sedemikian sehingga fungsi f  yang memetakan himpunan busur 

dari graf G pada himpunan bilangan bulat dari 1 sampai k dengan bobot setiap 

simpul  pada graf berbeda. Dalam hal ini yang dimaksud dengan bobot adalah  

penjumlahan dari setiap label busur-busur yang hadir pada simpul yang 

bersangkutan. Dalam perkembangannya juga akan diperkenalkan total vertex 

irregularity strength of graph  ,        adalah suatu bilangan bulat positif 

terkecil k, sedemikian sehingga fungsi f yang memetakan himpunan simpul dan 

busur dari graf G pada himpunan bilangan bulat dari 1 sampai k dengan bobot 

setiap simpul  pada graf berbeda. Dalam hal ini, bobot adalah jumlah dari label 

simpul dan setiap label busur-busur yang hadir pada simpul bersangkutan. 

Hasil penelitian untuk      beberapa kelas graf sudah diperoleh. Misalnya, 

untuk      graf sirkulan     1, 𝑘   adalah ⌈
   

 
⌉  (Baril dkk. 2005), 

       1,2   untuk graf  adalah ⌈
   

 
⌉ (Ahmad, 2008). Pada tugas akhir ini akan 

dicari        1,2,3   dengan terlebih dahulu membuat kontruksi yang tepat dan 

teratur. 

 

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup 

 

Dalam skripsi ini, yang menjadi permasalahan  adalah bagaimana 

menentukan konstruksi pelabelan-k total tak teratur simpul dari suatu graf G untuk 

memperoleh nilai dari         

Ruang lingkup pembahasan masalah dalam skripsi ini dibatasi untuk graf 

   1,2,3 . 
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1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang digunakan 

 

Penelitian dilakukan dengan studi pustaka yang dikembangkan untuk 

mengkonstruksi pelabelan-k total tak teratur simpul dan menghitung nilai     graf 

   1,2,3 . 

1.4 Tujuan Penelitian 

 

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah mengkonstruksi pelabelan-k total 

tak teratur simpul dan menentukan        1,2,3   
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan istilah dasar dari teori graf, 

jenis-jenis graf yang digunakan pada bab selanjutnya, pelabelan graf, irregularity 

strength (s) dari suatu graf, total vertex irregularity strength (tvs) dari suatu graf, 

serta hasil penemuan yang telah ada.  

 

2.1 Definisi dan Istilah dalam Teori Graf 

  

Suatu graf       ,    terdiri dari himpunan tak kosong dari simpul-

simpul (vertices)    dan himpunan busur-busur (edges)    , himpunan pasangan 

tak terurut yang berbeda dari elemen V disebut busur. Selanjutnya untuk 

penyederhanaan     ,    akan ditulis G. Himpunan busur dapat berupa 

himpunan kosong (disebut juga graf kosong).  Jika suatu busur menghubungkan 

satu simpul ke simpul itu sendiri, maka busur tersebut disebut gelung (loop).  Jika 

dua simpul dihubungkan oleh lebih dari satu busur, maka busur tersebut disebut 

busur berganda (multiple edges).  Graf yang tidak mengandung gelung dan 

busur berganda disebut graf sederhana (simple graph).  Banyaknya simpul pada 

graf G dinyatakan sebagai |V| dan banyaknya busur dinyatakan sebagai |E|.  

Apabila |V| berhingga, maka graf  G disebut graf berhingga (finite  graph). Dua 

simpul u dan v pada suatu graf G dikatakan bertetangga (adjacent/neighbors) di 

G apa bila {u, v}  adalah suatu busur pada graf G. Jika   { ,  } maka   

dikatakan hadir (incident) pada simpul        . Busur   juga dikatakan 

terhubung pada simpul        . Simpul         disebut simpul ujung dari 

busur { ,  } (Rosen, 2003). Untuk pembahasan selanjutnya { ,  } akan ditulis 

sebagai     

 Jumlah busur yang hadir pada suatu simpul v disebut derajat (degree) 

dari simpul v (ditulis deg(v)). Derajat terkecil dari suatu graf G dinyatakan 

dengan δ =        deg(v) dan derajat terbesar dinyatakan dengan Δ = 

4 
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        deg(v). Jika δ = Δ = r, maka graf G disebut sebagai graf teratur 

berderajat r (r-regular graph) (West, 2002).   

Subgraf  dari graf     ,    adalah graf        ,     dimana jika 

             dan              . Setiap subgraf dari G dapat diperoleh 

dengan cara menghapus simpul-simpul dan (atau) busur-busur yang ada di G 

tanpa menghapus simpul ujung busur-busur yang tersisa (Rosen, 2003). Pada 

Gambar 2.2 diberikan contoh subgraf       dari graf      dimana graf    

memiliki himpunan simpul dan busur (V, E) = ({v1, v2, v3, v4, v5 }, { v1 v2, v1 v3, v1 

v4, v1 v5, v2 v3, v2 v4, v2 v5, v3 v4, v3 v5, v4 v6}) dan graf    memiliki himpunan simpul 

dan busur, yaitu (V’, E’) = ({v1, v2, v3, v4, v5}, { v1 v2, v2 v3, v3 v4, , v4 v5, v1 v5}). 

Karena V(  )   V(  ) dan E(  )   E(  ), maka     adalah subgraf dari   . 

v1

v5

v4 v3

v2

v1

v5

v4 v3

v2

a b

 

Gambar 2.1 Graf    (b) yang merupakan Subgraf dari    (a) 

 

Dalam skripsi ini, graf-graf yang akan dibahas adalah graf berhingga, 

sederhana, terhubung, dan berderajat-r. Pada subbab berikutnya diberikan 

definisi dan contoh dari jenis-jenis graf yang ada. 

 

2.2 Jenis-Jenis Graf 

Graf lintasan (path graph), Pn, adalah graf dengan n simpul (n ≥ 2) 

dengan busur v1v2, v2v3, …, vn-1vn  atau dapat juga dinotasikan dalam v1 → v2 → … 
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→ vn. Simpul v1 disebut simpul awal dan simpul vn adalah simpul akhir. Semua 

simpul berderajat dua kecuali untuk simpul awal dan simpul akhir berderajat satu. 

Dalam graf lintasan berlaku |V| = |E|+ 1. 

 

 

Gambar 2.2  Graf lintasan    

 

Graf lingkaran (cycle graph), Cn, adalah graf dengan n simpul ( n ≥ 3) 

yang terdiri atas simpul-simpul v1, v2, ..., vn dan busur-busur (v1, v2),(v2, v3),  ..., 

(vn-1, vn) dan (vn, v1) sehingga graf lingkaran merupakan graf teratur berderajat 

dua. Dengan kata lain graf lingkaran adalah graf yang diperoleh dari graf lintasan 

Pn  yang diberi tambahan busur antara simpul awal dan simpul akhir (busur vnv1). 

Dalam graf lingkaran berlaku |V| = n dan  |E| = n. Pada Gambar 2.3 diberikan 

contoh graf lingkaran dengan 7 simpul, C7  (Rosen, 2003). 

 

 

 

Gambar 2.3 Graf lingkaran    

 

Misalkan  ,        , … ,     adalah bilangan bulat positif, 1     ⌊
 

 
⌋ 

dan       untuk semua 1       ,   3. Suatu graf tak berarah dengan 

himpunan simpul   {  , … ,   } dan himpunan busur    {       
 1    

 , 1     }, indeks yang diambil dari modulo n, disebut graf sirkulan dan 
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dinotasikan dengan      , … ,    . Graf sirkulan      , … ,     adalah graf 

reguler dengan derajat-r, dimana  

  {
2  1,      

 

2
   {  , … ,   }

2 ,        
 

(Ahmad, 2008). 

Pada  Gambar 2.4 merupakan contoh-contoh graf sirkulan menurut definisi 

diatas, dengan   7 dan   masing-masing bernilai 1, 2 dan 3. 

 

(a) (c)(b)

 

Gambar 2.4 Graf sirkulan    1  (a),  graf sirkulan    1,2  (b), 

graf sirkulan    1,2,3     ,  

 

Graf sirkulan       dengan   3 juga dapat disebut sebagai graf 

lingkaran (Gambar 2.4 (a)). Graf sirkulan     ,   , n ≥ 5, adalah graf dengan   

simpul   ,   , … ,    dan busur-busur     ,     , … ,       ,       dan 

    ,     , … ,       ,       . Dengan kata lain graf sirkulan Cn(1,2) adalah graf 

yang dapat dibangun dari graf lingkaran dengan   simpul dan menambahkan 

busur-busur pada setiap dua simpul dengan jarak dua. Graf sirkulan    1,2  

merupakan graf teratur berderajat-4 (Gambar 2.4 (b)). 
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Graf sirkulan     ,  ,   , n ≥ 7 adalah graf dengan   simpul   ,   , … ,    

dan busur-busur     ,     , … ,       ,       dan     ,     , … ,       ,        

dan     ,     , … ,       ,       . Dengan kata lain graf sirkulan Cn(1,2,3) 

adalah graf yang dapat dibangun dari graf Cn(1,2) dengan   simpul dan 

menambahkan busur-busur pada setiap dua simpul dengan jarak tiga. Graf 

sirkulan    1,2,3  merupakan graf teratur berderajat-6 (Gambar 2.4 (c)). 

 

2.3 Pelabelan Graf 

 

Suatu pelabelan f dari graf     ,    merupakan suatu pemetaan bijektif 

dari himpunan simpul V  atau himpunan busur E, atau V ∪ E ke suatu 

subhimpunan bilangan asli. Bilangan asli tersebut disebut label. Apabila daerah 

asal dari pemetaan adalah himpunan simpul (atau himpunan busur), maka 

pelabelannya disebut pelabelan simpul (atau pelabelan busur). Apabila daerah 

asalnya merupakan gabungan dari himpunan simpul dan busur (V ∪ E), maka 

pelabelannya disebut  pelabelan total (Gallian, 2010). 

Jumlah dari semua label yang terkait dengan elemen graf pada pelabelan 

total disebut bobot. Bobot dapat dihitung untuk simpul dan busur. Jumlah dari 

label suatu simpul  𝑓      dan label semua busur  𝑓(    )  yang hadir pada 

simpul disebut bobot simpul (        𝑓       ),      yaitu  

      𝑓     ∑ 𝑓(    )

         

 

dimana       adalah simpul yang bertetangga (neighborhood) dengan   .  

Bobot busur      atas pelabelan simpul 𝑓 yang dinyatakan sebagai 

        adalah jumlah dari label dua simpul yang dihubungkan oleh busur      

dan label busur      itu sendiri, yaitu 

 (    )  𝑓     𝑓(    )  𝑓     

(Bača dkk., 2007). 
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2.4 Nilai Total Ketakteraturan Simpul 

 

Istilah bahasa Indonesia yang digunakan pada skripsi ini mengacu pada 

(Nurdin, 2010). Misalkan G adalah suatu graf yang berorder lebih besar sama 

dengan 3, fungsi f : E → {1, 2, ..., k} disebut pelabelan-k tak teratur (irregular 

k-labeling) pada G, jika setiap dua simpul yang berbeda dalam V mempunyai 

bobot yang berbeda, yakni   ∑ 𝑓         ≠   ∑ 𝑓         untuk setiap dua simpul 

x dan u di V dengan x ≠ u. Pelabelan tak teratur berbeda dengan jenis pelabelan 

graf lainnya karena fungsi pelabelannya tidak harus fungsi satu-satu (Ahmad, 

2008). 

Pada tahun 1988 Chartrand dkk. memperkenalkan nilai ketakteraturan 

(irregularity strength of a graph) dan nilai total ketakteraturan simpul (total vertex 

irregularity strength of graph). Nilai ketakteraturan dari graf  G   atau  s(G)  

adalah suatu bilangan terkecil k sedemikian sehingga 𝑓  → {1,… , 𝑘} dimana 

       (  ) ∀  ,     ,       dimana       ∑ 𝑓               
 (Ahmad, 

2008).  

Misalkan G adalah suatu graf, fungsi 𝑓     ∪    →  {1, 2,    , 𝑘} disebut 

pelabelan-k total tak teratur simpul (vertex irregular total k-labelling) pada G, 

jika setiap dua simpul yang berbeda di V mempunyai bobot yang berbeda Ahmad, 

2008, yakni nilai 𝑓      ∑ 𝑓               
 ≠ 𝑓      ∑ 𝑓                untuk 

setiap dua simpul    dan    yang berbeda di V. Nilai total ketakteraturan 

simpul (total vertex irregularity strength of graph)  atau        adalah suatu 

bilangan terkecil k sedemkian sehingga 𝑓  ∪  → {1… , 𝑘} dimana       

 (  ) ∀  ,     ,       dimana        𝑓      ∑ 𝑓(    )         
. 
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2
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2

2

2

3 2

2

2

(a) (b)

Gambar 2.5 Pelabelan tak teratur pada     , ,   

 

 Pada Gambar 2.5 merupakan contoh pelabelan irregularity strength(s) (a) 

dan  total vertex irregularity strength (tvs) (b) pada graf sirkulan    1,2,3 . Nilai 

     1,2,3 ) = 3 dengan bobot terbesarnya 14 dan        1,2,3) = 3 dan bobot 

terbesarnya 15. 

 

2.5 Hasil-hasil yang telah diketahui 

 

 Beberapa ilmuwan telah meneliti pelabelan     pada beberapa bentuk graf 

sirkulan, berikut hasil-hasil penelitian mengenai graf sirkulan. 

Teorema 2.1          , 2 11  

Untuk  graf    1,2, … ,    dimana   ⌈
 

 
⌉  maka 

       1,2, … ,     ⌈
   

   
⌉. 
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Teorema 2.2 (Ahmad, 2008) 

Untuk  graf Cn(1,2) dimana   3 maka  

       1,2   ⌈
  4

5
⌉  

Dari Teorema 2.1 telah ditemukan nilai tvs untuk graf  sirkulan 

       1,2, … ,     ⌈
   

   
⌉, namun pada skripsi ini hanya akan dibahas Cn(1,2,3) 

dengan pola konstruksi yang berbeda dari Teorema 2.1 dengan nilai tvs yang 

sama. 
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BAB 3 

PELABELAN TOTAL KETAKTERATURAN SIMPUL PADA GRAF 

SIRKULAN (Cn(1,2,3)) 

 

Pada bab ini akan diberikan konstruksi pelabelan dari nilai ketakteraturan 

simpul pada graf    1,2,3 . Pada Bab 2 telah dijelaskan bahwa nilai total 

ketakteraturan simpul suatu graf   atau        adalah suatu bilangan terkecil k 

sedemkian sehingga 𝑓  ∪  → {1,… , 𝑘} dimana        (  ) ∀  ,    

 ,       dengan        𝑓      ∑ 𝑓               
,  ,   1,2, … ,      Untuk 

mengkonstruksi pelabelan dan menunjukan         1,2,3  , maka secara garis 

besar pembuktian dilakukan dengan alur sebagai berikut -mendefinisikan fungsi 

pelabelan untuk simpul dan busur, kemudian menunjukan bahwa semua bobot 

simpul-simpul yang diperoleh dari pelabelan tersebut berbeda, dimana bobot yang 

dimaksud adalah jumlah label pada simpul dan label pada busur yang hadir  pada 

simpul, serta menunjukkan bahwa label terbesar dari    1,2,3 adalah 

       1,2,3     

 Dalam makalahnya, Baca dkk (2006) menunjukkan bahwa nilai tvs dari 

graf teratur G yang dengan derajat-r memiliki batas bawah dan batas atas tertentu, 

seperti yang diberikan pada Teorema 3.1. Karena yang digunakan  pada skripsi ini 

adalah batas bawah  saja, maka hanya diberikan bukti untuk batas bawah. 

 

 

Teorema 3.1 (Bača dkk., 2007)  

Untuk graf teratur G dengan n simpul berderajat-r maka 

⌈
   

  1
⌉             1  

Bukti.  

Akan dibuktikan         ⌈
   

   
⌉. 

Untuk graf teratur G berderajat r, maka bobot setiap simpul merupakan 

penjumlahan dari   1 label.  Bobot terkecil pada pelabelan ini terjadi ketika 

label pada simpul dan   busur yang hadir pada simpul adalah 1, sehingga bobot 

12 
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pada simpul tersebut  adalah   1. Dikarenakan  nilai bobot untuk setiap simpul 

harus berbeda maka bobot terbesar paling tidak adalah     atau dengan kata lain 

bobot-bobot simpul berurutan dari  1    ,  2    , … ,      . Maka label 

terbesar yang menjadikan nilai bobot simpul menjadi     pastilah ⌈
   

   
⌉  Jadi 

berlaku        ⌈
   

   
⌉.    

  

Pada Bab 2 telah dijelaskan bahwa graf sirkulan     1,2,3 ,   7 adalah 

graf teratur berderajat 6. Pada Teorema 3.2 diberikan tvs dari    1,2,3   

 

Teorema 3.2  

Untuk   7, maka    (   1,2,3 )  ⌈
   

 
⌉  

Bukti.  

Karena    1,2,3  adalah graf teratur dengan derajat   6, maka menurut 

Teorema 3.1,    (   1,2,3 )  ⌈
   

 
⌉.  

Sekarang akan dibuktikan     (   1,2,3 )  ⌈
   

 
⌉ dengan menunjukkan 

   1,2,3  mempunyai pelabelan k-total ketakteraturan simpul dengan nilai 

𝑘  ⌈
   

 
⌉. Nyatakan himpunan simpul-simpul dari    1,2,3  dengan   

{  ,   ,   ,  ,   } dan himpunan busur dari    1,2,3  dengan 

  {             ,   1, 2, 3, ,  } ∪ {             ,   1, 2, 3, ,  } ∪

{             ,   1, 2, 3, ,  } (Gambar 3.1).  

Pembuktian dibagi dalam 6 kasus yaitu untuk    , 1      7 ,   2      7 ,

  3     7 ,   4     7 ,   5     7 ,   6     7  sehingga akan 

berlaku untuk semua nilai    
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1
v

3
v

2
v

5
v

4
v

nv

1n
v


2n
v


3n
v


 

Gambar 3.1 Penamaan simpul    1,2,3  

 

Kasus 1.     , 1      7  

Label simpul-simpul dan busur-busur dari    1,2,3  dengan pelabelan 𝑓  sebagai 

berikut. 

Untuk  1    ⌈
 

 
⌉ 

𝑓      {
1  2 ⌊

 

7
⌋ ,         , 1, 2, 3      7 

2  2 ⌊
 

7
⌋ ,        4, 5, 6      7 
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𝑓          {
1  2 ⌊

 

7
⌋ ,         , 1, 2      7 

2    2 ⌊
 

7
⌋ ,        3, 4, 5, 6      7 

 

𝑓          

{
 
 

 
 1  2 ⌊

 

7
⌋ ,         , 1, 2      7 

2  2 ⌊
 

7
⌋ ,        3, 4, 5      7 

3  2 ⌊
 

7
⌋ ,        6      7 

 

𝑓          

{
 
 

 
 1  2 ⌊

 

7
⌋ ,         , 1      7 

2  2 ⌊
 

7
⌋ ,        2, 3, 4, 5      7 

3  2 ⌊
 

7
⌋ ,        6      7 

 

Untuk  ⌈
 

 
⌉  1      1 

𝑓      

{
 
 

 
 1  2

     

7
,                   7 

2  2 ⌊
   

7
⌋ ,            1, 2, 3, 4      7 

3  2 ⌊
   

7
⌋ ,            5, 6      7 

 

𝑓          

{
 
 

 
 1  2 ⌊

   

7
⌋ ,             , 1      7 

2  2 ⌊
   

7
⌋ ,            2, 3, 4      7 

3  2 ⌊
   

7
⌋ ,            5, 6      7 

 

Untuk  ⌈
 

 
⌉  1      2 

𝑓          

{
 
 

 
 1  2 ⌊

   

7
⌋ ,                   7 

2  2 ⌊
   

7
⌋ ,            1, 2, 3, 4      7 

3  2 ⌊
   

7
⌋ ,            5, 6      7 
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Untuk  ⌈
 

 
⌉  1      3 

𝑓          

{
 
 

 
 1  2 ⌊

   

7
⌋ ,                   7 

2  2 ⌊
   

7
⌋ ,            1, 2, 3      7 

3  2 ⌊
   

7
⌋ ,            4, 5, 6      7 

 

Lainnya untuk 

𝑓      𝑓        𝑓        𝑓        𝑓          𝑓          

𝑓          1. 

Menggunakan pelabelan di atas maka 𝑓  adalah pemetaan dari  ∪   pada 

bilangan {1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉}. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap simpul di    1,2,3  berbeda. 

Misalkan         adalah bobot simpul    maka 

       𝑓      𝑓          𝑓          𝑓          𝑓         

 𝑓          𝑓          

Dengan mensubstitusi nilai yang bersesuaian diperoleh  

       

{
 
 

 
 
7,         1

4  2 ,        2    ⌊
 

2
⌋  1

2  9  2 ,       ⌊
 

2
⌋  2     

 

Dengan mensubstitusikan nilai   1, 2, 3, … ,   ke        diperoleh bobot simpul 

merupakan  bilangan berurutan 7, 8, 9, … ,    6 . Karena 𝑓  ∪    

{1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉} dan bobot setiap simpul berbeda,  maka untuk    , 1     7 

dapat disimpulkan        1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 
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Kasus 2.    2     7  

Label simpul-simpul dan busur-busur dari    1,2,3  dengan pelabelan 𝑓  sebagai 

berikut. 

𝑓      

{
  
 

  
 𝑓     ,

⌈
  6

7
⌉ ,

      1    ⌈
 

2
⌉

         ⌈
 

2
⌉  1

𝑓     ,
1,

       ⌈
 

2
⌉  2      1

         

 

𝑓          𝑓         ,       1      1 

𝑓          𝑓         ,       1      2 

𝑓          𝑓         ,       1      3 

𝑓        𝑓        𝑓        𝑓          𝑓          𝑓          

1. 

Menggunakan pelabelan di atas maka 𝑓  adalah pemetaan dari  ∪   pada 

bilangan {1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉}. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap simpul di    1,2,3  berbeda. 

Misalkan         adalah bobot simpul    maka 

       𝑓      𝑓          𝑓          𝑓          𝑓          

𝑓          𝑓         . 

Dengan mensubstitusi nilai yang bersesuaian diperoleh  

       

{
 
 

 
 
7,         1

4  2 ,        2    ⌊
 

2
⌋  1

2  9  2 ,       ⌊
 

2
⌋  2     

 

Dengan mensubstitusikan nilai   1, 2, 3, … ,   ke        diperoleh bobot simpul 

merupakan  bilangan berurutan 7, 8, 9, … ,    6 . Karena 𝑓  ∪    
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{1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉} dan bobot setiap simpul berbeda,  maka untuk   2     7 

dapat disimpulkan        1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 

 

Kasus 3.    3      7  

Label simpul-simpul dan busur-busur dari    1,2,3  dengan pelabelan 𝑓  sebagai 

berikut. 

𝑓      𝑓     ,          1      

untuk   1      14  

𝑓          

{
 
 

 
 𝑓         ,       1    ⌈

 

2
⌉  1

⌈
  6

7
⌉ ,          ⌈

 

2
⌉

𝑓         ,        ⌈
 

2
⌉  1      1

 

untuk   3      14  

𝑓          

{
 
 

 
 𝑓         ,       1    ⌈

 

2
⌉

⌈
  6

7
⌉ ,          ⌈

 

2
⌉  1

𝑓         ,        ⌈
 

2
⌉  2      1

 

𝑓          𝑓         ,       1      2 

𝑓          𝑓         ,       1      3 

𝑓        𝑓        𝑓        𝑓          𝑓          𝑓          

1   

 

Menggunakan pelabelan di atas maka 𝑓  adalah pemetaan dari  ∪   pada 

bilangan {1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉}. 
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap simpul di    1,2,3  berbeda. 

Misalkan         adalah bobot simpul    maka 

       𝑓      𝑓          𝑓          𝑓          𝑓          

𝑓          𝑓           

Dengan mensubstitusi nilai yang bersesuaian diperoleh 

       

{
 
 

 
 
7,         1

4  2 ,        2    ⌊
 

2
⌋  1

2  9  2 ,       ⌊
 

2
⌋  2     

 

Dengan mensubstitusikan nilai   1, 2, 3, … ,   ke        diperoleh bobot simpul 

merupakan  bilangan berurutan 7, 8, 9, … ,    6 . Karena 𝑓  ∪    

{1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉} dan bobot setiap simpul berbeda, maka untuk   3     7 

dapat disimpulkan        1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 

 

Kasus 4.   4      7  

Label simpul-simpul dan busur-busur dari    1,2,3  dengan pelabelan 𝑓  sebagai 

berikut. 

        11     14  

𝑓      

{
  
 

  
 𝑓     ,       1    ⌈

 

2
⌉  1

⌈
  6

7
⌉ ,       ⌈

 

2
⌉     ⌈

 

2
⌉  1

   𝑓     ,        ⌈
 

2
⌉  2      1

1,          

 

untuk   4     14  
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𝑓      

{
  
 

  
 𝑓     ,       1    ⌈

 

2
⌉

⌈
  6

7
⌉ ,       ⌈

 

2
⌉  1   ⌈

 

2
⌉  2

   𝑓     ,        ⌈
 

2
⌉  3      1

1,          

 

 

𝑓          

{
 
 

 
 𝑓         ,       1    ⌈

 

2
⌉  1

⌈
  6

7
⌉ ,       ⌈

 

2
⌉     ⌈

 

2
⌉  1

𝑓         ,        ⌈
 

2
⌉  2      1

 

𝑓          𝑓         ,       1      2 

𝑓          𝑓         ,       1      3 

 

  

𝑓        𝑓        𝑓        𝑓          𝑓          𝑓         

 1  

Menggunakan pelabelan di atas maka f4 adalah pemetaan dari  ∪   pada 

bilangan {1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉}. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap simpul di    1,2,3  berbeda. 

Misalkan         adalah bobot simpul    maka 

       𝑓      𝑓          𝑓          𝑓          𝑓          

𝑓          𝑓           

Dari rumus diatas dengan mensubstitusikan nilai-nilai yang bersesuaian diperoleh 
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{
 
 

 
 
7,         1

4  2 ,        2    ⌊
 

2
⌋  1

2  9  2 ,       ⌊
 

2
⌋  2     

 

Dengan mensubstitusikan nilai   1, 2, 3, … ,   ke        diperoleh bobot simpul 

merupakan  bilangan berurutan 7, 8, 9, … ,    6 . Karena 𝑓   ∪    

{1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉} dan bobot setiap simpul berbeda maka untuk   4     7 

       1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 

 

Kasus 5.   5      7  

Label simpul-simpul dan busur-busur dari    1,2,3  dengan pelabelan 𝑓  sebagai 

berikut. 

𝑓      𝑓     ,       1      

𝑓          𝑓         ,       1      1 

 untuk   12     14  

𝑓          

{
 
 

 
 𝑓         ,       1    ⌈

 

2
⌉  2

⌈
  6

7
⌉ ,           ⌈

 

2
⌉  1

𝑓         ,        ⌈
 

2
⌉      1

 

 untuk   5     14  

𝑓          

{
 
 

 
 𝑓         ,       1    ⌈

 

2
⌉

⌈
  6

7
⌉ ,           ⌈

 

2
⌉  1

𝑓         ,        ⌈
 

2
⌉  2      1

 

𝑓          𝑓         ,       1      3 
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𝑓        𝑓        𝑓        𝑓          𝑓          𝑓          

1   

Menggunakan pelabelan di atas maka 𝑓  adalah pemetaan dari  ∪   pada 

bilangan {1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉}. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap simpul di    1,2,3  berbeda. 

Misalkan         adalah bobot simpul   , maka 

       𝑓      𝑓          𝑓          𝑓          𝑓          

𝑓          𝑓           

Dari rumus diatas diperoleh, 

       

{
 
 

 
 
7,         1

4  2 ,        2    ⌊
 

2
⌋  1

2  9  2 ,       ⌊
 

2
⌋  2     

 

Dengan mensubstitusikan nilai   1, 2, 3, … ,   ke        diperoleh bobot simpul 

merupakan  bilangan berurutan 7, 8, 9, … ,    6 . Karena 𝑓  ∪    

{1, 2, 3, … , ⌈
   

  
⌉} dan bobot setiap simpul berbeda, maka untuk   5     7 

dapat disimpulkan        1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 

 

Kasus 6.   6      7  

Label simpul-simpul dan busur-busur dari    1,2,3  dengan pelabelan 𝑓  sebagai 

berikut. 

𝑓      𝑓     ,       1      

𝑓          𝑓         ,       1      1 

untuk   13     14  
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𝑓          

{
 
 

 
 𝑓         ,       1    ⌈

 

2
⌉  2

⌈
  6

7
⌉ ,        ⌈

 

2
⌉  1     ⌈

 

2
⌉  1

𝑓         ,        ⌈
 

2
⌉     ⌈

 

2
⌉  2      1

 

 untuk   6      14  

𝑓          

{
 
 

 
 𝑓         ,       1    ⌈

 

2
⌉  2     ⌈

 

2
⌉

⌈
  6

7
⌉ ,        ⌈

 

2
⌉  1     ⌈

 

2
⌉  1

𝑓         ,        ⌈
 

2
⌉  2      1

 

𝑓          𝑓         ,       1      3 

𝑓        𝑓        𝑓        𝑓          𝑓          𝑓          

1   

Menggunakan pelabelan di atas maka 𝑓  adalah pemetaan dari  ∪   pada 

bilangan {1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉}. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap simpul di    1,2,3  berbeda. 

Misalkan         adalah bobot simpul    maka, 

       𝑓      𝑓          𝑓          𝑓          𝑓          

𝑓          𝑓           

Dari rumus diatas diperoleh, 

       

{
 
 

 
 
7,         1

4  2 ,        2    ⌊
 

2
⌋  1

2  9  2 ,       ⌊
 

2
⌋  2     

 

Dengan mensubstitusikan nilai   1, 2, 3, … ,   ke        diperoleh bobot simpul 

merupakan  bilangan berurutan 7, 8, 9, … ,    6 . Karena 𝑓  ∪    
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{1, 2, 3, … , ⌈
   

 
⌉} dan bobot setiap simpul berbeda, maka untuk   6     7 

dapat disimpulkan         1,2,3   ⌈
   

 
⌉. 

Dari 6 kasus diatas yang akan berlaku untuk semua n, maka nilai 

   (   1,2,3 )  ⌈
   

 
⌉. Karena    (   1,2,3 )  ⌈

   

 
⌉ dan    (   1,2,3 )  

⌈
   

 
⌉ maka    (   1,2,3 )  ⌈

   

 
⌉.    

Untuk memperjelas fungsi pelabelan yang  didefinisikan pada bukti 

Teorema 3.2,  akan diberikan visualisasi untuk seluruh kasus, di mulai dari kasus 

1, yaitu  untuk    , 1      7 . Pada Gambar 3.2 diberikan pelabelan total 

takteratur simpul untuk  yaitu n = 14        7   (Gambar 3.2.a) dan n = 15 

  1     7  (Gambar 3.2.a)  dengan    (    1,2,3 )      (    1,2,3 )  3. 
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3 2
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Gambar 3.2 Pelabelan total takteratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

   (    1,2,3 )  3 (a) dan     1,2,3  dengan    (    1,2,3 )  3 (b) 
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7

10

9 8

11

12

15 14

13

11

1

1 1

1

1

1 1

1 1

2

1

1

2
2

2

1 1

1

2
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

17 162

3

2

2

2

3

3

2

3 3

3

2

3 3

3

3
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3

3

3

1819
3

3

3 3
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21
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Gambar 3.3 Pelabelan total tak teratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

   (    1,2,3 )  4 

 

Pada Gambar 3.3 diberikan contoh pelabelan total ketakteraturan simpul 

pada kasus 2 dengan n = 16 (2 mod 7) dengan         1,2,3   4. Label 

terbesar terletak pada simpul ke-9  𝑓      . 
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Gambar 3.4 Pelabelan total takteratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

   (    1,2,3 )  4 

 

Pada Gambar 3.4 diberikan contoh pelabelan nilai total ketakteraturan simpul pada 

kasus 3 dengan n = 17 (3 mod 7) dengan         1,2,3    4. Label terbesar terletak 

pada simpul ke-10 atau 𝑓       dan pada busur  𝑓        . 
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Gambar 3.5 Pelabelan total takteratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

   (    1,2,3 )  4 

 

Pada Gambar 3.5 diberikan contoh pelabelan  total ketakteraturan simpul 

pada kasus 4 dengan n =18 (4 mod 7) dengan         1,2,3   4. Label terbesar 

yaitu 4 terletak pada  𝑓       dan 𝑓       dan pada busur  𝑓         dan 

 𝑓         . 
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Gambar 3.6 Pelabelan total takteratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

   (    1,2,3 )  4 

 

Pada Gambar 3.6 diberikan contoh pelabelan total ketakteraturan simpul 

pada kasus 5 dengan n = 19 (5 mod 7) dengan         1,2,3   4, dengan label 

terbesar 4 terletak pada  𝑓       dan 𝑓       dan pada busur 

 𝑓        , 𝑓        ,  𝑓          dan 𝑓         . 
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Gambar 3.7 Pelabelan total takteratur simpul  pada     1,2,3  dengan 

   (    1,2,3 )  4 

 

Pada Gambar 3.7 diberikan contoh pelabelan total ketakteraturan simpul 

pada kasus 6 dengan n = 20 (6 mod 7) dengan         1,2,3   4. Label 

terbesar, yaitu 4, terletak pada  𝑓      , 𝑓       dan 𝑓       dan pada busur 

 𝑓        ,  𝑓         ,  𝑓         , 𝑓         ,  𝑓          dan 𝑓         . 

Pelabelan total..., Andi Kurniawan Prihartomo, FMIPA UI, 2011



30 

 

  Universitas Indonesia 30 

BAB 4 

KESIMPULAN 

 

 

Pada skripsi ini telah dibahas konstruksi pelabelan total ketakteraturan 

simpul pada graf Cn(1,2,3) dengan    (   1,2,3 )  ⌈
   

 
⌉. Pelabelan total 

ketakteraturan simpul pada graf sirkulan  Cn(1,2,3)  sebenarnya telah dikonstruksi 

oleh Anholcer (2011), akan tetapi konstruksi  yang diperoleh pada skripsi ini tidak 

sama dengan konstruksi Anholcer. Hal ini menunjukkan pelabelan nilai total 

ketakteraturan simpul pada graf Cn(1,2,3) tidaklah unik.  
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