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ABSTRAK

Nama : Stefano
Program Studi : Matematika
Judul : Pelabelan Graceful-Busur pada Graf Caterpillar Tak Teratur

Graf G = (V, B adalah suatu sistem yang terdiri dari himpunan tak
kosong simpul V dan himpunan busur E. Pelabelan pada graf G adalah pemetaan
dari himpunan simpul dan atau himpunan busur dari graf ke suatu himpunan
bilangan, biasanya ke himpunan bilangan bulat positif. Pelabelan graceful-busur
pada graf G adalah fungsi bijektif f : E — {1, 2, .|E|} yang menginduksi
pemetaan bijektif f* : V' - {0, 1, 2, |V| — 1} yang didefinisikan oleh f *(v) =
Y. f (uv) (nod |V|) dengan uv € E. Pada skripsi ini dibuktikan bahwa graf
bintang ganda S,. ,dengan 7y, 3 berbeda paritas dan graf caterpilar tak teratur

Sy, . untuknilai 7y, @ =1, .., tagtentu memiliki pelabelan graceful-busur.
Kata Kunci : pelabelan graceful-busur, graf caterpillar tak teratur, graf

bintang ganda.
xiii+42 halaman : 10 gambar
Daftar Pustaka : 10 (1988-2011)
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ABSTRACT

Name : Stefano
Program Study : Mathematics
Title : Edge-Graceful Labeling on non-Regular Caterpillar Graphs

Graph G = (V, E)is a system contains of a nonempty set of vertices V and
aset of edges E. Labeling on a graph G is a mapping from Vor E or both to
nonnegative integer set. An edge-graceful labeling on graph G is a bijection
f+E - {1, 2, .|E|} which induce a bijection f* : V - {0, 1, 2, |V]|— 1}
defined by f*(v) = ), f(uv) (nod |V|) where uv € E. The edge graceful
labeling construction of double star graph S,. | , where 1y, # have different parity
and non-regular caterpillar graphs S, , _ .for special value of r; , i =
1, ..., mill be shown in this skripsi.

Key Words : edge-graceful labeling, non-regular caterpillar graph, double star

graph
xiii+42 pages : 10 pictures
Bibliography : 10 (1988-2011)
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan secara formal oleh Rosa pada
tahun 1967 (Gallian, 2010). Pelabelan graf merupakan cabang dari pengembangan
teori graf. Pelabelan graf merupakan pemetaan yang memetakan himpunan simpul
dan atau himpunan busur dari graf ke suatu himpunan bilangan, biasanya ke
himpunan bilangan bulat positif. Beberapa jenis pelabelan sudah ditemukan antara
lain adalah pelabelan ajaib, pelabelan harmonis, pelabelan graceful, pelabelan
graceful-busur, dan masih banyak jenis lainnya.

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V, B dengan V merupakan suatu
himpunan tak kosong, dan E merupakan himpunan (mungkin kosong) dari
pasangan-pasangan tak terurut dari anggota-anggota himpunan V. Anggota dari I/
disebut simpul dari G, dan anggota dari E disebut busur dari G. Banyaknya
anggota Vditulis n = |V| dan e = |E| untuk banyaknya anggota E. Banyaknya
anggota I/ di graf G biasa disebut dengan order dari G (Hartsfield dan Ringel,
1990). Beberapa graf khusus telah dikenal seperti graf lintasan, graf lingkaran,
graf pohon, graf lengkap, graf bipartit, graf kubik, graf Petersen, graf roda, graf
sapu, graf caterpilar, dan masih banyak jenis lainnya.

Pada tahun 1967 Rosa memperkenalkan pelabelan-£ yang kemudian
dipopulerkan sebagai pelabelan graceful oleh Golomb (Gallian, 2010). Suatu graf
G = (V, EXisebut graf graceful jika terdapat fungsi injektif g : V —

{0, 1, 2, ..., |fefdemikian sehingga menginduksi pemetaan bijektif g* : E —
{1, 2, .|E|} yang didefinisikan oleh g*(ab) = |g(a) — g(b)| untuk setiap
ab € E (Lee, Seah, dan Wang, 1990).

Pada tahun 1985, Lo memperkenalkan pelabelan graceful-busur. Suatu
graf G = (V, B disebut graf graceful-busur jika terdapat fungsi bijektif f : E —
{1, 2, .|E|} sedemikian sehingga menginduksi pemetaan bijektif f* : V —

{0, 1, 2, |V| — 1} yang didefinisikan oleh f*(u) = Y, f(uv) (mod |V])
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dengan uv € E. Nilai f*(u) juga disebut sebagai bobot simpul u. Syarat perlu

suatu graf dengan n simpul dan e busur dapat dilabelkan secara graceful-busur

n(n-1)

adalah e(e +1) = —— (modn)(Lee, Kitagaki, Young dan Kocay, 2006).

Saat ini belum banyak kajian mengenai graf yang memiliki pelabelan
graceful-busur. Beberapa contoh graf yang telah diteliti adalah graf grid (Lee dkk,
2002), graf lengkap (Lee, Lee, dan Murthy, 1988), graf lintasan, graf lingkaran,
graf bintang, graf superstar (Alifah, 2005), dan graf caterpillar teratur (Triputra,
2011). Masih banyak graf yang belum diketahui apakah dapat dilabelkan secara
graceful-busur atau tidak.Salah satu contoh kelas graf yang belum diteliti adalah
graf caterpillar tak teratur. Penelitian ini dilakukan untuk melengkapi hasil
penelitian mengenai pelabelan graceful-busur pada caterpillar teratur yang
dilakukan oleh Triputra (2011). Oleh karena itu dalam skripsi ini akan dicari
konstruksi pelabelan graceful-busur pada graf caterpillar tak teratur.

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkupnya

Bagaimanakah konstruksi pelabelan graceful-busur pada kelas graf
caterpillar?

Dalam skripsi ini pembahasan dibatasi hanya untuk pelabelan graceful-
busur pada graf caterpillar takteratur, yaitu graf bintang ganda S, ,dengan 1y, ¥
berbeda paritas dan graf caterpilar tak teratur S, ., untuknilair;, =1, .., m,

tertentu.
1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan
Penelitian dilakukan dengan studi pustaka dari beberapa sumber seperti

buku dan jurnal yang menunjang untuk menganalisa dan mengkonstruksi

pelabelan graceful-busur pada kelas graf caterpillartak teratur.
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1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk mengkonstruksi pelabelan
graceful-busur pada kelas graf caterpillartak teratur, yaitu pelabelan graf bintang

ganda S, ,dengan 71, F berbeda paritas dan graf caterpilar tak teratur S, .,

untuk nilair;, i =1, ..., tertentu.
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BAB 2

TEORI PENUNJANG

Pada Bab ini akan dipaparkan definisi-definisi dan beberapa istilah dalam
teori graf, serta beberapa jenis graf, dan pelabelan graf yang akan digunakan pada
bab selanjutnya. Bab ini ditutup dengan memberikan hasil pelabelan graceful-

busur yang telah diketahui.

2.1 Definisi dan Istilah dalam Teori Graf

Graf G merupakansuatu pasangan himpunan (V, B dimana V himpunan
tak kosong, dan E himpunan (mungkin kosong) dari pasangan-pasangan tak
terurut dari anggota-anggota himpunan V. Anggota himpunan Vdisebut simpul
dari G, dan anggota himpunan E disebut busur dari G. Misalkan u dan v
merupakan simpul dari graf G, u dikatakan bertetangga dengan v jika terdapat
busur antara u dan v, biasanya ditulis dengan busur uv. Banyaknya anggota
himpunan Vditulis n = |V| dan e = |E| untuk banyaknya anggota himpunan E.
Banyaknya anggota himpunan V' di graf G biasa disebut dengan order dari G dan
banyaknya anggota himpunan E di graf G biasa disebut dengan ukuran dari G.
Simpul udikatakan hadir pada busur e, jika u merupakan titik ujung dari e.Busur
e dikatakan hadir pada simpul u, jika u merupakan titik ujung dari e (Hartsfield
dan Ringel, 1990).

Derajat dari suatu simpul vmerupakan banyaknya busur yang hadir pada
v. Simpul yang memiliki derajat 0 disebut simpul terpencil dan simpul yang ber-
derajat 1 disebut simpul ujung atau daun. Graf G dengan derajat k dikatakan
teratur, atau k-teratur, jika setiap simpul di G berderajat k (Hartsfield dan Ringel,
1990).

Graf G dengan jumlah simpulnya n +1 simpul yaitu simpulnya
vy, ¥, ..., gdengan nbusur vyvy, Yv,, ..., 21V, merupakan lintasan dengan
panjang n. Suatu graf G dikatakan terhubung jika untuk sembarang dua simpul u
dan v pada G terdapat lintasan dari u ke v (Hartsfield dan Ringel, 1990).
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Subgraf dari graf G adalah suatu graf H dimana setiap simpulnya me-
rupakan simpul dari G dan setiap busur dari H merupakan busur dari G. Jadi,
V(H) € W(G)dan E(H) € E(G). Misalkan diberikan graf G; = (V;, E) dan
G, = (V,, E), sehingga gabungan dari graf G; dan G, ditulis G = G,U G, yaitu
graf dimana V(G,v G) = WU Ydan E(G,v G) = EU E (Hartsfield dan
Ringel, 1990).

2.2 Jenis-jenis Graf

Pada sub bab ini akan dibahas tentang beberapa jenis graf yang sudah

dikenal secara umum dan akan dipakai pada bab selanjutnya.

Gambar 2.1 Graf lintasan P, dan graf lingkaran C;

Graf lintasan B, adalah graf dengan n +1 simpul yaitu simpulnya
Vg, ¥, -, pdengan nbusur vov;, wv,, ..., 21V, Simpul v, disebut simpul
awal dan simpul v,, disebut simpul akhir. Simpulv;, ..., ,2; berderajat dua
kecuali untuk simpul awal dan simpul akhir. Graf lingkaran C,, adalah graf
dengan n simpul yaitu vy, v, ..., pidan busur-busur v1v,, YUz ..., B_1V,, KU1

Pada Gambar 2.1 diberikan contoh graf lintasan P, dan graf lingkaran Cj.

pLitsy,

Gambar 2.2 Graf pohon
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Graf pohon merupakan graf terhubung yang tidak memiliki subgraf
berupa lingkaran (Hartsfield dan Ringel, 1990). Pada Gambar 2.2 diberikan
contoh graf pohon.

Graf bintang S,_; merupakan graf yang dibangun dari suatu simpul pusat
dengan menambahkan n — 1 simpul daun pada simpul pusat tersebut. Graf
bintang memiliki n simpul dan n — 1 busur (Choudum dan Kishore, 1996). Pada

Gambar 2.3 memberikan contoh graf bintang Sg.

Gambar 2.3 Graf bintang S

Graf caterpillar S, . merupakan graf yang dibangun dari suatu lintasan
P,, dengan menambahkan sejumlah daun pada setiap lintasan tersebut. Lintasan
P,, pada graf caterpillar disebut tulang belakang atau backbone.r; daun pada

simpul pusat ¢; € P,,,, dimanar; =20, i =1, 2, ..., m

m
vild L) = (APC 4 ...,}mL{} Y PR
=il

E(Srl_ E, nr) ={cici1li=1,2, .., mFOUR {c;x/lj =1, 2, .;}r

m
| V(‘S;L % ---m{')l =m +Z n
i=1

m

| E(S;l. %, nff)| =m-—1 +zri

=1
(Sugeng, dkk, 2005).
¢; menyatakan simpul pusat ke-i dan vij menyatakan simpul daun ke-j dari simpul

pusat ke-i dari graf caterpillar. Pada Gambar 2.4 diberikan graf caterpillar S, 4 4.1

Universitas Indonesia

Pelabelan gracefull..., Stefano, FMIPA Ul, 2011



Gambar 2.4 Graf caterpillar S3 4 6.1

Graf caterpillar dikatakan teratur jikar, = § = ;r= .. . ; dam

3

m =2 . Pada Gambar 2.5 diberikan contoh graf caterpillar teratur S; , .

Gambar 2.5 Graf caterpillar teratur S, ; 5, 2

Graf bintang gandaS$,, ,merupakan graf caterpillar S, , . dengan
m = 2. Pada Gambar 2.6 diberikan contoh graf bintang ganda S, 3(r; genap,

or ganj)idan graf bintang ganda S5 4, (r ganj ik, gemap).
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(a) (b)

Gambar 2.6 (a) Graf bintang ganda S, szdan (b) graf bintang ganda S5 4

2.3 Pelabelan Graf

Pelabelan graf G adalah pemetaan dari himpunan simpul dan atau
himpunan busur dari graf ke suatu himpunan bilangan, biasanya ke himpunan
bilangan bulat positif. Sampai saat ini banyak jenis pelabelan yang telah dikenal,
salah satunya adalah pelabelan graceful (Gallian, 2010).

Suatu graf G = (V, E)isebut graf graceful jika terdapat fungsi injektif
g:V-{0,1, 2, .., |#demikian sehingga menginduksi pemetaan bijektif
g*+E —-{1, 2, .|E|} yang didefinisikan oleh g*(ab) = |g(a) — g(b)| untuk
setiap ab € E (Lee, Seah, dan Wang, 1990).

Pada tahun 1985, Lo memperkenalkan graf graceful-busur. Suatu graf
G = (V, B dengan n simpul dan e busur dikatakan graceful-busur jika terdapat
fungsi bijektif f : E - {1, 2, .|E|} sedemikian sehingga menginduksi pemetaan
bijektif f* : V > {0, 1, 2, |V| — 1} yang didefinisikan oleh f*(u) =
Yo f(uv) (mod |V|Yengan uv € E. Nilai f*(u) juga disebut sebagai bobot
simpul u. Syarat perlu suatu graf dapat dilabelkan secara graceful-busur adalah
e(e+1) = @ (mod n) (Lee, Kitagaki, Young,dan Kocay, 2006).

Pada Gambar 2.7 diberikan contoh pelabelan graceful-busur pada graf
caterpillar teratur S, , ,Busur-busur pada S, , slilabel dengan {1, 2, 3, ..., 8}.
Karena pada setiap simpul daun hanya satu busur yang hadir, maka bobot simpul-

simpul daun sama dengan label busur yang hadir pada simpul tersebut, sedangkan

bobot simpul-simpul pusat adalah jumlah label busur yang hadir pada simpul di
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mod dengan 9 (banyak simpul). Terlihat bahwa himpunan bobot simpul adalah {0,
1,2,...,8}.

©

(=]
(O
Q=000

©

Gambar 2.7 Pelabelan graceful-busur pada graf caterpillar teratur S, ,

2.4 Hasil-Hasil yang Telah Diketahui

Pada Tabel 2.1 diberikan beberapa hasil yang telah diketahui untuk pelabelan
graceful-busur pada beberapa jenis graf.

Tabel 2.1 Hasil pelabelan graceful-busur yang telah diketahui

Jenis Graf Penemu Catatan/Persyaratan
Graf lengkap K, Lee dkk, 1988 jika dan hanya jikan # 2 (mod 4)
Graf grid P, X P, Lee dkk, 2002 jika dan hanya jikam =n = 2
Graf lintasan P, Alifah, 2005 jika n adalah bilangan ganjil
Graf lingkaran C, Alifah, 2005 jika n adalah bilangan ganjil
Graf bintang S,,_; Alifah, 2005 jika n adalah bilangan ganjil
jika dan hanya jika mempunyai
Graf caterpillar S,, , .| Triputra, 2011 Sseejj;l :;311;? gg:rig}i)l :;EII)) 111111 g;ﬁi&gﬁ; ?f:;
pusatnya (r) (order ganjil)

Pada Bab 3 diberikan konstruksi pelabelan graceful-busur untuk graf

caterpillar tak teratur. Konstruksi ini dilakukan untuk melengkapi hasil penelitian

Triputra (2011) pada kelas graf caterpillar.
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BAB3

PELABELAN GRACEFUL-BUSUR PADA GRAF CATERPILLAR TAK
TERATUR

Pada Bab 2 telah dijelaskan bahwa pelabelan graceful-busur untuk kelas
graf caterpillar teratur telah dibuktikan oleh Triputra (2011). Maka untuk me-
lengkapi pelabelan graceful-busur pada kelas graf caterpillar, pada bab ini akan
diberikan kontruksi pelabelan graceful-busur pada graf caterpillar tak teratur yang
dimulai dengan kelas graf bintang ganda. Pada Bab 2 telah dijelaskan bahwa suatu
fungsi bijektif f : E — {1, 2, 3, |E]} dikatakan pelabelan graceful-busur, jika f
menginduksi suatu pemetaan bijektif f* : V - {0, 1, 2, |¥| — 1} yang di-
definisikan oleh f*(u) =}, f(uv) (mod |V|Mengan uv € E (Lee dkk, 2006).
Untuk mengkonstruksi pelabelan dan menunjukkan bahwa konstruksi yang dibuat
adalah graceful-busur, maka secara garis besar pembuktian dilakukan dengan alur
sebagai berikut: definisikan fungsi pelabelan untuk busur, lalu ditunjukkan bahwa
semua bobot simpul yang diperoleh dari pelabelan tersebut merupakan penjumlah-
an bobot-bobot busur yang hadir (nod |V|) dan membentuk barisan
0, 1, 2, |V|— 1, dan pada akhirnya ditunjukkan bahwa fungsi pelabelan tersebut
adalah fungsi bijektif.

Dalam makalahnya, Lee dkk (2006) menyebutkan bahwa,Lo memberikan
syarat agar suatu graf G dapat dilabelkan secara graceful-busur. Syarat perlu

tersebut dituangkan dalam suatu teorema yang dikenal dengan kondisi Lo.

Teorema 3.1Kondisi Lo (Lee dkk, 2006)
Syarat perlu suatu graf terhubung G, dengan n simpul dan e busur, dapat

dilabelkan secara graceful-busur adalah

e(e+1) = @(m)d n.
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Bukti.

Misalkan G merupakan graf terhubung, dengan |[V| =n dan |E| = e.Jika G
dapat dilabelkan secara graceful-busur, maka himpunan label busur di G adalah
{1, 2, ..., é3n himpunan label simpul di G adalah {0, 1, 2, ..., n ~K3rena

setiap busur menghubungkan dua simpul, maka

n e
Y f@y=2) f@) (od n)
i=1 =1
sedemikian sehingga,
0+14243+4+ (-1 =2(1+4+24+3++e ) (mod n)

(n—-1)
2

(14n—1) = z(%m +e)> P X

Jadi,
nn—1)
2

Maka syarat perlu suatu graf terhubung G, dengan n simpul dan e busur, dapat

=e(e+1)(nod n).

n(n-1)
2

dilabelkan secara graceful-busur adalah e(e +1) = (mod n)m

3.1 Pelabelan Graceful-Busur pada Graf Bintang Ganda

Graf bintang ganda S, , merupakan graf yang terdiri dari dua graf bintang
Sy, dan S, yang simpul pusatnya saling bertetangga. Graf bintang ganda memiliki
sebanyak n =1, +7r, +2 simpuldane = r; +r, +1 =n — 1 busur. Graf
bintang ganda merupakan kasus khusus dari graf caterpillar. Kondisi Lo diguna-
kan untuk memeriksa apakah graf bintang ganda dapat dilabel dengan pelabelan
graceful-busur. Dengan mensubstitusikan banyak simpul dan banyak busur graf

bintang ganda ke kondisi Lo, akan didapatkan

(n—-1)

e(e+1) En 5 (nmod n).

Karena e = n — 1, maka

(n—l)(n—l+1)§@

(nmod n)
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(n—1n= nn-1 (mod 7).

Observasi 3.1
Graf bintang ganda S, , dengan n = r; +7, +2 merupakan bilangan genap

(order genap) tidak mempunyai pelabelan graceful-busur.

Penjelasan.

Jika n suatu bilangan genap, maka banyaknya busur e = n — 1 merupakan

bilangan ganjil dan nilai (n — 1)n =0 (nod n) Sedangkan @ =a (mod n)

dimana a #0, sehingga untuk n bilangan genap, kondisi Lo tidak dapat dipenuhi.

Diketahui n = r; +r, +2 bernilai genap, jika ry, # keduanya merupakan
bilangan genap atau 17, # keduanya merupakan bilangan ganjil. Sehingga graf

bintang ganda S,, , dengan ry, ¥ keduanya merupakan bilangan genap atau

T, ¥
keduanya merupakan bilangan ganjil, dapat disimpulkan tidak mempunyai

pelabelan graceful-busurdari Observasi 3.1.m

Observasi 3.2
Graf bintang ganda S, , dengan n = r; +7, +2 merupakan bilangan ganjil

(order ganjil) dapat memenuhi kondisi Lo.

Penjelasan.

Jika n suatu bilangan ganjil, maka banyaknya busur e = n — 1 merupakan

n(n-1) A
g 5

bilangan genap dan nilai (n — 1)n = 0 (nmod n) Sehingga untuk n

bilangan ganjil, kondisi Lo terpenuhi.
Diketahui n = r; +r, +2 bernilai ganjil jika r; dan 7, berbeda paritas, yaitu

jika ry bilangan genap dan r, bilangan ganjil atau r; bilangan ganjil dan r,

bilangan genap.m
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Berikut ini diberikan Teorema 3.2 mengenai pelabelan graceful-busur pada
kelas graf bintang ganda dengan r; dan r, berbeda paritas (r; genap dan r, ganjil
atau r; ganjil dan r, genap). Pembuktian diberikan untuk kasus r; genap dan r,
ganjil dan kasus r; ganjil dan r, genap karena dapat memberikan konstruksi

pelabelan yang berbeda.

Teorema 3.2

Graf bintang ganda S, ,, memiliki pelabelan graceful-busur apabila r; danr,
berbeda paritas.
Bukti.

Dari Observasi 3.2 dapat disimpulkan bahwa pembuktian graf bintang ganda S, ,
mempunyai pelabelan graceful-busur dapat dibagi menjadi dua kasus: kasus
pertama untuk 1y genap dan 7, ganjil dan kasus kedua untuk 7; ganjil dan r,
genap. Untuk tahap pembuktiannya dilakukan sebagai berikut, definisikan fungsi
pelabelan untuk busur, lalu ditunjukkan bahwa semua bobot simpul yang
diperoleh dari pelabelan tersebut merupakan penjumlahan bobot-bobot busur yang
hadir (mod |V|) dan membentuk barisan 0, 1, 2, |¥| — 1, dan pada akhirnya
ditunjukkan bahwa fungsi pelabelan tersebut adalah fungsi bijektif. Nyatakan
simpul-simpul pusat graf bintang ganda dengan ¢, dan c,, simpul-simpul daun

. T . . T
dari ¢; dengan v, %, ..., bdan simpul daun dari ¢, dengan v3, g, ..., ,P.

Kasus 1.7, genap, 1, ganjil
Didefinisikan fungsi f yang memberi label busur-busur pada graf bintang ganda,
yaitu f : E(Srl_ E) - {1, 2, ...} sebagai berikut

fleicy) =1
f(clvlj)=1+r22_1+j, j=% .., 1
{1+ Bl e
flev;) = r, +1 ?
147y +], > , - bFT
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Fungsi f tersebut menginduksi label simpul 7 : V(Srl, E) -{0, 1, 2, ..., n—1}
f*(@]) = f(ew/)(mod i=1,2; 1<j<r

dan

fre={ " ',

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa f dan f* merupakan fungsi bijektif.
Pertama, akan dibuktikan f : E(S,. ;) = {1, 2, ..., Bijektif.

T, ¥

Jelas terlihat untuk f* berlaku
fidac} - {13

1 2 r1/2 L 2 r2—1/2
fiycivr, €Ui .., €V, %, 6V3, 6V5 .., €V,
{rl +r,+1 rp+r,—1 rp+r, — 3 }
oy 4 )y ) ey 2
2 2 2
T1+2/ T'1+4-/ T2+1/ T2+3/
f:{clv1 i C R, cad s COR gvzrz}
{rl +r,+3 rp+r, +5 np+r, +7 }
= N
2 ) 2 ) 2 ) e

Jadi, bila diurutkan label untuk busur-busur pada graf bintang ganda S, , dengan

r, genap dan r, ganjil, diperoleh
4 5 r+r,—1r+r,+1 r,+r, +3 r +r, +5
Sl il g 4 ’ 2 : 2 s
Fungsi f merupakan fungsi pada, karena seluruh label habis dipakai dan f

-, e.

merupakan fungsi 1-1 karena untuk tiap busur memiliki label yang berbeda,

sehingga dapat disimpulkan bahwa f : E(S,, ;) = {1, 2, ..., kijektif.

Kedua, akan dibuktikan f*: V(S, ;) - {0, 1, 2, .., n -bii3ktif, dengan
semua bobot simpul diperoleh dari penjumlahan label-label busur yang hadir
pada simpul tersebut dengan operasi penjumlahan nod |V|.

Untuk simpul pusat diperoleh

fflc) = (Eic) +z r,i 1f(Ci17ij) (nmod ).
j=
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Untuki =1

ftlc) = (icz) +Z f(C 1171j) (mod n) =1 +Z f(C1U1j) (mod n).
j=1 j=1

Akan ditunjukkkan bahwa Z]r.lzl f (clvlj ) (mod n) = 0 (mod n) dengan

. i +1—j . . T
menjumlahkan label pasangan busur clvll dan Clvlrl /. dimana j = 1, %

f(civi) +f(C 1”{1)(de n
rn—1
2
=r +r, +2 (md n) =0 (nnd n).

r, +1

- [1+ +1] +[1+r2 — +r1] (mod n)

6. L]
f (clvlz ) +f (clvlz ) (mod n)
rn—1 r,+1
2

=7 +r, +2 (mod n) =0 (nod n).

:[1+ +r2—1]+[1+r2— +r2—1+1] (mod n)

Karena Z?:lf(qvlj) (mod n) = 0 (mod n) sehingga f*(c;) = 1+
0(md n) =1 (nod n).

Untuki = 2

Fre) = fac) vy, fleww])(md )

Akan ditunjukkan bahwa f(c,c,) + Z;ilf(czvzj) (mod n) =0 (nmod n) dengan
menjumlahkan label pasangan busur ¢, vzj dan CZUZTZ = ,dimana j = 1, ...,rzz_l dan

T;
label pasangan busur c¢;c, dan c,v,%.

f<czvzrzz_l> +f<czvzrzz+1> (mod n) = [1+r22_1]+[1 +r1+r2;1](nnd n)

=r +r, +2 (mmd n) = 0 (nod n).
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ry—3 T2 +3 r —3 +3
<sz22 >+f<c2v22 >(m)d n)=[1+ 22 ]+[1+r1+r2 ](m)d n)

2
=7 +r, +2 (mod n) =0 (nmod n).

f(cvd) +f(czv2rz_1)(m)d n=[1+1]+[1+r;+7r, —1](nnd n)
=1 +r, +2 (mod n) = 0 (nmod n).
f(cicy) +f(czvzrz)(rmd n=1+r; +r, +1 (mod n) = 0 (nod n).

Karena f(c;c,) + Z;zzlf(czvzj) (mod n) = 0 (mod n) sehingga [ (c,) =
0(mod n).

Terbukti bahwa
1 i=1
+ N — )
f (Cl) { O : i7= 2
jadi
M {qlsIa 0, L

Untuk simpul daun, jelas bahwa f +(vij N (civij ) (nmod nkarena pada

simpul daun hanya terdapat satu busur yang hadir. Sehingga,

£+(v)) =Zf(c,-v{) —few)@md W, i=1,2; 1<jsr

Karena
. 1 2 "1/, 1 2 Tz_l/z
[ ijeivi, €ui .., €U, %, €V3, 6V3 .., 6V,
{Tl +T2 +1 T1 +T2 - 1 T1 +T2 - 3 }
S 4 ) ) weey 2
2 2 2
maka

Frofol g O ;-1/2}

{11 +ro+1 rn+r,—1 rp+r,—3 }
- ’ ) ) ey 2 .
2 2 2
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Dan karena
T1+2/ T1+4'/ T2+1/ T2+3/
f: {01171 2, v, P, oev, ev, % oev, 2L, gvzrz}
N {rl +r,+3 1 +ry, +5 1 +ry +7 e}
2 ) 2 ) 2 ) R )
maka
T1+2/ T'1+4-/ T2+1/ T2+3/
. 2 2 T 2 T
f+.{v1 )y o ¥ Y , Y o) yz}
o {rl +r,+3 rp4+ry,+5 r4r, +7 e}
2 ) 2 ) 2 LN .

Jadi, untuk simpul daun didapatkan

’ rn+r,—1 r+r,+1 ry +r, +3 14 +7r, +5
. 5 1 T2 1T 1 T2 1 T2

T)EL2, .. ) : , , e, €. (.
g { 2 2 2 2 € }

Bila diurutkan label untuk simpul-simpul pada graf bintang ganda S,. , dengan 7y

genap dan r, ganjil, diperoleh
o rn+r,—1nrn+r,+1 rnp+r, 43 rp+r, +5
 Lm ; > : > ; > ,
Fungsi f" merupakan fungsi pada karena seluruh label habis dipakai dan f*

(2

merupakan fungsi 1-1karena untuk tiap simpul memiliki label yang berbeda ,
sehingga dapat disimpulkan bahwa f 7 : V(Srl, f) - {0, 1, 2, ..., n}nierupakan
fungsi bijektif dengan f(u) =, f(uv) (mod n).

Jadi, dari penjelasan di atas dapat disimpulkan bahwa f : E (Srl, f) -{1,2 ..}e
dan f*: V(Srl_ f) - {0, 1, 2, ..., n}tnierupakan fungsi bijektif.

Kasus 2. 4 ganjil, 7, genap
Didefinisikan fungsi f yang melabelkan busur-busur pada graf bintang
ganda, yaitu f : E(Srl_ r) - {1, 2, ...} sbagai berikut

f(C1C2):1
1+2 4 =1 1
flawl)={! T2t Il
147, +71,, j=1
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. L)
2+__ ) :-_1; ey
> ]

(c,v)) = 7, .
r +], _+1, . .jz,:T

Fungsi f tersebut menginduksi label simpul 7 : V(Srl, E) -{0, 1, 2, ..., n—1}
(@) = f(cwv!)(mod i=1,2; 1<j<r

dan

OB e

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa f dan f* merupakan fungsi bijektif.
Pertama, akan dibuktikan f : E(S,,, ;) = {1, 2, ..., ijjektif.
Jelas terlihat untuk f berlaku

filac}t- {1}

] 4 T2
f:{clv%, ev? Naev, Wl cv . svi, ev5 ..., 6V, 2}
{2r1 +ry 21y +1ry;—2 21 +1, — 4 }
- A ; i
2 2 2
T2+2 2 +4
T {clvlrl, 6V, /2, 6V, /2 - szrz}
2ry +1ry +2 2ry +r, +4 2r, +1r, +6
_){ D ;W e}'

Jadi, bila diurutkan label untuk busur-busur pada graf bintang ganda S, , dengan
r; ganjil dan r, genap, maka diperoleh
1 2 2y +1ry, —2 21y +1, 21 41y +2 21y +1, +4
, 2, .5 e.

2 ) 2 ) 2 ) 2 ) )
Fungsi f merupakan fungsi pada, karena seluruh label habis dipakai dan f
merupakan fungsi 1-1 karena untuk tiap busur memiliki label yang berbeda,

sehingga dapat disimpulkan bahwa f : E(S,, ;) = {1, 2, ..., lijektif.

Kedua, akan dibuktikan f*: V(S, ;) - {0, 1, 2, .., n -bii3ktif, dengan
semua bobot simpul diperoleh dari penjumlahan bobot-bobot busur yang hadir
(mod V).
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Untuk simpul pusat diperoleh

fflc) = (Fic) +Z r,i 1f(Ci17ij) (nmod n).
j=

Untuki=1
ftlc) = (ic7) +z f(C 1171]') (mod n).
j=1
Akan ditunjukkan bahwa f(c;c;) + Z?:lf(clvlj) (mod n) =0 (mod n) dengan

. j -7 A : -1
menjumlahkan label pasangan busur ¢, v) dan ¢;v.* 7, dimanaj = 1, ...— dan
1V 1V 7, J 2

T
label pasangan busur c;c¢; dan ¢;v;*.

flcivd) +f(cqv] ) (mod n) = [1 +%2+1] + [1 +g—2+r1 = 1] (md n)

=r +r,+2 (nod n) = 0 (mod n).

() (20 md

£]

-1 rn, 1+l
3 ]+[1+?+ 5 ](m)d )

=r +r, +2 (md n) =0 (mod n).

1)
_1 |
_[ + 2

fciga) +f(clvlrl)(rmd n) = [1]+[1+r; +r,](md n) =0 (mod n).

Karena f(c;c,) + Z]r.l:lf(clvf) (md n) = 0 (nmod n) sehingga f*(¢;) =
0 (mod n).

Untuk i = 2
ftlc,) = (fcyc,) +z ;;f(czvzj) (mod n) =1 +Z ;;f(czvzj) (mod n).

Akan ditunjukkan bahwa Z]r.z:l f (C2 vzj ) (mpd n) = 0 (mpd n) dengan

T2 .
. j -t . , T,
menjumlahkan label pasangan busur c,v, dan cv,* *,dimanaj =1, f
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r2

(cvd) +f (C2U27+1) (mod n) = [1 +7;—2] + [r1 +%2+1] (mod n)

=r +r, +2 (mod n) =0 (nod n).

f (szz%z) +f(c2v2rz)(m)d n) = [2] + [r; +r,](od n) =1 +7r, +2 (mod n)

=0 (nmod n).

Karena Z;zzlf(czvzj) (mod n) = 0 (mod n) sehingga f*(c,) = 1+
0 (mod n) =1 (mod n).

Terbukti

0 . —
f+(ci):{ 1 l,=2

jadi
fria, ¢-10, 1.

Untuk simpul daun, jelas bahwa f° +(vij b= 3 (civij ) (mod nkarena pada

simpul daun hanya terdapat satu busur yang hadir. Sehingga,

f+(vij):Zf(Civij)=f(CiUij) (mwd n), i=1,2; 1<jsr

Karena
-2 — il 2/
f:{clv%, cv? . TeT i T ol ey 2}
2ry +1y 21y 41y —2 21, +1, — 4
_>{ ) ) JEERLLY ] 2}
2 2 2
maka

{27’1 +T2 27‘1 +T2 - 2 27‘1 +T2 - 4
- 4 ) ) ey 2}
2 2 2
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Dan karena
T2+2 T2 +4
f: {clvlrl, 5V, /2, 6V, /2 . gvzrz}
{27‘1 +1ry +2 21y +1r, +4 21y +1, +6 }
- ) ) ) ey e
2 2 2
maka
r+2 17, +4
f+ . {Ufl' E /2’ 57 / - §2}
21y +1, +2 2ry 41, +4 21y +1, +6
_’{ JRNET. ) e}'

Jadi, untuk simpul daun didapatkan

; 2ry +r, — 2 2ry +r, 2ry +r, +2 2r, +r, +4
£ TR TR A A )

Jadi, bila diurutkan label untuk simpul-simpul pada graf bintang ganda S,

dengan r; ganjil dan r, genap, maka diperoleh

2ry +1ry — 2 21y +1, 21 +15, +2 21y +7, +4
0, 1™ > S ¥ > : > o

Fungsi f* merupakan fungsi pada, karena seluruh label habis dipakai dan f*

e.

merupakan fungsi 1-1 karena untuk tiap simpul memiliki label yang berbeda,
sehingga dapat disimpulkan bahwa f 7 : V(Srl, E) -{0, 1, 2, .., n};-1
merupakan fungsi bijektif dengan f*(u) = Y, f(uv) (mod n).

Jadi, dari penjelasan di atas dapat disimpulkan bahwa f : E (Srl, f) -{1, 2, ..} e
dan f*: V(Srl_ 1;) - {0, 1, 2, ..., n}nierupakan fungsi bijektif.

Dari pembuktian kedua kasus maka dapat disimpulkan bahwa graf bintang ganda
S

7., > memiliki pelabelan graceful-busur apabila r; dan 7, berbeda paristas. m

Pada Gambar 3.1 diberikan contoh pelabelan graceful-busur pada graf

bintang ganda.
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Gambar 3.1 Pelabelan graceful-busur graf bintang ganda (a) S,, 3(r; genap, 1,
ganjil) dan (b) S5 ,(r; ganjil, r, genap).
Pada subbab berikutnya akan diberikan pelabelan graceful-busur pada graf

caterpillar tak teratur.

3.2 Pelabelan Graceful-Busur pada Graf Caterpillar Tak Teratur

Graf caterpillar S, . . merupakan graf yang terdiri dari mgraf bintang
Sy» « -y, Yang dihubungkan oleh suatu lintasan. Misalkan banyaknya simpul
pada graf caterpillar adalah n dan banyaknya busur pada graf caterpillar adalah
e =n — 1. Kondisi Lo akan digunakan untuk memeriksa apakah graf caterpillar
dapat dilabel dengan pelabelan graceful-busur. Dengan mensubstitusi banyaknya
simpul dan banyaknya busur graf caterpillar ke kondisi Lo, akan didapatkan

persamaan sebagai berikut

e(e+1) = @ (nod n).
Karena e = n — 1, maka
mn—-1Dn-1+1) E@(md 0
(n-Dn=""2 (md n)

2
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Observasi 3.3

Graf caterpillar S, .dengan banyaknya simpul n merupakan bilangan genap

(order genap) tidak mempunyai pelabelan graceful-busur.

Penjelasan.

Jika n suatu bilangan genap, maka banyaknya busur e = n — 1 merupakan

bilangan ganjil dan nilai (n — 1)n =0 (npd n) Sedangkan @ =a (mod n)
dimana a #0, sehingga untuk n bilangan genap, kondisi Lo tidak dapat

dipenuhi.m

Observasi 3.4

Graf caterpillar S,, . dengan banyaknya simpul n merupakan bilangan ganjil

(order ganjil) dapat memenuhi kondisi Lo.

Penjelasan.

Jika n suatu bilangan ganjil, maka banyaknya busur e = n — 1 merupakan

n(n-1)
2

bilangan genap dan nilai (n — 1)n =

=0 (nod n) Schingga untuk n

bilangan ganjil, kondisi Lo terpenuhi.

Jadi, pelabelan graceful-busur untuk graf caterpillar S,, . dengan banyaknya

simpul ganjil memenuhi kondisi Lo.m

Tabel 3.1Kasus graf caterpillar S, . .terhadap kondisi Lo

13?;‘:111 Jumlah bintang Jumlahﬂbintang Memenuhi
pusat (m) genap (k) ganjil (1) Kondisi Lo
Genap 0 Tidak
Genap 0 Genap Tidak
Genap Genap Tidak
Ganjil Ganjil Ya
Ganjil 0 Ya
0 Ganjil Tidak
Ganyjil Genap Ganjil Tidak
Ganjil Genap Ya
Ganjil Ganjil Tidak
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Hasil dari Observasi 3.3 dan Observasi 3.4 dapat dirangkumkan dalam Tabel 3.1.

Graf caterpillar teraturS,,  .denganjumlah simpul pusat (m) ganjil dan
jumlah bintang genap (k)ganjil sudah dibuktikan dapat dilabel dengan graceful-
busur (Triputra, 2011). Selanjutnya akan dibahas untuk graf caterpilar tak teratur
dengan m ganjil dan kganjil. Sehingga didapatkan teorema mengenai pelabelan

graceful-busur pada kelas graf caterpilar tak teratur dengan m ganjil dan kganjil.

Teorema 3.3

Graf caterpilar tak teratur S, memiliki pelabelan graceful-busur apabila

R

jumlah simpul pusat (m) ganjil dan jumlah bintang genap (k) ganjil.

Bukti.
Graf caterpillar tak teratur S,, _ _dengan banyak simpul n = ¥ 1, +m dan
banyak busur e = )7, ;. +m — 1, dari Tabel 3.1 diketahui bahwa graf
caterpillar S, .dengan jumlah simpul pusat (m) ganjil dan jumlah bintang
genap (k) ganjil dapat dilabel graceful-busur. Tahap pembuktiannya sebagai
berikut definisikan fungsi pelabelan untuk busur, lalu ditunjukkan bahwa semua
bobot simpul yang diperoleh dari pelabelan tersebut merupakan penjumlahan
bobot-bobot busur yang hadir (nod |V |) sehingga membentuk barisan
0, 1, 2, |V| —1, dan pada akhirnya ditunjukkan bahwa fungsi pelabelan tersebut
adalah fungsi bijektif. Misalkan c¢; menyatakan simpul pusat ke-i dari graf
caterpillar dan vij menyatakan simpul daun ke-j dari simpul pusat ke-i, dimana
i=1 2, .,dan j=1, 2, .;. 1

Label busur-busur caterpillar denganf : E(SrI, n,f) - {1, 2, ..} &bagai
berikut

flew!) =
M=)+ X 7 +2f 7 _
, = i=1,
2 2
m—1D)+Y" n +X5n +2j —r; Ti
( )+ X+ X +2j -1y i=1 =+ 7

2 )
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i ganjil
i=12,.., m—-1
= ) [ genap

(ciciy1) =

Fungsi f tersebut menginduksi label simpul 7 : V(Srl_ M) -{0, 1, 2, ..., n—1}
f+(vij)=f(civij)(m)d n) 1<i<m; L, <j<r
dan

2n—m+4+2i—1

ft(c) = 5 (nmod n), i=1, 2, .., m—1.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa f dan f* merupakan fungsi bijektif.
Pertama, akan dibuktikan f : E(S,,, ) = {1, 2, .., kejektif.
Jelas terlihat untuk f berlaku

m-—1
f:{cici+1l l' ger}a-p {1, 2: 3) }

=
] (2n—m+1 2n—m+3 2n—m+5
f:{CiCi+1' l gal}]_Pl{ ) ) ) ey e}
2 2 2
T 5 L T; m+1
f : {civi], L= 1, way, M, = 1,5}7) {e/z,e/z—l,e/z = 2, T}

2n—m-—1
- {6/2 RV il %}

Jadi, bila diurutkan label untuk busur-busur pada graf caterpilar tak teratur S,. .

dengan jumlah simpul pusat (m) ganjil dan jumlah bintang genap (k) ganjil,

maka diperoleh

m—1m+1 e
- - e/ _1 e e
1, 2, Ty /2 1 ok /2 +1, /2
+2 2n—-—m-—12n—-m+1 2n—m+3 2n—m+5
L] 2 ) 2 ) 2 ) 2 , e, €.

Fungsi f merupakan fungsi pada, karena seluruh label habis dipakai dan f
merupakan fungsi 1-1 karena untuk tiap busur memiliki label yang berbeda,

sehingga dapat disimpulkan bahwa f : E(S,,, . ) = {1, 2, ..., lijektif.
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Kedua, akan dibuktikan f*: V(S, . ) - {0, 1, 2, .., n -bijgktif, dengan
semua bobot simpul diperoleh dari penjumlahan bobot-bobot busur yang hadir
(mod V).

Untuk semua simpul pusat berlaku

fre) = (ic) +f (ciciwn) + 258, f(ev]) (nod nm)dimana jika i = 1
maka f(cyc;) = 0 dan jika i = m maka f(cpCme1) = 0.

Akan ditunjukkan bahwa Z]r.izl f (civij ) =0 (nmod n.

zi:f(civij) =
i=

2 . Ty - B .
(e, 1 ISR, 17 N Z m-—D+YX n+Xin +2j—7;
2 2

j=1 jali
] 2+1

-~

T

Z(m—1)+2k T Zk L +2j—
2

Z (m-1)+X% 1rk+Z rk+2]—r
]——+1

Ti Ti
(m—1)+Xn+2j—r; m—-1D)+n-—-m+2j—r;

2 _ 2
Jj=1 Jj=1
Ti Ti
Zn—1+2j—ri_ (n—l—ri)_i_z__ (n—l—n)+ri(ri+1)_
, 2 ey e e 2
j=1 J=1

r.
El(n) =0 nod n.

Jadi,
fH(c) = flcimaic) +f (ciciyq1)(od ).
Untuki =1
o —
f(c1) = fleicy) (mod n) = nfmﬂ (mod n).

Universitas Indonesia

Pelabelan gracefull..., Stefano, FMIPA Ul, 2011



Untuki=2, 4 .., m—1
2n—m+i—1 i

fr(c) = flci—1¢) +f (cicip)(m0d 1) = 5 +§(rmd n)
2Zn—m+4+2i—1
= (mod n).
2
Untuki=3,5 .., m—2
i—1 2n—m+i
£ = F(eiae) +f (i) (od 1) = —=+ =———(mwd n)
2n—m+2i—1
= (mod n).
2
Untuki =m
+ m - 1
fT(c1) = flem-16m) (m0d 1) T (mod ).
Sehingga terbukti bahwa
2n—m+2i—1
[ (callEs . (nmod n), =Nl 2, ... W,
Akibatnya,
2Zn—m+1 2n—m+3
ol i Ml 2ot g
2 2 2
£* o {ema} - 03
2
dan
m-—1
f+:{cm_+3; 6115, "-1"{:}%{11 2: 3) EEENY }
2 7 2
Jadi,
m—12n—-m+1 2n—m+3
f+(cl-)€{0, 1, 2, o 5 , 5 R e}.

Untuk simpul daun, jelas bahwa f +(vij )=Xf (civij ) (mod nkarena pada

simpul daun hanya terdapat satu busur yang hadir. Sehingga,

£ @)) = flewl) = flew!) (wd n

27

f+(vij)=f(civij)(nnd ) 1<i<m ;. 1<j<r
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Karena

. ’r'.
folewl i=1 wom =15} {6/2,6/2—1,6/2— 2,

maka

. ’r'.
frofvli=1, om j:1,5‘}.,,—>f/2,e/2—1,e/2— 2,

Dan karena
f:{civi], i=1, .., m jz—lzl—l, ...,i}

2n—m-—1
- {6/2 +1, ¢/, +2,¢/5,+3, %}

maka

f+‘{”ij» i=1, .., m j;—izlrl, l}

Zn—-m-—1
—>{e/2+1, €/2+2,€/,+3, %}

Jadi, untuk simpul daun didapatkan

. m+1 e 2Zn—m-—1
f+(vi])e{ > ...,9/2—1 5,9/2 +1, 9/2 +2, f}

Bila diurutkan label untuk simpul-simpul pada graf caterpillar tak teratur
Sr,, ..xdengan jumlah simpul pusat (m) ganjil dan jumlah bintang genap (k)

ganjil, maka diperoleh

m—-—1 m+1 e
i i e/ _1 _e e
0,1, 2, e e /2 1 5 /2 +1, /2
42 2n—-—m—12n—-m+1 2n—m+3 2n—m+5
) Eg 2 ) 2 ) 2 ] 2 ) ey, €L

Fungsi f* merupakan fungsi pada, karena seluruh label habis dipakai dan f*
merupakan fungsi 1-1 karena untuk tiap simpul memiliki label yang berbeda,
sehingga dapat disimpulkan bahwa f ™ : V(Srb nr) -{0, 1, 2, .., n}-1
merupakan fungsi bijektif dengan f*(u) = ), f(uv) (mod n).

Jadi, dari penjelasan di atas dapat disimpulkan bahwa f : E (SH, nr) -

28

{1, 2, ..}Jédanf+: V(STI, nr) - {0, 1, 2, ..., n}nierupakan fungsi bijektif.
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Dari pembuktian dapat disimpulkan bahwa graf caterpilar tak teratur
Sy, ...v» dengan jumlah simpul pusat (m) ganjil dan jumlah bintang genap (k)

ganjil.m

Pada Gambar 3.2 diberikan contoh pelabelan graceful-busur pada graf

caterpillar tak teratur dengan m ganjil dan k ganjil.

@ (6 @ 3

7 6 2 4 3
@ 1 4 22 ] 2 2

16 17 18 19 20

(9 @ 18 19 @

Gambar 3.2 Pelabelan graceful-busur pada graf caterpillar tak teratur dengan m
ganjil dan k ganjilSg ¢ 4, 2, 4

Teorema 3.4
Graf caterpilar tak teratur S, -, memiliki pelabelan graceful-busur apabila
jumlah simpul pusat (m) sebarang bilangan bulat positif dan r; genap dan r;

ganjiluntuk i =2, ..,.m

Bukti.

Graf caterpillar tak teratur S, -adalah graf dengan banyak simpul n =

Y1 Ty +m dan banyak busur e = }.7-; 1, +m — 1. Dari Tabel 3.1 diketahui
bahwa graf caterpilar tak teratur S, = ., dengan jumlah simpul pusat (m)
sebarang bilangan bulat positif dan r; genap dan 7; ganjiluntuk i = 2, ..., dapat
dilabel graceful-busur. Tahap pembuktiannya sebagai berikut definisikan fungsi
pelabelan untuk busur, lalu ditunjukkan bahwa semua bobot simpul yang
diperoleh dari pelabelan tersebut merupakan penjumlahan bobot-bobot busur yang
hadir (mod |V|) dan membentuk barisan 0, 1, 2, |¥| — 1, dan pada akhirnya
ditunjukkan bahwa fungsi pelabelan tersebut adalah fungsi bijektif.
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> dengan

jumlah simpul pusat (m) sebarang bilangan bulat positif dan r; genap dan r;

ganjiluntuk i =2,

, dndapatkan dengan mendefinisikan fungsi f yang

melabelkan busur-busur pada graf caterpillar tak teratur dengan dengan jumlah

simpul pusat (m) sebarang bilangan bulat positif dan r; genap dan r; ganjil untuk

i=2, ..,,maitu f : E(SrI, nr) - {1, 2, ...} sbagai berikut
f(ew!) =
m
Z 1 +1 + 1 +1
T 2
k=i+1
= 1. +1 T
k 1
+j, —
Z : 2
< k=i+1
m
rk 1 2
Zrk 2 +(]_T1) 5-'—1' 117
k=1 2
m
rk 1 i+l _ 1 +3
Zrk 5 +({=1D+( - 5 s i=2, .., m F= e
k=1 k=l
“ 1
r ——
f(CiCi+1):Zrk_<z kz >+i. i=1, .., m—=1
k=1 k=i+1
Fungsi f tersebut menginduksi label simpul f+ : V(Srl_ n,f) -{0, 1, 2, ..., n—1}
() = f(cv!)(wd n) 1<is<m; 1<j<r
dan
iC; d T -
f+(cl) it {f(clcl+1)(rm n)! 1' ~ 1; 21 ) m. 1
0 (nmod n), i=m

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa f dan f* merupakan fungsi bijektif.

Pertama, akan dibuktikan f : E(S,,,

Jelas terlihat untuk f berlaku

Pelabelan gracefull...,

i) 2L 2,

, lejjektif.
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:{ci1c2, 6C3, i nf1Cm}
m m m m
z Zr"_l +1 nel) L,
(3o S (35 ) v
k=1 k=2 k=1 k=3
m m
r,—1
Zrk— Z +m—1
k=1 k=m
1 ro+1 rm+1
f:{clv%, EUT o, €US, 6V3, §V5 e, 6V, 7, i ufUms VR s oV }
e 1 7 1
Tk r Tk r
B __1, ae1y 2, 1
_’{Z " 2 Z 2 2 }
k=2 k=2
T141 L) r T2+3 T213 ¥ Tm+3 rm+5
f:{qvlz , €7 .., €U, 6V, %, 6V, ° B " R VW v, ,
m m m m
r,— 1 r +2 ,— 1
[ Zr"_ 2 2 +( 2 _rl)’zr"_ Z 2
k=1 k=2 k=1 k=2

m

r +4
2

RS

Jadi, bila diurutkan label untuk busur-busur pada graf caterpilar tak teratur S, |

)

dengan jumlah simpul pusat (m) sebarang bilangan bulat positif dan r; genap dan

r; ganjiluntuk i = 2,

m
Ll g
) ALY 2

k=2

4]
bX

..., ,imaka diperoleh

m

7 . 7 +1
2 'Z 2
k=2
k+1 r
il , .
Ly 2 i 2 =

k=2

m m
Zkr+m =2, Zg+m - 1L
k=1 k=1

Fungsi f merupakan fungsi pada, karena seluruh label habis dipakai dan f

merupakan fungsi 1-1 karena untuk tiap busur memiliki label yang berbeda,

sehingga dapat disimpulkan bahwa f : E(S,, _ .) = {1, 2, ..., lijektif.

Kedua, akan dibuktikan f*:V(S, . .)—-{0, 1, 2,

..., n -bii¢ktif, dengan

semua bobot simpul diperoleh dari penjumlahan bobot-bobot busur yang hadir

(mod |V]).
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Untuk semua simpul pusat berlaku
frlc;) = @i_ic;) +f (cicipq) + Z;":lf(civij) (mod n)dimana jikai =1

maka f (cyc;) = 0 dan jika i = m maka f(c,,,Cipeq) = 0.

Untuki=m
* = -1tm " m r]n d .
Frlem) = e+, " flenmh) (md m

Akan ditunjukkan bahwa f (¢j—16m) + Z;’:lf(cmvf;l) (mod n) =0 (nod n)

. Jj m+1—j 4.
dengan menjumlahkan label pasangan busur c,,v;, dan ¢, v,; , dimana

g
j=1, ...,Tmz_l dan label pasangan ¢,,v,,* dan ¢p,—1Cp,.
femvm) +f(cmvn)(mod )
[ © ne+l
Tk
S 11
Lk=m+1
[ m m 1 +1
T, — 7,
+ Zrk—<z k2 >+m—1+rm— m2 ](rmd n)
L k=1 k=m
T — Ty —
=Zrk S — m2 - mz (mod n) =Zrk +m (nmod n)
k=1 k=1

k=m+1
S S 1 +3 +1
T, — T T
+Zrk— Zk +m -1+ = - (mod n) =
2 2 2

k=1 k=m

m m
r,—1 r,—1

Zrk+m+ m2 —mz (mod n)=Zrk+m(m)d n)
k=1 k=1

=m—-m+m)(md n) =0 (mod n).
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f <cmv;mz“> +f (em1cm)(mod 1)

[ < 7 +1 +1
_ Tk Tm
B Z 2 T3
Lk=m+1
[ m m 1
r —
+ Zrk—<z kz )+m—1](rmd 0]
Lk=1 k=m
- +1 1
T Ty —
=Zrk+m+ N s ] 7
2 2
k=1
m
=Zrk +m (mod 1) = (n—m+m)(mod n) =0 (nod n).
k=1

Karena f (cp_1Cm) + Z;’:lf(cmv,{l) (mod n) = 0 (nod n) sehingga f(c,,) =
0(mod n).

Untuki=m-—-1
f+(Cm—1) = q%m—lcm) +f (Cm—zcm—l) +Z T'm_lf(cm—lvrlr'l—ﬂ (mod n).
j=1

Akan ditunjukkan bahwa f (¢, —5Cm—1) + Z;’:;l f(cm_lv,{l_l) (mod n) =

0 (nmod n) dengan menjumlahkan label pasangan busur Cm_lvrlr'l_1 dan

Tm—q1+1
T—1+1—J . = Ton—1—1
Cm—1Vp J dimana j =1, ..;% 21 dan label pasangan ¢,,_v,, 7 dan
Cm-2Cm-1-
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(Cm—lvrln—l) +f(Cm—1U7?ln__11)(rmd Tl)

T+

T

2
k=m
T — T
+[Zrk—< z kz )+m—2+rm_1—% (mod n)

k=1 k=m—
m

1

r.+1 r,.—1 r,_,—1
=Zrk+m—1+m —mz _m12

2
k=1
1 m
r i -~
+%(m)d n = ZTk +m (mod n)
k=1

=(n—-m+m)(md n) =0 (mwd n).

rm-1-1 Tm—1+3
f <Cm—1vm—i ) +f <Cm—1vm—i >(m)d n)
(< 7y +1 1
o Tk Tm-1—
B z ) ® ]
Lk=m
< . 1 +3
T 3 Tm-1
Lk=1 k=m-—1
Tm—1 +1
M Llabile (mod n)
2
- = i 1
o - Tm Tm-1— . Tm —
= z e +m—1+ > + > >
k=1
1 m
r e A,
—%(rmd n = Zrk +m (mod n)
k=1

=Mm—-m+m)(md n) =0 (md n).
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m—1+1
<Cm—1vm_i >+f (Cm—ZCm—l)(nDd TL)

m

_ n+1 1,4 +1
B Z 7 T3
k=m
m m 1
r —
+ Zrk—< z kz )+m—2 (mod n)
k=1 k=m-1
= +1 +1 1
Tm Tm—l Tm—l_
=Zrk+m—2+ + -
£ 2 2 2
m
Tm — 1
— (mod n)=Zrk+m(m)d n
k=1

=Mm—-m+m)(mod n) =0 (mod n).

Karena f (C;—2Cm—1) + Z;’Q;l f(cm_lv,{l_l) (mpd n) = 0 (mpd n) sehingga

fH(ee,,) = Em-10m)(md ).

Dengan cara yang sama dilakukan untuk i =m -2, m-—3, ..., 3, 2
diperoleh
fHlem-2) = fep—z¢p-1)(mmd 1)
fTlem-3) = flem-3cm—2)(m0d 1)

f*(c3) = fezcy)(mod n)
ft(c,) = feye3)(mod n)

Untuki =1

ftlc) = (icy) +zr'1 f(clvlj)(rmd n).

j=1

Akan ditunjukkan bahwa Z]r.l:l f (clvlj ) (mpd n) = 0 (mod n) dengan

. i +1—j . . T
menjumlahkan label pasangan busur ¢; v} dan ¢;v;*"" /, dimana j = 1, %
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(c,v}) +f(cqvi)(mod 1)

< 7 +1
- Z —+1
k=2
[ m m 1
r —
+ Zrk—<z kz )+(r1—r1)](nnd n)
k=1 k=2
- S+l o 1
7 T —
=Zrk+1+ k —Zk (mod n)
2 2
k=2 k=2 =2
m
=Zrk+1+m—1 (mod n) = (n—m +m)(nmod n)
k=1
=0 (mod n)

(k=2
r 'm m 1
T — T
+ Zrk—<z kz >+(%+1—r1)](rmd n)
k=1 k=2
" GIF R 1
7 Ty —
=Zrk+1+z 3 —zk (mod n)
2 2
k=2 k=2 k=2
m

:Zrk+1+m—1 (mpd 1) = (n—m+m)(nmod n)
k=1

=0 (md n).

Karena Z;lzlf(clvlj) (mod n) = 0 (nod n) sehingga f*(¢;) =
f(cicx)(mod n).

Terbukti bahwa

vry_ (flecy)(md ), i=1, 2, .., m—1
f(ci)_{ B(rmd n, i=m :
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Akibatnya,
f+:{C1! & ""Trg—l}

() 2 ()

k=1 k=2 k=3

S 1

r —
+2, .., :E:kr—- "12 +m — 1}

k=1

dan
f:{cm} - {0}

Jadi,

k=1 k=2 k=1 k=3
m
r —
+2, .., W= mz +m—1}.
k=1

Untuk simpul daun, jelas bahwa f +(vij ) &4 (civij ) (mod nkarena pada

simpul daun hanya terdapat satu busur yang hadir. Sehingga,

£ @l) = > ) = flew)) (wd

f+(vij)=f(civij)(nnd n) 1<i<m ;;,1<j<r
Karena
Ty ro+1 rm+1
f:{clv%, fy T R R N A }
T +1 o 1 1
R NI L
m s, ),
k=2 k=2
maka
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Dan karena
Tz_l+ 1 %1-" 2 T T22+ > TZT-'-S 2 Tmz+ : Tmz+ g m
fryav? L ev? ., evh 60,7, 60,7, 10, e nfVn L U e GV
m m m m
r,—1 r +2 r,— 1
_’Zr"_ z 2 +< 2 _“)‘zr"_ Z 2
k=1 k=2 k=1 k=2
rn +4 ™
( > —n),m,E}Hm—J
k=1
maka
ffravs ¥ o v 8, 8% T, R e B
m m m
il T +2
- zr"_ Z 2 +< 2 ‘ﬁ)’zrk
k=1 k=2 k=1
m m
( T —-1) +_(71-+4- ) :E: e 1}
— — Ll ..., ) =i
k=2 : 2 k=1
Jadi, untuk simpul daun didapatkan
m m
; Sl ™ i r, +1
() el 2, . X— = Z £
f (Ul) ) ] ) 2 +2 ] 2
k=2 k=2
m m 1
r Ty =
+3 V=Y 1)
k=1 k=2
m m
r +2 7 — 1
+( 2 _”)'zf_ Z 2
k=1 k=2
m
r +4
+< > —n),.” E}Hﬂl—l.
k=1

Bila diurutkan label untuk simpul-simpul pada graf caterpillar tak teratur
Sy, ....wdengan jumlah simpul pusat (m) sebarang bilangan bulat positif dan

genap dan r; ganjil untuk i = 2, ..., ,mmaka diperoleh barisan berikut
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Fungsi f* merupakan fungsi pada, karena seluruh label habis dipakai dan f*

merupakan fungsi 1-1 karena untuk tiap simpul memiliki label yang berbeda,

sehingga dapat disimpulkan bahwa f7 : V(Srl_ nr) - {0, 1, 2,

v, N1

merupakan fungsi bijektif dengan f*(u) = )., f (uv) (mod n).

Jadi, dari penjelasan di atas dapat disimpulkan bahwa f : E (Srl_ n,[) =

{1, 2, .Jeanft:V(S, ) =10, 1 2

Dari pembuktian dapat disimpulkan bahwa graf caterpilar tak teratur S,

..., n}nderupakan fungsi bijektif.

onik?

dengan jumlah simpul pusat (m)sebarang bilangan bulat positifdan r; genap dan r;

ganjiluntuk i = 2,

o,

) (®
9\ /s
(2
10/ \11
@

Gambar 3.3 Pelabelan graceful-busur pada graf caterpilar tak teratur § 3 3.5
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Pada Gambar 3.3 diberikan contoh pelabelan graceful-busur pada graf
caterpillar tak teratur dengan jumlah simpul pusat (m) sebarang bilangan bulat

positif dan r; genap dan r; ganjiluntuk i =2, ..,.m

Di dalam Bab ini telah diberikan konstruksi pelabelan graceful-busur dari
graf bintang ganda berbeda paritas, graf caterpilar tak teratur dengan jumlah
simpul pusat (m) ganjil dan jumlah bintang genap (k) ganjil dan graf caterpilar
tak teraturdengan jumlah simpul pusat (in) sebarang bilangan bulat positif dan r;
genap dan r; ganjil untuk i = 2, ..., .1#kada Bab berikutnya akan diberikan

rangkuman untuk seluruh hasil pada skripsi ini.
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BAB 4

KESIMPULAN

Di dalam skripsi ini telah dibahas konstruksi pelabelan graceful-busur
pada graf bintang ganda S, | ,dengan r; dan 7, berbeda paritas (r; genap dan 7,
ganjil atau r; ganjil dan r, genap), graf caterpillar tak teratur S, _.dengan
jumlah simpul pusat (m) dan jumlah bintang genap (k) ganjil, graf caterpillar tak

teratur S, _.dengan jumlah simpul pusat (m) sebarang bilangan bulat positif

dan r; genap danr; ganjiluntuk i=2, ..,.m

Pada skripsi ini belum ditemukan konstruksi pelabelan graceful-busur
untuk semua kasus graf caterpillar tak teratur. Berikut dua kasus yang belum
ditemukan, pertama graf caterpillar tak teratur dengan jumlah simpul pusat (1m)
genap, jumlah bintang genap (k) ganjil dan jumlah bintang ganjil (1) ganjil dan
kedua graf caterpillar tak teratur dengan jumlah simpul pusat (m) ganjil, jumlah
bintang genap (k) ganjil dan jumlah bintang ganjil () genap. Kasus ini dapat

dijadikan bahan untuk penelitian lebih lanjut.
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